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GEOMETRiA ANAUTICA 
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DESIGUALDADES 

Sia>byb>c, cntonccs a > c 
Si a > b, cntonccs a + c > b + c 
Si a > b y c > 0, cntonccs ac > be 
Si a > b y c < 0, cntonccs ac < be 
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LOGARfTMOS 

y = log*x signifies a* m x log. 1*0 . 

log. x v * log. x + log. y log. a * I 

log. j = log. x - log. v logx* k>g lo x 

log. r - r log. x In x * log. x 


FORMULA DEL BINOMIO 

iM+,r-r+(*y'y+ 

... + (;)*-y+ ••• +r. 

con 


DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 



<HP,. P ,)« VOtj-iiP + tyj-riP 


CIRCUNFERENCIA 


2) 


(x — h) 2 + {y — ky m r 1 


PENDIENTE m DE UNA RECTA 



FORMA PUNTO-PENDIENTE 



FORMA PENDIENTE-INTERCEPClON 



GRAFICA DE UNA ECUACtON CUAORATICA 

y = ax , .a> 0 y*ax 3 + bx + c, a>0 

, f 

_ i «. 

* S' 

I 
























TRIGONOMETRIA 


i 


FUNCIONES TRIGONOM£TRICAS 

DE NUMEROS REALES 
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GEOMETRIA 


Area A: perimetro C; volumen V ; 
de superficie curva S. 
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PROLOGO 


Esta nueva versidn dc Cdlculo con Geometric 
AnaUtica constituye una revision detallada de la 
anterior edicidn dc la obra. Una dc mis met as 
fue mantener la solidez mat emit ica dc la versidn 
que antcccdid a ista, pero con un lenguajc me- 
nos formal, reeiaborando cl texto y poniendo 
mis infasis en las griftcas y las figuras. Otro dc 
I os objetivos fue dcstacar la utilidad del Cilculo 
a travis dc una variedad dc nuevos cjcmplos y 
ejerddos dc aplicacidn dc muchas disciplinas di- 
ferentes. Por ultimo, las sugcrcncias que redbi 
dc los profcsorcs me llcvaron a modi Hear d or- 
den dc prcscntacidn dc algunos temas. 

Para esta cdicidn mucho del material que sc 
tenia fue escrito dc nuevo, sc rcorganizd y sc pre- 
pard nuevo material dc mancra que una lista en 
dctalle dc los cambios rcsultaria demasiado lar- 
ga. Los siguientes comentarios solamcnte scAa- 
lan los cambios principaies con rcspecto a la 
edicidn anterior. 

CARACTERISTICAS DE ESTA ED4CI0N 

• En cl repaso dc griftcas dc fund ones del Ca- 
pitulo 1 sc induyen desplazamientos horizon- 
talcs y verticales, ampliacioncs y reflexiones. 
Muchos dc los ejerddos dc aplicadbn fueron 
diseftados & fm dc preparar a los estudiantes 


para su trabajo posterior con miximos y mi- 
nimos y rapideces dc variaddn rdadonadas. 

• En cl Capitulo 2 sc motiva informalmcntc el 
concepto dc limitc antes dc la presentaddn ri- 
gurosa que sc da en la Seccidn 2.3. Como ayu- 
da para motivar a los estudiantes en esta etapa 
temprana del Cilculo sc incluycn cjcmplos y 
ejerddos referentes a aplicadones poco fre- 
cucntcs, tales como gases comprimidos, 6pti- 
ca, acdcraciones experimentadas por los astro- 
nautas, dosis adccuadas dc los medicamcntos 
y tcoria dc la rclatividad. 

• El concepto dc tasa dc variaddn o razdn dc 
cambio (antcriormcntc incluido en cl Capitu- 
lo 4) sc presenta en la Seeddn 3.3 para ofre- 
ccr desde cl principio una mayor variedad dc 
aplicadones dc la derivada. Las rapideces dc 
variacidn rclacionadas sc presentan en la Scc- 
ddn 3.9. 

• El Capitulo 4 contienc los concept os relacio- 
nados con los miximos y minimos, la grafi- 
caddn y las antiderivadas. Las aplicacioncs a 
la cconomia (que antcriormcntc constituian 
una sccddn apartc) sc colocaron donde resul- 
taba apropiado en Hte y en otros capitulos. 

• Las propiedades dc la integral definida y la 
dcfinicidn dc valor medio dc una funcidn sc 
presentan en una scccidn del Capitulo 5. La 
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integracidn num£rica y el uso de datos apro 
ximados se considcran al final del mismo. y 
las aplicaciones se discuten en el Capitulo 6. 

• Los conceptos de longitud de arco y superfi¬ 
cies de revolucidn se presentan en la Seccidn 
6.5. de manera que las aplicaciones matemA- 
ticas de la integral definida se consideran en 
la primera mitad del Capitulo 6. Las aplica- 
ciones a la fisica que se presentan en la segun- 
da mitad del capitulo son independientes entre 
si y se pueden estudiar en cualquier orden (o 
bien pueden omitirse). segun los objetivos del 
curso. Los momentos y el centro de masa de 
una lamina se discuten en la Seccidn 6.8. En 
la ultima seccidn se dan varias aplicaciones a 
otras Areas. 

• El Capitulo 7 comprende un gran numero de 
ejemplos y ejercicios sobre aplicaciones a di- 
versos campos de las funciones logaritmo na¬ 
tural y exponenciaJ natural. 

9 Al principio del Capitulo 8 se da un repaso de 
las funciones trigonomdtricas (que anterior - 
mente aparecia en un aptndice). Se incluyen 
las grAficas de las seis funciones trigonome¬ 
trical. 

• El Capitulo 9 se limita a presentar los m£to- 
dos de integracidn. y las aplicaciones de capi- 
tulos anteriores que requieren mdtodos avan- 
zados de integracidn se vuelven a considerar 
en los ejercicios. 

• El Capitulo 10 contiene muchos ejemplos y 
ejercicios nuevos de aplicacidn de las formas 
indeterminadas y las integrales impropias. 

• La presentacidn de las sucesiones infinitas en 
el Capitulo 11 proporciona una motivacidn 
geom&rica de los conceptos de convergence 
y divergence. El criterio de la razdn para se¬ 
ries de tlrminos positivos se presenta antes, y 
las series alternantes se discuten junto con la 
convergence absoluta en una misma seccidn. 
Hay una tabla nueva que resume todos los cri- 
terios discutidos en e 1 rapftulo. 

• En el Capitulo 12 se destaca el concepto de ex- 
ccntricidad de las secciones cdnicas. Hay apli¬ 
caciones a la navegacidn con el sistema loran 
y a las drbitas de planet as y comet as. 

9 Las rectas tangentes. la longitud de arco y las 
superficies de revolucidn, temas relacionados 


con las curvas paramdrteas, se agrupan en una 
seccidn del Capitulo 13. Las ecuaciones pola- 
res de las cdnicas se presentan en la ultima 
seccidn. 

9 El Capitulo 14 se organizd mejor de manera 
que los vectores en tres dimensiones estAn in- 
mediatamente despues de los vectores en dos 
dimensiones. Las rectas y los pianos se discu¬ 
ten en una seccidn. y los cilindros y las super¬ 
ficies cuadricas en otra. 

9 En el Capitulo 15 se acentua el significado geo 
mdtrico de las funciones vectoriales con ayu- 
da de muchas figuras. ejemplos y ejercicios. 
9 El Capitulo 16 contiene cincuenta nuevas fi¬ 
guras (incluyendo grAficas por computadora) 
en la exposicidn y en los ejercicios. Se intro- 
ducen los diagramas de Arbol o arboriformes 
como ayuda para visualizar la regia de la ca- 
dena. Se da atencidn especial al concepto del 
gradiente en las secciones posteriores del ca¬ 
pitulo. 

9 Las integrales dobles en coordenadas polares 
y el concepto de Area de una superficie apare- 
cen antes en el Capitulo 17. Los momentos y 
el centro de masa de un sdlido no homog£neo 
se discuten casi al final del capitulo. El teore- 
ma general sobre el cambio de variables en in¬ 
tegrates multiples (que antes se encontraba en 
la Seccidn 18.9) se presenta en la Seccidn 17.9. 
9 En el Capitulo 18 hay una defmicidn y un tco- 
rema de evaluacidn que unifican los tres tipos 
de integrales de linea en dos dimensiones. Se 
hace tnfasis en los campos vectoriales conser¬ 
vatives. Las fdrmulas de evaluacidn de inte- 
graJes de superficie se dan en un teorema. La 
divergencia y el rotacional de un campo vec¬ 
torial se motivan a traves de ejemplos. 

9 El Capitulo 19 contiene una discusidn de las 
ecuaciones diferenciales lineales de primero y 
segundo drdenes con aplicaciones. 

CARACTUUSTICAJ DEI UBRO 

APLICACIONES Todo libro de ( alculo tienc 
problemas con aplicaciones a ingenieria. fisica. 
quimica. biologia y economia. Esta revision in- 
cluye tambidn ejercicios para campos especiali- 
zados como fisiologia. sociologia. psicologia. 
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ecologia. occanografia, meteorologia, radiotera 
pia, astronautica y transportaci6n. 

EJEmPIOS Cada seccidn conticnc ejemplos 
cuidadosamcntc eiegidos para ayudar a los estu- 
diantes a cntendcr y asimilar los nuevos concep¬ 
ts. Siempre que es posible se induyen aplica- 
ciones para mostrar la ulilidad de un lema. 

£J ERG Cl OS Los con juntos de ejercicios co- 
mienzan con problemas rut man os y van aumen- 
tando paulatinamente su grado de diftcuhad. Los 
problemas de aplicadones aparecen general men - 
te hacia el final del conjunto para permitir a los 
estudiantes adquirir confianza en las operacio- 
ncs y las nuevas ideas, antes de tratar cuestiones 
que requieren d anilisis de situaciones pricticas. 

Se induyen mis de 300 ejerdcios nuevos de 
aplicadones para hacer enfasis en la flexibilidad 
y en el poder del Cilculo. Muchas de las aplica- 
ciones son novedosas y difieren mucho de las 
aplicaciones tradictonaimente expuestas en los li- 
bros de Cilculo. 

Hay una seccidn de repaso al final de cada 
capttulo que consta de una lista de temas impor- 
tantes y ejercidos pertinentes. 

AJ final del libro se dan las respuestas a los 
ejercicios de numero impar. 

CALCULADOtAS Se hace referencia a las caJ- 
culadoras en los lugares apropiados. La mayo¬ 
rs de los ejerddos sc pueden resolver sin utilizar 
calculadora pero los profesores pueden fomen- 
tar su uso para los cilculos con base en datos 
aproximados. 

DISEK’O INTERIOR Se ban usado colores pa¬ 
ra ayudar a seguir los razonamientos y subrayar 
los conceptos mis importantes. Se trazaron de 
nuevo todas las figuras para esta edicidn y, cuan- 
do fue posible, se colocaron en el margen al la- 
do del texto correspondiente. En general, todas 
las grificas tienen los rbtulos necesarios y en ellas 
sc usan colores para hacer mis claras las figuras 
complicadas. A muchos conjuntos de ejercicios 
se les aAadieron croquis y dibujos para ayudar 
a visualizar los problemas aplicados. 


vN 

FLEX1BJUDAD La variedad de programas y 
planes de estudios de las escuelas que han usado 
las ediciones anteriores es prueba de la flexibili- 
dad del libro. Las scccioncs y los capitulos se 
pueden ordenar de diversas maneras, dependien- 
do de los objetivos y la duracibn del cur so. 

AYUDAS PARA EL PROFESOR 

Pueden obtenerse con la editorial las siguientes 
ayudas (en ingibs) para la enseftanza: 

Complete Solutions Manual , vols. I y II, por 
Jeff Cole, de Anoka-Ramsey Commu¬ 
nity College, y Gary Rockswold, de 
Mankato State University. 

Soluciones para los ejercicios de numero par. 

Gcncrador de eximenes computadorizado 
( para computadoras pcrsonales IBM y 
compatibles). 

Banco de eximenes impresos. 

AYUDAS PARA EL ESTUDUNTE 

Se pueden obtener con la editorial los siguientes 
elementos de ayuda (en ingJbs): 

Student Supplement . vols. I y II, por Tho¬ 
mas A. Bronikowski, de Marquette Uni¬ 
versity, que contiene la solucidn a cada 
tercer problema de ejercicio del texto. 

Programmed Study Guide , por Roy A. 
Dobyns, de Carson-Newman College, 
que cubre los primeros nueve capitulos 
del texto. 
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AL ESTUDIANTE 


El Ciiculo sc inventb cn el siglo xvn como un medio para estudiar los problemas en 
que intervenfa el movimiento. El Algebra y la trigonometria puedcn servir para estudiar 
los objctos que se mueven con velocidad constante a lo largo de una trayectoria rectili- 
nea o circular, pero si la velocidad es variable o la trayectoria es irregular, se necesita 
el Ciiculo. Una descripcibn rigurosa del movimiento requiere definiciones precisas de 
velocidad (la rapidez con la que varia la distancia respecto al tiempo) y de aceleracidn 
(la rapidez de cambio de la velocidad). Estas definiciones pueden darse usando uno de 
los conceptos fundament ales del Ciiculo: la derivada. 

Aunque el Ciiculo se desarrollb para resolver problemas de ffsica, su poder y flexi- 
bilidad lo ban hecho util en muchos campos de tstudio. Las aplicaciones modernas de 
la derivada incluyen las investigaciones sobre la rapidez o tasa de crecimiento de un 
cultivo de bacterias, la prediccibn del resultado de una reaccibn quimica, la medicibn 
de los cambios instantaneos de una corriente electrica, la descripcibn del comportamien- 
to de las particulas atomicas, la estimacibn de la reduccibn de los tumores con la radio- 
terapia, la prediccibn de las ganancias y las p£rdidas econbmicas y el anilisis de las 
vibraciones de un sistema mecanico. 

La derivada tambibn es util para resolver problemas de miximos y minimos, tales 
como el de la fabricacibn de la caja rectangular mis barata que ha de tener un volumen 
dado, el ciiculo de la mayor distancia que un cohete puede recorrer, la determinacibn 
de la mixima circulacibn que debe permitirse al trinsito sobre un puente largo, la de¬ 
terminacibn del numero de pozos que hay que perforar en un campo de petrbleo para 
lograr la produccibn mis eficiente, la determinacibn del punto entre dos fuentes de luz 
en el que la iluminacibn seri mayor y la maximizacibn del ingreso de una compaAia 
industrial o comercia! debido a un producto determinado. Los matemiticos aplican las 
derivadas a menudo para encontrar rectas tangentes a curvas y como ayuda para anali- 
zar las grificas de funciones complicadas. 

Otro de los conceptos fundamentales del Ciiculo —la integral defimda— tiene su 
origen en el problema de evaluar el irea de una regibn con frontera curva. Las integra- 
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AL ESTUOtANTE 


les dcfinidas se utilizan tan cxtensamente y cn campos tan diver sos como las derivadas. 
Algunas de sus aplicaciones son localizar el centro de masa o el momento de inercia 
de un sblido, determinar el trabajo requerido para enviar una nave espaciaJ a otro pla- 
neta, cakular el flujo sanguineo a travbs de una arteriola, estimar la depreciacibn del 
equipo de una fAbrica e interpretar la magnitud de la dilucibn de un tinte en las pruebas 
fisiolbgicas que sc hacen con mbtodos de rastreo. Tambien sc pueden usar las integrates 
dcfinidas para invest igar concept os matemAticos tales como el Area de una super ficie 
curva, el volumen de un sblido gcombtrico o la longitud de una curva. 

Los conceptos de la derivada y la integral definida se definen por medio de limites. 
La nocibn de Umite es la primera nocibn que separa al CAlculo de las matemAticas co¬ 
rn uncs. Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) descu- 
brieron independientemente uno del otro la relacibn entre las derivadas y las integraJes, 
y se atribuye a ambos la invencibn del CAlculo. Muchos otros matemAticos han contri- 
buido de manera importantc a su desarrollo durante los ultimo* 300 aftos. 

Las aplicaciones del CAlculo mencionadas anteriormente representan solamente al¬ 
gunas de las muchas que sc consideran en este libro. No podriamos describir todas las 
aplicaciones del CAlculo, que con cada avance en la tecnologia se desarrollan mAs. Cual- 
quiera que sea el campo de interbs del lector, probablemente usarA el CAlculo en algu¬ 
nas de sus investigaciones puras o aplicadas. QuizAs el propio lector descubra una nueva 
aplicacibn en alguna rama de la ciencia. 
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CAPITULO 


LAS FUNCIONES 
y SUS GRAFICAS 


[jjste capftulo trata temas necesanos para el estudio del Calculo. 
Desputs de una breve discusidn sobre los numeros reales, los 
sistemas coordenados y las graficas en dos dimensiones, se 
considera uno de los conceptos mSs importantes de las 
matematicas: la nocion de funcion 
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LOS NUMEROS REALES 


El calculo se basa en las propiedades de los numeros reales. Si se suma el numero real 
1 sucesivamente a si mismo se obtienen los enteros posilivos 1, 2, 3, 4,-Los nume¬ 

ros enteros constan de todos los enteros positivos y negativos junto con el numero real 
0. Frecuentemente se escriben los enteros en una lista como sigue: 


.... -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 


Un numero racional es un numero real que se puede expresar como el cociente a/b de 
dos numeros enteros ay b con b * 0. Los numeros reales que no son racionales se lla- 
man irracionales. Por ejemplo, la razon del perimetro de una circunferencia a su did- 
metro es un irracional. Este numero real se denota por it y se escribe i r « 3.1416 para 
indicar que it es aproximadamente igual a 3.1416. Otro ejemplo de un numero irracio¬ 
nal es V2. 

Los numeros reales se pueden representar por expresiones decimates infinitas. Por 
ejemplo, realizando la divisidn puede verse que la representation decimal del numero 
racional 177/55 es 3.2181818.... en donde los digitos 1 y 8 se repit en indefinidamente. 
Los numeros racionales pueden representarse siempre por expresiones decimales perio- 
dicas , es decir, en las que hay una combination de digitos que se repite indefinidamen¬ 
te. Los numeros irracionales pueden representarse por expresiones decimales infinitas 
no periodicas . 

Existe una correspondencia biunivoca entre los numeros reales y los puntos de una 
recta /, en el sentido de que a cada numero real a le corresponde uno y solo un punto 
p en /, y viceversa, a cada punto P le corresponde un numero real. Para ilustrar esta 
correspondencia, en la Figura 1.1 se sefialan varios puntos que corresponden a nume¬ 
ros reales. El punto O que corresponde al numero real 0 es el origen. 


FIGURA 1.1 

_ o , , , t if 

_* -2-l" -1* 0 I V2 2 2 33 IT4 225 a b 1 

El numero a que se asocia a un punto A en l se llama coordenada de A . Una asigna- 
ci6n de coordenadas a los puntos de / constituye un sistema coordenado para /. Una 
recta que tiene un sistema coordenado se llama eje coordenado o recta numerica real. 
A /, supuesto horizontal, se le asigna una direction tomando el sentido positivo hacia 
la derecha y el sentido negativo hacia la izquierda. La direccidn positiva se indica tra- 
zando una punta de flecha en un extremo de /, como se muestra en la Figura 1.1. 

Los numeros que corresponden a los puntos a la derecha de O en la Figura 1.1 son 
los numeros reales positivos, mientras que los que corresponden a puntos a la izquierda 
de O son los numeros reales negativos. El numero real 0 no es positivo ni negativo. 

Si a y b son numeros reales y a - b es positivo, se dice que a es mayor que b y 
se escribe a > b. Esto es equivalente a decir que b es menor que a (b < a). Los simbo- 
los > y < se llaman signos de desigualdad y expresiones como a>byb<ase 11a- 
man desigualdades. Con referencia a la Figura 1.1, si A y B son puntos con coordenadas 
a y by respectivamente, entonces b > a (o a < b) si y sdlo si A se encuentra a la iz¬ 
quierda de B. Como a - 0 = a y resulta que a > 0 si y solo si a es positivo. Analoga- 
mente, a < 0 significa que a es negativo. Se pueden demostrar las siguientes propiedades. 








1.1 Los oomcros redles 


3 


PROPIEDADES DE LAS (1.1) (i) Si a > b y b > c, entonces a > c. • 

DESIGUALDADES (ii) Si a > b, entonces a + c > b + c. 

(iii) Si a > b, entonces a - c > b - c. 

(iv) Si a > b y c es positivo, entonces ac > be. 

(v) Si a > b y c es negativo, entonces ac < be. 


Hay resultados parccidos cuando se invierten los signos de desigualdad. Por ejem- 
plo, si a < b y b < e, entonces a < c; si a < b, entonces a + c < b + c, etcetera. 

La expresibn a se lee a es mayor que o igual a b y significa que a > b, o bien 
queer * b. La expresibn a < b < c significa que a < b y b < c, y cuando esto sucede 

se dice que b est* enlre a y c. Las expresiones a z b, a < b s c, a s b < c, a z 

b s c, etc., se pueden interpretar mediante las definiciones anteriores. 

Si un ntimero real er es la coordenada de un punto A sobre una recta coordenada 
/, para denotar la distancia de A al origen, indcpendicntemen 
te del sentido, se utiliza cl simbolo \a\. El numero no negati¬ 
vo \a\ se llama valor absoluto de a. Con referenda a la Figura 

1.2 se ve que para el punto con coordenada -4, se tiene 

|-41 » 4. Analogamentc, |4| * 4. En general para caJcu- 
lar | j |, si a es negativo hay que cambiar el signo . y si a no 
es negativo entonces \a\ = a. La siguiente definicibn resu¬ 
me este analisis. 


riGutA i t 

#—#• • 4 141 • 4 

/-*-v-*-, 

+ ■»♦»♦♦♦ 1 —+■ ♦ » 

>4 0 4 


DEFINICION (1.2) 



EJEmPIO 1 Evaluar |3|, |-3|. |0|. |V5 - 2|. y |2 - VS|. 

Solucion Puesto que 3, 2 - V2 y 0 no son negativos. 

|3| - 3. |2-VI| - 1-fi, y |0| - 0. 

Como -3 y V2 - 2 son negativos, usamos la fdrmula \a\ - -ay asi 

I 3| - -(-3) - 3 y - 2| - -(VI - 2) - 2 - VI . 

Se puede demostrar que para todos los numeros reales a y b, 

|a| - |“«|, \ab\ « |a||6|. -\a\ s a s \a\. 

Tambidi es posible demostrar las siguientes propiedades. 
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PROPIEDADES DE LOS (1*3) 

---- 

Sea b un numero real positivo. Entonces 


VALORES ABSOLUTOS 

(0 M 

< b 

si y solo si 

—b < a < b. 

a > b o bien 



(ii) H 

> b 

si y sdlo si 

a < - b . 


(iii) |a| 

= b 

si y sdlo si 

a - b o bien 

a - -b. 


Las propiedades (ii) y (iii) tambien se cumplen cuando b = 0. Por tanto, si b > 
0, entonces 

|a| s b si y sdlo si —bsa^b 

y |a| > b si y s6lo si a > b o bien a < — b. 


LA DESIGUALDAD DEL (1.4) 
TRIANGULO 



Dcmostracion Esclaroque-|fl| <a^|a| y -\b\ < b < \b\ . Sumando los la- 
dos correspondientes se obtiene 

-(M + \b\) <; a + b < |a| + \b\. 

Aplicando el comentario anterior a este teorema se obtiene la Desiguaidad del Tridn- 
gulo. • • 


A continuacidn se usaran valores absolutos para definir la distancia entre cualquier 
par de puntos sobre una recta coordenada. N6tese que la dis¬ 
tancia entre los puntos de / con coordenadas 2 y 7 que se mues- 
figura 1.3 tran en la Figura 1.3 es igual a 5 unidades. Esta distancia es 

5 = .7 - 21 = n V la diferencia entre las coordenadas, 7-2, que se obtiene res- 

/ - A i t --N tando la menor de la mayor. Si se usan valores absolutos el 

1 1 1 1 1 1 1 7 1 "/ orden no importa, pues |7 - 2| = |2 - 7|. 


DEFINICION (1.5) 


Sean A y B dos puntos sobre una recta coordenada I, y 
ay b sus coordenadas respectivas. La distancia entre A 
y B se denota por d(A, B) y esta dada por 

d(A, B) = |b - a\ 


El numero d(A, B) denota la longitud del segmento AB. Observese que, como 
d(B,A) = \a-b\ y \b - a\ = \a- b\, 

d(A, B) = d(B, A). 













FIGURA 1 

4 » 


1.1 lot numeros reales 5 

N6tesc tambien que la distancia entrc el origen O y d punto A es 

d(O.A) « |a-0| « |j| 

que coincide con la interpretacidn gcom&rica del valor absoluto ilustrada en la Figura 
1.2. La fdrmula d(A , 5) ■ |b - a\ cs vilida independientemente de los signos de a 
y b, como se ilustra en cl siguiente cjemplo. 

EJEMPLO i Sean A, B,Cy D puntos con coordenadas -5, 
.4 -3, 1 y 6, respectivamente. CaJcular d(A t B) f d(C, B) f 

o c p *) y d(C, D). 

6 / Solucion Los puntos est4n representados en la Figura 

1.4. Por la Definicidn (1.5): 

d iA , B)m |-3-(.5)|.|-34 5|.|2|-2 
ac 9 B)- 1-3- l|-|-4|-4 
d(O.A)- |-5-0|-1-51-5 
d(CD)-|6-l|-|5|-5 


A veces, como por ejemplo al estudiar las desigualdades, es convenience usar la no- 
tacidn y la terminologia de los conjuntos. Se puede pensar en un conjunto como una 
coleccibn de objetos de algun tipo. Los objetos son los elementos del conjunto. En cste 
libro se denota cl conjunto de los numeros reales por R . Si S es un conjunto, entonces 
a € 5 significa que a es un elemento de 5 y a i S signified que a no es un elemento 
de S. Si todo elemento de un conjunto 5 es tambien un elemento de un conjunto Ten¬ 
tonces se dice que S es un subconjunto de T. Sean S y T dos conjuntos. Se dice que 
Sy T son iguales y se escribe S • T, si S y T tienen cxactamente los mismos element os. 
Para indicar que S y T no son iguales se escribe S + T. La unidn SUTdeSyTes 
un conjunto que consta de todos los elementos que est4n en 5 o en 7\ o en S y T a 
la vez. La interseccttn 5 0 7* consta de todos los elementos que am bos conjuntos tie¬ 
nen en comun. 

Para representar elementos arbitrarios de un conjunto se usan frecuentcmente le- 
tras. Por ejemplo, a veces se usa x para denotar un numero real cuando no sc desea 
especificar ningun numero real en particular. Una letra que se usa para representar cual- 
quier elemento de un conjunto dado se llama variable . Un simbolo que representa un 
elemento espedfico es una constante. En cste libro, como en muchos otros, se usan las 
ultimas Ictras del alfabeto, como x % yyz, para representar variables. Las letras como 
a % by c denotan constantes. A lo largo de todo el texto las variables representan mime- 
ros reales, a menos que se espccifique lo contrario. 

El dominio de una variable es el conjunto de los numeros reales que la variable 
representa. Por ejemplo, Vjt es un numero real si y sdlo si x 0 y, por lo tanto, el 
dominio de x cs el conjunto de los numeros reales no negativos. Analogamcntc, al con- 
siderar la expresidn \/(x - 2) se debe exduir x * 2 para evitar la divisidn entre cero. 
En este caso el dominio es el conjunto de todos los numeros reales diferentes de 2. 
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Si los elementos de un conjunto S son los que tienen alguna propiedad, se puede 
escribir S = {x : }, enunciando la propiedad que describe a la variable x en el espacio 

despues de los dos puntos. Por ejemplo, {x: x > 3} denota el conjunto de todos los 
numeros reales mayores que 3. A veces, los conjuntos finitos se definen enunciando 
la lista de todos sus elementos puestos entre Haves. Por ejemplo, si el conjunto T consta 
de los primeros cinco enteros positivos, se puede escribir T = {1, 2, 3, 4, 5}. 

Ciertos subconjuntos de U llamados intervalos, son muy importantes en el calcu- 
lo. Si a < b, el conjunto de todos los numeros reales entre a y b es un intervalo abierto 
y se denota por ( a , b)> como en la siguiente definicion. 


INTERVALO (1.6) 
ABIERTO 





(cr, b) = {x: a < x < b\ 


_ 


FIGURA 

(a, b) 


(- 1,31 


(2, 4) 


Los numeros a y b se llaman extremos del intervalo. 

La gr£fica de un conjunto de numeros reales consta de los puntos sobre una recta 
coordenada que corresponden a los numeros del conjunto. En particular, la gr&fica del 
intervalo abierto (a, b) consta de todos los puntos entre los dos que corresponden a 
a y b. En la Figura 1.5 aparecen representaciones de las graficas de un intervalo abierto 

general (a, b) y dos intervalos abiertos especificos (-1, 3) y 
(2, 4). Los parentesis en las graficas indican que los extre¬ 
mos de los intervalos no estan incluidos, Por conveniencia, 
no haremos distincion entre intervalo y grdfica de un in¬ 
tervalo. 

Para indicar que un extreme de un intervalo queda in- 
cluido en el, se utiliza un corehete en lugar de parentesis (re- 
(redondo). Si a < b, entonces el intervalo cerrado [a , b ] y 
los intervalos semiabiertos [a, b) o bien {a, ft], se definen 
como sigue. 


1.5 


-4 - 


- ( ' i i ■■ ) i ' 

-1 0 3 

—I-1-1 > ■ ) I 


0 2 4 


INTERVALOS (1.7) 
CERRADOS y 
SEMIABIERTOS 



FIGURA 1.6 


a b 

I a. M --—)-- 

a b 

.-./■I —(- 3 — 

a h 


En la Figura J .6 aparecen algunas graficas tipicas de es- 
te tipo de intervalos. La presencia de un corehete indica que 
el extremo correspondiente es parte de la grafica. 

En adeiante, al hablar de intervalos, cuando los nume¬ 
ros a y b no se definan explicitamente, se sobreentiende que 
a < b . Si un intervalo es un subconjunto de otro intervalo 
/, se dice que es un subintervalo de /. Por ejemplo, el inter¬ 
valo cerrado [2, 3] es un subintervalo de [0, 5]. 
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nau*A 

l<». X) 
[«. / ) 

(- x. a) 
l-x.fl] 


Para intervalos infinito* sc usa la siguicnte notacidn. 


INTERVALOS (1.8) 
INFINITOS 


( a . «) - {jr x > a\ 
| a, <») * jjr x £ a) 
(-°°, a) * {jr: * < j) 
(-«. j| « (jc jr s j( 


Por ejemplo, (I, °°) rcprescnta tod os los numcros r calcs mayores quc I. El simbo- 
lo 00 se Ice infinito y no « un numcro real sino solamcntc 
un medio dc notacidn. En la Figura 1.7 apareccn unas grAfi- 
cas ti picas dc intervaios infinites en los quc a es un numcro 
real arbitrario. La auscncia dc un signo dc parentesis o cor- 
chetc como marca en un extremo de intervalo indica que la 
grAfica sc extiende indefinidamente. A vcces el conjunto 
dc los numcros reales sc denota por (-<», <»). 

Con frecucncia sc considcran desigualdades en las que 
intervienen variables, como por ejcmplo, 

x 2 - 3 < lx + 4. 

Si sc sustituyc x en x 2 - 3 < lx + 4 por los numeros 4 o 
5, sc obticnen las desigualdades falsas 13 < 12 o bicn 22 < 
14, respectivamente. Otros numcros como 1 o 2 llevan a 
desigualdades vcrdaJcras: -2 < 6 o bicn I < 8, respectivamente. Si al sustituir x 
por un numcro real a sc obtienc una desigualdad verdadera. entonces sc dice que a 
es una solucidn dc la desigualdad. Asf, 1 y 2 son soluciones dc la desigualdad x 2 - 3 < 
2x + 4, pero 4 y 5 no lo son. Resolver una desigualdad signified cncontrar todas sus 
soluciones. Sc dice quc dos desigualdades son equivalentes si ticnen exactamente las mis- 
mas soluciones. 

Para resolver una desigualdad, se escribe una lista de desigualdades equivalentes 
que termina en una para la cuaJ las soluciones son evidentes. Los medios que mAs se 
usan al aplicar este metodo son las propiedades de las desigualdades y del valor absolu- 
to. Por ejemplo, si se suma una misma expresibn a ambos lados de la desigualdad sc 
obtiene una desigualdad equivalente. Pucden multiplicarse ambos miembros por una 
expresibn positiva y obtener tambien una desigualdad equivalente. Si la expresibn con- 
tiene a x debe verificarsc quc es positiva para todos los valores de x que sc est£n consi- 
derando. Si sc multiplican ambos lados de una desigualdad por una expresibn que es 
siempre negativa como -7 - jr 2 , sc debe invertir cl signo dc la desigualdad para esta- 
blecer una desigualdad equivalente. 


A - 

\ - 

m 

—f 

m 

- $ 

m 


EJEMPLO 3 Resolver la desigualdad 4jr 3 > lx - 5 y representar graficamente 
las soluciones. 

Solucion Las siguientes desigualdades son equivalentes Oustifiquesc cada paso): 
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4x + 3 > 2x — 5 
4x > 2x — 8 
2x> -8 
x > —4 

Por lo tanto, las soluciones son todos los numeros reales ma- 
4—i—(—i—I—i—I—i—i—► yores que -4, es decir, los numeros del intervalo infinito 

~ 4 0 ' (-4, <»). La gr&fica aparece en la Figura 1.8. • 


4 • 3x 

EJEMPLO 4 Resolver la desigualdad — 5 ^ —-— < 1 y graficar las soluciones. 


Solucion Podemos proceder como sigue: 

4 - 3x 

-5 <—-—< 1 


FIGURA 1.9 

t 1 I (i- 4 L t ] I I » 

ojl i* 

j j 


—10 < 4 — 3.x < 2 
-14 ^ -3.x < -2 

14 2 

T- X> 3 

2 14 

3 <X ^T 

Por lo tanto, las soluciones son los numeros del intervalo se- 
miabierto (f, 1 y]. La gr£fica aparece en la Figura 1.9. • 


EJEMPLO 5 Resolver x 2 - lx 4- 10 > 0 y representar graficamente las soluciones. 
Solucion Como la desigualdad se puede escribir 

(x - 5)(x - 2) > 0, 

resulta que x es una solucibn si y solo si los factores x - 5 
y x - 2 son ambos positivos o ambos negativos. El diagra- 
ma de la Figura 1.10 muestra el signo de cada uno de estos 
factores para varios numeros reales. Claramente, ambos fac¬ 
tores son positivos si x esta en el intervalo (5, °°) y ambos 
son negativos si x esta en (-<», 2). Como se ilustra en la Fi¬ 
gura 1.10, las soluciones son todos los numeros reales en la 
unibn (-°°,2) U (5, °°). • 

EJEMPLO 6 Resolver la desigualdad |x - 3| < 0.1. 

Solucion Usando (1.3) (i) y (1.1) (ii), vemos que la desigualdad es equivalente a ca¬ 
da una de las siguientes: 


FIGURA 1.10 

SIGNO DEL FACTOR 
x - 2: - 

5:- 

■ > + » * ■ ) 1 1 ( 1 — \ 

0 2 5 










1.1 Lot numero* reofcs 


♦ 


-0.1 < x - 3 < 0.1 
-0.1 + 3 < (x - 3) + 3 < 0.1 +3 
2.9 < x < 3.1 

Enforces las soluciones son los numeros reales en el inlervalo abierto (2.9,3.1). 

En la Scccidn 2.3 se usarin desigualdades parecidas a la del Ejemplo 6 para definir 
el concepto de l/miie. Mis especificamente, se considerarin desigualdades como las del 
siguiente ejemplo. La letra griega 6 (delta) que aparcce en el Ejemplo 7 se emplea fre- 
cuentemente en cilculo para denotar un numero real positivo pequeAo. 

EJEMPLO 7 Sean a y 6 dos numeros reales, con 6 > 0. Resolver la desigualdad 

0 < \x — a\ <6 

y representar grificamente las soluciones. 


Solucion La desigualdad 0 < \x - a\ se satisfice si y sblo si x # a. Pueden encon- 
trarse las soluciones de |x - a\ <6 usando (1.3)0) y (l.l)(ii) como sigue: 



\x-a\<6 


-d < x - a < b 


<i — 6 < x < a + 6 

FIGURA 1.11 

Por lo tamo, las soluciones de 0 < \x - a\ < b son todos 
los numeros reales en el intervalo abierto (a - 6, a + 6) ex - 
cepto el numero a. Estc conjunto es la uni6n 

—(- i -1—; 

8-t m m ♦1 

(a - b % a) U (a, a + 6) 


de dos intervaios abiertos. La gr4fica se ilustra en la Figura 
1.11. 


EJEMPLO 8 Resolver |2x - 7| > 3. 

Solucion Por (l.3)(ii), x es solucidn de |2x — 7| > 3 si y sdlo si 
2x - 7 > 3 o bien 2x - 7 < -3. 


La primcra de estas dos desigualdades es equivalente a 2x > 10. o bien x > S. La se- 
gunda es equivalente a 2x < 4, o bien x < 2. Por lo tanto, las solucioncs de |2x - 7| > 
3 son los numeros en la unidn (-«, 2) U (5. »). La grifica es id*ntica a la de la Figura 
1 . 10 . • 

EJERCICIOS 1.1 

t jercicim 1-2: Sustituya ef sfmbolo por <. > o -. 

I- (a) -2□ -5 (b) -20 5 (c)6-ID2 + 3 2. (a) -3DO (b)-IO-3 1080-3 

id) it-0-66 lei 20 v 4 Ifl * U V (<*» i — i O A (e) v2 1 A (fl 3.6513 
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Ejercicios 3-4: Escriba la expresion dada sin usaY el 
valor absoluto. 

3. (a) 12 - 51 (b) 

1-51 + 1— 2| 

(c) j 51 + | — 21 (d) 

|-5| —|—2| 

(e)|tt-^| (f) 

1 - 2>/| — 21 

lg)|i-0.5| (h) 

(i) 15 — x | donde x > 5 

(j) \a — />| donde a < b 

K-3) J | 

4. (a) 1 4 — 81 

(b) 13 — k | 

<c) | 41 | 81 

<d| |-4 + 8| 

(e)|-3| 2 

(f) 12 — ^1 

(g) |-0.67| 

(h) —| —3| 

(i) j x 2 + 11 

(j) | -4 - x 2 1 


5. Sean A , B y C tres puntos de una recta coorde- 
nada y sean -5,-1 y 7 sus coordenadas respecti- 
vas. Calcule las siguientes distancias: 

(a) d(A % B) (b) d(B . C) (c) d( C, fi) (d) </(/!, C) 

6. Repita el Ejercicio 5 suponiendo que A , B y C 
tienen coordenadas 2, -8 y -3, respectivamente. 


35. La relacibn entre las escalas de temperatura Fah¬ 
renheit y Celsius est£ dada por C = $ (F - 32). 
Exprese los valores de C correspondientes a 60 < 
F < 80 por medio de una desigualdad. 

36. Para el circuito elbctrico que se muestra en la fi- 
gura, la ley de Ohm afirma que / = V/R , donde 
R es la resistencia (en ohms, fl), V es la diferen- 
cia de potencial (en volts, V) e / es la corriente 
(en amperes. A). Si la tensibn es de 110 V, <,que 
valores de la resistencia producen una corriente 
que no excede de 10 A? 

EJERCICIO 36 r 

-VW-1 


V 

37. De acuerdo con la ley de Hooke, la fuerza F’fen 
newtons, N) que se requiere para estirar un re- 
sorte x centimetros a partir de su longitud natu¬ 
ral, est4 dada por la fbrmula F = (4.5)x (vbase 
la figura). ^Cudles son los valores del alargamien- 
to x correspondientes a 10 ^ F ^ 18? 


Ejercicios 7-34: Resuelva la desigualdad y exprese la 
solucibn en terminos de intervalos. 


EJERC 


7. 5x - 6 > 11 
9. 2 — lx <, 16 
II. |2x+ 11 > 5 
13. 3x 4* 2 < 5x - 8 

15. 12 > 5x - 3 > -7 
3 — 7x 


17. -1 < 
5 


19. 


4 

>0 


< 6 


1 — 2x 

21. | x — 101 <0.3 
23. 


25. 

27. 3x 2 + 5x - 2 < 0 
29. 2x 2 + 9x 4- 4 £ 0 

31. \ < 100 


33. 


x 

3x-f 2 
2x — 7 


<0 


8. 3x-5< 10 
10 . 7 — 2x > -3 
12. |x 4- 2| < 1 
14. 2 + 7x < 3x - 10 
16. 5 > 2 — 9x > —4 

18. 0 < 4x - l < 2 
4 


0 




LONGITUD 

NATURAL 


20 . 


22 . 


x 2 4* 9 
2 x 4- 3 


>0 


<2 


A LA RGAMIE NT O 

OooooOoOo* t pulGADAS 


v. Si en un circuito elbctrico se conectan dos resisto- 
res R i y R 2 en paralelo, la resistencia neta R esta 
dada por l/R = (1//?,) + (l/fl 2 ) < v ease la figu¬ 
ra). Si R, = 10 ohms (fl), ique valores de 
dan por resultado una resistencia neta de menos 
de 512? 


7 — 3x 

£ 1 

24. 

13 - 1 lx | > 41 

EJERC CIO 38 



2 


r j 

5 *' i 

125x — 81 > 7 

26. 

| lx + 11 < 0 







28. 2x 2 —9x4-7 <0 
30. x 2 - lOx £ 200 

32. 5 4- yfx < 1 

3 2 


34. 


x — 9 x 4- 2 


39. Una lente convexa tiene distancia focal/ = 5 cm. 
Si un objeto se coloca a una distancia de p centi¬ 
metros de la lente y la distancia de la lente a la 
imagen es q centimetros, entonces p , q y/estan 
relacionados por la ecuacion de las lentes (1 /p) 4- 
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i\/q) - I// (vease la figura). que distancia 
de la lence debe colocarse el objeto para que la 
imagen est* a mis de 12 cm de aqudla? 


EJ6ACTJO 39 



IMAGCN 


40. Para ciertogas, la ley de Boyle afirma que p\ ■ 
200, donde p denota la presidn (en N/cm 2 ) y v 
el volumen (en cm 1 ). Si 25 s y s 50, ^cuiles 
son los valores correspondlentes de pi 


l 



SISTEMAS DE COORDENADAS EN DOS DIMENSIONS 


En la Seccidn 1.1 sc prcsent6 un metodo para asignar coordenadas a los puntos dc una 
recta. Tambi&i sc puede introducir un sistema coordcnado para un piano por medio 
dc pares ordenados. La expresidn par ordenado dcsigna a dos numeros rcalcs dc los 
cualcs uno cs cl “primero” y cl otro cl “segundo". El simbolo ( a , b ) denota al par 
ordenado que consta dc los numeros reales a y b, donde a es cl primero y b es cl segun- 
do. Los pares ordenados tienen muchas aplicaciones. En la Seccidn 1.1 se usaron para 
denotar intervalos abiertos. En esta seccidn representarin puntos en el piano. Aunque 
se usen los pares ordenados en diferentes situaciones, es poco probable que se confun- 
dan sus significados ya que siempre debe quedar claro por el contexto si el simbolo (a, b) 
representa un intervalo, un punto o algun otro conccpto matemitico. Dos pares orde¬ 
nados ( a, b) y (c, d) son iguales, y se escribe 


(a, b) » (c, d) si y s6lo si a ■ c y b = d. 


En particular esto implica que (a, b) # (b, a) si a + b. El conjunto de todos los pares 
ordenados se denota por R x R. 

Sc puede definir un sistema coordenado rectangular o cartesiano* cn el piano con- 
siderando en d dos rectas coordenadas perpendicularcs que se cortan o intcrsecan en 
el origen O de ambas. A mcnos que se espccifique lo contrario, en cada recta se elige 
la misma unidad dc longitud. Se acostumbra to I oca r una de las rectas en direccidn ho¬ 
rizontal con el sentido positivo a la derecha, y la otra, vertical con el sentido positivo 
hacia arriba, como sc indica con las puntas de flecha en la Figura 1.12. Las dos rectas 
se denominan los ejes coordenado* y el punto O cs el origen. La recta horizontal se 
sucle llamar eje x y la recta vertical eje y 9 lo cual se indica escribiendo una x y una y, 
rcspectivamcnte, junto a las puntas de los ejes. Entonces tal piano es un piano coorde¬ 
nado xy. En ciertas aplicaciones sc usan otros nombres, por ejemplo s y r, para los ejes 
coordenado* y se hacc referenda al sistema usando esas denominaciones, por ejemplo 
piano st. Los ejes coordenado* dividen al piano en cuatro parte* llamadas cl primero, 
segundo, lercero y cuarto cuadrante* que se denotan por I, II, III y IV, rcspectivamcnte 
(viase la Figura 1.12). 


• El nombre carfestano %c einpka cn honor dd matemitico y fikfeofo franc** Ren* Detcarte* (1596-1650). 
quien fuc uno de lo* primero* en emptear esto* ttstema* de coordenadas 
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F1GURA 1.12 


FIGURA 1.13 
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- IV 
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-4 - 
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A cada punto P en el piano xy se le puede asignar un par ordenado unico ( a , b ), 
como se muestra en la Figura 1.12. El numero a es la abscisa (o coordenada x) de P, 
y b es su ordenada (o coordenada y). Se dice que P dene las coordenadas (a , b). Reci- 
procamente, todo par ordenado (a, b) determina un punto P en el piano xy con coor¬ 
denadas a y b. A veces se habla del punto ( a , b ), o P(a, b) para indicar el punto P 
con abscisa a y ordenada b. Para trazar un punto P(a y b) se localiza en un piano coor- 
denado y se representa por un pequeno ci'rculo, como se ilustra para varios puntos en 
la Figura 1.13. 

El siguiente enunciado proporciona una formula para calcular la distancia entre 
dos puntos en un piano coordenado. 


FORMULA DE LA (1.9) 
DISTANCIA 


La distancia d(P u P 2 ) entre dos puntos cualesquiera 
Pj(X|, y\) y Pi( x 2> yi) en un Plano coordenado es 

d(P„ P 2 ) = ~ x i) 2 + (>’2 ~ J'O 2 


Demostraddn Si X\ # x 2 y y\ * yz> entonces, como se ilustra en la Figura 1.14, los 
puntos P,, P 2 y P 3 (* 2 , y x ) son los vertices de un triangulo rectangulo. Por el Teorema 
de Pitdgoras, 


[d(p u p 2 )] 2 = [d(p lt p 3 )] 2 + [d(p it p 2 )i 2 . 


FIGURA 1.14 



De la figura se ve que 

J(P„P 3 )«|x 2 -x,| y iUPs, P 2 ) = 1^2 - I- 

Como | ar| 2 = a 2 para todo numero real a, se puede escribir 

[AP,. p 2 )Y = (x 2 - x ,) 2 + (y 2 - y,) 2 . 


\X 2 - 


Tomando la raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion se 
obtiene la Formula de la Distancia. 
















I.t Ststemas de coordcnadas en dos dimensions 


Si * yi% los puntos P\ y P 2 se encuentran sobre la misma recta horizontal y 

d(Pf Pj) ™ | -*2 — x, | * v^Xj ” • 

Analogamcnte, si X\ m Xj, los puntos se encuentran sobre la misma recta vertical y 

p 2> m I yj - yi I - v'fyT-TiP- 

Estos son dos casos especiales de la F6rmula de la Distancia. 

Aunque en la demostracidn se hizo referencia a los puntos de la Figura 1.14, el ra- 
zonamiento es independiente de las posiciones dc P, y P 2 . • • 

Conviene notar que d(P }% P 2 ) * d(P 2t P\ ), por lo que al aplicar la Fbrmula de 
la Distancia no importa el orden en el que se restan las abscisas y las ordenadas del punto. 


EJEMPLO 1 Situar los puntos A (-1, -3), B( 6, 1) y C(2, -5). Demostrar que el tri*n- 
gulo con vertices A, B y C es un triangulo rectAngulo y calcular su *rea. 



Solucidn Los puntos y el triingulo se tienen en la Figu¬ 
ra l.i5. Por la geometria plana sabemos que un trilngulo es 
rectAngulo si y solo si la suma de los cuadrados de dos de 
sus lados es igual al cuadrado del tercer lado. Usando la F6r- 
mula de la Distancia, 

4 A. B) - >/(-! -6)*+(-3- 1)* - v'49 +16 - ^65 
4B. C) - V(6 - 2) 1 + (1 + 5) 2 - VI6+ 36 - ^52 
4 A, C) - V(~l -2F +(-3+ 5p •= v/9T4 - ^ 

Como |dM,0)) 2 - ld(B,C)l 2 + (dM.C)) 2 . el triingulo 
es un rectin$uk> con hipotenusa AH. El area es iV52\ l3 “ 
i • 2\- I3 V 13, o sea 13 unidades cuadradas. • 


Es ficil obtener una fdrmula para el punto medio de un segmento. Sean P,(x,. y ,) 
y PA x 2 ’ yi ) dos puntos en un piano coordenado y sea M el punto medio del segmento 
P,P 2 . Las rectas paralelas al eje y que pasan por P, y P 2 cortan al eje x en A,(x,, 0) 
y A^x 2 , 0). De la geometria plana se sabe que la recta paralela al eje y que pasa por 
M biscca el segmento A,A 2 (veasc la Figura 1.16). Si x, < 
x 2 , entonces x 2 -x, > 0, y por tanto d{A,, A 2 ) * x 2 - x t . 
Como M , es el punto medio entrc A, y A 2 , la abscisa de 



M\ es 

X, + J(x, - X,) - X, + Jx, - ix, - Jx, + Jx, 

*1 + *1 
2 ' 

Rcsulta que la abscisa dc M tambi^n cs (jr, + x 2 )/l. Ani- 
logamcnte, la ordenada deMc$(y, ♦ y 2 )/l. Estas f6rmu- 
las son v4Jidas para todas las posiciones de P, y P 2 , por lo 
que se tiene el siguiente resultado. 
















14 


CAPITULO 1 • LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS 


FORMULA DEL PUNTO (1.10) 
MEDIO 


El punto medio del segmento entre PiUi, J>|) y P&x^yi) 



EJEMPLO 2 Encontrar el punto medio M del segmento entre P,(-2, 3) y P 2 (4, -2). 
Situar los puntos P, f P 2 y My verificar que 


d(P x% M) = d(P 1% M). 


FIGURA 1.17 



Solucion Por la Formula del Punto Medio, las coorde- 
nadas de M son 

(^T 4 ' 3 -!^) obien (l,0. 

En la Figura 1.17 se presentan los puntos P,, P 2 y M. Apli- 
cando la Formula de la Distancia, 


d{P x .M) = yf(-2- I) 2 +(3-i) s =v/9 + ^ 
d(P 2 , M) = v(4 — 1) J + (-2-i> 2 = v'9 + 1 ? 

Por lo tanto, d(P\, M) = d(P 2 , M ). • 


Si W es un conjunto de pares ordenados, para cada par ordenado (x, y) en W se 
puede considerar el punto P(x, y) que le corresponde en un piano coordenado. El con- 
junto de todos esos puntos se llama grdfica de W. Para trazar la grdfica de W , se ilus- 
tran geometricamente las caracteristicas mas significativas de la grafica represeniandolas 
en un piano coordenado. 


FIGURA 1.18 



EJEMPLO 3 Efectue el trazo de la grafica de 

W = {(x, 7 )s|jf| 2, \y\ < 1}. 

Solucion Las desigualdades son equivalentes a -2 s 
x < 2 y -1 <; < I. Por lo tanto, la grdfica consta de to- 
dos los puntos dentro de y sobre la frontera de la region rec¬ 
tangular que se muestra en la Figura 1.18. 

EJEMPLO 4 Realice el trazo de la grdfica de 
W = {(x, y): y = 2x - 1}. 

Solucion Se desea obtener los puntos (x, y) que corres- 
ponden a los pares ordenados (x, y) en W. Es conveniente 
hacer una lista de las coordenadas de varios de estos puntos 




















i t Sistcmas de coordcnadas cn dos dimcrwones 


n 


figura i.if 



y cscribirla cn forma dc (abla. Para cada x obtcncmos cl va¬ 
lor dc y por la fbrmula y « 2x - 1: 


X 

-2-1 0123 

y 

-5-3-1135 


Si sc situan los puntos con csias coordcnadas vcmos quc 
todos parcccn cstar sobrc una recta y trazamos la grAfica dc 
acucrdo con esto (vAase la Figura 1.19). En general, no bat- 
tan tan pocos puntos para obtener una grAfica, sin embargo 
cn estc caso elemental son suficientes para indicar quc la grA- 
fica cs una linca recta. En la Scccidn 1.3 sc demuestra que 
cfcctivamcntc lo cs. • 


Las abscisas dc los puntos cn quc la grAfica corta al eje x sc llaman intercepciones 
x dc la grAfica. Las ordenadas dc los puntos cn quc la grAfica corta al eje y son las 
intercepciones y. La grAfica dc la Figura 1.19 ticnc una intcrccpcibn x igual a j y una 
intcrccpcidn y igual a -I. 

No cs posible tencr la grAfica completa cn cl Ejemplo 4 pucs sc pueden asignar va- 
lorcs a x tan grandes como sc dcsce. A pesar dc esto, a una representaci6n como la 
dc la Figura 1.19 sc !* llama grdfica de W % o un croquis dc la grAfica. Sc entiende quc 
cl trazado cs solamenie un medio para visualizar la verdadera grAfica y quc la recta 
no termina como parecc hacerlo cn la figura. En general, cl croquis dc una grAfica debe 
mostrar lo suficicntc dc ella para quc las partes restantes rcsultcn evidentes. 

Dada una ccuacidn cn x y y, sc dice quc un par ordenado (a, b) cs una soluckta 
dc la ecuacidn si al sustituir x por a y y por b sc obticnc una igualdad. Por ejemplo, 
(2, 3) cs solucidn dc y * 2x - 1 porque al sustituir x por 2 y y por 3 sc obticnc 3 « 
4-l f o sea 3 * 3.Sc dice quc dos ecuacioncs cn x y y son equivalentes si ticncn exact a - 
mente las mismas soluciones. Las solucioncs dc una ccuacidn cn x y y determinan un 
conjunto W dc pares ordenados. La grAfica de la ecuacidn en x y y sc define como la 
grAfica dc W. Not esc quc la grAfica dc la ecuacidn y = 2x - 1 cs la misma quc la del 
conjunto W del Ejemplo 4 (veasc la Figura 1.19). ^ 

El m£todo quc usaremos para trazar la grAfica dc algunas dc las ecuacioncs dc este 
capitulo consistc cn situar un numero suficicntc dc puntos hasta quc sc note cierto pa* 
tr6n y luego sc dibuja la grAfica dc acucrdo con tste. Evidentemente £sta cs una forma 
burda (y con frccucncia imprccisa) dc grAficar, pero cs cl m*todo quc sc cmplca con 
mAs frccucncia cn los cursos elcmentales. Al avanzar cn cl texto sc presentarAn metodos 
quc permiten trazar o dibujar grAficas precisas sin ncccsidad dc ubicar muchos puntos. 

4 

EJEMPLO 5 Trazar la grAfica dc la ccuacidn y = x 2 . 

Solucion Para este dibujo hacc falta situar mAs puntos quc cn cl ejemplo anterior. 
Incrementando la abscisa sucesivamente cn \ obtcncmos una tabla dc coordcnadas: 


X 

-3 -2 —i —1 -1 0 | 1 J 2 \ 3 

y 

9¥ 4 1 1 i 0 i 1 2 4 V 9 

















16 


CAPITULO 1 • LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS 


FIGURA 1.20 



Valores mayores de |x| producen valores aun m£s grandes 
d ty. Por ejemplo, los puntos (4, 16), (5, 25) y (6, 36) est£n 
en la grafica y tambien est£n (-4, 16), (-5, 25) y (-6, 36). 
Localizando los puntos dados por la tabla y dibujando una 
curva alisada a traves de ellos se obtiene la Figura 1.20, en 
la que ademas se han marcado varios de los puntos de la gr£- 
fica con sus coordenadas respectivas. • 

La gr&fica del Ejemplo 5 es una parabola. En este caso, 
el eje y coincide con el eje de esta curva. El punto m&s bajo 
(0, 0) es el vertice de la parabola y\ de esta parabola se dice 
que abre hacia arriba. Si se invierte la gr&fica, lo que corres- 
ponde a la ecuacidn y = -x 2 , entonces se dice de ella que 
abre hacia abajo y que su vertice (0, 0) es el punto mas alto 
de la curva. En general, la grafica de cualquier ecuacion de 
la forma y = ax 2 con a # 0 es una parabola con vertice 
(0, 0). Tambien hay parabolas que abren a la derecha o a la izquierda (vease el Ejemplo 
6). Las parabolas y sus propiedades se presentan con detalle en el Capitulo 12, en el 
que adem&s se demuestra que la grafica de una ecuacidn de la format = ax 2 + bx + 
c, con a * 0, es una parabola cuyo eje es paralelo al eje y. 

Si se dobla el piano coordenado de la Figura 1.20 a lo largo del eje y , entonces 
la gr&fica que se encuentra en la mitad izquierda del piano coincide con la que se en- 
cuentra en la mitad derecha. Se dice entonces que la grafica es sim£trica con respecto 
al eje y. Una grdfica es sim6trica con respecto al eje y si el punto (-x, y) esta en la 
grafica cada vez que (x, y) esta en esta, como se ve en la Figura 1.21(i). Una grafica 
es simetrica con respecto al eje x si cada vez que el punto (x, y) estd en la gr&fica, en¬ 
tonces ( x , -y) tambien lo esta, como aparece en la Figura 1.21(ii). Algunas grdficas 
tienen simetria con respecto al origen. Esto sucede si cada vez que el punto (jc, y) esta 
en la grafica, entonces (-x, -y) tambien lo esta, como se ilustra en la Figura 1.21 (iii). 

Los siguientes criterios son utiles para investigar estos tres tipos de simetria en las 
graficas de ecuaciones en x y y. 


FIGURA 1.21 

Simctrias 



CRITERIOS DE (1.11) 
SIMETRIA 


(i) La grafica de una ecuacion es sim&rica con respec¬ 
to al eje y si al sustituir x por —x se obtiene una ecua- 
ci6n equivalente. 















l.f Sistemas dc coordcnadds en dot dimensiooes 
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(ii) La grafica dc una ecuacion cs simdrica con respcc- 
to aJ cjc x si al sustituir y por -y sc obticnc una ecua- 
ci6n equivaientc. 

(iii) La grifica dc una ccuacidn es simetrica con respec- 
Co al origcn si al sustituir simultancamcntc x por -x 
y y por -y rcsulta una ecuacidn equivaientc. 


Si cn la ecuacidn del Ejcmplo 5 sc sustituyc x por -x sc obticnc y * (-x) 2 , que 
cs equivalence a y * x 2 . Entonces, por cl Criterio dc Simetria (l.ll)(i). la grafica cs 
simetrica con rcspccto al eje y. 

Si una grafica cs simdrica con rcspccto a un eje, para trazarla basta su determina- 
ci6n cn una mitad del piano coordenado ya que sc puede dibujar cl rcsto hacicndo una 
rcflcxidn con rcspccto al eje dc simetria. 


noun* it* 



EJEMPLO 6 Trazar la grafica dc la ccuacidn y 2 » x. 

Solucion Como al sustituir^ por -y no cambia la ecua* 
ci6n, la grafica cs simetrica con rcspccto al eje x [Criterio dc 
Simetria (ii)). Por tamo, basta localizar puntos con ordena- 
das no negativas y luego reflcjar con rcspccto al eje x. Como 
y 2 m x, las ordenadas dc los puntos arriba del eje x cstin 
dadas por y « Vx. En la siguiente tabia aparecen las coordc- 
nadas dc varios dc los puntos dc la grafica: 


X 

0 1 2 3 4 9 

y 

0 1 72*1.4 /3*l.7 2 3 


En la Figura 1.22 aparece una parte dc la grafica. Sc trata dc una parabola que abre 
hacia la dcrccha y que ticnc su v*rtice cn cl origcn. En estc caso cl eje dc la parabola 
coincide con cl eje x. • 


EJEMPLO 7 Trazar la grafica dc la ccuacidn 4 y * x J . 

Solucion Si sc sustituyc x por -x y y por -y rcsulta 

M~y) * (- x) y o bicn -Ay - -x*. 

Multiplicando ambos lados por — I sc vc que esta ultima ccuacibn ticnc las mismas solu- 
cioncs que la ecuacidn Ay » x 5 . Entonces, por cl Criterio dc Simetria (iii), rcsulta que 
la gr*fica cs simetrica con rcspccto al origcn. La siguiente tabia cs una lista dc algunos 
dc los puntos dc la grafica. 


X 

0 1 1 i 2 i 

y 

0 A i « 2 w 
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Por simetria (o por sustituci6n) vemos que los puntos (-1, - 3 ). (“ 2 , - 2), etc., estin 
en la grafica. La situaci6n de estos puntos lleva al dibujo en la Figura 1.23. • 


FIGURA 1.93 





FIGURA 1.94 



Si C(h , k) es un punto en un piano coordenado, entonces una circunferencia con 
centro C y radio r > 0 consta de todos los puntos del piano que distan r unidades de 
C. Como se muestra en la Figura 1.24, un punto P de coordenadas (X, y) esta en la 
circunferencia si y s61o si <f(C, P) = r, o bien por la Formula de la Distancia, si y solo si 

yj(x - W + (y - W = r. 

La siguiente ecuacion es equivalente a esta ultima y se llama ecuacion de una circunfe¬ 
rencia de radio r con centro (A, k ). 


ECUACION DE LA (1.12) 
CIRCUNFERENCIA 



Si h = 0 y k = 0, la ecuacidn se reduce a x 1 + y 2 = r 2 , que es la ecuacion de una 
circunferencia con radio r y centro en el origen (vease la Figura 1.25). Si r = 1, la gra¬ 
fica se llama circunferencia unitaria. 


FIGURA 1.95 



EJEMPLO 8 Encontrar una ecuacion para la circunferencia que tiene centro C(-2, 3) 
y pasa por el punto Z>(4, 5). 


















i.f Sutema* <Jc coordcnadas en dos <J»mem»oo<s 


F1GURA 1t4 



19 

Solucion En la Figura 1.26 aparcce un croquis de la cir- 
cunfcrcncia. Como D est* cn dla, cl radio r cs d(C, D ). Por 
la F6rmula dc la Distancia, 

r - V(“2 - 4)^ + (3 - 5) 1 - V36 + 4 - v/40. 

Usando la ecuacibn dc la circunfcrcncia con h * -2, * * 3 
y r * v 40, obtcncmos 

(x 4 2) 2 4- (y - 3) 2 - 40 

o bicn 

x 2 4* y 2 4 4x - 6y - 27 * 0. • 


Dcsarrollando los cuadrados cn (x - A) 2 4 (y - k? - r 2 y simplificando sc llc- 
ga a una ccuacion dc la forma 

x 2 4 y 2 4 ax 4 6y 4 c « 0 

para cicrtos numcros rcalcs a, by c. Reciprocamente, particndo dc csta ultima ecua- 
cibn, siemprc cs posiblc completar cuadrados y llcgar a una ecuacibn dc la forma 

(x - h) 2 -My - k ) 2 - d. 

Estc mctodo sc ilustra cn cl Ejcmplo 9. Si d > 0 la grafica cs una circunfcrcncia con 
ccntro (/r, k) y radio r * yfd. Si d * 0 la grafica consta solamcntc del punto (/r, k). 
Finalmcntc. si d < 0 la ccuacion no ticnc soluciones rcalcs y por lo tanto, no hay nin- 
gun punto cn la grafica. 


EJEMPLO 9 Calcular cl ccntro y cl radio dc la circunfcrcncia con ccuacion 

x 2 4- y 2 - 4x 4- 6y - 3 * 0. 

Solucion Comcnzamos por ordenar csta ultima como siguc: 

(x 2 - 4x) 4- (y 2 4 6y) « 3. 

Lucgo complctamos los cuadrados dc las expresiones dentro dc los parentesis. Por su- 
pucsto, para obtener una ecuacibn equivalente, hay que sumar numcros a ambos lados 
dc la ccuacion. Para completar cl cuadrado dc una expresibn dc la forma x 2 + ax de- 
bc sumarsc cl cuadrado dc la mitad del coeficiente dc x, cs decir, (b/2) 2 a ambos la¬ 
dos dc la ecuacibn. Analogamentc, para y 2 4 by, sc suma (b/2) 2 a ambos lados. En 
cstc ejcmplo, a = -4, b = 6, (a/2) 2 = (-2) 2 * 4 y (b/ 2? « 3 2 * 9. Esto Neva a 

(x 2 - 4x 4 4) 4 (y 2 4 6y 4 9) « 3 4 4 4 9 

o bicn 

(x - 2) 2 - (y 4 3) 2 - 16. 


Por lo tanto. dc acucrdo con (1.12), cl ccntro cs (2, -3) y cl radio cs 4. 
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EJERCICIOS 1.2 

Ejercicios 1-6: (a) Calcule la distancia d(A, B) entre 
los puntos A y fl; (b) determine el punto medio del 
segmento AB. 

1. /4(6. -2), B(2, I) 2. A{- 4,-1), «2, 3) 

3. 4(0, -7), m - 1, -2) 4. >1(4,5), B(4, -4) 

5. /4( — 3, — 2), £(-8,-2) 6 >1(11, -7), £(-9,0) 


Ejercicios 7-8: Demuestre que el triangulo con verti¬ 
ces A, B y C es un triangulo rectangulo y calcule su 
Area. 

7. A( — 3,4), B(2, -1), C(9, 6) 

8. >1(7.2), B( — 4,0), C(4, 6) 


Ejercicios 9-14: Trace la graf'ica del conjunto W. 

9. W = {(x.y): x = 4} 

10. W= {(x, y): y = -3} 

11. W= {(x.y): xy < 0) 

12. IV = {(x, y): xy = 0} 

13. IV = {(x,y): |x|<2, |y|> 1> 

14. lV=)(x,y): |x|> 1, |y| ^ 2} 


Ejercicios 15-36: Trace la grafica de la ecuacidn y de¬ 
termine las simetrias usando (1.11). 


15. y = 3x + I 
17. y = -2x + 3 
19. y = 2x 2 — 1 
21. 4y = x 2 
23. y = -jx 3 
25. y = x 3 - 2 


16. y = 4x - 3 
18. y = 2 — 3x 
20. y = -x 2 + 2 
22. 3y + x 2 = 0 
24. y = jx 3 
26. y = 2 - x 3 


27. y = -v/x 
29. y = \f-x 
31. x 2 + y 2 = 16 
33. y = — V 4 — x 2 
35. x = s/9 - y 2 


28. 

y = 

y/x - 

i 

30. 

y = 

/ v 

V x 

1 

32. 

4x 2 

-1- 4y 2 

= 25 

34. 

x — 

v 4 - 

7 

36. 

y = 

s/9- 

X 2 


Ejercicios 37-44: Encuentre una ecuacion para la cir- 
cunferencia que satisface las condiciones dadas. 

37. Centro C(3, -2), radio 4. 

38. Centro C(-5, 2), radio 5. 

39. Centro en el origen y pasa por P(- 3, 5). 

40. Centro C(-4, 6), pasa por P(l, 2). 

41. Centro C(-4, 2) y es tangente al eje x. 

42. Centro C(3, -5) y es tangente al eje y. 

43. Los extremos de uno de sus di&metros son 
>4(4, -3) y £(-2, 7). 

44. Es tangente a ambos ejes, el centro esta en el pri¬ 
mer cuadrante y el radio es 2. 


Ejercicios 45-50: Determine el centro y el radio de la 
circunferencia que satisface la ecuacion dada. 

45. x 2 + y 2 + 4x — 6y + 4 = 0 

46. x 2 4- y 2 — lOx -I- 2 y 22 = 0 

47. x 2 -y y 2 + 6x = 0 

48. x 2 + y 2 4 - x + y - 1 = 0 

49. 2x 2 + 2y 2 — x + y — 3 = 0 

50. 9x 2 -I- 9y 2 — 6x 4- 12y — 31 =0 


1.3 


LA RECTA 


El siguiente concepto es de importancia fundamental para el estudio de las rectas. To- 
das las rectas a las que se hara referencia estan en un piano coordenado. 


DEFINICION (1.13) 


Sea / una recta que no es paralela al eje y, y sean 
P,(jc,, y,) y P 2 (x 2 , y 2 ) dos puntos distintos en I. La 

pendiente m de / es 
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m 


, 2L 7* 

x 2 - *, 

Si /es paralela al cjc entonces su pcndicntc no cst* de- 
finida. 


figura 1.t7 

Pendiente pmiliva 



En la Figuras 1.27 y 1.28 sc mucstran unos puntos tipi* 
cos P l y P 2 sobrc una recta /. El numcrador y 2 - y x en la 
fdrmula dc m cs igual al incremcnto de ordenada (cambio ver- 
tical) al ir dc P x a P 2 y puede ser positivo, negativo o cero. 
E:l denominador ^ " ^i» es cl incremcnto de abscisas (cam* 
bio horizontal) al ir de P x a P 2 y tambien puede ser positi* 
vo o negativo, pero no puede ser cero porque, cuando la 
pendiente existe. / no puede ser paralela al eje y. 

Al calcular la pendiente de una recta no importa cuai dc 
los puntos sc llama P x y cual P 2 puesto que 


y* -*\ m y\ - yi 

X 2 - *, X, - x 2 * 

Por lo tanto, puede suponerse que los puntos son tales que jr, < jr 2 , como en las Figu¬ 
ras 1.27 y 1.28. En cstc caso, x 2 - x x > 0, y entonces la pendiente es positiva, negati- 
va o cero segun y 2 > y x% y 2 < y lt o bicn y 2 ■ y t . La pendiente dc la recta que 
muestra en la Figura 1.27 es positiva. La pendiente de la recta que se muestra en 
Figura 1.28 es negativa. 


FIGURA I ff FIGURA I ff 




Una recta horizontal es una recta paralela al eje x. Ndtesc que una recta es horizon¬ 
tal si ysdlo si su pendiente es cero. Una recta vertical cs una paralela al eje y. La pen¬ 
diente de una recta vertical no esti definida. 

El valor dc la pendiente no depende de los dos puntos que se elijan sobre / para 
calcular la. Si se usan otros puntos y[) y P 2 {x 2 , y 2 ) % entonces cl truingulo con 

vertices P j9 P 2 y P } (x' 2t y\)cs semejante al trtfngulo con vertices />,, P : y Py(x 2 , y x ), 
como se vc cn la Figura 1.29. Como las ra/ones de los (ados correspondicntes dc tri^n- 
gulos semejantes son iguales. 


>2 - y\ 


*2 ~ *\ 


> 2 - y\ 

— r ; . 

X2 ~ X t 


ST K 
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EJEMPLO 1 Trazar la recta que pasa por cada par de puntos y calcular su pendiente. 
(a) A(- 1, 4) y fl(3, 2) (b) A(2 , 5) y B(-2, -1) 

(c) A (4, 3) y B(- 2, 3) «•> >4(4, -1) y B( 4, 4). 


FIGURA 1.30 

(a) m » -i (b) m = 4 




(c) m = 0 (d) m no est£ definida 


B( 2.3)* 

y 

A(4. 3) 

y 

i | j 

»4.4> 

j—|- 



- 1 — 1 — 1 — 

—1— 1 —t— 1 — 1 * — 1 — 


•4(4. 1) X 










Sollicion Las rectas pueden verse en la Figura 

2-4 -2 1 


(a) m - 


(b) m = 


3 — (— 1) 4 

5 — (— 1) 6 3 


(c) m = 


2 -(- 2 ) 
3-3 


4 2 
0 


= ^- = 0 


-2-4 -6 


1.30. Usando la Definicidn (1.13), 


(d) La pendiente no esta definida porque la recta es vertical. Esto se puede ver tambien 
notando que si se usa la formula para m y el denominador es cero. 


No es dificil obtener una ecuacion cuya grafica sea una recta dada. Comenzaremos 
por los casos mis sencillos que son cuando la recta es vertical u horizontal. 


TEOREMA (1.14) 


(i) La grafica de la ecuacion x = a es una recta verti¬ 
cal cuya intercepcidn x es a. 

(ii) La grafica de la ecuacion y — b es una recta hori¬ 
zontal cuya intercepcion y es b. 


Demostracion La ecuacidn x = a se puede escribir en la forma x -l- (0) v = a. Los 
puntos (a, -2), ( a y 1) y ( a , 0) son soluciones tipicas de esta ecuacidn. Evidentemente, 
toda solucidn tiene la forma ( a , y ), donde y puede tomar cualquier valor y a es fijo. 
Entonces, la grafica de x = fir es una recta que es paralela al eje y y su intercepcion 



















1.3 La recta 


23 


FlOUftA 1.31 



"Gun* 1.31 


X es a. como se ilustra en la Figura 1.31. Esto dcmucstra (i). 
La parte (ii) se verifica de manera analoga • • 

Procedemos ahora a encontrar una ecuacion para una 
recta / quc tienc pendiente m y pasa por el punto P,(jr,, y x ) 
(s6lo hay una recta que satisface estas condkriones). Si P(x, y) 
es cualquier punto con x # jr, (vbase la Figura 1.32), enton- 
ces P esti en / si y sdlo si la pendiente de la recta que pasa 
por P, y P es m, es decir. 



Esta ecuacidn se puede escribir en la forma 

y- yi - mix - *,). 

N6tese que (jr (v y } ) cs una solucidn de esta ultima ecuacidn 
y, por lo tanto, los puntos de / son precisamente los que co- 
rresponden a la solucidn. Esta ecuacidn para / se llama for¬ 
ma de Punto y Pendiente 


ECUAClbN DE LA (1.15) 
RECTA DADOS UN 
PUNTO y SU 
PENDIENTE 


La ecuacidn de una recta que pasa por el punto (jr,, y ,) 
y tienc pendiente m, cs 

y ~ yi • rn(x - JT,) 


EJEMPLO 2 

*<-3. 2). 

Solucion 


Encontrar la ecuacidn de la recta quc pasa por los puntos >1(1,7) y 
La pendiente m de la recta es 


m 


7-2 1 

I - (-3) ~ 4 * 


En la ecuacidn con la forma de Punto y Pendiente (1.15) sc pueden usar como (*,, y % ) 
las coordenadas de A o bien de B. Usando >4(1, 7) obtenemos 

y-7-J(x- I) 

que es equivalente a 

4^-28 * 5 jt — 5 o bien 5x - 4y + 23 « 0 . • 


La Ecuacidn (1.15) se puede escribir como^ * mjr - mx x + y lt que tienc la forma 

y « mx 4- h 

en donde b * -mx x + y x . El numero real b es la ordenada de la interseccidn de la 
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grafica con el ej ey, como se puede ver tomando x = 0, y es la interception u ordena- 
da en el origen. Como la ecuacibn y - mx 4- b indica la pendiente m y la intercepcibn 
y o la ordenada en el origen, b , se denomina forma de Pendiente e Intercepcion (u orde- 
nada en el origen). Reciprocamente, partiendo de y = mx 4- b se puede escribir 

y - b = m(x - 0). 

Comparando esta ecuacion con (1.15), se ve que la grafica es una recta con pendiente 
m que pasa por el punto (0, b). Esto da el siguiente resultado. 

ECUACION DE LA (1.16) 

RECTA DADAS SU 
PENDIENTE Y 
SU INTERCEPCION y 

Se demostrb que toda recta es la grafica de una ecuacibn de la forma 

ax + by + c = 0 

en donde a, by c son numeros reales tales que a y b no son ambos cero. Una ecuacibn 
como esta se llama ecuacion lineal enjty y. Ahora se demostrar^ que, reciprocamente, 
la grafica de ax 4* by 4* c = 0 donde a y b no son ambos iguales a cero, es siempre 
una recta. Si b # 0, se puede despejar y y obtener 

que es una ecuacibn de la forma (1.16) con pendiente -a/b e intercepcibn y igual a - c/b . 
Si b = 0 pero a * 0, se puede despejar x y obtener x = - c/a , que es la ecuacion de 
una recta vertical con intercepcibn x (abscisa en el origen) igual a -c/a. Esto completa 
la demostracibn del siguiente teorema. 


TEOREMA (1.17) 


La grafica de una ecuacibn lineal ax 4 by + c = 0 es 
una recta y, reciprocamente, toda linea recta es la gr&fi- 
ca de una ecuacibn lineal. 


La grafica de la ecuacibn y = mx + b es una recta con 
pendiente m y con intercepcibn y (ordenada en el origen) 
b. 


Por simplicidad, se usara la expresion la recta ax 4- by 4- c = 0 en vez de la expre- 
sibn m&s precisa la recta con ecuacibn ax 4- by 4- c = 0. 


EJEMPLO 3 Trazar la grdfica de 2jc - 5 y - 8. 

Solucion Por el teorema (1.17), la grafica es una recta y por lo tanto basta encon- 
trar dos puntos de la gr&fica. Buscaremos la abscisa y la ordenada en el origen. Sustitu- 
yendo y = 0 en la ecuacibn, obtenemos que la abscisa en el origen es 4. Sustituyendo 
x = 0 vemos que la ordenada en el origen es —f. Esto nos lleva a la grafica de la Figu- 
ra 1.33. 
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FIGURA 1.33 



Otro camino para encontrar la grafica consiste en expre- 
sar la ecuacion en terminos de la pendiente y la ordenada en 
el origen. Comenzamos por dejar solo el termino en y a un 
lado del signo igual, obteniendo 

5y = 2x — 8. 

Luego se dividen ambos lados entre 5 y resulta asi 



que es de la forma y = mx 4 b. Por lo tanto, la pendiente es m = § y la ordenada 
en el origen es b = — f. Podemos dibujar una recta que pasa por (0, - §) y tiene pen¬ 
diente f. • 


El siguiente teorema sefiala la relacidn entre rectas paralelas y la pendiente. 


TEOREMA (1.18) 


Dos rectas que no son verticales, son paralelas si y solo 
si tienen la misma pendiente. 


Demostraddn Sean /, y l 2 dos rectas con pendientes m l y m 2 , respectivamente. 
Usando la forma de Pendiente e Interception (1.16), resulta que tales rectas tienen las 
ecuaciones 


y = m x x + b\ y y - m 2 x + b 2 

en donde b\ y b 2 son las intercepciones y u ordenadas en el origen. Las rectas se cor- 
tan en un punto (jc, y) si y s61o si 

m^x -f b\ = m 2 x 4 b 2 

o bien (m, - m 2 )x = b 2 - b\. 

Como /, # / 2 , puede despejarse jc de la ecuacion anterior si y sdlo si m ] - m 2 * 0. Esto 
muestra que las rectas l x y l 2 se intersecan si y solo si m j # m 2 . Por lo tanto, son para¬ 
lelas (no se cortan) si y solo si m, = m 2 . • • 


EJEMPLO 4 Encontrar la ecuacidn de una recta que pasa por el punto (5, -7) y es 
paralela a la recta 6x 4 3y - 4 = 0. 

Solucion Expresemos la ecuacion en terminos de la pendiente y la ordenada al ori¬ 
gen. Comenzaremos por escribir 


3^ = -6x 4 4 

y, dividiendo ambos lados entre 3, obtenemos 

y = — 2x + f. . 
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Esta ecuacion tiene la forma (1.16) con m = -2. Como las rectas paralelas tienen la 
misma pendiente, la recta que buscamos tambien tiene pendiente -2. Usando la forma 
(1.15) de la ecuacidn dados un punto y la pendiente, resulta 

y + 7 = -l(x - 5). 

Esto es equivalente a 

y + 7 = -lx +10 o bien lx + y - 3 = 0. • 

El siguiente resultado da una condicidn para que dos rectas sean perpendiculares. 


TEOREMA (1.19) 


Dos rectas con pendientes m, y m 2 son perpendiculares 
si y solo si 

m 1 m 2 = -1 


FIGURA 1.34 



Demostracion Por simplicidad se considerara solamente 
el caso en que las dos rectas se intersecan en el origen O, co- 
mo se ilustra en la Figura 1.34. Entonces sus ecuaciones son 
y = m { x y y = m 2 x. Si se escogen puntos A(X\, m x X\) y 
B(x 2 > m&i) distintos de O sobre las rectas, como se ve en 
la figura, entonces las rectas son perpendiculares si y s61o si 
el angulo AOB es recto. Por el Teorema de Pitagoras, el an- 
gulo A OB es recto si y solo si 

[d(A, B)] 2 = [d(0, B) l 2 + [ d(0 , A)] 2 
o, por la Formula de la Distancia, 

(m 2 x 2 - m\X \) 2 + ( x 2 ~ X ]) 2 = 

( m 2 x 2 ) 2 + x\ -V (m,x ,) 2 + x\. 


Desarrollando los cuadrados y simplificando, 


-lm x m 2 x x x 2 - lx x x 2 = 


0 . 


Dividiendo ambos lados entre -2x,x 2 , se ve que m,m 2 +1=0. Por lo tanto, las rec- 

tas son perpendiculares si y s6lo si m ] m 2 = -l. M . . 

Para el caso en que las rectas se intersecan en un punto arbitrano (a, b) puede dar- 

se una demostracidn parecida. • • 


Para recordar la condicion de perpendicularidad, es conveniente notar que m, y 
m 2 deben ser cada una el reciproco negativo de la otra, es decir, m | = -l/m 2 y m 2 = 


EJEMPLO 5 Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que va de >4(1. 7) a 
B(- 3, 2). 











1.3 la recta 


«7 


Solucion Por la FOrmula del Punto Medio (1.10), cl punto central M del segmento 
ABcs(-\, J). Como la pendiente deAfles J (vOaseel Ejemplo 2), del Teorcma (1.19) 
se deduce que la pendiente de la mediatriz es - $ Usando la Forma de Punto y Pendiente, 


Multiplicando por 10 ambos I ados y simplificando obtenemos 8x + lOy - 37 » 0. • 

Dos variables xy y estdn relacionadas linealmente si y « ax + b para algunas cons- 
tantes ay b con a * 0. En las aplicaciones aparecen con frecuencia las rclacioncs linea- 
les. El siguiente ejemplo ilustra csto. En los Ejercicios 33-40 pueden verse otras 
aplicaciones. 








EJEMPLO 6 La relaciOn entre la temperatura del aire T(en °F) y la altitud h (la altu- 
ra en pies sobre el nivcl del mar) es aproximadamente lineal. Cuando la temperatura 
al nivel del mar es de 60°, un incremento de 5000 pie en la altitud disminuye aproxi- 
madamente en 18“ la temperatura. 

(a) Expresar T en tOrminos de h. 

(b) Calcular la temperatura del aire a una altitud de 15 000 pie. 

Solucidn 

(a) Como T y h estan relacionadas linealmente. 

T - ah + b 

para constantes a y b. Como T » 60 cuando h * 0, 

60 * a{ 0) + b o bien fc « 60. 

Por lo tanto, T = ah + 60. 

Ademas, si h » 5 000. entonces T = 60 -18 - 42. Sustituyendo estos valores en la 
f6rmula T * ah + 60, 

42 = ei(5000) + 60 o bicn 500 0a - -18. 

Por lo tanto, m ' 5000 2W 

y la fdrmula (aproximada) para T es 



tb) Usando la formula para T que obtuvimos en la pane (a), la temperatura cuando 
h m 15 000 es aproximadamente 

T *--—(15 000) + 60 = -54 + 60 * 6“F. • 
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EJERCICIOS 1.3 

Ejercicios 1-4: Localice los puntos 4 y 5, y calcule 

la pendiente de la recta que pasa por A y B. 

1. A( —4, 6), 5(-t, 18) 2. 4(6. -2), B(- 3,5) 

3. A( — 1, -3), 5( — 1, 2) 4. A{ — 3, 4), B{ 2,4) 

5. Demuestre que 4(-3, 1), 5(5, 3), C(3, 0) y 
D{-5 , -2) son los vertices de un paralelogramo. 

6. Demuestre que 4(2, 3), 5(5, -1), C(0, -6) y 
D{- 6, 2) son los vertices de un trapecio. 

7. Demuestre que los puntos 4(6, 15), 5(11, 12), 
C(-l, -8) y D(-6, -5) son los vertices de un 
rectangulo. 

8. Demuestre que los puntos 4(1, 4), 5(6, -4) y 
C(-15, -6) son los vertices de un triangulo rec- 
tdngulo. 

9. Los puntos 4 (-1, -3), 5(4, 2) y C(-7, 5) son 
tres vertices consecutivos de un paralelogramo. 
Encuentre el cuarto vbrtice. 

10. Sean A(x t ,y,), B(.x 2 ,y 2 ), C(Xj,.yj) y £>(*„,.y 4 ) 
los vertices de un cuadril&tero arbitrario. De¬ 
muestre que los segmentos que unen los puntos 
medios de lados adyacentes forman un parale¬ 
logramo. 


Ejercicios 11-20: Encuentre la ecuacion de la recta que 
satisface las condiciones dadas. 

11. Pasa por 4(2, -6), pendiente { 

12. Pendiente -3, ordenada en el origen 5. 

13. Pasa por 4 (-5, -7) y 5(3, -4). 

14. Abscisa en el origen -4 y ordenada en el origen 8. 

15. Pasa por 4(8, -2), intercepcibn y igual a -3. 

16. Pendiente 6, intercepcion x igual a -2. 

17. Pasa por 4 (10, -6), es paralela (a) al eje^; (b) al 
eje x. 

18. Pasa por 4 (-5, 1), es perpendicular (a) al eje y\ 
(b) al eje x. 

19. Pasa por 4(7, -3), es perpendicular a la recta 
2x - 5^ = 8. 

20. Pasa por (— — i) es paralela a la recta x + 

= I- 


21. Dados 4 (3, -1) y 5(-2, 6), encuentre la ecua¬ 
cion de la mediatriz del segmento 45. 

22. Obtenga la ecuacion de la bisectriz del segundo 
y cuarto cuadrantes. 


Ejercicios 23-30: Use la Forma de Pendiente e Inter¬ 
cepcion (1.16) para calcular la pendiente y la ordena¬ 
da en el origen de la recta dada por la ecuacion y trace 
la grafica. 


23. 3x - Ay + 8 = 0 
25. x 4- 2y = 0 
27. 5x + 4y = 20 
29. x = 3y + 7 


24. 2 y - 5x = 1 
26. 8x = 1 — 4y 
28. x + 2 = iy 
30. x — y = 0 


31. Encuentre un numero real k tal que el punto 
P(-l, 2) se encuentre en la recta kx + 2y -1 = 
0 . 


32. Determine todos los valores de r tales que la pen¬ 
diente de la recta que pasa por los puntos (r, 4) 
y (1, 3 - 2r) es menor que 5. 

33. Demuestre que si la recta / tiene abscisa en el ori¬ 
gen a y ordenada en el origen b diferentes de ce- 
ro, entonces (x/a) -I- (y/b) - l, es unaecuacion 
de la recta /. Esta forma se llama Forma de In- 
tercepeiones (o Simetrica) de la recta. Express la 
ecuacion 4x - 2y = 6 en la forma simetrica. 

34. Demuestre que 

(y ~ A'iKxz - x,) = ( y 2 - y^)(x - x,). 

es la ecuacion de la rect£*que pasa por P, (x h >>,) 
y P 2 (* 2 » >' 2 )- Esta forma se llama Forma de Dos 
Puntos de la ecuacion de la recta. Use esta for¬ 
ma para encontrar la ecuacion de la recta que pa¬ 
sa por 4(7, -1) y 5(4, 6). 

35. Los productos farmaceuticos deben especificar 
las dosis recomendadas para adultos y para ni- 
nos. Dos de las formulas que se han sugerido para 
obtener las dosis para niftos a partir de las de 
adultos son las siguientes: 

Regia de Cowling: v = —- a 

24 

Regia de Friend: y = ta 

donde a denota la dosis para adultos (en miligra- 
mos, mg) y t indica la edad del nifio (en aftos). 




1.4 


la defmtoOn de funodn 


w 


(a) Tomando a ■ 100. grafique las dos ecua- 
ciones lineales cn el mismo sisiema coordc- 
nado para Os/s 12. 

(b) <.Para que cdad las dos formulas especifi- 
can la misma dosis? 

La ley de C harles para los gases afirma que si la 
presidn permanece consiame entonces la relaciOn 
cntre el volumen V (en cm 3 ) ocupado por un gas 
y su temperaiura T (en °C) est* dada por L * 

W ♦ 

(a) uil es el significado de V 0 ? 

(b) cQoe incremento de (emperatura correspon- 
de a un incremento en el volumen de V 0 a 

2V 0 ? 

(c) Trace la grAfica de la ecuacidn en un piano 


TV para el 
T * -273 


caso en que V 0 * 100, para 


37. La resistencia electnca R (cn ohms. Q) de un 
alambre de metal puro tiene una rclaci6n lineal 
con la temperaiura T (en °C) dada por la fdrmula 

* • *4 14- aT) 

para alguna constante a y R„ > 0. 

(a) iQu* significado tiene R 0 1 

(b) En el cero absolute (T « -273°C), R - 0. 
C alcule a. 

(c) A 0°C. la resistencia de alambre de plata es 
de 1.25 Q. iA que temperaiura se duplica la 
resistencia? 

3*. La temperaiura de congelacidn del agua es 0°C 
(o 32°F). La temperaiura deebullicibn es I00°C 
(o 2I2°F). Utilice esta information para encon- 
trar una relackta lineal entre la temperaiura en 
°F y la temperaiura en °C. *Qu* incremento de 
temperatura en °F corresponde a un incremento 
de temperatura de l°C? 

. Las ballenas azules reciCn nacidas miden aproxi- 
madamente 24 pie de largo y pesan 3 toneladas 


(ton). A los 7 meses, cuando se destetan. las ba¬ 
llenas jovenes ticnen una sorprendente longitud 
de 53 pie y un peso de 23 ton. Sea L la longitud 
(en pies) y FFel peso (en toneladas) de una balle- 
na de / meses de cdad. 

(a) Suponiendo que L y i estin relacionados li- 
nealmente, £cuil es el incremento diario en 
la longitud? (Suponga que I mes - 30dias.) 

(b) Suponiendo que W y / estin relacionados 
linealmente. icuAI es el incremento diario en 
peso? 

Un lan/ador de martillo practica cn un lugar pc- 
queAo. Cuando el lanzador gira, el martillo re- 
corre una circunferencia de 5 pie de radio. Una 
vez lan/ado el martillo choca contra una reja de 
alambre que se encuentra a 50 pie del ccntro de 
la zona de lanzamiento. Suponga que unos c)es 
coordenados se colocan como se muestra en la 
figura (el dibujo no esta a escala). 

(a) Si el martillo se sueita en (-4, -3) y se mueve 
a lo largo de la tangente, icn donde got pea 
ria a la reja? 

(b) Si el martillo debe chocar contra la citada 
reja en el punto (0, -50), *en qu* sitio de 
la circunferencia debe soltarse? 


EJMOOO 40 
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La nocion de correspondencia aparece frecucntementc en la vida diaria. Por ejemplo, 

a cada libro de una biblioteca le corresponde un numero de pAginas; 
a cada ser humano Ic corresponde una fecha de nacimiento; 

si se registra la temperatura del aire a lo largo de un dia, entonces a cada instante 
de tiempo Ic corresponde una temperatura. 











CAPITULO 1 • LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS 


30 


Estos ejemplos de correspondencia involucran dos conjuntos D y E. En el primer ejem- 
plo D denota el conjunto de libros de una biblioteca y E es el conjunto de enteros posi¬ 
tives. A cada libro x en D le corresponde un entero positivo y en £, el numero de paginas 
del libro. 

A veces se ilustran las correspondences con diagramas 
como el de la Figura 1.35, en los que los conjuntos D y E 
quedan representados por puntos dentro de ciertas regiones 
(sombreadas) en el piano. La flecha curva indica que>> es el 
elemento de E que corresponde al elemento x de D. Los con¬ 
juntos pueden tener elementos en comun. De hecho, muchas 
veces D = E. 

Los ejemplos indican que a cada x en D le corresponde 
uno y solo un y en E\ es decir, dado at, se tiene que y es uni- 
co. Sin embargo, a varios elementos de D les puede corres- 
ponder un mismo elemento de E. Por ejemplo, dos libros pueden tener el mismo nume- 
ro de paginas, dos personas pueden tener la misma fecha de nacimiento, etcetera. 

En general, en todo este libro, D y E seran conjuntos de numeros. Por ejemplo, 
si D y E son ambos el conjunto U de los numeros reales, a cada numero real x se le 
puede asignar su cuadrado x 2 . Asf, a 3 se le asigna 9, a -5 se le asigna 25, y a \^2, el 
numero 2. Esto da una correspondencia de U a U. 

Cada uno de los ejemplos anteriores de una correspondencia es una funcion , que 
se define como sigue. 



DEFINICION (1.20) 


Una funcidn/de un conjunto D a un conjunto E es una 
correspondencia que asigna a cada elemento x de D un 
elemento unico y de E. 

__ ____________ _ 


El elemento y de E es el valor (funcional) de/en x y se denota por / (at) (notation que 
se lee “/ de at”). El conjunto D se llama dominio de la funcion. El contradominio de 
/ es el subconjunto de E que consta de todos los valores posibles f(x) para x en D. 
(Se llama tambien ambito de la funcion.) 

Consideremos ahora el diagrama de la Figura 1.36. Las fle- 
chas curvas indican que los elementos/(*),/( w),/(^) y f(a) 
de E corresponden a los elementos x, w, z y a de D. Es im- 
portante recordar que a cada xenDse le asigna un valorf (at) 
en E. Sin embargo, a elementos diferentes de D, como w y 
z en la Figura 1.36, les puede corresponder un mismo elemen¬ 
to de E. 

Los simbolos 

D -4 £, f\D-+E , o bien 

significan que/es una funcion de D a E. A veces, a los estudiantes les confunden las 
notaciones/y/(Ar). Hay que recordar que/es el simbolo que se usa para representar 
a la funcidn y no esta en D ni en £. Sin embargo, f(x) es un elemento de £, el que 
/ asigna a x. 



FIGURA 1.36 








1.4 la dcfimodn de func»6n 




Si lo$ conjuntos D y E dc la Definici6n (1.20) son intervalos o algunos oiros con- 
juntos dc mimeros reales, entonccs en vez de usar puntos dentro de regiones del piano 
para representar a los elementos, se pueden usar dos rectas coordenadas / y /' como 
se ilustra en la Figura 1.37. 

Se dice quc dos funciones/y q de D a £ son iguales. y 
se escribe 

/ “ 0 siempre quc /(x)*p(x) para todoxen D. 

Por ejemplo, si q(x) - J (2x 2 - 6) + 3 y fix) - x 2 para 
todo x en R, entonces q ■ /. 

EJEMPLO 1 Sea/una funcion con dominio R tal quc/(jr) ■ x 2 para todo x en R. 
(a) Calcular/(-6), /(v'3) y /(a + b), donde a y b son numeros rcales arbitrarios. 
tb» iCu4l es el contradominio de /? 

Solucion 

(a) Podemos calcular los valores de/sustituyendo x por los valores dados en la ecua- 
cidn /(x) « x 2 . Asi, 

/(—6) • (—6) 2 ■ 36. ■ (s/3) 2 • 3. 

y /(a + b) - (a + h) 2 - a 2 + 2ah + b 1 . 

(b) Por definicidn, el contradominio de / consta de todos los numeros de la forma 
fix) m x 2 , para x en R. Como el cuadrado de cualquier numero real es no negativo, 
el contradominio esii contenido en el conjunto de todos los numeros reales no negati¬ 
ves. Mis aun, todo numero real no negativo c es un valor de /, ya quc /(/c) > 
(Vc ) 2 “ c. Por lo tanto, el contradominio de/es el conjunto de todos los numeros 
reales no negativos. • 

Si una funcion se define como en el Ejemplo I, los simbolos quc se usan para la 
funcidn y para la variable son irrelevantes, es decir, todas las expresiones /(x) - x 2 , 
/(s) ■ s 2 , g(l) * I 2 y k(r) » r 2 definen la misma funcion. E$lo cs porque si a cs 
cualquier numero en el dominio, entonces se obtiene el mismo valor a 2 independiente* 
mente de la expresidn que se utilice. 

A lo largo de este libro, la frase/es una funcion significarA que tanto el dominio 
como cl contradominio son conjuntos de numeros reales. Si una funcidn se define por 

medio de una expresion, como en el Ejemplo 1, y no se espccifica cxplicitamcnte el do* 

minio D, entonces se considera que D consta de todos los numeros reales x para los 
que f{x) es un numero real. Por ejemplo, si/(jr) - yjx - 2, entonces se suponc que 
cl dominio es cl conjunto de todos los numeros reales x tales que yjx - 2 es real; es de¬ 
cir, Jf-22i0, ojt^ 2. Por lo tanto, el dominio es el intervalo infinito [2, »). Si x 
estA en cl dominio, se dice que/eslA definida en x, o quc f(x) existe Si un conjunto 
5 estA contenido en el dominio, se dice que ft slA definida en S. La frase / no estA defi¬ 
nida en x signified que x no estA en cl dominio de /. 

Muchas dc las fdrmulas quc aparecen en las matemAticas y en las ciencias determi- 
nan funciones. Por ejemplo, la fdrmula A » wr 2 para cl Area A de un circulo de ra¬ 
dio r , asigna a cada numero real positivo r, un valor tinico de A. Esto determina una 


FIOOftA 1.37 
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funcion/tal que/(r) = 7 r/* 2 , y se puede escribir A = /(r). La letra r representa un 
numero arbitrario en el dominio de /y se llama variable independienle. La letra A que 
representa a un numero en el contradominio de/se la llama variable dependiente, pues 
su valor depende del de r. Si dos variables r y A estan relacionadas de esta manera se 
dice que “A es una funcidn de r”. Veamos otro ejemplo. Si un automovil viaja con 
velocidad constante de 80 kilometros por hora (km/h), entonces la distancia d (en kilo- 
metros, km) que recorre en un tiempo / (en horas) estd dada por d = 80 t y y por lo tan- 
to, la distancia d es una funcidn del tiempo t. 

Se desea construir un tanque horizontal de acero para almacenar gas 
propano, que tenga forma de cilindro circular recto de 3 m 
de largo con una semiesfera en cada extremo. El radio r no 
esta aun determinado. Expresar el volumen V del tanque co- 
mo una funcion de r. 

Sollicion En la Figura 1.38 se tiene un croquis del tan¬ 
que. El volumen de la parte cilmdrica del tanque puede cal¬ 
culate multiplicando la altura 3 por el area tt r 2 de la base 
del cilindro. Esto da 

Volumen del cilindro = 3(tt r 2 ) = 3irr 2 . 

Los dos extremos semiesfericos forman juntos una esfera de radio r. Usando la fdrmu- 
la para el volumen de una esfera, obtenemos 

Volumen de los dos extremos = § 7 rr*\ 

Por lo tanto, el volumen V del tanque es 

V = $-7rr 3 + 3 xr 2 . 

Esta formula expresa V como una funcion de r. Se puede factorizar y escribir: 

V = \nr 2 (4r + 9). • 

EJEMPLO 3 Dos barcos zarpan al mismo tiempo del Puer¬ 
to. Uno viaja al oeste a 17 mi/h y el otro hacia el sur a 
12 mi/h. Sea t el tiempo (en horas) despues de la salida. Ex¬ 
presar la distancia d entre las embarcaciones como una fun- 
ci6n de t. 

Solucion Para visualizar el problema, se traza un dia- 
grama como el de la Figura 1.39 y se asignan literales a las 
distancias. Por el Teorema de Pitagoras, 

d 1 = a 2 + h 2 o bien d = v V -F b 2 . 

Como distancia = (velocidad)(tiempo) y las velocidades son 17 y 12, respectivamente, 

a - Ylt y b = 12/. 



EJEMPLO 2 


FIGURA 1.38 
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Sustituyendo cn d * v a 2 + h 2 obiencmos 

d - ^17*? + (12/) 2 - v/289f 2 + 144/ 2 - ^33^ o bicn d - v^33r. 
La formula d » (20.8)/ cxprcsa aproximadamente d como funcion dc /. • 


Si/U) • x para todo x cn cl dominio dc/, cntonccs/sc llama funcion identidad cn 
D. Ur-. iunci6n/cs una funcion consfante si existe un elemcnto (fijo) cen cl contrado- 
min.otal que/(x) * c para todoxen cl dominio. Si una funcibn constantc sc rcprcscn- 
ta con un diagrama como cl dc la Figura 1.35, todas las flcchas quc salcn dc D icrminan 
cn cl mismo punto dc E . 

Las funcioncs del tipo descrito cn la siguiente definition aparecen frccuentcmente 
cn la prdctica. 


DEFINICION (1.21) 


Sea /una funciOn tal quc siempre quc x est* cn cl domi¬ 
nio 0, -jt tambicn cst4 cn D. 

(i) /cs par si /(-x) - /( x) para todo x cn D. 

(ii) / cs impar si/(-x) * -fix) para todo x cn D. 


EJEMPLO 4 

(•) Sea/(x) * 3x 4 - 2x 2 + 5. Demostrar quc /cs una funcibn par. 

(b) Sea u(x) * 2x 5 - 7x* ♦ 4x. Demostrar quc y cs una funciOn impar. 
SolliCibn Si x cs un niimcro real, cntonccs 

(i) /(- x) ■* 3(-x) 4 -2(-x) 2 + 5 

= 3X 4 - 2x 2 + 5 » fix) 

y por lo tanto, / cs par. 

frf - x) - 2< - x) 5 - 7( - x) J + 4< - x) 

« -2x 5 + 7x* -4x 
* -(2x* - 7x J + 4x) - -yix) 

Por lo tanto, y cs impar. • 

Una funciOn /puede tomar cl mismo valor para distintos numcros dc su dominio. 
Por cjcmplo, si fix) * x 2 , cntonccs /(2) * 4 y /(-2) * 4, pero 2 # -2. Si los va- 
lorcs dc una funciOn son siempre diferentes, cntonccs la funciOn cs biunivoca o iuno 
a uno). 

DEFI NICION (1.22) 


Una funci6n/con dominio D y contradominio £, cs una 
funcidn biunivoca. si siempre quc a # b cn D cntonccs 
fia )# f{b)cn E. 











Contradominio dc / 
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EJEMPLO 5 

(a) Sea f(x) = 3* + 2. Demostrar que /es biunivoca. 

(b) Sea g(x) = x 4 -I- 2x 2 . Demostrar que g no es biunivoca. 

Solucion 

(a) Si a± b y entonces 3cr * 36 y por lo tanto 3a + 2 # 3b + 2 o bien f(a) # f(b). 
De donde / es biunivoca. 

(b) La funcidn g no es biunivoca pues puede haber el mismo valor en numeros distin- 
tos de su dominio. Por ejemplo, aunque “1 ^ 1, #(-l) y <i(0 son ambos iguales 
a 3. 

Se puede usar una grdfica para mostrar los cambios de 
los valores f(x) de una funcidn /cuando x varia dentro del 
dominio de /. Por definicidn, la grafica de una funcidn /es 
la grafica de la ecuacion y = f(x) para x en el dominio de 
/. A veces se pone la indicacidn y = f(x) en el croquis de 
la grdfica, como se muestra en la Figura 1.40. Ndtese que si 
P(a, b) es un punto de la grafica, entonces la ordenada b 
es el valor f(a) de la funcidn. La figura muestra el dominio 
de /(el conjunto de los valores posibles de x) y el contrado¬ 
minio de /(los correspondientes valores de y). Aunque en 
la figura el dominio y el contradominio son intervalos cerra- 
dos, podrian ser intervalos infinitos u otros tipos de conjun- 
tos de numeros reales. 

Es importante notar que como hay un valor unico /( a) para cada a en el dominio, 
s61o hay un punto de la grafica que tiene abscisa a. Por lo tanto, toda recta vertical 
corta a la grafica de una funcion a lo mas en un punto. Entonces, una grdfica a la que 
alguna recta vertical corte en mas de un punto, como en el caso de una circunferencia, 
no puede ser la grafica de una funcion. 

Las intercepciones x (o abscisas en el origen) de la grdfica de una funcidn / son 
las soluciones de la ecuacidn f(x) = 0. Estos numeros se llaman ceros de la funcidn. 
La intercepcion y (ordenada en el origen) de la grdfica, si existe, es /(0). 


FIGURA 1.40 



EJEMPLO 6 Trazar la grdfica de la funcion/dada por /(*) = \!x - 1. ^Cuales son 
el dominio y el contradominio de /? 

Solucion Por definicidn, la gr&fica de ft s la grafica de la ecuacion y = V* - 1. 

La siguiente tabla presenta las coordenadas de algunos pun- 
tos de la grdfica. 



X 

12 3 4 5 6 

y 

0 1 y/2 >/3 2 >/5 


Situando puntos se obtiene el croquis que se muestra en la 
Figura 1.41. Notese que la abscisa en el origen es 1 y que 
no hay ordenada en el origen. 















1.4 


la dcftntcibn de funcibn 


El dominio dc / consta dc todos las numeros rcalcs x talcs quc x 2 1, es dccir, 
el intervalo |l. <*»). El contradominio de/es el conjunto de todos los numcros reales 
y tales que y a 0, es decir, (0, »). • 


EJEmPLO 7 Trazar la grifica de la funcidn/dada por f(x) - 3 - x 1 . iCudles son 
d dominio y cl contradominio dc /? 

Solucion La siguicntc tabla prcscnta algunos dc los pan¬ 
tos (*, y) dc la grAfica. 


r 



X 

3 

-2 

-1 0 1 

2 

3 

1 

-b 

-1 

2 3 2 

-1 

-6 


Las intcrccpcioncs x son las solucioncs dc la ecuacibn 
fix) * 0, cs dccir, dc 3 - x 2 * 0. Sus valorcs son ±V3. La 
intercepcibn y cs /(0) - 3. Por localizacibn dc puntos sc ob- 
ticnc la parabola dc la Figura 1.42. 

Como x puede tomar cualquicr valor, cl dominio dc / 
cs R. Dc la grAfica, vemos quc cl contradominio dc / cs 
31- • 


Sc puede simplificar la solucibn del Ejcmplo 7 observando quc como 3 — (—jr* 
3 - x 2 , la grAfica dc y = 3 - x 2 cs simdrica con rcspccto al eje y. Estc hccho cs tam- 
bibn consccucncia dc (i) del siguicntc teorema. 


TEOREMA (1.23) 


(i) La grAfica dc una funcibn par cs simdrica con rcs¬ 
pccto al eje y. 

(ii) La grAfica dc una funcibn impar cs simdrica coil 
rcspccto al origen. 


Demostracion Si/cs par, cntonces/(-jr) * fix) y, por lo tanto, la ecuacibn y * 
/(*) no cambia al sustituir x por -jr. El cnunciado (i) sc puede deducir del Critcrio 
dc Simetria (1.11) (i). La dcmostracibn dc (ii) sc deja al lector. • • 


* 



EJEMPtO 8 Trazar la grAfica dc la funcibn / dada por 
fix) * \x\ y encontrar cl dominio y cl contradominio dc/. 

Solucion Si x £ 0, entonces fix) ■ x y por lo tanto, 
la parte dc la grAfica quc sc encuentra a la derecha del eje 
x cs idbntica a la grAfica <\ey ■ jr, quc cs una recta quc pasa 
por cl origen y tienc pendiente I. Si x < 0, entonces, por la 
Dcfinicibn (1.2), fix) - |jr| - -jr, y por lo tanto, la parte 
dc la grAfica quc sc encuentra a la izquierda del eje y cs igual 
a la grAfica dc^ - -jr. En la Figura 1.43 sc indica la grAfica 
dc/. 
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N6tese que/es una funcion par y, por el Teorema (1.23) (i), la grdfica es simetrica 
con respecto al eje y , como tambien se ve en la figura. 

De la grafica vemos que el dominio de/es IR y el contradominio es [0, <*>). • 


EJEMPLO 9 Trazar la grafica de la funcion / dada por f(x) = —. 

x 

FIGURA 1.44 

Sollicion El dominio de/es el conjunto de todos los nu- 
meros reales diferentes de cero. Cuando x es positivo, f(x) 
tambien lo es y por lo tanto, ningun punto de la grafica se 
encuentra en el cuario cuadrante. El segundo cuadrante tam- 
poco tiene puntos de la grafica pues, cuando x < 0, f(x) < 
0. Si x esta cerca de cero, entonces | \/x\ es grande. Cuando 
x crece tomando valores positivos, \/x decrece y se acerca 
a cero para valores grandes de x. An&logamente, si x es ne- 
gativo y \x\ es grande, entonces l/xest£ cerca de cero. Ubi- 
cando algunos puntos y tomando en cuenta estos comentarios 
obtenemos el croqtiis de la Figura 1.44. 

La grafica de / o, equivalentemente, la de la ecuacidn 
y = 1/x, es simetrica con respecto al origen. Esto se puede verificar usando el Teore¬ 
ma (1.23) (ii) o bien el Criterio de Simetria (1.11) (iii). • 

EJEMPLO 10 Describir la grafica de una funcidn constante. 

Sollicion Si para algun numero real c, f(x) = c para todo x, entonces la grafica 
de / es la misma que la de la ecuacion y - c, y por lo tanto, es una recta horizontal 
con intercepcion y igual a c. • 

A veces las funciones se describen con varias expresiones, como en los siguientes 
ejemplos. Se dice que tales funciones tienen definicion parte por parte. 

EJEMPLO 11 Trazar la grafica de la funcion / definida por: 

1 2x + 3 si x < 0 
x 2 si 0 < x < 2 
1 si x > 2 

Sollicion Six < 0, entonces /(x) = 2x + 3. Estosig- 
nifica que para x negativo, debernos usar la expresion 2x -f 3 
para encontrar los valores de la funcion. Por lo tanto, si x < 
0, entonces la grafica de / coincide con la recta y = 2x + 
3 y se traza esta parte de la grafica a la izquierda del eje v, 
como se indica en la Figura 1.45. 

Si 0 < x < 2, debemos usar x 2 para encontrar los va¬ 
lores de/y, por lo tanto, esta parte de la grafica de/coinci¬ 
de con la de la parabola y = x 2 . Asi, se traza la parte de la 
grafica entre x = 0 y x = 2, como se indica en la figura. 










1.4 la dcfwicidn dc funodo - 57 

Finalmente, si x £ 2,/toma sicmprc cl valor I. Para x 2. la grAfica dc/cs la 
recta horizontal que sc muestra cn la Figura 1.45. • 


EJEMPIO If Para cualquicr numcro real x, existen enter os consecutivos n y n + 1 
tales que n £ x £ n + I. Sea / la funcidn deftnida como sigue: Si n s x < 
n ♦ I. entonces fix) * n. Trazar la grAfica de /. 

Solucion La tabla siguiente indica la relacidn entre las abscisas y las ordenadas de 
los puntos de la grAfica: 


nOUtA 144 



Valores de x 

fix) 

-2 S x <-1 

-2 

- 1 £ x < 0 

-1 

OS j < 1 

0 

IS*<2 

1 

2S*<J 

2 

• * • 

•. • 


Como/es una funcion constante mien tr as x $e encuentra en¬ 
tre dos enter os consecutivos, la parte correspondiente de la 
grAfica es un segment o dc una recta horizontal. En la Figura 
1.46 aparecc una parte dc la grAfica. La representaci6n con- 
tinua indefinidamente a la derecha y a la izquierda. • 


Para denotar el mayor entero n tal que n z x, se utiliza el simbolo x ]. Por ejem- 
plo, (1.61 - I. [,/SJ - 2. (xj - 3 y l-3.5] - -4. Usando cm a notacidn. la funcion 
del Ejcmplo 12 sc puede definir por /(x) - [x]. La funci6n/sc llama funcidn mayor 

entero 


EJERCIOOS 1.4 


1. Sea /<x) m x* * Ax - 3. Calcule /(l), /(-I). 

/<0) y /(\/2). 

2. Sea fix) « Vx - I + 2x. Calcule /(I), /(3). 
/<5> y /<I0>. 


f jereieto* 3-4: Sea / la funcidn dada. y sean a y h 
dm numcros realet. Encuentre lo tiguiente: 


la) /la) 

(c) -/(a) 

(e) /la) + /(fc) 


lb) /(-a) 

Id) /(a + h) 

/<«+ *)-/<«) 


para hi 0. 


I 

x 1 + I 


f jerdcioo 5-4: Sea <y la funcidn dada. Determine lo 
siguiente: 


(a) <41 a) 
Id) [uia)] 2 


lb) — 
<4a) 


(c) < 4 a 2 ) 


(e) rtvi) CO 


I 


I 


4. 0<x) - 

x 


Ljercftctos 7-12: Encuentre el dominto de la funcidn /. 


7. /(xl-v^x-J 


*. /(x) - \ 4 - X* 

X ♦ I 


II. /(X)- 


x J - 9x 


». /(X) - V7-2x 

K. /(x) - Vx 7 ^ 9 


4x 4- 7 


\ 


3. fix) - 3x* - x + 2 


4. fix) 


12. fix) 


*x* + I3x $ 
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Ejercicios 13-20: Determine si la funcion / es biu- 
nivoca. 


13. /(x) = 

2x + 9 

14. flx) = 

1 

7x + 9 

15. fix) = 

5 — 3x 2 

16. fix) = 

s 2x 2 - x - 3 

17. fix) = 

4x 

18. fix) = 

X 3 

19. fix) = 

1*1 

20. fix) = 

: 4 

Ejercicios i 

21-30: Determine 

si ft s par 

o impar, o si 

no es par i 

ni impar. 



21. fix-) = 

3x J - 4x 

22. fix) = 

7x* - x 2 + 7 

23. fix) = 

9 — 5x J 

24. fix) — 

2x 5 - 4x 3 

25. fix) = 

2 

26. fix) = 

2x 3 + x 2 

27. fix) = 

lx 1 - 3x + 4 

28. fix) = 

•Jx 2 + 1 

29. fix) = 

</x J -4 

30. fix) = 

|x| + 5 

Ejercicios 

31-44: Trace la grafica y determine el do- 

minio y el 

contradominio de /. 


31. fix) = 

—4x + 3 

32. fix) = 

4x — 3 

33. fix) = 

-3 

34. fix) - 

3 

35. fix) = 

4 — x 2 

36. fix) = 

-(4 + x J ) 

37. fix) = 

V4 - x 2 

38. /(x) = 

yjx 2 ~ 4 

fi v k _ 

1 

4f\ ft — 

1 


x — 4 

40. jyx) — 

(X - 4) 2 

41. flx) = 

X 

‘ M 

42. fix) = 

x + |x| 

43. fix) = 

= y/4 — X 

44. fix) = 

■ 2 — s/x 


49. /(*) = 


50. f(x) = 



si x 2 
si x = 2 


si x * 1 
si x = 1 


51. Explique por que la grafica de la ecuacion x 2 + 
y 2 - 1 no es la grafica de una funcibn. 

52. Demuestre que una funcion /es biunivoca si y 
solo si toda recta horizontal corta a la grafica de 
/ a lo mis en un punto. 

53. Se desea construir una caja sin tapa a partir de 
una hoja de cartbn rectangular que tiene dimen- 
siones 20 cm x 30 cm. Para ello se recortarin 
cuatro cuadrados idinticos de area x 2 , uno en 
cada esquina y se doblaran hacia arriba los la- 
dos resultantes (vbase la figura). Exprese el vo- 
lumen V de la caja como una funcion de x. 


EJERCIQO 53 



Ejercicios 45-50: Trace la grafica de la funcion / de- 
finida parte por parte. 


45. 


46. 


47. 


48. 


, f2 

si x < 0 



l-' 

si x ^ 0 

[3 

si x < -3 

fix) = < -x 

si - 3 ^ x < : 

i-3 

si x > 3 

fx 

si x < 0 

1 

II 

'h 

si 0 <, x < 1 

w 

si x ^ 1 

[ x 

si x ^ 1 

fix) = •( -X 2 

si 1 < x < 2 

u 

si x > 2 


54. Un pequefio edificio de oficinas esti construido 
sobre un area de 46 m 2 . El piano del piso se 
muestra en la figura. 

(a) Exprese la longitud y del area del edificio 
como una funcibn del ar.cho x. 

(b) Suponiendo que el costo de las paredes es 
de $100 (dolares) el metro lineal, exprese el 


EJERCIQO 54 































1.4 La deftntobn de funcidn 


l? 


costo Cde las paredes como una funcidn del 
ancho x. (Desprecie la porcidn de pared so- 
bre las puertas.) 

59. Un globo de aire calicnte se suelta a la I p m y 
se eleva verticalmeme a raz6n de 2 m/s. Un punto 
de observacidn esti situado a 100 m del punto en 
el suelo que se encuentra ubicado directamente 
abajo del globo (viase la figura). Sea (el tiempo 
(en segundos) transcurrido a partir de la I P M 
Exprese la distancia d del globo al punto de ob- 
servacidn como una funetdn de t. 


un transbordador espacial. Se puede dedu- 
cir una fdrmula para la distancia maxima 
/ (desde la Tierra) a la que un astronauta 
puede ver desde el transbordador. Calcule 
y aproximadamente suponiendo que h « 
200 millas yr • 4000 millas. 




54. La figura muestra las instalaciones de un equili- 
brista en el alambre. La distancia entre lot pos¬ 
ies cs de 16 m, pero aun no se ha determinado 
la altura del punto de amarre P. 

(a) Exprese la longitud L como una funci6n de 
la altura x del punto P. 

(b) Determine la altura del punto de amarre P 
suponiendo que el alambre o cuerda tiene 
una longitud de 24 m. 


5t. Un hombre se encuentra en un bote a 2 millas 
del punto mis cercano A de la costa, que es rec¬ 
ta. y desea llegar a una casa que se encuentra en 
un pumo £ de la citada costa, a 6 millas (mi) de 
A (vease la figura). El hombre ptensa remar has* 
ta un punto P entre A y B que se encuentra a x 
millas de la casa y luego caminar el resto. Supo¬ 
niendo que puede remar a una velocidad de 
3 mi/h y caminar a 5 mi/h, exprese cl tiempo to¬ 
tal T que la tomari llegar a la casa, como una 
funcidn de x. 




57. D?sde un punto exterior P que se encuentra a h 
rfnidades de una circunferencia de radio r, se traza 
una tangente a la drcunferencia (viase la figu¬ 
ra). Sea y la distancia del punto P al punto de 
tangenda T. 

(a) Exprese y como funcidn de h. ( Sugerencia: 
Si Ces el centra de la circun ferencia, enton- 
ces PT es perpendicular a CT.) 

(b) Sea r el radio de la Tierra y h la altitud de 


54. En la figura se muestran las posiciones relativas 
de un avidn y una torre de control de 20 pie de 
alto. El principio de la pista se encuentra a una 
distancia de 300 pie de la base de la torre. sobre 
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la perpendicular. Exprese la distancia d de la EJERGCIO 60 
aeronave a la torre de control como una funcibn 
de la distancia x que el avi6n ha recorrido sobre 
la pista. 

60. Un c'lVmdro circu\ai Tecio de radio r y altura h 
esta inscrito en un cono de altura 12 y radio de 
la base 4, como se ilustra en la figura. 

(a) Exprese h como una funcibn de r ( Sugeren - 
cia: Use triangulos semejantes.) 

(b) Exprese el volumen V del cilindro como una 
funcibn de r. 



OPERACIONES CON LAS FUNCIONES 

En esta seccion se estudia la obtencion de nuevas funciones aplicando operaciones alge- 
braicas como la suma y la multiplicacibn a otras funciones. Esto permite con Irecuen- 
cia obtener facilmente las propiedades de las nuevas funciones. Consideramos pr.mero 
la funcibn que se obtiene al sumar una constante c a todos los valores de una funcibn/. 
Sea/una funcibn, c una constante y sea g la funcibn definida por 


para todo * en el dominio de/. A veces se dice que g y /difieren por una constante. 
Si c > 0 la grdfica de g se obtiene desplazando la de / una distancia c hacia arnba 
y si c < 0, hay que desplazar la grafica de/una distancia |c| hacia abajo. Este metodo 
se ilustra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 1 Dada f(x) = x 2 + c, trazar la grifica de/para c - 4 y para c 2 


FIGURA 1.47 



Solucibn Se dibujaran las dos graficas en el mismo sis- 
tema de coordenadas. La grafica de y = x 1 se tiene en la Fi¬ 
gura 1.20 y esta representada en gris en la Figura 1.47. Para 
encontrar la grafica de y = x 2 + 4, simplemente hay que Mi- 
mar 4 a la ordenada de cada punto de la grafica de y — x . 
Esto equivale a desplazar la grafica de y = x 2 , 4 unida- 
des hacia arriba, como se muestra en la figura. Para c = “2, 
restamos 2 a las ordenadas, por lo que la grafica de y = 
x 2 -2se obtiene desplazando la dey = x 2 , 2 unidades ha¬ 
cia abajo. Cada una de las graficas es una parabola simetri- 
ca con respecto al ejey. Para verificar que la posicion de cada 
grafica es correcta se suelen trazar algunos puntos. * 


Las graficas del ejemplo anterior son dcsplazamientos 
verticales de la grdfica de y = x 2 , y resultan ser casos espe- 
ciales de las siguientes reglas generales. 
















1.5 Opcracioocs coo las funcioncs 


IT 


DESPLAZAMIENTOS 
VERTICALES DE LAS 
GRAFICAS (c > 0) 


Para obtener la 
grAfica dc: 

sc despla/a la grAfica 
de y * fix): 

y - fix) - c 
y - fix) + c 

c unidades hacia abajo 

c unidadcs hacia arriba 


nouiu i.M 



Es posihlc enunciar reglas scmcjantes para I os de\pla/a- 
mirnios hnri/onlalev En cfecto, si c > 0, consideremos las 
graficas dc y « /(*) y y - fix-c) dibujadas segun los 
mismos ejcs coordcnados, corno sc ilustra cn la Hgura 1.48. 
Como f(a) * f(a + c - r), sc vc quc cl punto dc la grAfi- 
ca dc y * /( x) con abscisa a cicnc la misma ordcnada quc 
cl punto dc la grAfica dc y * f(x - c) con abscisa a + c. 
Esto implica quc la grAfica dc y * /( x - c) sc obticnc 
desplazando la dc y * fix), c unidadcs hacia la dcrccha. 
AnAlogamcntc. la grAfica dc y * /( x + c) sc obticnc dcs¬ 
plazando la dc/ un valor dc c unidadcs hacia la izquicrda. 
Estas reglas sc resumen cn cl siguiente cuadro. 


DESPLAZAMI ENTOS 
HORIZONTALES DE LAS 
GRAFICAS (C > 0) 


nouu i.4« 



Para obtener la 
grAfica dc 

sc dcspla/a la grAfica 
dc y - fix): 

■ - -- 

y = fix- c) 
y - fix + c) 

c unidadcs hacia la dcrccha 

c unidadcs hacia la izquicrda 


EJEMPLO l Trazar la grAfica de/para fix) * (jr - 4) 2 
y para fix) * (x + 2?. 

Solucion La grAfica dc y * x l aparccc cn gris cn la Fi- 
gura 1.49. Segun las reglas para dcsplazamicntos horizonta- 
Ics, al trasladar la grAfica 4 unidadcs a la dcrccha obtenemos 
la grAfica dc y * (jr - 4) 2 . DcsplazAndola 2 unidadcs a la iz¬ 
quicrda, sc ticnc la grAfica dc y * (jr ♦ if. Sc rccomicnda 
a quicncs no est£n convcncidos dc la validcz dc este metodo, 
ubicar varios puntos dc cada grAfica. • 


Para obtener la grAfica dc y * efix) para algun numero real c f pueden multipit- 
corse por c las ordenadas dc los puntos dc la grAfica dc y * fix). Por cjcmplo, si y * 
2/(x), sc duplican las ordenadas y si y = J f(x), sc multiplican las ordenadas por 
J. Si c > 0 (y c # I), este proccso sc llama ampliar la grAfica dc y * /(jr). 
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EJEMPLO 3 Trazar las graficas de (a) y - 4x 2 y <b) y = i* 2 - 

Solucion 

(a) Para trazar la grafica de y = 4x 2 comenzamos con la grafica dey = x 2 (que apa- 
rece en gris en la Figura 1.50) y se multiplica por 4 las ordenadas de todos los puntos. 
Esto da una parabola mas angosta, mas aguda en su vertice, como se ilustra en la figu¬ 
ra. Para llegar a la forma correcta, deben localizarse varios puntos como (0, 0), ( \, 1) 
V d,4). 

FIGURA 1.50 FIGURA 1.51 




(b) La grafica de y = j x 2 se puede trazar multiplicando por ^ las ordenadas de los 
puntos de la grafica de y = x 2 . Esta grafica es una parabola mas abierta que es mas 
aplanada en su vertice, como se muestra en la Figura 1.51. • 


FIGURA 1.55 


La grafica dey = -f(x) se obtiene multiplicando por -1 la ordenada de cada pun- 
to de la grafica de y = /(jc). Asi, cada punto (a, b) de la grafica de y = /(x) que 
se encuentra arriba del eje x, determina un punto ( a , - b ) en la grafica de y = -f(x) 
que se encuentra abajo del eje x. Andlogamente, si (c, d ) es¬ 
ta debajo del eje x (es decir, d < 0), entonces (c, -d) se en¬ 
cuentra arriba del eje x. La gr&fica de y = ~f(x) es una 
reflexion de la grafica de y = /(x), con respecto al eje x. 



EJEMPLO 4 Trazar la grdfica de y = -x 2 . 

Solucion La grafica se puede obtener localizando pun¬ 
tos, pero como la grafica de y = x 2 es bien conocida, sc la 
presenta en tono gris, como se ve en la Figura 1.52, y luego 
multiplicamos por -1 las ordenadas de todos sus puntos. Esto 
da la reflexion con respecto al eje x que se indica en la 
figura. • 


Las funciones suelen definirse en terminos de sumas, restas, productos y cocientes 
de varias expresiones. Por ejemplo, si 


h(x) = x 2 4- y 5x + 1, 
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pucdc considcrarsc a h(x) como la suma de los valores de dos funciones mis simples 
f y g definidas por 

/(x)«x 2 y gix) - y/5x + I. 

La funcidn h se denomina suma de / y g. 

En general, supongamos que fy g son dos funciones cualesquiera. Sea / la inter - 
seccidn de sus dominios, es decir, los numeros que ambos dominios ticnen en comiin. 
La suma de / y g es la funcidn /i definida por 


Mx) - fix) + gix) 

% para todo x en /. 

Es conveniente denotar a /» por cl simbolo f + g. Como f y g son funciones y no 
numeros, el + entre f y g no significa suma dc numeros reales, sino que sirve para 
indicar que d valor de / + g en x es /(x) ♦ ^(x), es decir, 

if ♦ 0 Kx) « /(x) + 0 <x). 


La resta (o diferencia) f~gye\ producto fg dc f y g se definen por 


(/ “ 0 Mx) - fix) - gix) y ifg)ix) * fix)gix) 

para todo x en /. El cociente fig dc /entre # esti dado por 



para todo x en / y ^(x) # 0 . 


EJEMPLO 5 Sean /(x) * v4 - x 2 y gix) * 3x ♦ I. Encontrar la suma, la resta 
y el producto dc / y 0 y tambicn cl cociente de / y g. 

Solucion El dominio dc/es el intervalo cerrado (-2, 2) y el dominio de g es R. 
Por lo tanto, la interseccidn de sus dominios es (-2, 2] y las funciones que se requieren 
cstin dadas por 


if ♦ f/Kx) » % 4 - x 2 + (3x + 1), 
</ - 0K*) - V4 - x 1 - <3x + l>. 
</«fX*) - V4 - x J (3x + I), 




3x + I ’ 


-2 £ x £ 2 
— 2 £ x £ 2 
—2 £ x £ 2 


-2*x£ 2, x* -J . 


Si g es una funcidn constante tal que gixy * c para todo x y si /es cualquier fun¬ 
cidn, entonces c/ denota el producto dc g y /, es decir, (c/Mx) * efix) para todo 
x en el dominio de /. Por ejemplo, si /es la funcidn del Ejemplo 5, entonces icfXx) * 
cv4 - x 2 , -2 sxs 2. l»cometricamcntc f la funcidn cf es una ampliacidn y una rc- 
flexidn, o sdlo una reflexidn, dc la grifica de /(viansc las Figuras 1.50-1.52). 

Las funciones que se presentan en el resto de csta seccidn: polinomiales (polino- 
^ mios), racionales, algebraicas, tr ascendent ales y compuestas, son algunas de las funcio¬ 
nes mis importantes de las matemiticas. 
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CAPITULO 1 • LAS FUNCIONES Y SUS GRAFICAS 


DEFINICION (1.24) 


Una funci6n/es un polinomio si 



x) = a,*" + + *«* + *o 

donde los coeficientes a 0 , a h .. a n son numeros rea¬ 
les y los exponentes son enteros no negalivos. 

__ . - 


Se puede pensar en una funcion polinomial como una suma de funciones cuyos va- 
lores estan dados por a k x k para algun numero real a k y un entero no negativo k. 

La expresion en el lado derecho de la igualdad en la Definicion (1.24) es un polino- 
mio en x (con coeficientes reales) y cada a k x k es un termino del polinomio. El numero 
a Q es el termino eonstante. Se llama polinomio tanto la expresion del lado derecho de 
la igualdad como la funcion que dicha expresion define. Si a n * 0, entonces a n es el 
coeficiente principal de /(*) y se dice que / (o que /(*)) es de grado n. 

Si un polinomio / es de grado 0, entonces f(x) = c para c ± 0 y por lo tanto, 
/es una funcion eonstante. Si un coeficiente a k es cero, se abrevia la escritura de (1.24) 
omitiendo el termino a k x k . Si todos los coeficientes de un polinomio son nulos, el po¬ 
linomio se llama polinomio cero y se denota por 0. A este polinomio cero no se le asig- 
na ningun grado. 

Si algunos de los coeficientes son negativos, conviene usar signos menos entre los 
terminos correspondientes. Por ejemplo, en vez de escribir 3x 2 -l- (-5 )jc + (-7), se es¬ 
cribe 3.v 2 - 5x - 7 para este polinomio de grado 2. Tambien se pueden considerar po- 
linomios en otras variables. Por ejemplo, f z 2 - 3z 7 + 8 - \f5z 4 es un polinomio en 
z de grado 7. Se acostumbra disponer los terminos de un polinomio en orden decrecien- 
te de potencias: -3 z 1 ~ V5z 4 4- \z 2 + 8. 

De acuerdo con la definicion de grado, si c es un numero real diferente de cero, 
entonces c es un polinomio de grado 0. Estos polinomios (junto con el polinomio 
cero) se denominan polinomios constantes. 

Si f(x) es un polinomio de grado 1, entonces f(x) = ax + b para a ± 0. Sabe- 
mos por la Seccion 1.3 que la grafica de / es una recta y, de acuerdo con ello, se dice 
que /es una funcion lineal. 

Todo polinomio f(x) de grado 2 puede escribirse 


f(x) = ax 2 -l- bx -l- c 


donde a ± 0. En este caso, se dice que / es una funcion cuadratica. La grafica de /, 
o equivalentemente la de la ecuacion y = ax 2 + bx + c, es una parabola. 

En el Capitulo 4 se presentan metodos de calculo para estudiar las graficas de los 
polinomios de grado mayor que 2. 

Una funcion racional es cl cociente de dos polinomios. Entonces q es racional si, 
para todo x en su dominio. 


4 > JW 

h(x) 


en donde fix) y hi a) son polinomios. El dominio de un polinomio es R, pero el do¬ 
minio de una funcion racional consta de todos los numeros reales excepto los ceros del 
polinomio que esta en el denominador. 
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Una funcibn algebraic a e$ una funcibn que puede cxpresarse en (erminos de sumas, 
resia*. product os, cocientes y raices de polinomios. Por ejempio, si 


/(x) - 5x 4 - 2{[x + 


x(x J + 5) 
n/x* + v'x 


entonces /es una funcibn algebraica. Las funciones quc no son algebraicas se llaman 
irascrnden tales (o trascendentesi. Las funciones trigonometricas, la exponencial y la 
logaritmica que se estudian mis adelante, son ejemplos de funciones trasccndentales. 

Concluimos esta scccion con la description de un metodo importantc para definir 
una funcibn usando otras dos funciones fy y. Sean D, E y K tres conjuntos de numeros 
reales. Sea /una funcibn de D a E y sea y una funcibn dc E a K Esto se puede expresar 
como 

D 4 £ i K. 


1 SJ 


V 



Es posible usar /y y para definir una funcibn de D a K. 

Para todo x cn D, el numero /(x) esti en E. Como el 
dominio d e y es E, entonces puede determinarse el numero 
»(/(*)) y tal numero esti en K. Asociando x a </(/(x)) sc 
obtienc una funcibn de D a K que se llama composicidn de 
y con/. Esto se ilustra en la Figura 1.53, en donde la flccha 
gris indica la correspondence definida de D a A'. 

A veccs se usa un simbolo de operador • y se denota la 
composicibn como g ® /. La siguiente definicibn resume lo 
anterior. 


DEF1NICI6N (1.25) 


Sea / una funcibn dc D a £ y sea y una dc £ a K. La 
funcibn composicibn y ® /es la funcibn de Da K defini¬ 
da por 

(y JHx)-yif(xt) 

para todo x cn D. A y « / se la llama tambibn funcibn 
compuesta dc y con /. 

(A veces y f se lee “/ seguida dc y'\) 


Si cl dominio dc y es un subconjunto E ' de E. entonces cl dominio de y • /consta 
de todos los x en D tales que /(x) esti en £'. 


EJEMPIO 6 Sean fy y dadas por /(x) « x- 2 y y{x) « 5x + Vx. Encontrar 
(b ° /Hx) y cl dominio d e y » f. 

Solucion Sustituycndo formalmente obtenemos: 

(t/ /Mx|- 0 </(x)| 

= iy<x - 2) 

* 5<x - 2) + yjx - 2 
- 5x - I0 + Vx~2 
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El dominio de/es R, pero la ultima igualdad implica que (g ° /)(x) es un nvimero 
real sdlo si x > 2. Por lo tanto, el dominio de la composicidn g ° f es el intervalo 
[ 2 , »). • 

Dadas / y g, tambien puede considerarse (/° y)(x) = /(</(x)), como se expone 
en el siguiente ejemplo. 


EJEMPIO 7 Sean f(x) = x 2 - 1 y g(x) = 3x + 5. Encontrar (/° </)(x) y 
(g o f)M. 

Solucion Procedemos como sigue: 

(f ■ g)(x) = f(g(x)) = fOx + 5) 

= (3.x + 5) 2 - 1 
= 9x 2 + 30x + 24 

Analogamente, (g «/Mx) = gif(x)) = g(x 2 - 1) 

= 3(x 2 — 1) + 5 
= 3x 2 + 2 • 


N6tese que en el Ejemplo 7, f(y(xj) y g{f(x)) no son iguales, es decir, f°g± y°f. 
En algunas aplicaciones hay que expresar una cantidad y como funcidn del tiempo 
t. A veces es mds facil introducir primero otra variable x y expresar x como funcion 
de t, es decir, x = despu^s expresar y como funcion dex, —es decir, y = /(x)—, 
y finalmente expresar y como la composicion de las funciones fy g, o sea, y = f(x) = 
f{g(l)). Esta situacion se plantea en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 8 Un globo esferico de juguete se infla con helio. El radio del globo aumenta 
a raz6n de 1.5 cm/s, expresar el volumen V del globo como una funcion del tiempo 
t (en segundos, s). 

Solucion Sea x el radio del globo. Suponiendo que al comenzar el radio es 0, en- 
tonces a los t segundos 

x = 1.5/ (radio del globo a los l segundos). 

Despu6s de 1 s el radio es 1.5 cm, a los 2 s el radio es 3.0 cm, a los 3 s es 4.5 cm, etcetera. 
Ahora escribimos 

V = j7CX 3 (volumen de una esfera de radio x). 

Esto da una relacion de composicion de funciones en la que V es una funcion de x, 
y x es una funci6n de t . Por sustituci6n, 

V = §7TX 3 = fjt(l.5t) 3 = ft#) 3 = f# 7 / 3 ). 

Simplificando llegamos a la siguiente fdrmula para V como funcion de /: 

V = frt/ 3 • 
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EJERCICIOS 1.5 


f.jerricio* 1-10: Trace las grificas de / para los ires 
valores de c en un mismo sisiema coordenado (utilice 
desplazamtenios verticales, dsplazamiento* horizon- 
tales. ampliations (o reductions) y reflexions). 

I- /(x) « 3x + r, e-0. r - 2. r » - I 

2. /<x| - -2x + r. c - 0, r - I. r - -3 

3. /(x) - x* + r. c - 0. c - I. r - -2 

4. /(x) - -x* + r. r - 0. c - 2.y - - I 

3. /(x)■v4-x 1 +cf»0lf"4,r» -3 

4. /(x) - e - |x|; cm Ot c - 5. e - -2 


7. /(x| • 3 |j - r) r - 0. r - Z r ■ 3 
' «. /(x|- -2»x-c) 2 ;r-0.r-J.r-| 

3- /(x) • (x + c) J ; r-0.r-2.c - -2 

10. /(x) - cj9 - x l ; c - 0. c - 2. r - 3 

11. En la figura se mustra la grifica de una funcktn 
/con dominio 0 s x s 4 Trace las grifkas de 
las siguients ecuacions: 


(a) y m f{x ♦ 2) 
<c> y - fix) + 2 
(e) y m y<x) 

<g) y - -2f(x) 


<b> y - /(x - 2) 

(d) y - fix) - 2 
(0 y - J/(x) 

(h) y - /(x - 3) + I 


EJEOOOO 11 



12. En la figura se mustra la grifica de una funddn 
/con dominio 0 s x s 4. Trace las grificas de 
las siguients ecuacions: 


(a)y-/(x-l) 

(0 y - /(x) - 2 
(e) y - 3/(x) 

<g) >’ - /(x + 2) - 2 


(b) y - /(x + 3) 
(d) y - fix) + I 

10 r - \H*)\ 

(h) y - /(2x) 



I. jercicios 13-10: Determine la suma. la rsta, el pro- 
ducto y el cociente de / y g. 

13. f{x) - 3x 2 . tfx) - l/(2x - 3) 

14. f{x) - v'x+l. gix) - v/x + 3 
/W - X ♦ (l/x), (fix) rn X - (l x) 

14. f(x) - x* ♦ 3x, *Xx) » 3x 2 + I 

17. /(x) - 2x* - x ♦ 5. gix) - x 2 ♦ x + 2 

II. /(x) - 7x 4 + X 2 - l f 0(x) - 7x 4 - x J ♦ 4x 

Ejerririoi 10-32: Determine (/ </Xx) y (*/ /Xx). 
fix) - 2x 2 4 5. gix) - 4 - 7x 

20. /<*) « | /(3x +\l (fix) - l/x 2 

21. /(x)-x J f gix)m x ♦ I 

22- fix) rn yjx 1 +4, gix) mix 2 + \ 

23. fix) - 3x 2 ♦ 2, (S fix) - l/(3x 2 ♦ 2) 

24. /(x) - 7. gix) m 4 

25. /(x) - vZx 4- I. gix) m x 2 ♦ 3 
24. /(x) « 6x - 12. gix) m lx + 2 
27. /<X)-|x|, (fix)m -5 

2*. fix) m fjx 2 4- I. gix) m X s + I 

20. /(x) = x 2 . ^x) * l/x 2 

/(*) - Mix + ll gix) - x + \ 

31. /(x) - 2x - 3. gix) - (x 4- 3)/2 

32. /(x) • x 3 - I. ^*> - (tV I 

33. Demuestre que si /es una funci6n lineal y gc% 
una funci6n cuadritica, entonces / • g y g • / 
son funciones cuadriticas. 

34. Demuestre que si /y <y son polinomios de grados 
myw, respectivamente. entonces / • g es un po- 
linomio de grado mn. 

Kjcrcicios 35-40: Use el mdodo del Ejemplo 8 para 
resolverlos. 

35. Un incendio comien/a en un campo abierto y se* 
co, y se extiende en forma de drculo. El radio 
de ra/ drculo aumenta a razdn de 6 m/min. Ex - 
prese el irea con fuego como una funcidn del 
tiempo /. 

34. Un cable de 30 m de largo y 10 cm de dilmetro 
esti sumergido en el mar. Debido a la corrosidn, 
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el area de la superficie del cable disminuye a ra- 
zon de 4685 cm 2 por afto. Exprese el diametro 
del cable como una funcibn del tiempo. (Despre- 
cie la corrosion en los extremos del cable.) 

37. Un globo de aire caliente se eleva en forma ver¬ 
tical a medida que una cuerda atada a su base 
se va soltando a razon de 5 pie/s. La polea por 
\a que pasa \a cuevda a\ soUarse est& a 20 pie de 
distancia de la plataforma donde los pasajeros 
abordan el globo (vease la figura). Exprese la al- 
tura del globo como una funcibn del tiempo. 

EJERQCIO 37 



38. El diametro d de un cubo es la distancia entre 
dos de sus vertices opuestos. Exprese d como una 
funcibn del lado xdel cubo. (Sugerencia: Primero 
exprese la diagonal y de una cara como una fun- 
ci6n de x.) 

39. Consulte el Ejercicio 59 de la Seccibn 1.4. Cuan- 
do el avion ha recorrido 500 pie por la pista, ha 
alcanzado una velocidad de 150 pie/s (alrededor 
de \00mi/h o \ 60 km/h), que mamendra basia 
que despegue. Exprese la distancia d del avion 
a la torre de control como una funcion del tiem¬ 
po t (en segundos). ( Sugerencia: En el Ejerci¬ 
cio 59 de la Seccibn 1.4, escriba primero x como 
una funcibn de t.) 

40. Consulte el Ejercicio 56 de la Seccion 1.4. El equi- 
librista camina por el alambre hacia arriba a ra- 
z6n de 30 cm/s. El cable esti atado al poste a 
10 m del suelo. Exprese la altura h del alambris- 
ta sobrc el suelo como una funcibn del tiempo. 
(Sugerencia: Denote por d la distancia total que 
ha recorrido sobre el cable. Exprese primero d 
como una funcion de t y luego h como una fun- 
cion de d.) 


1.6 


REPASO 


Defina o discuta lo siguiente. 

1. Numeros racionales e irracionales. 

2. Recta coordenada. 

3. Un numero real a es mayor que un numero real b. 

4. Desigualdades. 

5. El valor absoluto de un numero real. 

6. Desigualdad del Tridngulo. 

7. La notacion de conjuntos. 

8. Variable. 

9. Intervalos (abierto, cerrado, semiabierto, infi 
nito). 

10. Par ordenado. 

11. Sistema coordenado rectangular en un piano. 

12. Abscisa y ordenada de un punto. 

13. Fbrmula de la Distancia. 

14. Formula del Punto Medio. 


15. Grafica de una ecuacion en x y y. 

16. Criterios de simetria. 

17. Ecuacion de la circunferencia. 

18. Pendiente de una recta. 

19. Ecuacibn de la recta dados un punto y la pen¬ 
diente. 

20. Ecuacion de ia recta dadas la pendiente y la or- 
denada en el origen. 

21. Funcibn. 

22. Dominio de una funcibn. 

23. Contradominio de una funcibn. 

24. Funcibn comtante. 

25. Funciones pares e impares. 

26. Funcibn biunivoca. 

27. Gr&fica de una funcibn. 






i.4 Repaso 

21. Funcidn definida pane por pane. 

29. Dcspla/amicntos verticals y horizon tales de las 
frifictt. 

30. Ampliations y reflexions de las gr a ficas. 
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31. Suma. rsta, producto y coaente de do* fun- 

Cfonet. 

32. Polinomios. 

33. Funciones racionals. 

34. Composicidn de dot funuonev 


EJERCICIOS 1.6 

Fjerciriot 1-0: Resuelva la dsigualdad y exprese la so- 
lucidn en terminos de iniervaJot. 


1. 4 - 3x > 7 + 2x 


2 . 


7 I -4x 
2 > 5 


> 


3 

2 


3- | lx - 71 £ 0.01 
3. 2x 2 < 5x - 3 



4. 16 x - 71 > I 

* 2x 2 -3x-20 
0- <0 
x ♦ 3 

•• x 2 + 4 £ 4.x 


0. Si se tienen lot us puntot Ml, I), 1, A) y 

C<-2. -3). 

(a) demusire que A, B y C ton lot vert its de 
un (riangulo rectingulo y calcule tu area. 

(b) encuentre las coordenadas del punio medio 
de AB. 

(c) calcule la pcndiente de la recta que pasa por 

By C. 

Fjercicios 10-13: Trace la gr4fica de la ecuacidn y dis- 
cuta tu timetria con rspecto al eje x, al eje y y al 
origen. 

10. 3x-5y« 10 II. x 2 y ■ 4 

12. x - y 3 13. | x + y| * I 


Fjercicios 14-17: Trace la grifica del conjunto W. 

14. W - {(x. yt x > 0* 

13 .Wm\\ x .yly>x\ ^ 

W-[ix.y% x 2 + y 2 < |J 
17. W * J(x, y% |x — 41 < | f |>’ + 3|<2; 


Fjc rcicios IS-20: Encuentre la ccuacidn de una circun- 
ferencia que tatisfaga las condicions dadas 

IS. Centro C(4, -7), pasa por el origen. 


10. Centro C(-4. -3). s tangente a la recta con 
ecuacidn x - 5. 

20. Pasa por lot trs puntot A(-2. 3). B( 4. 3) y 

C(-2. -I). 

21. Encuentre el centro y el radio de la circunferen- 
cia con ecuacidn 

x 2 ♦ y 2 - IQx ♦ 14/ — 7 ■ 0. 

Fjercirio 22-20: Dados lot puntot A (-4. 2). B( 3. 6) 

y C<2, -5), rsuelva lot problemas. 

22. Encuentre la ecuacidn de la recta que pasa por 
Bye* paralcla a la que pasa por A y C. 

23. Encuentre la ecuacidn de la recta que pasa por 
Bye* perpendicular a la que pasa por A y C. 

24. Encuentre la ecuacidn de la recta qje pasa por 
C y por el punto medio del segmento AB. 

25. Obtenga la ecuacidn de la recta que pasa por A 
y s paralcla al eje y, 

20. Obtenga la ecuacidn de la recta que pasa por C 
y s perpendicular a la recta con ecuacidn 3x - 
10/ ♦ 7 « 0. 


Fjercicios 27-30: Flalle el dominio de /. 

21. fix)- 


n. / ui -^-1 

X 2 - X 


20. fix)- 


I 


30. /( x) - 


s 16 - x 2 
I 


/jx - 3V? - x V xix - 21 

31. Sea fix) - 1/ xjx + I. Encuentre )o siguiente. 
<•)/<!) lb|/(3| lci/10! 

(dl/fv'S - ll (e| f[-x) it) -fix) 

/<**» (hi I /lx)) 2 
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F.jercicins 32-36: Trace la grafica de /. 

32. /(.«)= 1 — 4.V" J{x) = 100 

34. /(x) = -1/|.v + 11 35. /(x) = | x + 51 

f x* si X < 0 

36. f(x) = <j 3x si 0 < x < 2 

16 si x > 2 

37. Trace la gr&fica de cada ecuacion usando despla- 
zamicntos, ampliaciones (o reducciones) o refle- 
xiones: 

(a) v = V* 

(c) v = \ x 4- 4 
(el y = i vx 


38. Determine si /es par, si es impar, o si no es par 
ni impar: 

(a) f(x) = tf? +~4\ (b) fix) = </3x 2 - x* 

(c) /(x) = </x 4 + 3x- + 5 

(d) /(x) = 0 

39. Sea /(x) = 5 - 7x. Demuestre quc / es biu¬ 
ni voca. 

Ejercicios 40-42: Determine (/ 4- </)(*), (/- </)(.v), 
(/</)(*), (//#)(*), (/o </)(x) y (i/o f)(x). 

40. /(x) = v 2 4* 3-X 4- 1. 0(x) = 2x — 1 

41. fix) = x 2 4- 4, £/(.x) = y/2x 4- 5 

42. f(x) = 5x 4- 2, t/(x) = 1/x 2 


(b) y = yjx 4- 4 
(d) y = 4 v 'x 
(f) y = - v x 





CAPITULO 



LI MITES DE FUNCIONES 


concepto de limite de una funcion es una de las nociones 
fundamentales que distmguen al Calculo de otras areas de las 
matematicas como el algebra o la trigonometria. Se puede 
desarrollar facilmente una idea intuitiva de los limites. Por este 
motivo, la exposicion en las dos primeras secciones es informal. 
La defmicidn matematicamente ngurosa de limite se presenta en 
la Seccidn 2.3. El resto del capitulo trata algunas propiedades 
importantes de los limites. 
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CAPITULO 2 • LIMITES DE FUNCIONES 


2.1 


INTRODUCCION AL CALCULO 


En el calculo y sus aplicaciones se analiza la forma en que varian ciertas cantidades 
y si estas tienden a valores especificos bajo ciertas condiciones. Estas cantidades a me- 
nudo involucran los valores de algunas funciones. Para hacer este analisis se utilizan 
los conceptos de derivada (Capitulo 3) o de integral definida (Capitulo 5). 

La definicion de derivada depende de la notion de limite de una funcidn. Comen- 
zaremos con una presentacidn intuitiva. La definicidn formal de limite aparece en la 
Seccidn 2.3. 

Sea a un numero real contenido en un intervalo abierto y sea/una funcion definida 
en todo el intervalo, excepto posiblemente en a mismo. A veces es de interes conocer 
los valores f{x) de la funcion para x muy cercano a a, pero no necesariamente igual 
a a. De hecho, en muchos casos, el numero a no se encuentra en el dominio de /, es 
decir, f(a) no esta definido. Informalmente hablando, a veces se formula la siguiente 
pregunta: ^Cuando x se acerca cada vez mas a a (pero x * a), acaso f(x) se acerca 
tambien a un numero LI Si la respuesta es afirmativa se dice que f(x) tiende a L cuan- 
do x tiende a a, o que el limite de f(x) euando x tiende a a es L, y se escribe: 


NOTACION DE UMITE (2.1) 



Si se sabe que f(x) tiende a algun numero euando x tiende 
a a y pero tal numero no se conoce, entonces se dice que el 
limite de f(x) euando .v tiende a a existe , o simplemente que 
lim x _ a /(x) existe. 

Representaremos el dominio y el contradominio de la fun¬ 
cion /con puntos sobre dos rectas coordenadas / y /', como 
se ilustra en la Figura 2.1 (vease tambien la Figura 1.37). Si 
lim v _^,/U') = L y entonces, euando x tiende a a, entonces 
f(x) tiende a L. Cuando esto sucede no importa el modo en que x tiende a a. Asi, 
en la Figura 2.1 x puede acercarse a a por la izquierda (lo que se denota por x -* a~) y 
o por la derecha (lo que se seftala por x -»■ a*) y o bien oscilando de un lado a otro de 
a. Analogamente, el valor f{x) de la funcion puede acercarse aide muchas maneras 
diferentes, dependiendo de las propiedades de /. 

La nocidn de limite es fundamental para el estudio de muchos conceptos de las ma- 
tematicas y de la fisica. Para ilustrar esto estudiaremos dos problemas: 

(i) Encontrar la recta tangente a una curva en un punto P dado. 

(ii) Encontrar la velocidad en cualquier instante de un objeto que se mueve sobre 
una trayectoria recta. 

En 1; geometria plana, la recta tangente / en un punlo P sobre una circunferencia 
se puede definir como la recta que tiene solamente un punto Pen comun con tal circun¬ 
ferencia, como se ilustra en la Figura 2.2. Esta definicion no se puede aplicar a cual¬ 
quier grafica, ya que una recta tangente puede cortar a una grafica varias veces, como 
se muestra en la Figura 2.3 (vease tambien el Ejercicio 11). 


FIGURA 2.1 



/(*) L 
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ra 2.4(iii) @ tiende a P por la izquierda y, nuevamentc, sc vc 
que mpQ sc accrca a m. Estas obscrvacionet sugicrcn que si 
mpQ tiende a algun valor fijo cuando Q tiende a P % enton* 
ces esc valor se debc usar para definir la pendiente de la recta 
tangente / en P. 

Si la funci6n/esta definida en un intervalo abierto que 
contiene a a , cntonces marcamos las coordenadas de P y Q 
como en la Figura 2.5. L'sando la formula para la pendiente 
(M5), se obtiene que la pendiente de la recta secante cs 
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Con esta notation, puede sustituirse la frase Q tiende a P por x tiende a a. Asi sc llega 
a la siguiente definition. 


DEFINICION (2.2) 


n ncion definida en un intervalo abn 
contiene a a. La pendiente m dc la recla tangei 
de/en el punto (a, /(fl)) es 

.. /U)-/(a) 

X “ (7 





siempre y cuando el limite exista. 

_ 



Notese que en la formula de la Definicion (2.2) no se usa el limite de J (x) sino 
el de la expresion [/(x) - / (a)]/(x -a). Observese tambien que al estudiar este limite, 
x * a. En efecto, si se toma x = a, entonces P = Q y m PQ no existe. 


FIGURA 2.6 



FIGURA 2.7 



EJEMPLO 1 Sean f(x) = x 2 y a un numero real. En- 
contrar 

(a) la pendiente de la recta tangente a la grafica de/en el 
punto P(a, a 2 ). 

(b) La ecuacion de la recta tangente a la grafica en el punto 

(U). 

Solucion 

(a) En la Figura 2.6 se ilustran la grafica de y - x 2 y unos 
puntos representativos P(a , a 2 ) y Q(x f x 2 ). La pendiente 
mpQ de la recta secante \ P q es 

x 2 - <r 


De la Definicion (2.2), se obtiene que la pendiente m de 
la recta tangente en P es 

x 2 a 2 

m = lim-. 

v - a 


Para encontrar el limite se necesita cambiar la forma de la 
expresion. Como al tomar el limite x =£ resulta que x ~ u + 
0, y entonces podemos dividir el numerador y el denomina- 
dor entre x - a, es decir, podemos cancelarx - a como sigue: 


in = lim 

X -*u 



(x-h a)(x - a) 

lim — = lim ( v -f a), 

x-a (X — (i) x->u 


Cuando x tiende a a la expresion x + a tiende a a + a> o sea 2a. Por lo tanto m = 2a. 
(b) Como la pendiente de la recta tangente / en el punto (i 4 ) se puede obtener como 
el caso especial en que a = tenemos que m - la = 2( > ) = 3, como se ilustra 
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cn la Figura 2.7. Lsando la Forma dc Punto y Pendiente (1.15) sc obtienc la siguiente 
ccuacidn para /: 


Simplificando queda 




I2x 4y — 9 *= 0 • 

Consideremos ahora cl problcma (ii), es deeir, dcfinir la velocidad instantanca dc 
un objeto que sc rnueve sobre una Imea recta. El movimiento sobre una recta sc llama 
movimiento rectilineo Es tecil calcular la velocidad media v ^ durante un intcrvalo 
dc tiempo. Basta usar la formula d ■ v/, dondc v cs la vdocidad media. / cs la magni> 
tud del intcrvalo dc tiempo y d es la distancia total recorrida. Despejando v sc obtienc: 


VELOCIDAD (2.3) 
MEDIA 



Para ilustrar csto, supongamos que un automdvil sale dc la ciudad A a la 1:00 P M 
y viaja a lo largo dc una carrctcra recta hasta otra ciudad B que sc cncucntra a 150 km 
dc A % llcgando a las 4:00 P.M., como sc ilustra cn la Figura 2.8. Apltcando (2.3) con 
d = 150 y / = 3 (horas), sc vc que la velocidad media durante cl intcrvalo dc tiempo 
indicado es 

*W. - -y*- = 50 km/h. 

fcsta es la velocidad que si sc mantuvicra por 3 horas, permitiria al automdvil recorrcr 
los 150 km dc A a B % cn esc lapso. 

La velocidad media no da ninguna informacidn acerca dc la velocidad instant£nca. 

Por cjcmplo, a las 2:30(P M.) cl vclocimetro del automdvil pudo haber marcado 40 o 
30, o cl automovil pudo haber cstado cn reposo. Si sc dcsca determinar la velocidad 
a la que cl autombvil viaja a las 2:30, sc necesita alguna information acerca del movi- / 
miento o la posicidn alrededor dc esta hora. Por cjcmplo, supongamos que a las 2:30 
el automdvil se encuentra a 80 km de A y que a las 2:35 esta a 84 km de A , como se 
ilustra cn la Figura 2.9. La magnitud / del intcrvalo dc tiempo de las 2:30 a las 2:35 


FIGURA t.« FIGURA t.t 
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es de 5 min, o sea ^ hora, y la distancia d es 4 km. Sustituyendo en (2.3) se obtiene 
que la velocidad media durante este intervalo es 

4 

v mcd = — = 48 km/h. 

12 

Sin embargo, este todavia no es el valor exacto de la velocidad a las 2:30 ya que, por 
ejemplo, el automovil podria haber ido muy lentamente a las 2:30 y luego haber aumen- 
tado su velocidad considerablemente logrando llegar a estar a 84 km de A a las 2:35 P.M. 
Evidentemente, se obtiene una mejor aproximacion tomando la velocidad media du¬ 
rante un intervalo de tiempo mds pequefto, digamos de las 2:30 a las 2:31. Se ve que 
el mejor procedimiento sen'a tomar intervalos de tiempo cada vez mds pequefios alrede- 
dor de las 2:30 p.m. y calcular la velocidad media en cada intervalo. Esto Ueva a un 
proceso limite parecido al de las rectas tangentes. 

Para basar esta discusion en conceptos matematicos, supondremos que la posicibn 
de un objeto con movimiento rectilineo se puede representar por un punto P sobre una 
recta coordenada /. A veces hablaremos del movimiento del punto P sobre / o del movi¬ 
miento de un objeto sobre /, cuya position esta dada por P. Suponemos ademas que 
se conoce la posicion de P en todo instante dentro de un intervalo de tiempo. Si s(t) 
denota la coordenada de P al tiempo /, entonces esta funcion s se llama funcion de po¬ 
sicion de P. Supongamos que se mide el tiempo con un reloj. Entonces para cada ins¬ 
tante /, el punto P esta a s(t) unidades del origen, como se ilustra en la Figura 2.10. 


FIGURA 8.10 


FIGURA 8.11 



/ 



Para definir la velocidad de P al tiempo a , comenzamos por calcular la velocidad 
media en un intervalo de tiempo (pequefio) alrededor de a . Consideremos pues los tiempos 
a y f, donde t esta cerca de a pero t # a. Las posiciones de P correspondientes a estos 
tiempos son s(a ) y s(/), como se muestra en la Figura 2.11, y por lo tanto el cambio 
en la posicion de P es s(t) - s(a ). Este numero puede ser positivo, negativo o cero, 
segun que la posicion de P al tiempo i sea a la derecha de, a la izquierda de o la misma 
que \a pO&\C\6u al tiempo a. E\ UUme;o s(0 ~ Slal no es necesanameme igual a la dis¬ 
tancia recorrida por P entre los instantes a y t ya que, por ejemplo, P podria haber 
ido mas alia del punto correspondiente a (/) y haber regresado a este punto al tiempo r. 

Por (2.3), la velocidad media de P entre los tiempos a y t es 


(2.4) 


v me<J 


s(t) - s(a ) 

t - a 


Como en la discusion anterior, cuanto mas cerca este t de cr, tanto mas proxima estara 
v mcd de la velocidad de P al tiempo a . Asi, definimos la velocidad como el limite de 
v mcd cuando / tiende a a. Este limite se llama tambien velocidad instamanea de P al 
tiempo a. En resumen, sc tiene la siguiente definition. 






11 


introduccidn al C4lcuk> 


Tl 


DEFINICION (2.5) 


Si un punto P sc mucvc sobrc una recta coordenada / dc 
manera que su coordenada al ttempo / es s(f), entonces 
la telocidad v(a) dc P al ttempo a es 

v(a) * lim 

^ / - 0 

siempre y cuando el limitc cxista. 


Si s(/) se mide cn centimetros (cm) y t en segundos (s) f entonces las unidades dc 
la vclocidad son centimetros por segundo (cm/s). Si s(/) se mide en kildmetros o en 
millas y / cn horas, entonces la vclocidad csU cn kildmetros por hora (km/h) o en mi- 
Has por hora (mi/h), respectivamente. Por supuesto, se pueden usar otras unidades. 

Regresaremos al concepto de vclocidad cn cl Capitulo 4, donde se demostrara que 
si la vclocidad es positiva en un intervalo de tiempo, entonces el punto se mueve en 
la dircccidn positiva de /, mientras que si la velocidad es negativa. el punto se mueve 
cn la dircccidn negativa. Aunque no se han demostrado se usar£n cn el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 2 Desdc un globo de airc caliente que se halla 
a una altura dc 512 pic sobrc el suelo, se deja caer un saco 
de arena del lastre. Si se desprecta la friccidn del aire, la dis- 
tancia s(/) del suelo al saco a los t segundos est4 dada por 
s(/) * -16/ 2 + 512. Calcular la velocidad del lastre en 

<•) / * a segundos (b) / * 2 s (c) el momento en que 
llega al suelo. 

Solucidn 

(a) Como se muestra cn la Figura 2.12, podemos considerar 
que cl lastre sc mueve sobrc una recta coordenada vertical 
/ cuyo origen se encuentra al nivcl del suelo. Ndtese que en 
cl momento en que se suclta, / - 0 y 

s(0) « -16(0) ^ 512 - 512 pie. 

Lsamos la Definicidn (2.5) para calcular la velocidad del saco en t ~ a. Primcro toma- 
mos la velocidad media y simplificamos: 

(0 - = | - 16f* + 312)-(- 16<i 2 * 512) 

l - <i t - a 

!6/ ; ^ I ba 2 16 (I 2 - a 2 ) 

I — a # — a 


WMA t It 



Por la Definicidn (2.5), la velocidad v(a)en / * a es 

. . .. 40- 4<0 M — I6(f 2 -a 2 ) 

tia) *- lim «= lim 

i — u i i — u 

-Un, "* -** ,+ *».«■(-«« 


*■.)] 


t *• 


t a 
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cn donde hemos cancelado el factor / - a (como en el Ejemplo 1(a)), porquc como t # a 
durante el proceso limite, t - a 0. Cuando (tiende a a, t + a tiende a a + a y o sea 
2a. Por lo tanto 


v(a) = -16(2ff) = -32 a pie/s. 

El signo negativo indica que el movimiento del lastre es en la direccion negativa de / 
(hacia abajo). 

(b) Para calcular la velocidad en / = 2 sustituimos a por 2 en la formula v(a) = -32 a, 
obteniendo asi 


v(2) = -32(2) = -64 pie/s. 

(c) El saco de lastre Uega al suelo cuando 

5(0 = -16/- + 512 = 0 o bien l l = = 32. 

16 

.•— 

Esto da / = \J 32 = 4V2 *= 5.7 s. Usando la formula v(a ) = -32 a de la parte (a) con 
a = 4v2, concluimos que la velocidad al llegar al suelo es 


v(4v2) = -32(4^2) = -128v'2 ^181 pie/s. 


El lector debe notar la semejanza que existe entre las formulas (2.2) y (2.5). Mu¬ 
chas aplicaciones en las matematicas y en la fisica llevan a este mismo limite. En el Ca- 
pftulo 3 se llama a este limite la derivada de la funcion/. Una parte importante de este 
libro esta dedicada al estudio de las propiedades y las aplicaciones de las derivadas. 


EJ ERG Cl OS 2.1 

Ejercicios 1-4: (a) Use (2.2) para calcular la pendien- 
te de la recta tangenie a la grafica de / en el punto 
P(a, f(a)),y (b) encuentre una ecuacibn para la recta 
tangente en el punto P(2, /(2)). 

t. f{x) = 5x 2 - 4 2. /(*) = 3 - 2x 2 

3. ,/(x) = x 3 4. fix) = x 4 

Ejercicios 5-8: (a) Use (2.2) para calcular la pendien- 
te de la recta tangente en el punto con abscisa a sobre 
la grafica de la ecuacibn; (b) encuentre la ecuacion 
de la recta tangente cn el punto P\ (c) trace la gr&fica 
y la recta tangente en P. 

5. y = 3x + 2, P(l, 5) 6. y = vx P(4, 2) 

7. y = 1/x. /’(2. }) 8. y = x - 2 . 02, k) 

9. Demuestre con razonamientos geometricos que 
la grafica de y = |x| no tiene recta tangente en 
el punto (0, 0). 


10. Demuestre con ra/onamientos geometricos que 
la grafica de la luncibn mayor entero (veasc la 
Figura 1.46) no tiene recta tangente en el punto 

P(M). 

11 . Consulte el Ejercicio 3. Demuestre que la recta 
tangente a la grafica de y = cn el punto 
P(-l, -l)corta a la grafica cn(-l, -1) y (2, 8). 

12. Consulte el Ejemplo 1. Trace la grafica de y - 
x 2 y las rectas tangentes en los puntos con abs- 
cisas -3, -2,-1,0, 1,2 y 3. ^En cual de los pun¬ 
tos de la grafica la pendiente de la recta tangente 
es igual a 6? 

13. En un juego de video para niftos, aparecen avio- 
nes en la pantalla volando de izquierda a derc- 
cha sobre la trayectoria y - 1 + (1/x), que 
pueden disparar balas en la direccion de la tan¬ 
gente para alcanzar a unos objetivos colocados 
sobre el eje x en x - 1, 2, 3, 4 y 5. iSi un juga- 
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dor dispara cuando cl avibn sc cncucntra cn 
Pi 1.2). cntonccs da cn alguno dc los blancos? i Y 
si dispara estando cn (). ))? 

UEfCfOO 13 



V*. 4 A ♦ ♦ J 

i 2 —r r r 

14 . Sea fix) m ax ♦ b Demuestre que la rccia tan- 
gcnic a la grbfica dc /cncualquier pumo coinci¬ 
de con la grbfica dc /. 

Ejercicios 15-16: l a posicibn dc un punto P que sc 

mueve sobfc una reefa coordcnada /esta dada por 5(/) 

con t cn segundos y sit) cn ccnfimctros. 

(a) Calculc la vctocidad media dc Pen los siguicnics 
intcrvalos dc (icmpo: |l. 1.2); (I. I.||; (I. 1.01); 
[I. 1.001). 

(b) Calculc la vclocidad dc P cn / » I. 

(c) Determine los intcrvalos dc (tempo cn los que P 
sc mueve cn la direccibn positiva. 

(d) Determine los intcrvalos dc (tempo cn los que P 
sc mueve cn la direccibn negativa. 

15. 5(/) « At 1 ♦ 3/. |6. 5(0 - /*. 

17. Un aeronauta dc globo suclta un saco dc lastrc 
desde un acr6sfato que sc cncucntra a 160 pics 
del suclo. A los / segundos cl lastrc cstb a 160 - 
16/ 2 pic del suclo. 


(a) Calculc la vclocidad del saco para / • |. 
fa) i,Que vclocidad ticnc cl saco cuando llcga 
a I suclo? 

IS. Sc dispara un proycctil directamentc hacia arri- 
ba desde cl suclo con una vclocidad dc 40 m/s. 
Su distancia sobre cl sueJo a los l segundos es 
40t-4.5/‘ metros. iCubl es la vclocidad del pro¬ 
ycctil en / « 2. / * 3 y / « 4? ^En que momcn- 
to alcanza la altura maxima? i( ubndo choca con 
cl suclo? £Cubl es su vclocidad cn esc momento? 

19. Un atlcta corrc los cicn metros pianos dc mane- 
ra que la distancia sit) que ha recorrido a los i 
segundos est* dada por J/ 2 ♦ 8/ metros (vease 
la figura). Calculc la vclocidad del corredor (a) 
cn cl momento dc la salida it » 0), (b) a los 5 s 
dc la salida y (c) al cru/ar la meta. 

EJEROGO 19 

, 1 


20 . (a) Pruebe que si la posicibn dc un objeto que 
sc mueve sobre una recta coordcnada cstb 
dada por una funcibn poll normal dc grado 
I, cntonccs la vclocidad es constantc. 

(b) Dcmucstrc que si la funcibn dc posicibn dc 
una particula cn movimicnto rectilineo es 
constantc. cntonccs la vclocidad es 0 cn to- 
do ticmpo. Dcscriba cl movimicnto dc la 
particula. 


DEFINICI0N INFORMAL DE LIMITE 


En la seccibn anterior se vio que las definiciones dc recta tangente y de vclocidad dc- 
penden de la nocibn de limite dc una funcibn. En el resto de este capitulo se estudiaran 
los limites con mbs detalle. Comenzamos con una descripcibn informal del concepto 
dc limite. En la siguiente scccibn se harb una presentacibn matembticamente rigurosa. 

En la Scccibn 2.1 sc dijo que lim,^* /(*) * L significa que el valor de la funcion 
fix) tiende a L cuando x liende a a. A continuacibn se da una descripcibn un poco 
mbs precisa que es todavia informal. 


DEFINICI0N (2.6) 
INFORMAL DE UMITE 


Sea a en un iniervalo abierto, y sea /una funcibn defini- 
da en todo el iniervalo excepio posiblementc en a, y L 
un niimcro real. Entonces 
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Hm f(x) = L 

f (*) puede acerearse arbitrariamentc ; 
se elige suficientemente cercano 

— 



La frase f(x) puede acerearse arbitrariamente a L que se tiene en (2.6) significa 
que |/(x) - L | se puede hacer ran pequeno como se quiera escogiendo x lo suficiente¬ 
mente cercano a a (pero x # a). Por ejemplo, tomando valores de x suficientemente 
cercanos a a (con x # a) se puede hacer que |/(x) — L | < 0.0001, o bien | f(x) - L\ < 
0.00001, etcetera. 

Como en la seccidn anterior, se dice que Hm^/Lv) existe si (2.6) se satisface pa¬ 
ra algun numero (posiblemente desconocido) L. 

En la Seccidn 8.2, al estudiar los limites de las funciones trigonometricas se demos- 
trara que 

Hm = 1 

.v-0 X 

en donde x denota un numero real que es el valor en radianes de un atigulo. Con una 
calculadora se puede obtener la siguiente tabla que ilustra este importante resultado. 


X 

sen v 

X 

±0.1 

±0.01 

±0.001 

±0.0001 

±0.00001 

±0.000001 

0.998334166 

0.999983333 

0.999999833 

0.999999995 

1 

1 


Esta tabla puede malinterpretarse por varias razones. Primero debido a que la cal¬ 
culadora redondea los resultados, parece que (sen x)/x es igual a 1 si x estd entre 0 
y 0.00001. Esto no es cierto. Se podra deducir del analisis en la Seccion 8.2 que 
(sen x)/x < 1 para todo x. Luego, aunque la tabla indica que (sen x)/x tiende a 1 cuan- 
do .v tiende a 0, no se puede estar seguro de este hecho si solo se han sustituido algunos 
valores de ,v. Podria ser que (sen.v)/.v se alejara de 1 para valores de a- m&s cercanos 
a 0 que los que se usaron en la tabla. 

Aunque una calculadora puede usarsc para tener una idea 
del valor de un limite, no sirve para demostrar que cl limits 
existe. Es neccsario contar con una teoria matematica preci- 
sa de los limites que no dependa de instrumentos mecanicos 
o de conjeturas. En el resto de este capltulo se desarrolla tal 
teona. 

La grdfica de la funcion/en la Figura 2.13 muestra un 
caso en el que Hm^/U) « L. En ella no hace falta ubi- 
car un punto correspondiente a x = a porque al tomar el li¬ 
mite el valor de f(a) no tiene ninguna importancia. Como 


FIGURA 9.13 

y 


y - /U) 



x a 
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sc verA cn los cjemplos, fia) puedc scr igual a L , difcrcntc dc L o bicn no existir, depen- 
diendo de la naturaleza de la funcibn /. 




EJEMPLO 1 Sea /( x) - -4. " » . 

vjr - 3 

(» Calcular lim/(jr). 

(b) Trazar la grAfica de/y comprobar graficamente el limite en la parte (a). 

Solucidn 

It) Nbtesc que cl numero 9 no estA cn cl dominio dc /, ya que al sustituir x por 9 sc 
llega a la expresibn 0/0 que no tienc sentido. Para evaluar el limite cambiamos la forma 
de f(x) racionali/ando el denominador como sigue: 


lim fix) 


lim 

3 


lim 

M-* 


lim 

J -9 


/ x - 9 y/x + 3 \ 
W*-3 yfic + i) 

ix - 9K v /i + 3) 
x - 9 


Por la Dcfinicibn (2.6), para calcular cl limite de /(*) cuando x -* 9, podemos suponcr 
que jc # 9. Por lo tanto, jr - 9 # 0 y cs posible dividir el numerador y el denominador 
entre x - 9; es decir, podemos cancelar la expresion jr - 9. Esto da 


ROOtA 1.14 






rr 


lim fix) * lim (*/jr + 3) * V9 + 3 * 6 

M-9 *-9 

(b) Al racionalizar el denominador de fix) como en la par¬ 
te (a), vemos que la grAfica de /es la misma que la de la ecua- 
cibn y » Vjf + 3, excepto por eI punto (9,6). El hccho dc 
que (9,6) no estA en la grAfica de f sc ilustra con un pequefto 
circulo claro en la Figura 2.14. Cuando x sc acerca a 9, la 
ordenada fix) cn la grAfica dc f sc acerca al numero 6. N b- 
tese que fix) nunca toma el valor 6, sin embargo, se puede 
hacer tan cercano a 6 como se desce escogiendo x suficiente- 
mente ccrca dc 9. • 


EJEMPLO 8 Sea /<*) - 2 , x l -- l x *} . Calcular lim /<*). 

5x l - 7jr - 6 2 


Solucidn El numero 2 no estA en el dominio de / porque al sustituir x por 2 se 
obtiene la expresibn sin sentido 0/0. Factorizando el numerador y el denominador. 


fix ) - 


I* 

(X 


2X2* I) 
2M5x • 3) 


En este paso no puede cancclarse el factor x - 2, sin embargo, al tomar el limite de 
fix) cuando x 2 s/se puede cancelar ya que segtin la Dcfinicibn (2.6), x # 2 y enton- 
ces x - 2 * 0. Por lo tanto. 
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FIGURA 2.15 


,, ,, 2.x 2 — 5.x -f 2 

lim /(.x) = lim „ 

—»2 A -2 5.x ~ — lx — 6 


= lim 


2.V 


. 2 5.x + 3 


3 

13 


lim (.v-2„2.v-., 
«-j (v - 2)(5.v + 3) 



LIMITE FOR LA (2.7) 
IZQUIERDA 


La funcion racional /definida por /(a) = 1/Apropor- 
ciona un ejemplo en el que el limite no existe cuando a* tiende 
a 0. Consultando la grafica de /en la Figura 2.15 (vease tam- 
bien la Figura 1.44) se capta que al dar a x valores cercanos 
a 0 (con x # 0), |/(a)| no esta acotado; es decir, crece sin 
frontera. En la Section 4.6 se estudiar^n las propiedades de 
las funciones racionales. 

Los siguientes limites unilaterales son tambien de interes. 



LIMITE POR LA (2.8) 
DERECHA 


Sea /una funcion definida on un intervalo abierto (a, <•). 
Entonces 


lim/U) = 

significa que f(x) puede ace 
escogiendo a suficientementi 



A continuation se muestran algunas ilustraciones graficas de los limites unilatera¬ 
les. En la Figura 2.16 a tiende a a por la izquierda. En la Figura 2.17 a tiende a a por 
la derecha. 


FIGURA 2.16 


FIGURA 2.17 


Limite por la izquierda: lim fix) = /., 


l.imile por la derecha: lim /lx) *■ /., 

x-*a f 



,y 




y - fix) 



j 

1 

/W| 

i 

i 


l 

1 

[6, 

1 


X 

a 

X 


V - fix) 


^1 


\f(x) 
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F-.l croquis de la Figura 2.16 no pretende dar la impresidn de quc fix) no nti defi- 
mda para * a a. sino ilustrar que para x - a‘ solamente dcben tomarse en cuenia los 
valorcs dc x quc son menores que a. Andlogamcntc. para x — a’ sdlo debcn tomarsc 
cn cuenta las valorcs de x quc son mayores quc a. 

F.n el siguientc leorcma se describe la rclacidn cmrc los limiles y los limites unila- 


TEOREMA (2.9) 


Sea a un punto contenido en un intervalo abierto y / 
una tuncidn definida en lodo el intervalo, except o posi- 
blementc en a. Entonces Mm,^ /(jr) * £ si y s6lo si 
/( x ) m L y /( x ) - L. 


Este teorema (que se puedc dcmostrar usando la Definicidn (2.10) dc la Seccidn 2.3) 
dice quc el limiie de fix) cuando x tiende a a exisie si y sdlo si los limiles por la derecha 
y por la izquierda exisien y son iguales. 


FIGUftA Ml 

DEMPLO 3 Sea fix) - * . Calcular lim f(x). 

i- /<jr) y “3 /<*>• 

Solucion E n (a Figura 2.18 hay un croquis de la gr4fica 
dc /. N6tese quc / no esti definida en x « 0. 

■>., Si x > 0. entonces |jr| * x y f(x ) « x/x - I. Por lo 

tanto, 

lim fix) « llm I ■ I. 

*"•0* M -*0 • 

Si x < 0. entonces |jr| - -x y f(x) - -x/x - -I. Por tanto. 


lim fix) = lim (-1) = -I. 

*-•0' i-*0 


Conio los limiles por la derecha y por la izquierda no son iguales, del Teorema (2.9) 
sc deduce quc lim,.^ /(*) no cxistc. • 

FIGURA l it 



EJEmPIO 4 Sea /la funci6n definida pane por parte co- 
mo sigue 

para x < I 


fix) 


<2-x 
(x ? + I 


I para k > I 


Evaluar lim fix), lim /(*) y lim fix). 

M — I I"*!* ■ I 


Solucion En la Figura 2.19 aparece un croquis dc la grAfica de /. Ndtesc que la 
grAfica no tiene ningun punto con abscisa I. Claramente. 

lim fix) * lim (2 - x) * I 

**• 1 ' M—l~ 


lim fix) » lim ix 2 + I) * 2 

a • I a - I * 
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Como los limites por la derecha y por la izquierda no son iguales, por el Teorema (2.9), 
lim,.., /(x) no existe. • 

EJEMPLO 5 Trazar la grafica de la funcidn / dada por 

13 — x para x < 1 
fix) = < 4 para x = I 

lx 2 + 1 para x > 1 

Determinar lim /(x), Ifm /(x) y Km /(x). 

x -1 X-l~ x-*l 

Solucion La grafica se tiene en la Figura 2.20. Vemos que 

lim fix) - lim (3 — x) = 2 

X~*i~ X-l 

Km fix) = Km (x 2 + 1) = 2 

X- I + X-*1 ♦ 

Como los limites por la derecha y por la izquierda son igua- 
Jes, del Teorema (2.9) se deduce que 

lim f(x) = 2. 

X-* 1 

Adviertase que el valor de la funcion /(1) = 4 no desempe- 
fta ningun papel al calcular el limite. • 


y 

FIGURA 2.20 



La siguiente aplicacion utiliza los limites unilaterales. 


EJEMPLO 6 Un gas (como el vapor de agua o el oxigeno) se mantiene a temperatura 
constante dentro del cilindro mostrado en la Figura 2.21. Cuando el gas se comprime 
el volumen disminuye hasta que se Uega a una presidn critica. Al rebasar esta pre- 
sion el gas se convierte en un liquido. Utilizar la grafica de la Figura 2.22 para interpre- 
tar y calcular i 

lim V y lim V 

p-ioo- p- 100 * 


Solucion 


En la Figura 2.22 vemos que cuando la presion P (en torrs) es haja la 



FIGURA 9.89 
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tustancia es gateosa y el volumen V (en litros) e* grande. (La definicidn de esla unidad 
de presidn, el ton o milimetro de mercurio, puedc encomrarse en libros de fisica.) Cuando 
P %e acerca a 100 tomando valores menores que 100, V disminuye y tiende a 0.8, es decir, 

lim V - 0.8 

P-IOO 

Cuando P cicndc a 100 tomando vaJores mcnores que 100 la sustancia es liquida 
y V aumenta muy Icntamcntc (los liquidos son casi incomprcsiblcs) tcndicndo a 0.3, 
es dccir. 


lim V m 0.3 

P-IOO* 

Cuando P * 100 las formas liquida y gaseosa coexistcn en equilibrio y la sustancia 
no se puede clasificar como gas ni como liquido. • 


EJERCICI0S 2.2 


LJertiriot 14: Contulte la* grificas para calcular lot 
limitet (aHO. ti et que exitien. 


(a) lim fix) 

i-i 

(d) lim fix) 


(b) lim fix) 

i-r 

(e) lim fix) 


(c) lim fix) 

*-2 

(f) lim fix) 




5. 






Kjerckios 7-12: Trace la griftca de la funcidn /defi* 
nida parte por parte y determine los limites (a)-(c) si 
es que exist en. 

(a) lim fix) (b) lim fix) (c) lim fix) 

* — I * — I * a-\ 
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[x 2 + 1 

si x < 1 

7. /<x)--h 

six = 1 

lx + 1 

si x > 1 


si x ^ 1 

si x > 1 


si x < 1 

si x > 1 

10. /(x) = " ' 

| si x ^ 1 
si x = 1 

U- 

11. /(x) “ <x — 1 

si x < 1 

[l 

si x > 1 

Jfc 

12. f(x) = l x- 

Y~ x 2 si x # 1 

lo 

si x = 1 


Ejercicios 13-18: Calcule el li'mite, si es que existe. 


13. (a) lim 

X—4 * 

(b) lim 

x-4 4 


l*-*l 

x -4 

liL" 4 > 

x - 4 
x — 41 


(c) Hm 

1-4 x — 4 


14. (a) Hm 

x— - 5 ’ 


x + 5 

I^TsT 

x + 5 
5- I AC + 51 
x + 5 

(0 Hm -r j 

x— - 5 x+ 5 


15. Hm (Vx + 6 + x) 16. Hm ( N /5 —2x —x 2 ) 


17. Hm -j 

x —0 4 X 


18. lim 


jr-8- X - 8 


26. lim 

a- o 


(x + h ) 3 - X s 


,, .. (■* + fc) 2 - x 2 

27. lim- ; - 

A—0 n 

h 3 + 8 
29. Hm -—— 

»--i h + 2 


28. Hm 


30. Hm 


h 3 -8 

72 7 

A-2 /l 2 - 4 

1 


z-io* - 10 


31. La figura muestra una grafica tipica de la fuerza 
de aceleracion a la que se ven sometidos los as- 
tronautas durante el despegue de una nave espa- 
cial que tiene dos cohetes de impulso. (Una fuerza 
de 2G es igual al doble de la fuerza de la grave- 
dad G; una de 3G es el triple de la gravedad, et¬ 
cetera.) Sea F(t) la fuerza en unidades G a los 
t minutos de vuelo. Calcule e interpreter 

(a) lim F[t) 

l-O 4 

(b) lim F(t) y lim Fit) 

1-3.5 1 — 3.5 4 

(c) lim Fit) y lim Fit) 

1-5- r-5 4 

EJERCICIO 31 





Ejercicios 19-30: Utilice simplificaciones algebraicas 
como ayuda para evaluar el limite, si es que existe. 


19. lim 

x —2 

20. lim 

x — 3 


x 2 — 4 
x - 2 

2x 3 - 6x 2 + x - 3 
x - 3 


21. lim 


, 2x 2 + 5x-7 


22. Hm 


+ 2r-3 
-~3 r 2 + 7r + 12 


23. lim 

x —5 


3x 2 - 13x - 10 
2x 2 - 7x - 15 


24. 


lim 

X *25 


v x-5 
X - 25 


k 2 - 16 

25. lim—=—- 
* —4 yjk — 2 


32. Un paciente recibe una dosis inicial de 200 mg 
(miligramos) de cierto medicamento. Posterior- 
mente se le administran dosis de 100 mg cada 4 
horas. La figura muestra la cantidad>>(/) del me¬ 
dicamento en la sangre a las t horas. Calcule e 
interprete lim,_ 8 - _y(f) y lining* y(t ). 

EJERCICIO 32 
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KJerddoi 33-IS: El rcsultado cnunciado sc pucdc 
com probar con m^todos quc sc cxponcn cn capitulos 
postcriorcs. Use una calculadora para verificar d rc- 
sultado sustituyendo x por varios numeros rcalcs. Ex- 
pliquc por qu* no sc pucdc demostrar la existencia del 
tonne usando la calculadora. 

33. Ifanfl + % 2.72 

i-8 


3* - 9 

35. Ifm - *9 #9 

i-ix-2 

34. Iim ?- 1 % 1.39 

x - I 

U\*\ + ol*l\i/U| 


34. Iim (I •+• 2x1* * * 403.4 

i-8 


3S. Hm |x|* - I 

* —O 


EH DEF1NICI0N FORMAL DE LIMITE 


En la Seccibn 2.2 se definib informalmcnte llm,^ /(*) - L diciendo que /(*) puede 
acercarse arbiirariamenie a L escogiendo a * sufiaentemente proximo a a (con * # a). 
Esto es una buena descripcibn dc limite, pero le falta precision matematica debido a 
la vaguedad de las expresioncs acercarse arbiirariamenie a y sufiaentemente cerca de. 
En esta seccibn se dari una definicibn formal quc puede usarse para formular demos- 
traciones rigurosas de las propiedades de los llmites y sus resultados. 

La clave para llcgar a una definicibn satisfactoria esti en observar quc se debe po- 
der haccr a I f(x) — L | tan pequefio como se quiera escogiendo x lo suficientemente 
cerca de a (con * + a),es decir, eligiendo a * tal que \x - a | sea suficientemente peque¬ 
fio (y x - a * 0). En cilculo es costumbre usar las letras griegas t (Epsilon) y 6 (delta) 
para denotar numeros reales positivos muy pequeflos. Decir que \f(x) - L\ puede ha- 
cerse tan pequeflo como se quiera significa que para todo t > 0, pueden encontrarse 
vaJores de * talcs que 


|/(x)-Z.|<£. 

Por (1.3) (i) esta igualdad es equivalente a 

-£</(*)-/.<£ o' bien L -£</(*)< L + t. 


h«uia t u 


«°<l* -«l<3 


-e 

• * * 


+ 



• ♦ 


4 


/ 


•»!/<*>-1|<* 



Anilogamente, para expresar que \x - a\ es suficientemen¬ 
te pequeflo (y que * - a * 0) puede usar la desigualdad 

0 < |jr - a\ <6 para un 6 > 0. 

Usando de nuevo (1.3) (i) se ve que esto equivale a 

a-b<x<a+6 y x # a. 

En la Figura 2.23 se tienen las graficas de cstas dcsigualda- 
des sobre rectas coordenadas / y /', respectivamente. En ellas 
t y b deben considerarse numeros muy pequeflos tales como 
0.0001 o 0.0000001. El clrculo pequeflo en la Figura 2.23 (i) 
indica que * # a. 

Esta notacibn se utiliza en la siguiente definicibn. 
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DEFINICION DE (2.10) 
UMITE 


Sea a un punto de un intervalo abierto, sea / una fun- 
cion definida en todo el intervalo excepto posiblemente 
en a, y sea L un numero real. Entonces 

Mm fix) = L 

x-*a 

significa que para todo e > 0 existe un 5 > 0 tal que 
si 0 < \x - a\ < b y entonces \f(x) - L\ < t. 


A veces es conveniente usar otra forma de la Definicion (2.10) en la que las desi- 
gualdades con valor absoluto se enuncian en terminos de intervalos abiertos (vease la 
Figura 2.23). 

DEFINICION (2.11) 

ALTERNA DE UMITE 



significa que para todo £ 


0 tal que 


siempre que .xreste en el intervalo abierto (a - 6, a + 6) 
y .v =£ a , entonces /(*) se encuentra localizada en el in¬ 
tervalo abierto (L - £, L + t). 




Si f(x) tiene limite cuando x liende a a , entonces el limite es tinico. En el Apendice 
II se da una demostracion de este importante teorema. 

Para comprender mejor la relacion entre los numeros positivos s y 8 en las Defini- 
ciones (2.10) y (2.11), utilizaremos interpretaciones geometricas parecidas a las de la 
Figura 1.37. El dominio de /se representa por algunos puntos sobre una recta coorde- 
nada /, y el contradominio por otros puntos sobre una recta coordenada /'. El proceso 
de limite se puede describir como sigue. 

Para dcmostrar que lim fix ) = L: 

x — a 

Paso 1. Para todo £ > 0 se considera el intervalo abierto (L - £, L + £) en el contra¬ 
dominio de / (vease la Figura 2.24). 

Paso 2. Se demuestra que existe un intervalu abierto (a - <5, a + 5) en el dominio de 
/ para el que se satisface la Definicidn (2.11) (vease la Figura 2.25). 


FIGURA 2.24 


> 

o 


l 



m 


) 


r 



- { -1—i —)— 

L - B f(x) L L + s 


V 
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I:s muy importante recordar que primero sc considcra cl intervalo ( L — i, L + t) 
v despues sc demuestra que cl intervalo (a - 6, a + 6) con las caracicnsticas dcscadas, 
cxiste en el dominio de /. Para recordar este orden de cosas es convenientc imaginar 
la funcibn /como un carton que dispara una bala desde el punto en / con coordenada 
x al punto en / con coordenada /(x), como se ilustra en la Figura 2.25 por medio de 
la flccha curva. El primer paso se puede considerar como cl poncr un bianco de radio 
c con la diana en L. En el Paso 2 se debe encontrar un intervalo abierto que contenga 
a a punto en cl que se debe emplazar cl caAbn de manera que la bala peguc en el bianco. 
Por cicrto que no hay garantia de que aciertc a la diana, pero si lim,^ /(*) -Z.se 
puede lograr que la bala haga impacto tan cerca del centro como se quiera. 

El numero b en la definicibn de limite no es unico, pucs si algun valor espccifico 
6 la satisface, entonces cualquicr numero positivo b menor tambien la satisface. 

En d siguiente ejemplo sc verifica el valor de un limite utilizando la Definicibn (2.10). 


EJEMPLO 1 Comprobar que lim W3x - |)= 

Solucion Scan f(x) * J Ox - I), a * 4 y /. * V. Dc acucrdo con la Defini' 

c6u (2.10), debemos dcmosuai paia lodo t > 0, tx\s\t \m 6 > 0 \a\ qut 

si 0<|x-4|<<L cntonccs |J(3x - 11 - y | < c. 

Para tener una idea dc cbmo elegir b podemos cstudiar la dcsigualdad cn que intervicne 
i. La siguiente es una lista de desigualdades equivalentes: 

|J(3x — 1) — VI < * 

$|(3x - I) - 111 < t 
13x — I — 111 < 2e 
|3x - I2| < 2e 
3|x - 4| < 2e 
l*“4|< V 

La ultima de £stas da la pista que ncccsitamos. Tomando b * \i, si 0 < \x - 4| < 
6. entonces se satisface la ultima dcsigualdad de la lista y, como todas cl las son 
equivalentes, la primera tambien se satisface. Entonces, por la Definicibn (2.10), 
lfnv *4 J(3x - I) « V- • 

Fue relativamente ficil usar la definicibn de limite (2.10) en el Ejemplo I porque 
fix) era una expresibn sencilla de x. Los limites de otras funciones mis complicadas 
tambien se pueden verificar aplicando directamente la definicibn; sin embargo, la tarea 
dc demostrar que para todo c > 0 existe un b > 0 adecuado, a veccs requiere dc mucho 
ingenio. 

Se interpretarin ahora las Definicioncs (2.10) y (2.11) usando la grifica de / 
que se muestra en la Figura 2.26. Dado cualquicr i > 0 consideramos el intervalo 
+ c) sobre el eje y y las rectas hori/ontales y * L ± i. Si existe un intcr- 
valo abierto (a - b, a + 6) tal que para todo v cn (a - b % u + 6). cxcepto posiblc- 
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mente para x = a , el punto P{x , /(*)) se encuentra entre las rectas horizontales —es 
decir, dentro del rectangulo sombreado que se tiene en la Figura 2.26— entonces 

L - e < f(x) < L + e 
y por lo tanto li'rn^ f(x) = L. 

El siguiente ejemplo ilustra como se aplica a una funcidn espedfica el procedimien- 
to geometrico presentado en la Figura 2.26. 


FIGURA 8.26 FIGURA 8.27 




EJEMPLO 2 Demostrar que lim x 2 = a 2 . 

x —a 

Solucion Consideremos el caso a > 0. Se aplicara la Definicidn Alterna (2.11) con 
f(x) = x 2 y L = a 2 . En la Figura 2.27 aparece un croquis de la grafica de / junto 
con unos puntos sobre los ejes x y y que corresponden a a y a 2 , respectivamente. 

Para cualquier numero positivo e consideramos las rectas horizontales y * 

y y = a 2 + £. Estas rectas cortan a la grafica de /en puntos con abscisas y a 2 — r. y 
yja 2 + c, como se ve en la figura. Si x esta en el intervalo abierto (Ja 2 - y/a 2 -he), 
entonces 


Por lo tanto, 


/«* - e < x < s/a 2 + e. 
a~ — e. < x* < a z ~h e. 


es decir, f(x) = x 2 esta en el intervalo abierto (a 2 - e, a 2 + e). Geometricamente, 
esto significa que el punto (x, x 2 ) sobre la grafica de /se encuentra entre las dos rec¬ 
tas horizontales. 

Escojamos un numero d menor que Ja 2 -h e - a y a — v« 2 ~ como se ilus¬ 
tra en la Figura 2.27. Resulta que si x estd en el intervalo (a - 6, a + d), enton¬ 
ces x tambien estd en ( v a 2 — s, >Ja 2 -h c) y, por lo tanto, f(x) esta en el intervalo 
( a 2 - £, a 2 -h e). Por la Definicidn (2.11), lim^ x 2 = a 2 . Aunque solo hemos con- 
siderado a > 0, se ve que puede aplicarse un razonamiento analogo para a < 0. • 


Los siguientes dos ejemplos, que se estudiaron tambien en la Seccidn 2.2, muestran 
como puede usarse la interpretacidn geometrica ilustrada en la Figura 2.27 para demos¬ 
trar que algunos limites no existen. 
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EJEMPLO 3 Demostrar que h'm -no existe. 

,-ox 

Solucion Proccdamos de manera indirecta. Supdngase que existe un numcro L tal 
que 

lim — ■ L. 

*-o x 

Consideremos cualquier par de rectas horizontales y - L ± t, como se ilustra en la Fi- 
gura 2.28. Como estamos suponiendo que el limite existe, deberia ser posible encontrar 
un intervalo abierto (0 - 8, 0 + 8), o equivalentemente (-8, 8), que contuviese al 0. 
tal que si — 8 < x < 8 y x P 0, el punto (x, l/x) de la grifica estuviese entre las rectas 
horizontales. Sin embargo, como l/x se puede hacer tan grande como se quiera esco- 
giendo x cerca de0, no todos los puntos (x, l/x ) con abscisa diferente de cero en (-8, 8) 
tienen esta propiedad. Por tanto nuestra suposicidn es falsa, es decir, el limite no 
existe. • 



Ixl 

tJEMPLO 4 Sea /(x) ■ Demostrar que llm /(x) no existe. 

X 

Solucion Si x > 0, entonces |x|/x « x/x « I y, por lo tanto, la grifica de/a 
la derecha del eje y coincide con la recta y - I. Si x < 0, entonces \x\/x - -x/x - 
-I, lo que significa que a la izquierda del eje y la grifica de /coincide con la recta 
y m I - Si fuese cierto que lim ( ^o f(x ) * L para algun L, estas observaciones impli- 
carian que —1 s L £ 1 . Si consideramos cualquier par de rectas horizontales y ■ L ± 
<. con 0 < < < I. como se muestra en la Figura 2.29, entonces para todo intervalo (-8, 8) 
que contienc al 0, existen puntos de la grifica con x diferente de cero en el intervalo, 
que no se encuentran entre estas dos rectas. De esto se deduce que el limite no 
existe. • 


El siguiente teorema afirma que si una funcidn f tiene un l/miie posilivo cuando 
x liende a a, entonces f(x) es posilivo en todos los puntos de algun intervalo abierto 
que contenga a a, excepto posiblemente en a. 
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TEOREMA (2.12) 


Si fix) = L y L > 0, existe entonces un inter- 

valo abierto (a - 6, a + 6) que contiene a a , tal que 
/(x) > 0 para todo x en ( a - 6, a + 6), excepto posi 

' X “• Q . 

— 


Demostracion 


FIGURA 2.30 



0 JL r £ L b 


Considerese el punto en una recta coordenada que corresponde al nu- 
mero positivo L. Si se elige z = -i-L, entonces el intervalo 
(L - e, L + £) contiene solamente numeros positivos, como 
se ilustra en la Figura 2.30. Por la Definicion (2.11), existe 
un 6 > 0 tal que si x estd el intervalo abierto ( a - 6, a + 5) 
y x * a y entonces f(x) esta en (L - £, L + z) y, por lo tan- 
to, f(x) >0. • • 


Se puede demostrar que si f tiene un limite negativo cuando x tiende a a , entonces 
existe un intervalo abierto / que contiene a a tal que f(x) < 0 para todo x en /, excepto 
posiblemente para x = a. 

Tambien se pueden dar definiciones formales para los limites unilaterales. Para el 
limite por la derecha x — a*, basta cambiar por 0< | jc — a | <6 la condition a < 
x < a + b en la Definicion (2.10). En los terminos de la Definicion Alterna (2.11) hay 
que restringir x a la mitad derecha ( a , a + 6) del intervalo (a - 6, a + 6). Analoga- 
mente, para el limite por la izquierda x a~ y se cambia 0 < \x - a\ <6 por a - 5 < 
x < a en (2.10). Esto equivale a restringir x a la mitad izquierda (a - 6, a) del intervalo 
(a — 6, a + 6) en (2.11). 


EJERCICIOS 2.3 


Ejercicios 1-12: Demuestre que el limite existe usan- 
do la Definicion (2.10). 


1 lim 3.x = 12 

jc-*4 

3. lim (5x — 3) = 7 

x-*2 

5. lim (10 — 9x) = 64 

X--t> 

7. lim 5 = 5 

x — 3 


2. lim (— 4x) = — 20 

x— 5 

4. lim (2x + I) = - 5 

x- -3 

6. lim (8x - 15) = 17 


x-4 

8. lim 3 = 3 


9. lim c = c para cualesquiera numeros reales aye. 

x~*a 


Ejercicios 13-18: Use el metodo grafico ilustrado en 
el Ejemplo 2 para verificar el limite suponiendo que 
a > 0. 

13. lim x 1 - a 1 14. lim (x 2 H- 1) = <i 2 + 1 

x-*-« x-»a 


15. lim ,x J = a 3 

x~*a 


16. lim x 4 = a A 

x-*a 


17. lim v x = \ja 

x-*a 


18. lim </x = \a 

X~*Q 


Ejercicios 19-26: Use el metodo ilustrado en los Ejem 
plos 3 y 4 para demostrar que el limite no existe. 


10. 

oc 

II 

1 

O' 

1 L 

19. 

x-*3 X - 3 

20. 

,. X + 2 

lim 

.. , l-v + 21 

11. 

lim x = a para todo numero real a. 

x -*a 

21. 

if 3x + 3 

lim . 

x- - 1 | x -f 11 

22. 

„ 2x - 10 

hm 

— * | x — 51 

12. 

lim(/wx + b) = ma + b para cualesquiera nu¬ 

23. 

lim ~ 

24. 

lim 


meros reales m, b y a. 

..2 

x -*0 X 

. -4 x - 4 
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25. 


lim -- 

S * + 5 


26. 


lim 

(x 


n- 


27. D* un cjcmplo de una funcibn/defimda cn a tal 
que lim,^ fix) existe pcro lfm M /(jr) # /(a). 


28. Demuestre quc si /es la funcibn mayor entero 
y a cs un entero, entonces /(jr) no existe. 


29. Sea / defimda por las condiciones: /( x) - 0 
si * es rational y fix) - I si jr es irracional. 
Demises!re que para todo numero real ar. 

no existe. 

30. iPor que no se puede aplicar la Defimcibn (2.10) 
para investigar lim,^ Vi? 



MET0D0S PARA CALCUIAR UMITES 


FIGURA t 31 



(2.13) 


Si ft s una funcibn constante, entonces existe un numero real 
c tal que fix) * c para todo x. La gr4fica dc/cs la recta 
horizontal y * cquc se ilustra en la Figura 2.31. Es evidente 
que fix) tiende a c, o que fix) se puede acercar arbttraria- 
mente a c\ puesto que fix) toma el valor c para todo x. Por 
lo tanto, 


lime * c 

jr-»« 


Esto es tambibn una consecuencia directa de la Definicibn (2.10) (vease cl Ejercicio 7 
dc la Seccibn 2.3). 

Con frecuencia se dice que el limite de una constante es la propia constante para 
describir el limite (2.13). 


EJEMPLO 1 Evaluar lim 8. 

j 

Solucion Aplicando (2.13), 


lim 3 

x-i 


lim 0. 

X —s 


lim 8 = 8. lim 3-3 

x *• 3 x-R 


lim 0 * 0 • 

x —« 


FIGURA t.3* 



Consideremos ahora la funcibn lineal /dada por fix) * 
x para todo x. La gr£fica de/es la recta y * x que se ilustra 
en la Figura 2.32. Como fix) * x, es evidente quc fix) tien¬ 
de a e cuando * tiende a a. Usando la notacibn de limite: 


(2.14) 


lim x 
— 


Es facil demostrar (2.14) usando la Dcfinicidn (2.10). 


EJEMPLO 2 Evaluar lim* y lim jr. 
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Solucion Por (2.14), 

lim x = \Jl y lim x = —4 • 

X-yfl X-+ ”4 

Mas adelante se vera que las formulas (2.13) y (2.14) se pueden usar como base 
para calcular los Hmites de expresiones muy complicadas. 

Muchas funciones pueden expresarse como sumas, diferencias, productos y cocien- 
tes de otras funciones. En particular, sea s la suma de dos funciones / y </, de manera 
ques(x) = fix) + y{x) para todo xen el dominio des. Si f{x) y g(x) tienen limites 
L y M y respectivamente, cuando xtiende a a , es de esperarse que 5(x) tenga como limite 
L + A/, cuando x tiende a a. El siguiente teorema afirma que este y otros enunciados 
andlogos para productos y cocientes son ciertos. 


TEOREMA (2.15) 


Si lim fix) = L y lim g(x) = M, entonces 

x—a x-*a 

(i) lim I f(x) + 0(x)] = L + M 

x-*a 

(ii) lim [/(*) • <y(x)] = L • M 

X —tf 

(iii) ^[5S] = ^’ $iM *° 

(iv) lim [cfix)] - cL , para todo numero real c 

x*a 

(v) lim [/(at) - tf(x)l = L - M 

x-~a 


Aunque intuitivamente las conclusiones del Teorema (2.15) son evidentes, sus de- 
mostraciones son bastante tecnicas. En el Apendice II se pueden encontrar demostra- 
ciones para (i)-(iii) basadas en la Definicidn (2.10). La parte (iv) del teorema se deduce 
facilmente de la parte (ii) y de (2.13), como sigue: 


lim [cfix)] = I lim c 11 lim f(x) I -= cL, 
x-+a L*~ a J 


Finalmente, para demostrar (v) se escribe 

f(x) - g(x) = f{x) + (- 1 )g(x) 
y se utilizan (i) y (iv) con c = — 1. 

El Teorema (2.15) se escribe con frecuencia como sigue, siempre y cuando los limites 
de fix) y g(x) existan. 

(i) lim [/(*) -b </(*)] = lim fix) + lim </(x) 

x-*a x-*a x-*a 

(ii) lim [fix) • <y(.x)] = Ifm fix) lim g(x) 

x —a x-*a 

r . Hm /'(x) 

(iii) lim KfJ = si lim g(x) * 0 

Ij/W J lim c/(x) x -a 
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(iv) Km [</(x)] « tj^Km /(x» J 
(v> Km [fix) - nix)] m Km fix) - Km yix) 

, " i * -« M 

Sc usar4 cl Tcorcma (2.15) para demostrar cl siguicntc rcsultado 


TEOREMA (2.16) 


Si m. b y a son numeros reales arbitrarios. enionces 
Km (mx + b) - ma ♦ b 


Demostracion De (2.13) y (2.14) se sabe que 

Km m ■ m, Km jr « a y lim b * b. 

*-• *-• M -. 

Entonces por (i) y (iv) del Teorema (2.15), 

Km (mx + h) « Km (mx) + Km b 

< —. . —. ji —. 



m ma + h. 


Este resultado tambien puede demostrarse directamente a partir de la Definicibn (2.10) 
(vbase el Ejercicio 12 de la Seccibn 2.3). • • 


Si ft s una funcibn lineal, enionces de acuerdo con el Teorema (2.16), lim^, fix) 
se puede calcular simplemente sustituyendo x por a. En la Seccibn 2.5 se estudiar4n 
muchas olras funciones que (ienen tambien esta propiedad. 

EJEMPIO 3 Calcular Km ] X + * ■ 

m-i 5x + 7 

Solucion El numerador y el denominador del cociente son funciones lineales cu- 
yos Kmites existen, de acuerdo con el Teorema (2.16). Adonis el Kmite del denomina¬ 
dor no es 0. Entonces, por el Teorema (2.15) (iii) y el Teorema (2.16), 

Km 3x + 4 - <3X + 4> . 3(2) + 4 10 

. -i 5x + 7 lim (5x + 7) 5(2) + 7 " 17 * 

M — 2 

El Tcorcma (2.15) sc p jcdc gencrali/ar a limites dc sumas, difcrcnaas, productos 
y cocicntcs dc m*s dc dos funciones. 

EJEMPIO ♦ Demos!rar que para todo numcro real a , lim jr’ * a 3 . 
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CAPITULO 2 • LIMITES DE FUNCIONES 


Solucion Como lim^ 0 x = a, 


lim x 3 

X-»fl 


lim (.v • x • x) 

x~*a 


G'rM^rMi'r) 


a • a • a = a 


El metodo empleado en el Ejemplo 4 se puede aplicar a x n para cualquier entero 

positivo n. Basta escribir x n como un producto x * x . x de n factores y luego 

tomar el Hrnite de cada factor. Esto da la parte (i) del siguiente teorema. La parte (ii) 
puede demostrarse usando el Teorema (2.15) (ii). 


TEOREMA (2*17) 


---TT ” 

Sea n un entero positivo. Entonces 


(i) lim x n = a" 


(ii) lim l/(x)V = Urn f(x) , siempre y cuando 




lim f(x) exista. 

x-*u 


EJEMPLO 5 Calcular lim (3x + 4) 5 . 

x—2 

Solucion Aplicando (2.17) (ii) y el Teorema (2.16), 

lim (3x + 4) 5 = I lim (3x + 4)1 = [3(2) + 4] 5 

Lx ~ 2 J = 10 5 = 100,000 • 


EJEMPLO 6 Calcular lim (5x 3 + 3* 2 - 6). 

x —-2 

Solucion Procederemos como siguc (justifiquese el razonamiento): 

lim (5x 3 + 3x 2 — 6) = lim (5.x 3 ) + lim (3x 2 ) - lim (6) 

x~* — 2 ' *-~ 2 x ~~ 2 

= 5 lim (x 3 ) + 3 lim (x 2 ) — 6 

x~* - 2 x~+ -2 

= 5( - 2) 3 + 3( — 2) 2 — 6 
= 5( — 8) + 3(4) — 6 = —34 

El limite en el Ejemplo 6 es el numero que se obtiene al sustituir x por -2 en 5x 3 + 
3x 2 — 6. El siguiente teorema afirma que esto mismo sucede para los limites de cual- 
quier polinomio. 


Si ft s un polinomio y a es un numero real, entonces 


lim /(x) - f(a) 

x—a 

. 


TEOREMA (2.18) 










14 Mltodos para cakular Ifmites 

Demostracion Se puede escribir /(jr) cn ia forma 

/(x) = b„x' + A,. lX --' + • • • + b 0 

para algunos numcros rcalcs b„, . . . Como en el Ejcmplo 6, 

Ifm fix) * llm <b.x*) + llm (/>,_ ,x m ' ') + •*• + lim b„ 

- h. llm (x'> + V, Hm (*• - •)+.. + | lm h 0 
•— »-• 

* + b„. ,«* * 1 + • • • + h 0 m fia) 


COROLARIO (2.19) 



Demostracion Puede escribirse q(x) - f(x)/h(x), donde /y h son polinomios. Si 
a est4 en el dominio de q, entonces h{a) * 0. Usando el Teorema (2.15)(iii) y (2.18), 


lim qix) 


llm fix) 

\ *"* /W _ ^ 

lim hix) hia) ~ ^ 

m -a 


EJEMPLO 7 
Solucion 


Calcular llm —- r~ l * * • 

*-» 4jr - 7 

Aplicando cl Corolario (2.19), 

. Sx* - 2x + I _ 5<3) J - 2(3) + I 
4x* - 7 4(3)* - 7 


llm 

i-j 


45-6+1 40 

108-7 * 16? 


El siguiente teorema expresa quc para las ralccs enteras posilivas de x el llmitc se 
puede obtener por sustitucidn. La demostracidn utiliza la definicidn formal de llmile 
(2.10) y se puede ver en el Ap^ndicc II. 


TEOREMA (2.20) 


Si a > 0 y n cs un entero positivo, o si a s 0 y n cs un 
entero positivo impar, entonces 

lim \/x * y/o 


Si m y n son enteros positivos y a > 0, entonces usando cl Teorema (2.17) (ii) v 
el Teorema (2.20), 

Ilmt^xT « (llm tfx ) -i^af 
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En terminos de exponentes racionales, 

lim x""' n = a m! ". 

x ~*a 

Esta formula puede ser generalizada al caso de exponentes negativos escribiendo x' r = 
\/x r y aplicando el Teorema (2.15)(iii). 


EJEMPLO 8 
Solucion 


Calcular lim 

x-8 


x 2/3 + 3 Vx 


4 - (16/x) 

Procederemos como sigue (justifiquese el razonamiento): 


,2/3 


lim 


-h 2>y[x 


lim (x 2/3 + 3>/x) 

x-8 


‘ 4 — (16/x) lim [4 - (16/x)] 

x-8 

lim x 2/3 + lim 3 yjx 

x-8_ x-8 

lim 4 - lim (16/x) 

x-8 x-8 


8 2/3 + 3v/8 
4-(16/8) 


4 + 6^2 
4-2 


= 2 + 3 v 2 • 


TEOREMA (2*21) 


Si una funcidn / tiene un limite cuando x tiende a a, en- 

tonces ,_ __ 

lim \Jf{x) = >J lim /(x) 


siempre y cuando n sea un entero positivo impar o bien 
n sea un entero positivo y lim^ a f(x) > 0. 


El teorema anterior se demostrard en la Seccidn 2.5. Mientras tanto se usara sin 
demostrarlo para adquirir experiencia en la determinacion de limites en los que in- 
tervengan raices de expresiones algebraicas. 


EJEMPLO 9 Calcular lim </3x 2 - 4x + 9. 

x —5 

Sollicion Usando los Teoremas (2.21) y (2.18), 

lim yj3x 2 - 4x 4- 9 = < lim (3x 2 - 4x + 9) 

x —5 X— 5 r 

= </75 - 20 + 9 = </64 = 4 . 

No hay que confundirse por los ejemplos anteriores: No siempre pueden calculate 
los limites simplemente por sustitucion. A veces es necesario usar otros medios. El si- 
guiente teorema se refiere a tres funciones f,hyg, de las cuales h(x) se encuentra siem- 
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pre “intcrcalada” entre f(x) y 0 (.r). Si /y 0 tienen el mismo limiie L cuando x tiende 
a a, entonces h debe lener el mismo llmite, como se enuncia a continuacibn. 




TEOREMA (2.22) 
DE LA 
INTERCALACI6N 


Supbngase que para lodo x en un intervalo abierto que 
contiene a a, cxcepio posiblemente para x » a f(x) s 
h(x) s 0(jr). 

S' Hm /(*) « L m |fm 0(jr), entonces lim h(x) - L. 

x-~o 


Mmu 7 33 



En cl Apbndice II puede encontrarse una demostracirin 
del Teorema dc la Intercalacidn basada en la definicidn de 
limitc. El resultado es intuit ivamente cierto desde el punio 
dc vista gcombtrico. En efccto. si /( x) z x) s q( x), para 
todo x en un intervalo abierto que contiene a x, entonces la 
grifica de h csti interpuesta enire las gr*ficas de / y q en esc 
intervalo, como se ilustra en la Figura 2.33. Si / y q tie¬ 
nen el mismo limitc L cuando x tiende a a, entonces eviden- 
temente, h tambien ticne el limitc L. 


EJEmPLO 10 La funcidn seno tienc la propiedad de que -I £ sen t £ I para todo 
numero real /. Usar este hecho y cl Teorema dc la Intercalacidn para demostrar que 

lim x 2 sen 1 « 0 
M —o x 

Solucion Podemos escribir 

-I £ sen- £ I 
x 

para todo x # 0 . Multiplicando por x 2 (que cs un numero positivo cuando x # 0 ), ob- 
tenemos 

-x 2 z x 2 sen - £ x 2 . 
x 

C° mo lim (-x 2 ) * 0 y lim x 2 * 0 , 

*-0 *-0 

se deduce del Teorema dc la Intercalacidn (2.22), con /(x) « -x 2 y q(x) * jr 2 , que 

lim k 2 sen - » 0 . 

M —o x 

Para los limites unilateraies se pueden demostrar teoremas analogos a todos los teo- 
remas sobre limites enunciados en esta seccidn. Por ejempio, 

lim [/(x) + q(x)] - lim /(x) + lim q{x) 
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y lim v'/f.v) = v I'm f{x) 

x-*a 4 jc-»a* 

con las restricciones acostumbradas acerca de la existencia de los limites y las raices 
n-esimas. Existen tambien resultados analogos para los limites por la izquierda. 


FIGURA 2.34 



EJEMPLO 11 Determinar lim (l + Vx - 2). 

x -*2 4 

Solucion Aplicando teoremas sobre limites (unilaterales), 
lim (1 + y/x - 2 ) = lim 1 + lim y/x - 2 

x -* 2 4 * — 2 * x -2 + 

= 1 + v i* m ( x - 2) 

x -*2 4 

= | -+- 0=1 


La grafica de /(x) = 1 + six - 2 esta trazada en la Figura 2.34. N6tese que no hay 
Umite por la izquierda puesto que y/x - 2 no es un numero real si x < 2. 


EJEMPLO 12 En la Teona de la Reiatividad, la fdrmula de Lorentzpara la eontraccion 

da la relation entre la longitud L de un objeto que se mueve con velocidad v respecto 
de un observador, y la longitud L 0 en reposo, donde c es la velocidad de la luz. Esta 
formula indica que un objeto es mas corto cuando se estd moviendo que cuando se halla 
en reposo. Calcular e interpretar limy-^ L y explicar por que se requiere un limite por 
la izquierda. 

So\uc\6n ApVicando teoremas sobre \\m\tes ^um\atera\es3, 



= L on /0 = 0 


Por lo tanto, si la velocidad de un objeto pudiera acercarse a la velocidad de la luz, 
entonces su longitud (dimension en la direccion del movimiento), medida por un obser¬ 
vador en reposo, tenderia a cero. A veces se usa este resultado para justificar la teorta 
de que la velocidad de la luz (aproximadamente 3.0 x 10 8 m/s, o bien 186 000 mi/s) 
es la velocidad extrema del universo; es decir, ningun objeto puede llegar a tener una 

velocidad mayor que o igual a c. _ 

El limite por la izquierda se necesita porque v 1 “ (t? 2 /c 2 ) no es un numero real 
si v > c. • 

















2.4 Metodos para calcular h'mites 

EJERCICIOS 2.4 


Ejercicios 1-40: Calcule el limite, si es que existe. 

I. lim (3x 3 - 2.x -I- 7) 2. lim (5x 2 - 9x - 8) 

x-» 2 x~*4 

1. lim (.v J + 3)(x - 4) 4. l(m (3/ + 4)(7f - 9) 

—vl r-* 3 

6. lim v x 4 - 4.x -l- I 
* —* 2 

4.x 2 - 6.x + 3 

8. lim 

jr- 1,2 16.x 3 + 8x - 7 

10. lim v 2 

x~* 15 


^ lim \Jx 2 - 5.x — 4 

x—4 

7. h'm 0 


9. lim 15 

x— v 2 

■i ,, 2.x 2 + 5.x - 3 

“l. lim 


x -* i /2 6.X 2 - 7x + 2 
13. lim 4^3 

15. lim 

yfx — 4 


12. lim 


x + 3 


17. lim 


6,s - 1 


s -4 2s — 9 


X - 3 (l/x) 4- (1/3) 

x 2 — x — 2 

14. lim - 

x-* 2 (-V-2) 2 

16. lim X y + X 
18. lim (.x - 3.1416) 




21. lim 


2Jx + X 3 ’ 2 


v/x + 5 


v x 

22. lim 

. • s 4 •- v 4 ' 


2 + 5x — 3x 3 lx — n 

23* lim 3 / -j- :- 24. lim 5 / - 

x-3 V V ~ 1 *-it \J X + It 


25. Km 4 ~^ l6 + /l 
h 


0 


26. lim 


„ .. (V — I) 5 

27. lim < 

V 5 - I 

29. lim i’ 2 (3r - 4)(9 - p 3 ) 

i'-3 

30. lim sjik 1 + 4 </3t + 2 

k-»2 


A-0 W \ v 1 -1- h 




28. lim (x + 4) 3 (.x - 6) 2 

x-*6 


31. (a) lim v y 5 - * 

x-* 5 

(b) lim \/5 - x 


(c) lim v 5 — x 

x-» 5 


33. (a) lim ^/x 3 — 1 

.*—* i 


tb) lim v x 3 — I 

X— I * 

(c) lim </x 3 - 1 

x-l 


32. (a) lim v 8 - x 3 

x-»2 * 

(b) lim v 8 — x 3 

x-*2 * 

(c) lim V 8 - * 3 

x -» 2 

34. (a) lim x 2 3 

x - - 8 * 

(b) lim x 23 

x- -8 

(c) lim x 2/3 


35. lim (vx 2 - 25 + 3) 

x-» 5 + 

37. lim vU " 3,2 


x-»3 * 

39. lim 

X —5 * 


x — 3 


I + V 2-V - io 


x + 3 


36. lim x v 9 - x 2 

x-»3 


38. Hm 


x 4- 10 


\/(x + 10) 2 

Vx 2 - 16 
x + 4 


40. lim 

x-»4 ’ 


Kjercicios 41-43: n denota un entero arbitrario. Para 
cada funcidn f lleve a cabo el trazo de la grafica de 
/ y calcule Iim^„-/(x) y lim t _„+ /(x). 

41 * f(x) = (—1)" si n < x < n + 1 



si x = n 
si x # n 


4 3. f{x) 


= {o 


si x = n 
si x n 


Ejercicios 44-45: f J denota la funcidn mayor entero 
y n es un entero arbitrario. 


44. Determine lim, [x] y lim,..,, -f x]. 

45. Sea /(x) = x - [x]. Calcule lim,,, /(x) y 

Ax). 

46. Ponga de manifesto que si lfm^/(x) = L * 0 
y Hm*-* U(x) = 0, entonces Iim,_^ [/(x)/r/(x)) 
no existe. ( Sugerencia: Supongase que hay un nu- 
mero M tal que lim v _^ [/(x)/</(x)] = M y con- 
siderese que 

lim f{x) = lim (iix) • — 1 

*"*« x-fl[ ff(x)j 


47. Use el Teorema de la Intercalacion y el hecho de 
que lim jr ^ 0 (|x| + l) = 1 para demostrar que 
lim,_ 0 (x 2 + 1) = 1. 


48. Use el Teorema de la Intercalacion con /(x) = 
0 y (fix) = |x| para demostrar que 


lim 

x-»0 


\-x* + 4v : + 7 


= 0 


49. Demuestre que si c es un numero real no nega- 
tivo y 0 s f(x) < c para todo x, entonces 
lim^ 0 x 2 /(x) = 0. 

50. Demuestre que lim x _^ x 4 sen (l/ftc) = 0. (Suge¬ 
rencia: V6ase el Ejemplo 10.) 

51. La ley de Charles para los gases afirma que si la 
presion permanece constante entonces la relacibn 
entre el volumen V que un gas ocupa y su tem- 
peratura T (en grados C) esta dada por V = 
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K)U 273 71- La temperatura T = -273 °C es 
el cero absoluto. 

(a) Calcule lim V. 

(b) iFor que se necesita un limite por la dere- 

cha? 

52. Segun la Teona de la Relatividad, la longitud de 
un objeto depende de su velocidad v (v6ase el 
Ejemplo 12). Einstein demostrd tambien que la 
masa m de un objeto depende de v segun la f6r- 
mula m = m^/sjX — (r 2 /c 2 ), donde m 0 es la 
masa del objeto en reposo. Investigue Hm v _ c - rn 
y utilice su resultado para justificar que c es la 
velocidad maxima en el universo. 

53. Una lente convexa tiene una distancia focal /en 
centimetros. Si un objeto se coloca a p centime- 
tros de la lente, la distancia q de la imagen a la 
lente est£ relacionada con p y / por la ecuacion 
de las lentes (1 /p) + (X/q) = !//• Como se 


muestra en la figura, p debe ser mayor que/pa¬ 
ra que los rayos converjan. 

(a) Analice lim p _^ q. 

(b) iQue sucede a la imagen cuando p -+ f*l 

54. Consulte el Ejercicio S3. En la figura del Ejercr- 
cio 54 se muestra una lupa formada por una len¬ 
te convexa. El objeto que sera amplificado se 
coloca de manera que su distancia p a la lente 
sea menor que la distancia focal/. La amplifica¬ 
tion lineal M es la razon del tamafto (altura) de 
la imagen al tamafto del objeto. Usando tri&n- 
gulos semejantes, M = q/p , donde q es la dis¬ 
tancia de la imagen a la lente. 

(a) Calcule lim p _ 0 + M. iP or que se necesita 
un limite por la derecha? 

(b) Investigue lim^ M. Explique lo que su¬ 
cede al tamafto de la imagen. 

EJERCICIO 54 


EJERCICIO 53 



OBJETO 


IMAGEN 

T j 

T 

1 

- r t 

/-J 

— q - 

H 



2.5 


FUNCIONES CONTINUAS 


En la definici6n de Km*** /(*) se hizo enfasis en la restriction x * a. En varios ejem- 
plos de la section anterior se vio que h'm*_ a f(x) puede existir aunque / no este defini- 
da en a. Ahora se prestard atencion a los casos en que a se halla en el dominio de /. 
Si /esta definida en a y lim^ a /( x) existe, entonces este limite puede o no ser igual 
a /(a). St \hn x _ a JU)/lu) entonces f es continua en a, de acuetda con la si&uiente dc- 
finicion. 


DEFIHICION (2.23) 


Una funcidn /cs continua en un numero a si se satisfa- 
cen las tres condiciones siguientes: 

(i) /esta definida en un intervalo abierto que contiene 
a a. 

(ii) lim f(x) existe. 




(iii) lim Ax) = f{a). 



Si / no es continua en a entonces se dice que es discontinua en a o que tiene una 
discontinued en a. Si / es continua en a, entonces por la Definicidn (2.23) (i), hay 
un punto (a, /(a)) en la grifica de /. Ademas, como l(tn x -. a f(,x) = f(a), a medida 
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FIGURA 2.35 



que x se acerca a a , f(x) se acerca a /(a), o bien, en 
terminos geometricos, el punto (x, f(xj) de la grafica 
de /, se acerca al punto (a, f(a)) (vease la Figura 2.35). 

A veces es conveniente pensar que las funciones que 
son continuas en todos los numeros de un intervalo son 
aquellas cuyas graficas pueden trazarse sin levantar el la- 
piz del papel; es decir, que las graficas no tienen inte- 
rrupciones. Otra interpretation de una funcidn continua 
es que un cambio pequefto en x produce solamente un 
cambio pequeno en el valor de la funcion f(x). Estas 
descripciones no son completamente rigurosas pero con- 
tribuyen a desarrollar una idea intuitiva de las funciones 
continuas. 


EJEMPLO 1 

(a) Demostrar que un polinomio es una funcion continua en todo numero real a. 

(b) Demostrar que una funcion racional es continua en todos los numeros reales de su 
dominio. 

Solucion 

(a) Un polinomio/est^ definido en todo IR. Por el Teorema (2.18), \im x ^ a f(x) = f(a) 
para todo numero real a. Entonces/satisface las condiciones (i)-(iii) de la Definicion 
(2.23) y, por lo tanto, es una funcion continua en a. 

(b) Si q es una funcidn racional, entonces q = ///i, donde /y h son polinomios. Por 
lo tanto q esta definida en todos los numeros reales excepto en los ceros de h. Resulta 
que si h(a) #0, entonces q esta definida en un intervalo abierto que contiene a a. Ade- 
m&s, por (2.19), \im x ^ a q(x) = q(a). Aplicando la Definicion (2.23) se deduce que q 
es continua en a. • 


En la Figura 2.36 aparecen las graficas de varias funciones que no son continuas 
en el numero real a y se indican los nombres que se dan a tales discontinuidades. 


*»GURA 2.36 


Discontinuidad de salto 

y 


+ 

a 


x 


(ii) Discontinuidad infinita (iii) Discontinuidad evitable (iv) Discontinuidad evitable 





En el caso de la discontinuidad de salto (i), los h'mites por la derecha y por la iz- 
quierda cuando x tiende a a existen, pero son distintos y por lo tanto, Hm t _^/(x) no 
existe, como se requiere en (ii) de la Definicion (2.23). 

Para la discontinuidad infinita (ii), no se satisface ninguna de las tres condiciones 
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de la Definition (2.23). En la Section 4.6 se estudiaran con mayor profundidad las dis- 
continuidades infinitas. 

Las discontinuidades evitables en (iii) y (iv) son parecidas porque \im x ^ a f(x) existe 
en ambos casos. En (iii) Um x ^ G f(x) * f(a) y pues / no esta definida en a\ sin embar¬ 
go, en (iv) lim x _ a f(x) # /(a), a pesar de que/s/'esta definida en a. Si/es una fun- 
cion que tiene una discontinuidad evitable en a y se define (o se vue/ve a definir) f{a) 
como el numero \im x ^, a f(x) % entonces la (nueva) funcion resultante es continua en a . 
Para ilustrar esto, en el Ejemplo 1 de la Seccibn 2.2 (vease la Figura 2.14) se puede 
definir la funcibn / de manera que 


/(x) = 



6 


si x ^ 9 
si x = 9 


y entonces la funcion resultante/es continua en a = 9. Con esto se logra “evitar” la 
discontinuidad de la funcibn original en a = 9. 

Las funciones cuyas grbficas se tienen en la Figura 2.36 parecen ser continuas en 
los numeros distintos de a. La mayoria de las funciones que se usan en calculo son de 
este tipo; es decir, pueden ser discontinuas en algunos numeros de sus dominios, pero 
continuas en el resto del dominio. 

Si una funcibn/es continua en todos los numeros de un intervalo abierto (a y b) 
se dice que/es continua en el intervalo {a y b ). Analogamente, una funcibn es continua 
en un intervalo infinito de la forma ( a y °°) o bien (-», b) y si es continua en todos los 
numeros del intervalo. La siguiente definicion abarca el caso de un intervalo cerrado. 


DEFINICION (2.24) 



Si una funcion / tiene un limite por la derecha o por la izquierda como los que 
aparecen en la Definicion (2.24), se dice que/es continua en a por la derecha o que/ 
es continua en b por la izquierda, respectivamente. 


FIGURA 9.37 



EJEMPLO 2 Sea /(x) = v 9 - x 2 . Trazar la grafica de/ 
y demostrar que/es continua en el intervalo cerrado [-3, 3). 

Solucion Por (1.12), la grafica dcx 2 + y 1 = 9, o equi- 
valentemente la de y 2 = 9 - x 2 , es una circunferencia con 
centra en el origen y radio 3. Resulta que la grafica de y =. 
\I9 - x 2 y, por lo tanto la grafica de/, es la mitad superior 
de esa circunferencia (vease la Figura 2.37). 

Si -3 < c < 3 entonces, usando el Teorema (2.21), 


lim f[x) = lim N 9 - = \ 9 - < ’ - /(c). 
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Asi, por la Definicion (2.23), /es continua en c. 

Segiin la Definicion (2.24), solo falta analizar los limites unilaterales en los extre- 
mos del intervalo. Como 

Km fix) = lim - x 2 = J9 - 9 = 0 =/(-3), 

- 3 ‘ x 3 * 

/es continua por la derecha en -3. Y como tambien 

lim f[x) = lim v 9 - x 2 = v 9 -^9 = 0 = /'(3) 

Jt-3- x-i v 

/es continua por la izquierda en 3. Esto completa la demostracidn de que/es continua 
en [-3, 3], . 


Definir la continuidad en otros tipos de intervalos no ofrece ninguna dificultad. 
Por ejemplo, una funcion/es continua en [a, b) o bien [a, °°) si lo es en todos los 
mimeros del intervalo mayores que a y si, adenitis,/es continua por la derecha en a. 
Para que una funcidn sea continua en intervalos de la forma (a, b ] o bien (-■», b] se 
requiere que sea continua en todos los numeros del intervalo menores que b y que tam¬ 
bien sea continua por la izquierda en b. 

Cuando se requiera estudiar la continuidad de una funcion / es conveniente obte- 
ner los intervalos mas grandes en los que/sea continua, como se ilustra en el ejemplo 
siguiente. Por supuesto, / tambien es continua en cualquier subintervalo de esos in¬ 
tervalos. 


EJEMPLO 3 Discutir la continuidad de / si f(x) = ^ - -- 

x — 4 

Solucion La funcibn no estd definida cuando el denominador x - 4 es cero (es de- 
cir, para x = 4), o cuando el radicando x 2 - 9 es negativo (es decir, si -3 < * < 3 ). 
Cualquier otro numero real esta en uno de los intervalos (-<», - 3 ] ? [ 3 ? 4 ^ 0 bj en «,) 
La demostracion de que/es continua en cada uno de estos intervalos es parecida a la 
que se dio en la solucidn del Ejemplo 23. Por ejemplo, para demostrar la continuidad 
en [3, 4) hay que demostrar que 

Km f(x) = J'ic) si 3 < c < 4 


y tambien que Hm fix) = f( 3 ). 

x-.\ * 

Se dejan al lector los detalles de la demostracidn para este y para los otros in- 
tervalos. 

Los teoremas sobre limites de la Seccion 2.4 se pueden •/ir .tra establecer el si- 
guiente teorema. 



TEOREMA (2 25) 
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Dcmostracion Si / y cj son ambas continuas en a y entonces \im x ^ a f(x) = f(a) y 
y(x) = cj(a). Por la definicibn de suma de funciones, (/ + f/)(x) = f(x) + 
tf(x). Por lo tanto, 

lim (/ + g){x) = lim [/(.*) + glx)] 

x->a x *a 

= lim f(x) + lim i/ix) 

Jt-*o x-+a 

= I (a) + g(a) 

= if + vM 

Esto demuestra que / -f </ es continua en a. El resto del teorema se demuestra de ma- 
nera parecida. • • 


Si/y g son continuas en un intervalo / entonces / + </, /— g y fg son continuas 
en /. Si ademas g(a) ± 0 para todo a en /, entonces //</es continua en /. Estos resulta- 
dos se pueden generalizar a mas de dos funciones; es decir, las sumas, diferencias, pro- 
ductos o cocientes que involucran cualquier numero de funciones continuas son continuas 
(siempre y cuando no se anulen los denominadores). 

En el Apendice II se da una demostracion del siguiente resultado sobre Hmites de 
funciones compuestas. 


TEOREMA (2.26) 


Si/y y son funciones tales que lim v _ fl g(x) = 6, y si 
/ es continua en b , entonces 

lim fUl(x)) = f(b) = /(lim^.v)). 

L x-~« V — / 

___ 


El Teorema (2.26) se usa principalmente para demostrar otros teoremas. Por ejem- 
plo, si n es un entero positivo y f(x) = Vx, entonces 

/(.</(•*)) = 

y / (lim (/(.v)) = v lirn </(.*). 


Aplicando ahora el hecho de que 


lim /(</(.v)) = / lim ty(x) 


se obtiene el resultado enunciado en el Teorema (2.21); es decir, 

lim v ; </( v) = x lim </( \). 

x-a x-*a 

siempre y cuando exista la raiz tt-esima indicada. 

Del Teorema (2.26) se deduce directamente el siguiente resultado. 
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TEOREMA (2.27) 


Si g es continua en a y /es continua en b 
tonces 


ci(a), en- 


lim/(i/(x)) = /^limcA-v)] =/(</(«))• 




Este teorema afirma que la composition de las funciones / y g es continua en a. 
Este resultado puede generalizarse al caso de funciones continuas en intervalos. A veces 
se enuncia como sigue: La composicidn de funciones continuas es continua. 


EJEMPLO 4 Sea f(x) = \x\. Probar que /es continua en todo numero real a. 
Solution Como \x\ = por (2.21) y (2.17) tenemos que 

lfm fix) = Hm \ x\ = lim v a * 2 

x-*a x -*« .v-*o 

= v Hm v 2 = Ja 2 = | a \ = f(a). 

De la Definicidn (2.23) concluimos que /es continua en a • 

En textos mas avanzados de cdlculo se puede encontrar una demostracion de la si- 
guiente propiedad de las funciones continuas. 


TEOREMA DEL (2*28) 
VALOR 
INTERMEDIO 


Si /es continua en un intervalo cerrado \a y /?], y w es 
cualquier numero entre f(a) y /(£), entonces existe al 
menos un numero c en f a y b] tal que /(c) = w. 


•«URA 2.38 



El Teorema (2.28) afirma que cuando x varta de a a b , 
la funcidn continua f toma todos los valores entre f(a) y 
f(b). Si se considera la grafica de la funcidn continua/co- 
mo una curva que va del punto (a y f (a) ) al punto ( b , /(/>)) 
sin interruptions, como se ilustra en la Figura 2.38, sc ve 
que para cualquier numero w entre f(a) y f(b) la recta ho¬ 
rizontal con ordenada w debe cortai a la gr&fica al menos 
cn un punto P. La abscisa c de P es un numero tal que /(c) = 
w. 


DDAW.0 \ Neifoc» ({x\ 

en el intervalo 13 . 24], _ 

m °"-X* Vf - - «««»*>-™» drad “- 
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de la ecuacibn y despejando c obtenemos c = w 2 - 1. Este numero c esta en el inter- 
valo [3, 24], pues si 2 < w < 5, entonces 

4 < w 2 < 25, o bien 3 < vv 2 — 1 < 24. 

Para verificar nuestro resultado escribimos 

/(C) = f(W 2 - 1) = v/(W 2 - l)+ 1 = H> . 


Como corolario del Teorema (2.28) se obtiene que si f(a) y f(b) tienen signos 
contrarios, entonces existe un numero c entre a y b tal que f(c) = 0; es clecir, f tiene 
un cero en c. Geometricamente esto significa que si el punto (a, f(a)) de la grafica de 
una funcibn continua se encuentra abajo del eje x y el punto ( b , f(b)) se encuentra 
arriba del eje x , o viceversa, entonces la grafica cruza el eje x en algun punto (c, 0) 
tal que a < c < b. 

La siguiente es una consecuencia util del Teorema del Valor Intermedio. El interva- 
lo al que se hace referencia puede ser abierto, cerrado, semiabierto (o abierto de un 
lado) o infinito. 


TEOREMA (2.29) 



Dcmostracion La tesis del teorema establece que, segun la hipotesis dada, /(*) tie¬ 
ne el mismo signo en todo el intervalo. Si la conclusibn fuera falsa existirian numeros 
y x 2 en el intervalo tales que /(*,) > 0 y f(x 2 ) < 0. Por lo que se dijo anterior- 
mente, esto implicarta que /(c) = 0 para algun numero c entre x } y x 2y lo que contra- 
dice la hipotesis. Por lo tanto, la tesis es verdadera. • • 


En el Capitulo 4 se aplicara el Teorema (2.29) a la derivada de una funcion /como 
ayuda para conocer el modo en que f(x) varia en diversos intervalos. El siguiente co¬ 
rolario es un caso especial muy util para estudiar polinomios. En el enunciado del 
corolario, la expresibn soluciones sucesivas c y d significa que no hay ninguna otra 
solucion entre c y d. 


COROLARIO (2.30) 



El corolario implica que si se elige cualquier numero k tal que c < k < d, y si el 
valor P(k) del polinomio es positivo, entonces P(a ) es positivo para todo x en (c, d). 
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Si P(k) es negativo, entonces P(x) es negativo en todo el intervalo (c, d). A P{k) se 
Ie denomina un valor de prueba para el intervalo (c, d). Tambien pueden emplearse 
valores de prueba para intervalos infinitos de la forma (-«>, a) o bien (a, «>), si la ecua- 
cion P(x) = 0 no tiene soluciones en ellos. En el siguiente ejemplo se muestra cbmo 
se utilizan los valores de prueba. 

EJEMPLO 6 El polinomio de Legendre de tercer grado P(x) = \(5x 3 - 3x) apare- 
ce en la solucion de los problemas de transmisibn (o transferencia) de calor en fisica 
y en ingenieria. Encontrar dbnde P(x) > 0 y dbnde P(x) < 0. 

Solucion Comenzamos por calcular las soluciones de la ecuacibn P(x) = 0. Escri- 
biendo 

P(.v) = ix(5x 2 - 3) = 0, 

obtenemosx = 0 y x = ±V3/5 + ±Vj5/5 ^ 0.77. Por lo tanto, las soluciones suce- 
sivas de P(x) = 0 son -V15/5, 0 y V15/5, en orden creciente. Estas soluciones deter- 
minan los cuatro intervalos siguientes que no contienen soluciones P(jc) = 0: 

(- oo, - vT5/5), (- yf\5/5< 0), (0, x/15/5), ( v T5/5, oo) 

Escogemos luego un numero k en cada uno de estos intervalos y aplicamos el Coro- 
lario (2.30). Eligiendo el numero -1 en (-«>, W15/5), resulta el valor de prueba 

J*( — l) = i( — I )[5( - 1 ) 2 — 3] = -1. 

Como P(-l) = -1 < 0, del corolario se deduce que P(x) < 0 para todo x en el inter¬ 
valo (-«>, —V15/5). 

Escogiendo en el intenalo (-V15/5, 0), obtenemos el valor de prueba 

= i(“i)[5(i) — 3] = ,^ > 0 

y por tanto, P(.v) > 0 para todo x en (~Vl5/5, 0). 

Los intervalos restantes se estudian de la misma maner^. Es conveniente ordenar 
el resultado de este trabajo en una tabla como sigue (verifiquense todos los valores): 


Intervalo 

(— oc, -vT5./5) 

(—v 15/5. 0) 

(0. v 15/5) 

(v 15/5), x) 

k 

-1 

2 

1 

2 

1 

Valor de prueba P(k) 

-1 

7 

16 

7 

16 

1 

Signo de P(x) 


+ 

- 

+ 


En consecuencia, P(x) > 0 en los intervalos (-v 15/5, 0) y (V15/5, °°) y P(x) < 0 
en los intervalos (-<», —V15/5) y (0, \/15/5). • 


EJERCI Cl OS 2.5 


2. f(x) = 3.x* 2 + 7 - - 

y-* 


Ejereicios 1-6: Demuestre que la funcion / es conti- 
nua en el numero a dado. 


, a = - 2 
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3. = 0 = 3 

x — 4 

4 . /(*) = 1/x, £J= 10“ 6 

5. /(x) = {fx 2 + 2, </ = —5 

6. fix) = - V A . , « = 8 

2x + 1 

Ejercicios 7-10: Demuestre que/es continua en el in- 
tervalo indicado. 

7. fix) = y/x - 4; [4, 8] 

8. /(x) = yf\6 -x; (- 00 , 16] 

9 . /(-x) = - 4 ; ( 0 , gc) 


10 . /(x) 



(1,3) 


Ejercicios 11-22: Encuentre todos los numeros en los 
que la funcidn ft s continua. 


11 . fix) = 


3.x - 5 
2.x 2 - x - 3 


12. /(-x) 



13. fix) = v'2-v - 3 + x 2 
x- I 


15. f(x) — 
17. /(x) = 


Vx 2 - 1 

|* + «l 


19. /(x) = — 

v J 


x + 9 
5 


x — X 


14. fix) = t 
16. fix) = 


</x — 4 
x 


V I — X 

18. fix) = 

X 1 4- I 


20 . fix) = 


21 . fix) — 


4x — 7 

(.xT3)(r i 2x § 
” x - 4 


22 . 


./‘(x) = 


X 

v'x — 6 


23-28. Dcscriba las discontinuidades de las funciones 
definidas en los Ejercicios 7-12 de la Section 2.2. 


29. 


Sea f{x) = 


(Vx 2 - 3 si v < 2 
[cx + 2 si x > 2. 


Encuentre un valor de c para el cual/sea conti¬ 
nua en todo R. 


30. 


Sea f{x) = 



2 


si x < 1 
si x > 1. 


Determine todos los valores de c para los que / 
es continua en R. 


si x = — 3 


31. Sea fix) — < 


9 -x 2 
4 - Vx 2 T 7 


si | x | < 3 
si x = 3. 


Encuentre valores de c y d para los que f sea con¬ 
tinua en [-3, 3]. 

(4x si x < - 1 

32. Sea fix) = lex + il si — 1 < x < 2 
[ 5x si v > 2. 


Obtenga valores de c y d para los que /sea con¬ 
tinua en R. 


33. Sean 

fix) = x 2 


cilx) 


■{ 


-4 

x — 41 


si v < 0 
si v > 0. 


Determine si las funciones compuestas f ° U y 

do fm commas en 0. 

34. Sea fix) = (x-fx!) 2 , donde [ ] denota la 
funcion mayor entero. Sea n un entero arbitra- 
rio. Demuestre (a) que/es continua en el inter¬ 
val [ n , n + l), y (b) que/no es continua en 
[n ,/i 4 \\. Trace la gr&fica de /. 

35. Demuestre que si/(x) = 1/xentonces/es con¬ 
tinua en cualquier intervalo abierto que no 
contenga al origen. <,Qu6 se puede decif de los 
intervalos abiertos que contienen al origen? 

Ejercicios 36-37: ^Es continua / en 3? Justifique su 
respuesta. 


fix) = j 

j 

1 1 si x ^ 3 

0 si x = 3 

f 1 x — 31 

si x ^ 3 


fix) = i 

' 

- 3 

/ 


li 

I 

si a = 3 

I 1 -,-' 1 -..-1 


Sea fix 

H 

t ' 

[ 1 si Y — — 1 . 



iEs continua / en -1? Justifique su respuesta. 




















2.6 Repaso 


f 2x 2 - x - 6 

v -si v ^ 2 

39. Sea fix) = < x 2 — 3x 4 2 

17 si x = 2. 

<,Es continua fen x = 2? Justifique su respuesta. 

40. Sea /(x) = 0 si x es rational, y/(x) = 1 si x 
es irrational. Demuestre que/es discontinua en 
todos los numeros reales a. 

41. Un vendedor tiene un salario basico de $12000 
(dolares) y recibe $ I 000 de comision por cada 
$50 000 de las ventas que excedan $ 100 000. Trace 
una grafica que muestre su ingreso como fun- 
ci6n de las ventas. Discuta la continuidad de la 
funcion. 

42. La cuota de un estacionamiento para automovi- 
les es de $1.00 (dolar) por la primera media hora 
y $0.50 por cada media hora o fraccidn adicio- 
nal, hasta un maximo de $5.00. Encuentre una 
funcion / que relacione la cuota con el tiempo 
que se deja un automdvil en el estacionamiento. 
Trace la grafica de fy discuta la continuidad de/. 

Ejercicios 43-46: Verifique el Teorema del Valor In- 
termedio (2.28) para la funcion/en el intervalo \a, b], 
demostrando que si we s cualquier numero entre f(a) 
y fib), entonces existe un numero c en [ a, b] tal que 
f(c) = w. 

43. /(x) = x 3 4 I; [-1,2] 

44. /<*)= -x 3 : [0,2] 

45. /(x) = x 2 4 4x 4 4: [0, 1J 

46. /(x) = x 2 - x: [-1.3] 

47. Sea f(x) = x 3 - 5x 2 4- lx - 9. Use el Teorema 
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del Valor Intermedio para demostrar que existe 
un numero real a tal que f(a) - 100. 

48. Demuestre que la ecuacion x 5 - 3x 4 - 2x 3 - 
x + 1 = 0 tiene una solution entre 0 y 1. 

49. Un meteorblogo encuentra que la temperatura T 
(en °F) durante un frio dia de invierno estuvo da- 
da por 

r = 0.05f(/ - 12)(/ - 24) 

donde t es el tiempo (en horas) y / = 0 corres- 
ponde a las 6 a m. 

(a) Use el Corolario (2.30) para determinar 
cuando la temperatura T estuvo arriba de 
0° y cuando estuvo abajo de 0°. 

(b) Demuestre que la temperatura fue de 32°F 
en algun momento entre las 12 a.m. y la 
1 p.m. ( Sugerencia: Utilice el Teorema del 
Valor Intermedio.) 

50. La temperatura T (en °C) a la que el agua hierve 
estd dada aproximadamente por la fbrmula 

T = 100.862 - 0.0415 \lh 4 431.03 

donde h es la altura sobre el nivel del mar (en me¬ 
tros). Use el Teorema del Valor Intermedio para 
demostrar que entre los 4000 y los 4500 metros 
sobre el nivel del mar hay una altitud a la cual 
el agua hierve a 98°C. 

Ejercicios 51-52: Use el Corolario (2.30) para encon- 
trar todos los valores de x para los cuales (a) /(x) > 
0; (b) /(x) < 0. 

51. f(x) = x 4 - 4x J 4 3x 2 

52. fix) = x(x 4 1 ) 2 (x - 3)(.v - 5) 


2.6 


REPASO 


Defina o discuta lo siguiente. 

1. Recta tangente a una grafica. 

2. Velocidad en el movimiento rectilineo. 

3. Definicidn del limite de una funcion. 

4. Interpretaciones geometricas de lim fix) — L. 

5. Limites por la derecha y por la izquierda. 

6. Teoremas sobre limites. 


7. Limites dc polinomios y funciones racionalcs. 

8. Teorema de la Intercalacibn. 

9. Funcion continua. 

10. Tipos de discontinuidades de las funciones. 

11. Teorema del Valor Intermedio. 

12. Continuidad en un intervalo. 
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EJERCICIOS 2.6 

Ejercicios 1-20: Calcule el limite si es que existe. 


„ 5a + 11 

1. lim 

* *•' v' X 4- 1 

2. 

6 - 7 a 
lim , ■ 

*- - 2 (3 + 2a) 4 

23. 

a = -3; 

fix) = 

3. lim (2x — v 4-v 2 +-v) 



24 

a= -3: 

fix) = 

*-» -2 






4. lim (x — v 16 — .y 2 ) 

x-»4 



25. 

a = l: 

fix) = 

,, 2x 2 -f x — 6 

5. Bm -r 

« - Vi 4.v - 4.v - 3 • 

6. 

3x 2 - a- - 10 




lim , 

x— 2 V" - X - 2 




„ x 4 - 16 

7. lim 5 

.« -i x 2 - x - 2 

8. 

lim 

jt - 3 ’ y — 3 

26. 

a = 0; 

fix) = 


(ii: 

- 3x) 

si A < — 

U* 

Vi 

si x > - 

(9/* ; 

' si x 

< -3 

14 + 

x si x > — 3 

[** 

si 

x < 1 

2 

si 

X = 1 

l 4 - 

x 2 si 

X > 1 

f(.v 4 

4- x)/x 

si x ^ 0 

12 


si x = 0 


9. h'm 

-v-» 0 ' V .Y 

8.v 3 - 1 

" £ a u I 


(« + hf — a 4 
h 

( 2 + h) 3 — 2~ 3 


15. Hm 

H-+0 

17. lim 

h -0 » 

18 . lim (v 5 - 2x - .v 2 ) 

x—5/2 


„ (I V)-11/5) 
10 . (im _ 

-v - 5 


12. Hm 5 

x *2 

K vV Z 

14. lim —— 

* —2 V - 2 

,. [ x + 3 

16. Hm } 

<- j V x + 27 


Ejercicios 27-28: Calcule el limite. (I ] denota la fun- 
ci6n mayor entero.) 


27. lim (fx] - 


28. lim ([a] - x 2 ) 


19. lim 


v(x - 2) 1 
■> - 


v ♦ 2 ' 


r x ~ l 

20 . 

X- 1| 


29. Demuestre directamer.te a partir de la Definicidn 
(2.10) para el limite que 

lim 15 a -21) = 9. 

x-*<l 

30. Sea f(x)= 1 si x es racional y/(.v) = -l six 
es irracional. Demuestre que para todo numero 
real a no existe lim x ^ 0 /(a). 

Ejercicios 31-34: Encuentre todos los numeros en los 
que/es continua. 

31. /(*) = 2 x*-t/x + \ 

32. ./(a) = v(2 + x)(3 - x) 


Ejercicios 21-26: Trace la grafica de la lunci6n/defi- 
nida parte por parte y calcule 

(a) lim fix) (b) lim fix) y (c) lim fix) 

*-<i x*a *•*» 

para el valor de a indicado, si es que el limite existe. 

3x si’ a < 2 
a* 2 si v > 2 

c a si a < 2 
4 — 2a si a > 2 


33. fix) = 


V9- v 2 

x d - 16 


34. IM = 


V* 

v 2 - 1 


Ejercicios 35-38: Determine las discontinuidades de/. 

- »6| 

- 16 


35. fix) = 


1 


*■ /(V) = F^16 


21 . a = 2: 

/<*) = 

22 . a = 2: 

/(A) = 


37. fix) = 


a 2 - x - 2 
x“ - 2x 


_ x 4* 2 
38. fix) = v 

x - 8 


39 


Sea/(x) « 1/x 2 . Verifique el Teorema del Va¬ 
lor Intermedio (2.28) para/en el intervalo [2, 3]. 














CAPITULO 



LA DERIVADA 


13 d derivada de una funcion es uno de los instrumentos mas 
poderosos de las matematicas y las cienclas aplicadas. En este 
capftulo se define la derivada y se discuten muchas de las 
propiedades relaclonadas con este concepto tan importante. 
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CAPITULO 3 • LA DERIVADA 


3.1 


DEFINICIOK DE IA DERIVADA 


Sea / una funcion definida en un intervalo abierto que contiene al niimero real a. En 
la Figura 3.1 se ilustran la grafica de/y una recta secante l PQ que pasa por P(a , f(a)) 
y (?(*, /(*)). La recta de trazo punteado / representa una posible recta tangente en 
el punto P. 


FIGURA 3.1 FIGURA 3.R 




En la Section 2.1 definimos la pendiente m de l como el valor de limite de la pen- 
diente de IpQ cuando Q tiende a P. Asi, de la Definicibn 2.2, 


m 


lim 

X~*Q 


/(*)-/(<*) 

x - a 


siempre y cuando el limite exista. Si se introduce una nueva variable h tal que x = a + 
h (es decir, h = x - a), como se ilustra en la Figura 3.2, se obtiene la siguiente formula 
para m: 

f(a + h) — f(a) 

m = lim - t - 

a-o n 

que es equivalente a la anterior. En el Apendice II se da una demostracion de esta equi- 
valencia. El limite anterior es uno de los conceptos fundamentales del calculo y se llama 
derivada de la funcion f en a. 


DEFINICION (3.1) 



Sea / una funcion defin 
contiene a a. La derivada de/en a , denotada por/' 


esta dada por 





■ 

. 


si este limite existe. 
_ 



, lm /(« + h) - /(a) 
/(a) = lim - 


La formula para f’(a) tambi^n se puede escribir como sigue: 















3.1 Definicion de la derivada 
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DEFINICION (3.1') 
ALTERNA 



El simbolo f\a) se 1 ecfprima de a. La frase f'(a) existe significa que el Hmite 
en las Definiciones (3.1) y (3.1') existe. Si f'(a) existe decimos que la funcion/es deri¬ 
vable en a , que es diferenciable en a o que / tiene derivada en a. 

Suponiendo que las funciones / y 5 de las Definiciones (2.2) y (2.5) de la Seccion 
2.1 son derivables en a t se pueden enunciar dichas definiciones de la siguiente manera: 

APUCACIONES DE LA (3.2) 

DERIVADA 


(i) Recta tangente: La pendiente de la recta tangente 
a la grafica de/en el punto (a, f{a)) es/'(a). 

(ii) Velocidad: Si un punto P se mueve a lo largo de 
una recta coordenada de manera que al tiempo t su 
coordenada es s(t), entonces su velocidad al tiem¬ 
po a es s'(ff). 


Mas adelante en el texto se presentan otras aplicaciones de la derivada. 

Una funcion/es derivable en un intervalo abierto ( a , b) si lo es en todos los nume- 
ros c de ( a , b). Tambi6n se considerarim funciones que son derivables en un intervalo 
infinito ( a , °°), (-«>, a) o bien (-<», °°). Para intervalos cerrados usamos la siguiente 
convencidn que es andloga a la definicion de continuidad en un intervalo cerrado dada 
en (2.24). 

DEFINICION (3.3) 


Los lfmites por la derecha y por la izquierda en la Defi¬ 
nicion (3.3) se llaman derivada por la derecha y derivada por 
la izquierda de /en ay b, respectivamente. Ndtese que para 
la derivada por la derecha se tiene que h -+ 0* y a + h tien- 
de a a por la derecha . Para la derivada por la izquierda se 
tiene que h -* 0" y £ + h tiende a b por la izquierda. 

Si / es una funcion definida en un intervalo cerrado 
[a , b] y no est& definida fuera de 61, entonces las derivadas 
por la derecha y por la izquierda permiten definir las pen- 
dientes de las rectas tangentes en los puntos P(a, f(a )) y 
R(b t f(b)) y respectivamente, como se ilustra en la Figura 3.3. 
Por lo tanto, para obtener la pendiente de la recta tangente 
en P se toma el valor Hmite de las pendientes de las rectas 


FIGURA 3.3 



(h >0) (h< 0) 


Una funcion /es derivable en un intervalo cerrado |a, b\ 
si lo es en el intervalo abierto (a, b) y los Hmites 

y 


lfm 

h-or 


f(a + h) - f(a) 


f(b + h) - f(b) 
7T 


existen. 
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CAPITULO 3 • LA DERIVADA 


secantes quc pasan por P y Q cuando Q tiende a P por la derecha. Para la recta tangen- 
te en /?, el punto Q tiende a R por la izquierda. 

La derivabilidad de una funcibn en intervales de la forma [a y b ), [a y 00 ), ( a , b], 
o bien (-«>, b] se define usando los limites por la izquierda o por la derecha en uno 
de los puntos extremos. 

Si / est£ definida en un intervalo abierto que contiene a a y entonces f'(a) existe 
si y solo si las derivadas por la derecha y por la izquierda en a existen y son iguales. 
Las funciones cuyas graficas se muestran en la Figura 3.4 tienen derivadas por la dere¬ 
cha y por la izquierda en a que corresponden a las pendientes de las rectas l\ y l 2 y res- 
pectivamente. Sin embargo, como las pendientes de /, y l 2 no son iguales, f \a) no 
existe. En general, si la grafica de /tiene un pico en el punto P(a y /(<?)), entonces / 
no es derivable en a. 

FIGURA 3.4 



Si /es derivable para todo x en un intervalo entonces, asociando a cada x el nume- 
ro/'(jc), se obtiene una funcion /' llamada derivada de/. El valor de/'en x esta dado 
por el siguiente limite (o por un lirnite unilateral). 


LA DERIVADA (3.4) 

COMO UNA 
FUNCION 

N6tese que en (3.4) el numero x es fijo pero arbitrario y el limite se toma haciendo 
tender h a cero. Derivar f (x:) o encontrar la derivada de f(x) significa determinar f'(x). 



EJEMPLO 1 Sea f(x) = 3x 2 - 5x + 4. Encontrar: 

(a) /'( x); (b) el dominio de /'; (c) /'(2), /'(-V2) y f'(a)\ 

(d) una ecuacion para la recta tangente a la gr&fica de / en el punto P{ 2, /(2)). 

Solucion 

(a) Por (3.4), 


r/ , v ,, f(x±h)-f(x) 

f(x) = lim- - - 

h-o h 

,, [3(x -f h) 2 — 5(x -1- h) + 4] - (3.x 2 - 5x -f 4) 

= lim -:— - 















3.1 Definicion de la derivada 




= h'm 

/i-0 


= h'm 

>i-0 


< 3a ' J + 6.v/i + 3 /r - 5x - 5/i + 4) - (3x 2 - 5x + 4) 
h 

6xh + 3/i 2 — 5h 

—j—-= lim (6.v + 3/i - 5) 

" »-o 


= 6jc — 5 


(b) Como / (*) - 6 at - 5, la derivada existe para todo mimero real x. Por lo tanto 
el dominio de f es R. 

(c) Sustituyendo x en f\x) = 6x - 5, 

/'(2) = 6(2) - 5 = 7 
/'(-v / 2) = 6(- v /2)-5= -(6v/2 + 5) 
f\a) = 6a - 5 

(d) Como/(2) = 3(2) 2 - 5(2) + 4 = 12 - 10 + 4 = 6, el punto P{ 2, /(2)) en la grf- 
fica de /tiene coordenadas (2,6). Por (3.2) (i), la pendiente de la recta tangente en P 
es / (2) = 7 (ver (c)). Usando la forma de la ecuacion de la recta dados un punto y 
su pendiente (1.15), se obtiene la siguiente ecuacion para la recta tangente en P: 

y - 6 = 7(x - 2), o, equivalentemente, lx - y - 8 = 0. • 


EJEMPLO 2 Encontrar f'(x) si f(x) = Vx. iCual es el dominio de /'? 

Solucion El dominio de /consta de todos los numeros reales no negativos. Exa- 
minaremos los casos x > 0 y x = 0 por separado. Si x > 0 entonces, por (3.4), 


/'( x) = lfm 

/r—0 


yjx + h ~ yjx 


Para encontrar el h'mite, se racionaliza el numerador y luego simplificamos: 


f'(x) = lfm V* + ^ n/* . Jx + h + 

ll y/x~ f h + sfx 


(x + h) - X 
h(yfx + h -4- \fx) 


= h'm 


= lim -= - -- 

y/x + A + V-V 

\ 

i r 


yfx + v/x lyfx 


Como x = 0 es un punto extremo del dominio de /, debe usarse un h'mite unilateral 
para determinar si /'(0) existe. Suponiendo que /es derivable en 0 y usando la Defini¬ 
cion (3.4) con x = 0, obtenemos 


/'(0) = h'm 


y 0 + h - y/0 


= lfm = lfm 

h +y/h 


h 
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Como este limite no existe (v6ase el Ejercicio 46 de la Seccion 2.4), /'(0) tampoco exis- 
te. Por lo tanto, el dominio de /' es el conjunto de los numeros reales positivos. 


FIGURA 3.5 


EJEMPLO 3 Sea f(x) = |*|. Demostrar que /no es deri- 
vable en 0. 

Solucion En el Ejemplo 8 de la Seccion 1.4 se estudio 
la grifica de / que se ilustra nuevamente en la Figura 3.5. 
Geoimhricamente es obvio que /no tiene derivada en 0 pues 
la grafica tiene un pico en el origen. Puede demostrarse que 
/’(0) no existe haciendo ver que las derivadas de /por la de- 
recha y por la izquierda en 0 no son iguales. Usando los limi- 
tes de la Definicidn (3.3) con a = 0 y b = 0 obtenemos: 



lim 

#*—o ^ 


/( 0 + h) - m __ |0 + ^1 - 101 = 1 h 


= lim 

A-0 + 


= lfm 


„ m . un — < 


Por lo tanto, /'(0) no existe. 

Del Ejemplo 3 se concluye que la grafica de y = \x\ no tiene una recta tangente 

en el punto P(0, 0). . . 

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacion de la definition equivalente (3.1 ) para cal- 

cular f'(a). 


EJEMPLO 4 Sean f(x) = x ]n y a * 0. Obtener f\a). 
Solucion Usando (3.1'), 


/'(a) = lim 

jc-*a 


x — a 


= lim 

x -*a 


- a 


1/3 


.x — a 




si el limite existe. Para investigar la existencia del limite se requiere modificar la forma 
del cociente. Un medio para hacerlo es escribir 


lim 

x — a 


x l/3 — a 1/3 


= lim 


x l/3 _ a l/3 


.x - a 


„(X 1 ' 3 ) 3 -(a 113 )'' 


El denominador puede factorizarse usando la formula 

p 3 - q 3 = {p- q)(p 2 + pq + q 2 ) 


con p = x m y q - a U3 . Esto da 


lim — 

x-+a{x 


1/3 


n 1 / 3 )(x 2/3 


-I- x l/ 3 a l/3 + <r /3 ) 
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w 


Dividiendo el numerador 
tenemos 


y el denominador entre x W3 - a W3 
1 


J'(a) = Ifm 


*~J .v 2/3 -f x l3 a 113 4- a 23 

I I 


y tomando el h'mite ob- 


a 2i3 4 a 2j3 4 a 2 3 3a 213 


TEOREMA (3.5) 




Si una funcion /es derivable en a entonces /es conti- 
nua en a. 




Demostracion Si x estd en el dominio de f y x # * 7 , entonces f(x) puede expresarse 
como sigue: 

/(x) = /(q| + — - /(g) (x-a). 

x — a 

Usando los teoremas sobre limites y la Definicidn (3.2), 

ton /(.*) = Km /(«) + lfm — - ~ ■ l(m (x - a) 

x ~* u x *a x-*a X U x-*a 

= /(a) +./»() =/<«). 

Por lo tanto, de acuerdo con la Definici6n (2.23), /es continua en a. • . 


Aplicando los limites unilaterales, se puede generalizar el Teorema (3.5) para in- 
cluir funciones derivables en un intervalo cerrado. 

El reciproco del Teorema (3.5) es falso porque exislen funciones continuas que no 
son derivables. Por ejemplo, si f(x) = |*| entonces /es continua en 0; pero se demos- 
tro en el Ejemplo 3 que / no es derivable en 0 (v6ase la Figura 3.5). 

Cuando y = f(x) se utilizan las siguicntes notaciones para las derivadas. 


NOT ACIOHES (3.6) 
PARA LAS 
DERIVADAS 



Todas las notaciones anteriores se utilizan en las matematicas y sus aplicaciones, 
y es recomcndable que el lector se familiarice con ellas. 

El subindice .v en el simbolo D x se utiliza para designar a la variable independien- 
le. Por ejemplo, si la variable independiente es /, escribimos /'(/) = D, [/(/)]. Los 
simbolos D x y D, se llaman opcradores difcrenciales. El simbolo D x por si solo no tie- 
ne significado simple; sin embargo, si sc le agrega a la derecha una expresion que inclu- 
ya a x, entonces denota a la derivada. Para ilustrar esto, usando el Ejemplo 1, 

D x (3a 2 - 5.v + 4) = 6x - 5. 
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Se dice que D x opera sobre la expresion 3x 2 - 5x + 4. La expresidn D x y puede leerse 
como derivada de y con respecto a x. El simbolo d/dx se utiliza de manera parecida, 
por ejemplo, 

- 7 - (lx 1 - 5* + 4) = 6x - 5. 
dx 

Como se indica en (3.6), las notaciones y y dy/dx tambien se usan para denotar la deri¬ 
vada de y con respecto a x. En la Section 3.4 se justifica la notation dy/dx con base 
en el concepto de diferencial. 

Concluimos esta seccidn con una aplicacion especializada de la derivada. 


FIGURA 3.6 


x 


OBJETO 




del intervalo [a, a + h]. 


EJEMPLO 5 En optica, una funcion / tal que f\x) > 1 
para todo x , puede considerarse como una transformation 
que amplifica objetos. Como se ilustra en la Figura 3.6, la 
funcidn / transforma un objeto que se extiende sobre el in¬ 
tervalo de x [a, a + h] en uno que se extiende sobre el inter¬ 
valo dey [/(a), f(a + h)]. (Piensese en una fuente de luz 
a la izquierda del eje x que proyecta la imagen en una pelicu- 
la localizada sobre el eje x sobre una pantalla ubicada sobre 
el eje>\) La amplificacion M def para [a> a + h] se define 
como la razdn del tamafto (o altura) de la imagen al tamafto 
(altura) del objeto. El valor de M puede variar dependiendo 
La amplificacion M a en x = a se define como Hm /,-0 M. 


(a) Expresar M y M a en terminos de /. 

(b) Sea f(x) = x 2 . Calcular y A/ 2 . 

Solucion 

(a) El tamafto del objeto es (a ’+ h) - a = h y el tamafto de la imagen es f(a - 1 - h) - 
f(a). Por lo tanto, 


M = 


f(a + h) - f(a) 
- ft - 


y M a = Urn M = f (a) 

* M it— 


(b) Si f(x) = x 2 entonces, del Ejemplo 1 de la Seccidn 2 . 1 , f\a) = 2 a y y por lo tan¬ 
to, A/, = /'(1) = 2 y M 2 = /'( 2 > = 4. Notese que la amplificacion en x = 2 es el 
doble de la amplificacidn en x = 1. • 


ejercicios 3.1 


Ejercicios 1-10: (a) Use (3.4) para calcular f (x). 
(b) Encuentre el dominio de /'. (c) Obtenga una 
ecuacidn para la recta tangente a la grafica de / en 


el punto /*(!, /(!)). 

1. /<*) = 37 
3. fix) = 9x - 2 
5. fix) = 2 + 8.v - 5x 2 
7. fix) = i/ix - 2) 


2. fix) * 17-6-v 
4. fix) = lx 2 - 5 
6. fix) = x i + x 
8 . fix) = (I + >/3) 2 


9. fix) = -fixT I 10. fix) = l./(2.x) 

Ejercicios 11-14: Calcule D x y. 

11. y = 7/v'x 12- >’ = (2x + 3) 2 

13. y=2x 3 -4v+l 14 . y = x/(3r 4- 4) 

Ejercicios 15-20: Calcule f '(a) utilizando (3.1). 

15. fix) = x 1 16. fix) = sj2x 








3.2 Algunas reglas para determinar derivadas 


101 


17. f{x) = 6/x 2 
19. Ax) = l/(x + 5) 


18. /(x) = 8 - x 3 
20. f{x) = sfx 


funcion /. Trace la grafica de / ' y seflale en donde 
/ no es derivable. 


F.jereicios 21-22: Use las derivadas por la derecha 
por la izquierda para demostrar que/no es derival 
en x = 5. 

21. f{x) = | x — 51 

fix) = [x] (/es la funcion mayor entero 



Ejercicios 23-26: Trace la grafica de / y usela para 
encontrar el dominio de /'. 


23 /(*) = 

24. /(x) = 

25. /(a) = 


f 2x si x < 0 
( v 2 si x > 0 
px - 1 si x ^ 1 
) x 2 si x > 1 


1*1 

2-1 


si | x | < 1 

si Lx > I 


x — fx] si w < x < /? + lywes 
un entero par 

1 — x 4 [x] si n < x < n + 1 y n es 
un entero impar 


([ ]) denota la funcidn mayor entero.) 



29. Sea f(x ) = |x|. I>emuestre que f'(x) = 1 si 
x > 0 y que /'(x) = -1 si x < 0. 

30. Sea f(x) = |x|/x. Encuentre (a) el dominio de 
f \ (b) /'(x) para todo x en el dominio de /'. 

31. Demuestre que si /(x) es un polinomio de gra- 
do 1 entonces /'(x) es un polinomio de grado 
0. lQu6 sucede cuando /(x) es un polinomio de 
grado 2 o 3? 


32. Demuestre que D x c = 0 para todo numero real 
Ejercicios 27-28: Cada tigura muestra la grafica de una c . 


3.2 


ALGUNAS REGLAS PARA DETERMINAR DERIVADAS 


Esta secci6n contiene algunas reglas generales que simplifican la tarea de encontrar de¬ 
rivadas. En los enunciados de los teoremas se usard el operador diferencial D x para 
denotar derivadas (v6ase (3.6)). El primer resultado de esta seccidn se enuncia expre- 
sando: la c/erivada de una constante es cero. 


TEOREMA (3 J) 


Demostracion Sea / la funcidn constante definida por f(x) = c para todo x. De- 
mostraremos que /'(*) = 0. Como todos los valores de / son iguales a c, resulta que 
f(x + h) = c para todo h. Aplicando (3.4), 



f(x) = Km 

h^0 


fix 4- h) - f(x) 

h 



El ultimo paso es consecuencia del Teorema (2.13). 


Km 0 = 0 

Jl-0 


• • 
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TEOREMA (3.8) 


Demostracion Si f(x) = x para todo x, entonces 

/(* + /.)-/(*) 


/'(x) = lim 

/l-O 


(jc + h) - x 


= lim 

< 1-0 /» 

JL 

= Ifm - — h'm 1 = 1 • • 
&-*o n h-+o 


En la demostraci6n del Teorema (3.10) se usara la siguiente formula. 

TEOREMA (3.9) (« + W = a" + nif'h + a"-W 

DEL BINOMIO 


+ ••• + 


donde a y b son numeros reales, n es un entero positivo y 


+ • • * -f nab n 1 + b n 


n\ n{n — 1 )(n — 2) * • • in — r 4 I) 


n\ 

(/i - r)!r! 


r(r — 1 )(r — 2) * * * 1 

El Teorema del Binomio puede demostrarse por el metodo de induction matematica. 
Los casos particulares para w = 2, a = 3 y w = 4 son: 

(</ 4 h) 2 — a 2 -f lab + b 1 

(</ /,)*' = a 2 4 3 <rb 4 3 ah 2 4 b 3 

(a 4- b) 4 = a 4 4 4 a 2 b 4 6 crb 2 4 4 ah 2 4 b 4 


REGLA DE LA (3-10) 
POTENCIA 


— 


Si n es un entero positivo entonces D x (x ) = nx . 


Demostracion Sea fix) = x n . Se quiere demostrar que f(x) = nx n ~ l . Por (3.4), 

f , t , u fix 4 A) - fix) 

/(.x) = lim- 

h —0 It 

(x 4 h) n - x" 

- lim 

h -O b 

si el iimite existe. Usando cl Teorema del Binomio (3.9) con a = x y b = h. 

(v 4 hf = x* 4 nx* ] h 4 ^ v" 2 h 2 4 * * 4 nxh* 1 4 h*. 
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Todos los terminos despues del primero contienen un factor h elevado a alguna poten- 
cia entera. Restando x n y dividiendo entre h se obtiene 

/'(*) = Hm nx n ~ 1 -l- - x n ~ 2 h + • • • + nxh H ~ 2 + h n ~ 1 J. 

Como todos los terminos dentro del parentesis, excepto el primero, contienen una po- 
tencia de /?, resulta que f\x) = nx n ~ x . 

Para x # 0, la formula (3.10) es valida tambien cuando n = 0 pues en este caso 
/(*) « x° = 1 y, por el Teorema (3.7), /'(*) =0=0* jc 0_i . • • 


EJEMPLO 1 

(a) Evaluar D x (x 3 ) y (x 8 ). (b) Encontrar si 

ax dx 

Solucion Aplicando la Regia de la Potencia (3.10), 

(a) D x (.v 3 ) = 3x 2 y — (x 8 ) = D x (x 8 ) = 8x 7 

dx 

(b) Si .v = x 100 , entonces ^ = D x y = D x (x 100 ) = 100x" • 


Cuando se usan variables independientes diferentes de x, la Regia de la Potencia 
se escribe en terminos de esas variables: 

D, (t") = in"- \ D. (z") = nz"~\ D, ((•") = nv"~ *. 

En la Secci6n 3.6 se demuestra que la citada regia para las potencias es valida tam¬ 
bien cuando n es un numero rational. 

En los enunciados de los Teoremas (3.11) a (3.14) se supone que fyy son deriva- 
bles en x. 


TEOREMA (3.11) 


0 .k/w]-c 0 . [/ wl 


1 


Tomando </(x) = c/(x), se tiene 

h~* 0 h 

,„„rtx + h)-cA,) 

/i-0 h 


- Ifafte ,M - ml l 

ii-o |_ a 

±4 m 

h-*0 h 

= cf'(x) = cD x [/(X)] 


Demostracion 
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Para el caso especial /(*) = x", los Teoremas (3.11) y (3.10) dan la siguiente f6r- 
mula que es vdlida para todo numero real c y para todo entero positivo n: 

D x (cx") = (cn)x n '' 

Asi, para derivar cx n se multiplica el coeficiente c por el exponente n y se le resta 1 
al exponente original. 


EJEMPLO 2 

(a) Encontrar D x (lx*). (b) Encontrar F\z) para F(z) = -3 z' 5 . 
SollJCion Por los comentarios anteriores tenemos 

(a) D x (7x 4 ) = (7 • 4)x 3 = 28x 3 

(b) F(z) = D : (-3 z , 5 ) = ( —3)(15)z ,4 = -45z 14 • 


TEOREMA (3.12) 


(i) D x [f(x) + flU)] « D x [/(*)] + D x [f/(jf)l 

(ii) D x [/(x) - ffU)] = D x [/(jr)J - D x l«f(jr)) 


Demostracion Para demostrar (i) tomamos k(x) = f (x) + g(x). Demostraremos 
que k\x) = /'(*) + y (x). Esto puede hacerse como sigue: 


k'(x) = lim 


k{x + h) — k(x) 


h — Q h 

[./(v + h) + g0i + W] - [/(*) + Cf(x)] 


= lim 

h—Q 


h -*0 [_ h 


- /(•<) (l(* + h)~ fl(x)"| 

* J 

,, fix + h) — f(x) g(x + h ) - g(x) 

= lim —r-+ lim 

h^o h h-* o n 

= fix) + g’(x) 


Se puede usar un razonamiento semejante para demostrar la parte (ii). 


El Teorema (3.12) (i), el cual expresa que la derivada de una suma es la suma de 
las derivadas, puede generalizarse al caso de sumas de un numero arbitrario de funciones. 

Como un polinomio es una suma de terminos de la forma, cx n donde c es un nu¬ 
mero real y n un entero no negativo, pueden usarse los resultados sobre derivadas de 
sumas y diferencias para evaluar la derivada, como se ilustra en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 3 Encontrar f'(x) para f(x) = 2x 4 - 5x 3 + x 2 - 4x + 1. 
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Solucion 


/'(x) = D x (2x 4 — 5.x 3 4- .x 2 - 4.x + I) 

= D x (2.x 4 ) - D x (5x 3 ) + D x (.x 2 ) - D x (4.x) + D x (I) 
= 8.x 3 - 15.x 2 + 2x - 4 


REGIA DEL (3.13) 
PRODUCTO 


Dx \fix)g{x)\ = fix) D x (ff(jf)l + g(x) D x [/(x)] 


Demostracion Sea k(x) = /(x)</(x). Demostraremos que 


A'(x) = f{x)fi'(x) + </(x)/'(.x). 

Si k'(x) existe, entonces 


fc'(x) = h'm 


= h'm 

k-0 


k(x + h) — k(x) 

' n~ 

/(x + h)g(x + h) - J\x)y{x) 
h 


Para cambiar la forma del cociente de manera que el limite pueda evaluarse, sumamos 
y restamos la expresion f{x + h)g(x) en el numerador. Entonces 


*;'(\) = lim — - - ~ + + h ^ x ) - /(x)g(x) 

*-o h 

lo cual puede escribirse asi 


fc'(.x) = h'm 

k-0 


f(x + h) 


9(x + h) - r/( ,x) 


+ y(x) 


f(x + h)-f(x) 


= lim /(.x + /i) 

h -0 


lim 

/i-0 


g(x + /?) - #(x) 


+ lim g(x) 

h-*Q 


lim 

h -*0 


/(x-f h)-f(x) 


4 

Como /es derivable en x tambien es continua en x (vease el Teorema (3.5)). Por lo 
tanto lim/,- 0 /(x + h) = f(x). Tambien Iim A -^)^(x) = g(x), ya que x se mantiene 
fijo al tomar el limite. Finalmente, aplicando la definicion de derivada a f(x) y g(x) 
se obtiene 


k'(x) = f{x)f(x) + g(x)f(x) • • 


La Regia del Producto puede enunciarse como sigue: La derivada de un producto 
es igual al primer factor multiplicado por la derivada del segundo, mas el segundo fac¬ 
tor multiplicado por la derivada del primero. 

EJEMPIO 4 Encontrar/'(x) para /(x) = (x 3 + l)(2x 2 + 8x - 5). 

Solucion Usando la Regia del Producto (3.13), 

f\x) = (x 3 + I) D x (2x 2 + 8.x - 5) + (2x 2 + 8.x - 5) D x (x 3 + 1) 

= (x 3 + 1 )(4x + 8) + (2x 2 + 8.x - 5)(3x 2 ) 
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= (4.v 4 + 8.x 3 + 4.v + 8) + (6.x 4 + 24.x 3 - 15.x 2 ) 
= 10.x 4 + 32.x 3 - 15.x 2 + 4.x + 8 


En el Ejemplo 4 tambien se puede evaluar fix) multiplicando primero los dos fac- 
tores * 3 + 1 y lx 1 + 8x - 5 y derivando el polinomio resultante. 


REGLA DEL (3.14) 
COCIENTE 


[/UM - fix) D x [ </(*)] 

II— 


n r/jWfl j/U) A_L 

r UM ' 



Demostracion Sea k(x) = f (x)/tl(x). Demostraremos que 

,,, , _ g(x)f(x) - J(x) f/'(.x) 

[ 0 W ] 2 

Usando las definiciones para k'{x) y k(x), 

4 „ k(x + h)-k(x) 

k ( x) - hm-:- 

(1-0 h 

fix + h) _ f(x) 

g(x + h) g{x) 

= um--- 


(fix)f{x + h) - f(x)gix + h) 

= hm-—-—— -. 

4-0 hg(x + %M 

Rcstando y sumando g(x)f{x) en el numerador del ultimo cociente resulta 

g(x)f(x + h) - gix) fix) + g(x)f(x) - j\x)g(x 4 h) 


k'(x) = Um 

4-0 


o, equivalentemente, 


k'ix) = Hm 

4-0 


Infix + h)g(x) 

, v T fix + h) - /Ml , T gix + /?) - .</(*)] 

tft.v.l- - h - J-mi[ , —j 

tm _t___ — -—-— 


gix + h)g(x) 


Tomando el limite del numerador y cl denominador se obtiene la Regia del Cocien¬ 
te. • • 


La citada Regia del Cociente puede enunciarse como sigue: La derivada de un co¬ 
ciente es igual a/ denominador multiplicado por la derivada del numerador menos el 
numerador multiplicado por la derivada del denominador , todo ello dividido entre 
el cuadrado del denominador. 
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EJEMPLO 5 Calcular para y = 

dx 4x 2 

Solucion Por la Regia del Cociente (3.14), 


_ ( 4 .x 2 + 5) D x (3.x 2 - x + 2) - (3.x 2 - ,v + 2) D x (4.x 2 + 5) 
dx (4.x 2 + 5 ) 2 

_ (4.x 2 + 5)(6.x - 1) - (3.x 2 - .x + 2)(8.x) 

(4.x 2 + 5 ) 2 

_ (24.x J - 4.x 2 + 30.x - 5 ) - (24.x 3 - 8 .x 2 + 16.x) 

(4.x 2 + 5 ) 2 

4.x 2 + 14.x - 5 
~ (4.x 2 + 5) 2 ^ 


Ahora resulta fdcil generalizar la Regia de la Potencia (3.10) al caso en que el expo- 
nente sea un entero negativo. 


TEOREMA (3.15) 


Si n es un entero positive), entonces D t (x~ n ) = -nx~"~ l 

_ 


Demostracion Usando la definicion de x~" y la Regia del Cociente (3.14), 

Djx 1 =D X ( 

*V"J (.V") 2 


x"( 0 ) — K/i.x" 1 ) _ -nx "~ 1 
(jr*f .V 2 " 

-n.x'"'" -2 " = —nx~"~ l 


EJEMPLO 6 Derivar estas funciones: (a) ij(x) = 1/w 4 (b) M(s) = 3/s . 

Solucion 

(a) Eseribiendo tj( w) = w * 4 y usando el Teorema (3.15) (con vv como la variable in- 
dependiente), 

. a 4 

</(vv) = D w (vv 4 ) = -4w =- 3 

vv 

(b) Como H(s) = 35 "', 

/n.s)-D,(3s I ) = 3(-l).s- 2 = ~ • 

r 


Sean/y y funciones derivables tales que f(c) - g(c) para un numero c. En algu- 
nas aplicaciones puede considerarse una particula que sc mueve de izquierda a derecha 
sobre la grafica de/y luego cambia a la grafica de </en el punto P(c y /(c)), como se 
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FIGURA 3.7 



F1GURA 3.8 


v - tix f 4 hr f r 



x 


Solucion 


ilustra en la Figura 3.7. Se dice que la transicion es suave (o 
alisada) si /'(c) = g\c) (o si la derivada por la izquierda de 
/ en c es igual a la derivada por la derecha de g en c). En 
ese caso las rectas tangentes en P(c,/(c)) tienen la misma 
pendiente. Este concepto se usa en el siguiente ejemplo (vea- 
se tambien el Ejercicio 53). 


EJEMPLO 7 Una pelota rueda por el tobogan de una pis¬ 
cina. A1 Uegar al extremo del tobogan su trayectoria cambia 
suavemente a una trayectoria parabolica que conserva has- 
ta que cae al agua. El movimiento de la pelota se ilustra en 
la Figura 3.8, donde la grafica dey = f(x) representa la for¬ 
ma del tobogan y la trayectoria parabolica es la gr&fica de 
y = ax 2 + bx + c. El extremo del citado tobogan se en- 
cuentra sobre el eje .y y el nivel del agua coincide con el eje x. 

(a) Demostrar que c = /(0) y b = /'(0). (La constante a de- 
pende del impetu (o momentum) de la pelota en x = 0.) 

(b) Calcular la altura maxima del movimiento libre de la pe¬ 
lota suponiendo que f(x) = 2 + [x/(\ + x 2 )] y que la bo- 
la toca el agua en el punto (6, 0). 


(a) El numero c es la ordenada en el origen tanto de la parabola como de la grafica 
de / y, por lo tanto, c = /(0). 

La pendiente de la recta tangente a la parabola en el punto (x, y) es y = 2ax + 
b. En particular, en (0, c) la pendiente es 2a(0) + b = b. Como la pendiente de la rec¬ 
ta tangente a la grafica de /es /'(0) y el cambio de trayectoria es suave, necesariamen- 
te, b = /'(0). 

(b) Por los Teoremas (3.12) y (3.7) y la Regia del Cociente (3.14), 


/'(-*) = 0 + 


(1 + ,x 2 )(l) — x(2.v) 
(1 + x 2 ) 


1 - x 2 
I -F x 2 ' 


De los resultados de la parte (a), b = /'(0) = 1 y c = /(0) = 2. Por lo tanto, 

y = ax 2 + x -i- 2. 


es la ecuacidn de una parabola. Como (6, 0) es un punto sobre la parabola, 

0 = a(36) + 6+2 y <*=-&= 

Entonces resulta que 

y = ~ix 2 + x + 2. 

es la ecuacidn de una parabola. La altura maxima durante el vuelo corresponde al verti- 
ce de la pardbola, que es tambien el punto en el que la pendiente de la recta tangente 
es 0; es decir, y - 0. Se deja al lector el trabajo de verificar que este es el punto ( ^). 

Por lo tanto, la citada altura maxima es • 
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l as formulas de derivation (3.12), (3.13) y (3.14) estan expresadas en terminos de 
los valores /(at), g(x), f(x) y g‘(x). Si se desea enunciar estas reglas sin hacer refe¬ 
renda a la variable x, pueden aplicarse las siguientes formulas, en las que se supone 
que/y y son derivables (y que y es diferente de cero en la ultima de ellas). 


EJERCICIOS 3.2 



Ejercicios 1-32: Derive la funcidn. 

1. fix) = I Ox 2 4- 9 x — 4 

2. /(.x) = 6.x 3 - 5.x 2 + .x + 9 

3. f{s) = 15 - S + 4.V 2 - 5s 4 

4. /(/) = 12 — 3/ 4 4- 4/ ft 

5. gix) = (x 3 - 7)(2.x 2 + 3) 

6. k{x) — (2x 2 - 4x + l)(6x - 5) 

7. hir) = r 2 (3r 4 — 7r -I- 2) 

f. tfis) = (5 3 - 5s 4- 9)(2.s 4- 1) 


f. fix) 


4 .x- 5 
3x + 2 


10 . 


hix) = 


8.x 2 - 6.x + 11 
x - 1 


111 


hi:) = 


8 -z + 3 z 2 

2^97“ 


12. /(w) = 


2w 

H' 3 — 7 


13. fix) = 3.x 3 - 2.x 2 + 4.x - 7 


M. </(z) = 5r 4 - 8r 2 + z 


15. F(/) = / 2 + (l// 2 ) 
k. s(.x) = 2.x + (2.x)" 1 
*7. </(x) = (8.x 2 - 5x)(13x 2 4- 4) 
li. Hiy) = iy 5 - 2/)(7y 2 + y - 8) 
lq G(r) = (t> 3 — 1 )/(r 3 -f 1) 

/(0 s ® (8/ 4- 15)/(f 2 — 2/4-3) 


fix) = 


_1__ 

1 + .X + .X 2 + X 3 


^ 111 
32. p{ x) = 1 4— 4* 2 4" ? 

.X x z X 

*<*. yiz) = 42 z 3 -5z- l)(6z 2 + 7) 

V Mr) = 4iiv - I )(2r - 3> 

•»« K(s) = (3s) 4 26. IV(s)-(3s) 4 

^ /H.v) = I5.v - 4> 2 28. <Ar) = <5r - 4) 1 


»• /(0 = (2/r 2 ) + 7 3 °- S, ’ V) = ,2h ' + 1 )3 

31. M{x) — (2.x 3 — lx 1 + 4.x + 3)/x 2 

32. f{x) = (3x 2 - 5.x 4- 8)/7 

Ejercicios 33-34: Encuentre dy/dx usando (a) la Re¬ 
gia del Cociente (3.14), (b) la Regia del Producto 
(3.13), y (c) simplificando algebraicamente y usando 
(3.12) y (3.10). 

33. y = (3x- \)/x 2 34. y = (x 2 4- l)/x 4 

35. Halle la ecuacion para la recta tangente a la gra- 
fica de y = 5/(1 -I- x 2 ) en cada uno de los si¬ 
guientes puntos: 

(a)P(O, 5) (b)P(l,f) (c) P(-2, 1) 

36. Halle la ecuacion para la recta tangente a la gr3- 
fica de y = 2x 3 4- 4 a 2 - 5a - 3 en cada uno de 
los siguientes puntos: 

(a) P(0, -3) (b) P(-l, 4) (c) P(l, -2) 

37. Encuentre la abscisa de todos los puntos de la gra- 
fica de y = a 3 4- 2a 2 - 4a 4- 5 en los que la 
recta tangente es (a) horizontal y (b) paralela a 
la recta 2y 4- 8a - 5 = 0. 

38. Encuentre el punto P en la gr^fica de y = a 3 tal 
que la interception a de la recta tangente en P 
sea igual a 4. 


Ejercicios 39-40: Se dan la ecuacidn y la grafica de 
una curva clasica, con ay b constantes positivas. (Con- 
suite libros de geometria analftica para mayor infor¬ 
mation.) Calcule la pendiente de la recta tangente en 
el punto P. 

a 3 

39. La curva de Agnesi: y = P(a, a/2) 

a 4 * a 
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EJERCIQO 39 EJERCICIO 40 



41. Encuentre una ecuacion para la recta que pasa 
por al punto P{ 5, 9) y es tangente a la grafica 
de y = x 2 . 

42. Encuentre las ecuaciones dc las rectas que pasan 
por el punto P{ 5, 9) y es tangente a la grdfica 

de xy - 4. 

Ejercicios 43-46: Suponiendo que fy (I son funciones 
derivables tales que /(2) = 3, /'(2) = -1, </(2) = 
-5 y f/'(2) = 2, encuentre los numeros indicados. 


43. (a) (./ + 

(b) (/ - 

(c) (4/)'(2> 

<c| (//»)■(2) 

(d) (./</)'(2) 


44. (a) (g — f)'{2) 

(b) (g/f)'(2) 


(c) (4«)'(2) 

(d) (//)'(2) 


45. (a) (If- g)'( 2) 

(b) (5/ + 3 ff )'(2) 

(C) (i/(/)'(2) 


l<2) 

46. (a) (if - 2y)'(2) 

(b) (5M(2) 


(c) (6/7(2) 


| (2) 


47. Suponiendo que /, ff y h son derivables, use la 
Regia del Producto para demostrar que 

D x [ f(x)if{x)h(x)] = f(x)g(x)h'(x) + f{x)h{x)g(x) 

+ HxWxtfXx). 

Suponiendo que / = g = h y demuestre como co- 
rolario que 

D x [/<*)]* = 3 [fWY'f(x). 

48. Ampli'e el resultado anterior a un producto de 
cuatro funciones y obtenga una fdrmula para 
D x l/(x)] 4 . 

Ejercicios 49-50: Aplique el Ejercicio 47 para encon- 
trar dy/dx. 

49. y = (8.x - l)(.x 2 + 4.x 4- 7)(.x 3 - 5) 


50. y * (3.x 4 - 10.x 2 + 8)(2.v 2 - 10)(6.v + 7) 

51. En los aftos cuarenta, Emmanuel Zacchini del cir- 
co Ringling Brothers and Barnum & Bailey eje- 
cutaba regularmente el acto de la bala humana. 
La boca del carton se elevaba a 15 pie sobre el 
suelo y apuntaba segun un angulo de 45°. La tra- 
yectoria parabolica de Zacchini tenia un alcance 
horizontal de 175 pie (v£ase la figura). 

(a) Encuentre una ecuacion del tipo y = 
ax 2 + bx + c que especifique la trayecto- 
ria parabolica. 

(b) Calcule aproximadamente la altura maxima 
alcanzada por la bala humana. 

EJERGCIO 51 





52. Un cohete que se tiene emplazado al pie de una 
colina cuya pendiente es \ se dispara hacia la 
loma y sigue una trayectoria dada por y = 
-0.016* 2 + 1.6x. 

(a) ^Cual es la pendiente de la trayectoria del 
cohete en el momento del disparo? 

(b) ^Cual es la pendiente de la trayectoria cuan- 
do choca contra la colina? 

(c) Calcule la altura maxima del cohete sobre 
el suelo. 

EJERCGO 52 



53. Un grupo de ingenieros de caminos diserta un tra- 
mo de carretera que debe conectar una autopis- 
ta horizontal con otra que tiene una inclinacidn 
de 20° (es decir, una pendiente de \ ), como se 
ilustra en la figura. El enlace debe realizarse so¬ 
bre una distancia horizontal dc 800 pic usando 
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una curva parabolica para unir los puntos A y 
B. Obtcnga una ecuacibn del tipo y - ax 2 + 
bx + c para la parabola respectiva y determine 
las coordenadas de B. 

EJERCICIO 5.3 



En la figura se muestra una grafica generada por 
compuladora de la ecuacibn f(x) = -x } + 
9x 2 - I8a' + 6 , para 0 < x < 3. 

(a) Determine la abscisa del punto P en el que 
la recta tangente es horizontal. 

3>) ^.Existen otros puntos en la grafica comple- 
ta para los que f\x ) = 0? 



de manera que su altura 5(0 sobre el suelo du¬ 
rante los primeros 10 segundos de su ascenso es¬ 
ta dada por 5(0 = 6 + 2t + t 2 para 5(0 en 
unidades de distancia (pies) y / en segundos. 
(a) Calcule la velocidad del globo para / = 1, 
/ = 4 v t/£ 8. 


(b) Determine la velocidad del globo en el mo- 
mento en que se encuentra a 50 pie del suelo. 

56. Una pelota baja rodando por un piano inclina- 
do de manera que la distancia (en centimetros) 
que recorre al cabo de 3 segundos esta dada por 
5(0 = 2 t 3 + 3/ 2 + 4, donde 0 < / < 3 (v£a- 
se la figura). 

(a) ^Cubl es la velocidad de la pelota en / = 2? 

(b) ^En que momento alcanza una velocidad de 
30 cm/s? 


EJERCICIO 56 



57. Dos atletas se disponen a correr los 100 metros 
pianos. Las distancias s,(0 y s 2 (t) que cada 
uno de ellos recorre a los t segundos estb dada 
por s,(0 = 5 * 2 + 8r y s 2 (t) = 1100//(f -t* 100) 
para t ^ 0. Determine cual de los corredores es 
(a) el mbs rbpido en la salida; (b) el que gana 
la carrera; y (c) el mbs rbpido al cruzar la meta. 

58. Cuando cierto jugador de basquetbol (o balon- 
A:esto) salta para hacer un enceste, la altura de 
sus pies sobre el piso esta dada por 5(0 = 
— gt 2 + 16/ (5 en pies). 

(a) Suponiendo <J = 32, calcule el tiempo de 
vuelo en que el jugador se halla en el aire. 

(b) Determine la velocidad inicial y la altura de 
salto o distancia mbxima que alcanzan sus 
pies sobre el suelo. 

(c) En la Luna se tiene que y ^ V. Resuelva 
las partes (a) y (b) para este valor de </. 


3.3 


LA DERIVADA COMO TASA DE VARIACION 
(0 RAZON DE CAMBIO) 


Se han estudiado ya dos aplicaciones importantes de la derivada: rectas tangentes a gra- 
ficas y la velocidad de un objeto que se mueve sobre una linea recta. La derivada es 
util en muchas otras situaciones de la practica. Se utilizb en el Ejemplo 5 de la Seccion 
3.1 para representar amplificaciones opticas. En esta seccibn se estudian algunas otras 
aplicaciones que ilustran la gran utilidad de este poderoso concepto. 

La mayori'a de las cantidades que aparecen en la vida diaria cambian o varian en 
el tiempo. Esto es particularmente evidente en las investigaciones cientificas. Por ejem- 
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plo un qufmico puede estar interesado en la rapidez con la que cierta sustancia se di- 
suelve en agua. Un ingeniero electrico quizd necesite conocer la intensidad con la que 
la corriente varia en alguna parte de un circuito. Un biologo puede desear saber la rapi¬ 
dez con la que las bacterias en un cultivo aumentan o disminuyen. Podrian citarse mu- 
chos otros ejemplos, incluyendo algunos otros de campos fuera de las ciencias naturales. 
Consideremos la siguiente situation general, que podria aplicarse a todos los ejemplos 
anteriores. 

Sea w una variable que es una funcidn del tiempo tal que al tiempo / se tiene, w = 
0(0, donde g es una funcidn derivable. La diferencia entre el valor inicial y el final 
de w en el intervalo de tiempo [/, / /i] es y(t + h) - g(t). La siguiente definition 

es analoga a la del concepto de velocidad en el Capitulo 2. 



(i) La tasa (o razon) media de variacion de w = ait) 



(ii) La tasa (o razon) de variacidn de w = </(/) con res- 



Las unidades que deben usarse en la Definicidn (3.17) dependen de la naturaleza 
de la cantidad representada por w. A veces se llama a dw/dt la tasa (o razon) instantA- 
nea de variacidn de w con respecto a t. 

EJEMPLO 1 Un fisico descubre que cuando cierta sustancia se calienta, la tempera- 
tura, medida en grados Celsius (o ccntigrados) despues de t minutos, esta dada por g(t) = 
30/ + 6 Vt -f 8 para 0 < t < 5. 

(a) Calcular la tasa media de cambio o variacidn de g(t) durante el intervalo de tiempo 
[4, 4.41]. 

(b) Calcular la tasa de variacion de g(t) en / = 4. 

Solucion 

(a) Sustituyendo / = 4 y h = 0.41 en la Definicidn (3.17)(i) se obtiene que la tasa 
media de cambio de g en [4, 4.41] es 


</(4.41) — g{4) _ [30(4.41) + 6 v 4.41 + 8] - [120 + 6y4 + 8] 


0.41 


0.41 
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(b) De acuerdo con la Definition (3.17) (ii) la raz6n o tasa de cambio de g(t) al tiempo 
t es g'(t). En el Ejemplo 2 de la Seccidn 3.1 demostramos que £>,(Vx) = l/(2Vjr). Por 
lo tanto, 

g'U) = D, (30r + 6s/t + 8) 


= 30 + 6 


fe) +0 


= 30 + -p. 

En particular, la tasa de variacion de g(t) en 1 = 4 es 

3 


</'(4) = 30 + -= 


= 31.5 °C/min • 


Tiempo Posicibn de P 




FIGURA 3 9 Si un punto P se mueve sobre una recta coordenada / de 

manera que su coordenada al tiempo / es $(/), como se ilus- 
tra en la Figura 3.9, entonces s es la funcibn de posicibn de 
P. Segun (3.2) (ii), la velocidad v(/) de Pal tiempo t es s '(f). 
En terminos de la Definicibn (3.17), la velocidad es la tasa 
—► de variacibn de s( t) con respecto al tiempo (su rapidez de va¬ 

riacibn). 

La aceleracidn a(t) de P al tiempo / se define como la 
tasa de cambio de la velocidad con respecto al tiempo, es de- 
cir, a(t) = v'(/). Por lo tanto la aceleracibn es la derivada 
D t [$'(/)] de $'(/). En la Seccion 3.7, D, [$'(/)] se llama la segunda derivada de s con 
respecto a / y se denota por s"(/). La siguiente definicion resume esta discusion e intro¬ 
duce el concepto de rapidez de movimiento (o valor absoluto de la velocidad) de P. 



DEFINICION (3.18) 


Sea P un punto sobre una recta coordenada / tal que su 
posicibn al tiempo / esta dada por s(t), donde s es una 
funcibn derivable. 

(i) La velocidad v(/) de Pal tiempo t es v(/) *$'(/). 

(ii) La rapidez de P al tiempo t es |v(0|. 

(iii) La aceleracibn a(t) de P(f) al tiempo ( es a(t) = 
v (/) = 


En los terminos de esta definicion, v se llama la funcibn velocidad de P, y a es la 
funcibn aceleracibn de P. Se utiliza tambien la notacion 


ds 
V ~ dt 


dv 
dt ' 


Si t se mide en segundos (s) y s(t) en centimetros (cm), entonces v(/) se expresa 
en cm/s y a(t) en cm/s 2 (centimetros por segundo por segundo, o por segundo al cua- 
drado). Si / se mide en horas y $(/) en kilometros o millas, entonces v(f) se expresa 
en km/h o mi/h, y a(t) en km/h 2 o mi/h 2 , respectivamente. 
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En el Capitulo 2 se hizo notar que si v(f) es positiva en un intervalo de tiempo, 
entonces el punto Pse mueve en la direccion positiva de /. Si v(f) es negativa entonces 
el movimiento es en la direccidn negativa. La velocidad es cero en los puntos donde 
P cambia de direccion. Todo esto serd demostrado en el Capitulo 4 junto con el hecho 
de que cuando la aceleracidn a(t) es positiva, entonces la velocidad es creciente. Si a(t) 
es negativa la velocidad es decreciente. 

EJEMPLO 2 La funcidn de posicidn s de un punto P que se mueve sobre una recta 
coordenada esta dada por 

S (t) = t i ~ 12 1 2 + 36 1 ~ 20 

en donde t se mide en segundos y s(/) en centimetros. Describir el movimiento de P 
durante el intervalo de tiempo [—1, 9]. 

Solution Derivando, 

ifr) = s'(r) = 3f 2 - 24t + 36 = 3(t - 2)(t - 6), 
y a(t) = i?'(f) = 6f - 24 = 6(t - 4). 

Determinemos cuando v(f) > 0 y cuando v(/) > 0, pues esto indicara cuAndo P se 
mueve hacia la derecha y cudndo hacia la izquierda. Vemos que v(f) = 0 en t = 2 y 
l = 6. Esto sugiere que se analice el movimiento en los siguientes intervalos de [ — 1, 9): 

(-1,2) (2, 6) (6, 9) 

Como v(r) es un polinomio, es positivo o negativo en cada uno de estos subintervalos 
(v^ase el Corolario (2.30)). Como en el Ejemplo 6 de la Seccion 2.5, podemos deter- 
minar el signo de v(/) usando valores de prueba, como se indica en esta tabla (verifi- 
quese cada valor): 


Intervalo de tiempo 

(-1,2) 

(2,6) 

(6.9) 

k 

0 

3 

7 

Valor de prueba v(k) 

36 

-9 

15 

Signo de v(/) 

+ 


+ 

Direccidn del movimiento 

a la derecha 

a la izquierda 

a la derecha 


En la siguiente tabla se muestran los valores de la funcidn de posicidn, la funcion 
velocidad y la funcion aceieracion, en los extremos del intervalo de tiempo [-1, 9], y 
tambien los tiempos en los que la velocidad o la aceieracion valen cero. 


t 

-12469 

.«<) 

no) 

-69 12 -4 -20 61 

63 0 -12 0 63 

-30 -12 0 12 30 
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FIGURA 3.10 



-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-I-1-1-1-1-► 

-70 - 60 - 50 - 40 - 30 - 20 -10 0 10 20 30 40 50 60 70 * 

Es conveniente represents graficamente el movimiento de P como en la Figura 3.10. 
La curva situada arriba de la recta coordenada no es la trayectoria del punto pero indi- 
ca c6mo se mueve P sobre la recta /. 

Como esta indicado en las tablas y en la Figura 3.10, al tiempo / = -1 el punto 
esta a 69 cm a la izquierda del origen y se mueve hacia la derecha con yna velocidad 
de 63 cm/s. La aceleracion negativa de -30 cm/s 2 indica que la velocidad esta dismi- 
nuyendo a razon de 30 centimetros por segundo en cada segundo (cm/s 2 ). El punto con- 
tinua moviendose hacia la derecha pero mas lento, hasta que su velocidad se vuelve cero 
en t = 2, 12 cm a la derecha del origen. En ese instante el punto P invierte la direccion 
(o sentido) de su movimiento y va hacia la izquierda, hasta que en el tiempo / = 6, 
20 cm a la izquierda del origen, vuelve a cambiar de direccion. Continua moviendose 
a la derecha en el resto del intervalo de tiempo, aumentando su velocidad. El sentido 
del movimiento esta indicado con flechas sobre la curva de la Figura 3.10. • 

EJEMPLO 3 Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial 
de 120 m/s. Su altura sobre el sueio / segundos despues esta dada por s(t) = -4.9/ 2 + 
120/. Calcular el tiempo en el que el proyectil llegara al sueio de regreso y su velocidad 
en ese momento. ^Cual es la altura maxima alcanzada por el proyectil? ^Cual es la ace¬ 
leracion en cualquier instante /? 

Solucion El proyectil se mueve sobre una recta coorde¬ 
nada vertical con el origen al nivel del sueio y direccibn posi- 
tiva hacia arriba, como se ilustra en la Figura 3.11. El 
proyectil se halla al nivel del sueio cuando -4.9/ 2 + 120/ = 
0, es decir, euando -4.9/(/ - 120/4.9) = 0. Esto da / = 0 
yt = 120/4.9 24.5. Por lo tanto, el proyectil tocard el sue¬ 

io al caer de regreso a los 24.5 segundos. La velocidad al tiem¬ 
po / es 

v(/) = s(t) = -9.8/ + 120. 


En particular, con / = 120/4.9, obtenemos la velocidad de 
impact o: 

v(120/4.9) = -9.8(120/4.9) + 120 = -120 m/s. 

La velocidad negativa indica que en el instante en que el proyectil llega al sueio, se esta 
moviendo en la direccion negativa de / (hacia abajo). Nbtese que la rapidez en este tiempo 
es 

| v(25)| = |-120| = 120 m/s. 

La altura maxima se alcanza cuando la velocidad es cero, es decir, cuando $'(/) = 


FIGURA 3.11 
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-9.8/ + 120 = 0. Despejando / obtenemos / = 120/9.8 * 12.24 s, y por lo tanto la 
altura maxima es 

5(120/9.8) = -4.9(120/9.8) 2 + 120(120/9.8) = 7200/9.8 * 734.7 m. 
Finalmente, la aceleracion al tiempo / vale 

a(t) = v (/) = -9.8 m/s 2 . 

Esta aceleracibn constante se debe a la fuerza de gravedad. • 


Se pueden estudiar razones de cambio o tasas de variacibn con respecto a variables 
distintas del tiempo, como se indica en la siguiente definicion. 


DEFINICION (3.19) 


Sea y = /( a *), donde x es cualquier variable. 

(i) La tasa media de variacion de y con respecto a x 


en el intervalo |jc, x + /i] es el cociente 



(ii) La tasa de variacibn de y con respecto a x es el H- 
mite de la razon promedio cuando h -► 0, es decir, 
dy/dx. 


Segun la Definicion (3.19) (ii), si la variable x cambia, entonces y cambia a raz6n 
de dy/dx unidades por unidad de cambio de x. Por ejemplo, supongamos que un gas 
esta encerrado en un globo esferico. Si el gas se calienta o se enfria pero la presion se 
mantiene constante, entonces el globo se dilata o se contrae y su volumen V es una fun- 
cion de la temperatura T. La derivada dV/dT es la tasa de variacibn (o razon de cam¬ 
bio) del volumen con respecto a la temperatura. 


EJEMPLO 4 La corriente / (en amperes. A) en un circuito electrico esta dada por / = 
100//?, donde R es la resistencia (en ohms, fi). Calcular la tasa de cambio o variacibn 
de / con respecto a R cuando la resistencia es 201L 


Solucion Escribiendo / = 100 R' [ y aplicando la Regia de la Potencia (3.10) 


dl 

dR 


= 1CKX — 1 )R 


100 

7F 


Sustituyendo R por 20, 

dl_ _ _ 100 _ 1 

JR ~ ~ 400 " 4* 

Entonces, cuando R = 20, al aumentar R , / disminuye a razbn de 0.25 amperes por 
ohm (A/fl). • 
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El cdlculo se ha convertido en un instrumento importante para resolver algunos pro- 
blemas que surgen en la ^conomia. Si para describir una cierta cantidad economica se 
usa una funcion /, entonces, se emplea el adjetivo marginal para hacer referenda a 
la derivada /'. 

Sea x el numero de unidades de algun bien de consumo. Los economistas usan fre- 
cuentemente las funciones C, c, R y P definidas como sigue: 

Funcion de costo: C(x) = Costo de produccion de x unidades. 

Funcidn de costo medio: c(.v) = ^ = Costo medio de produccion de una 

unidad. 

« 

Funcion de ingreso: R(x) = Percepcibn por la venta de x unidades. 

Funcion de utilidad: P(x) = R(x) — C(jt) = Utilidad (o ganancia) por la venta 
de x unidades. 

Para utilizar el calculo, se supone que x es un numero real, aunque en general esta va¬ 
riable toma sblo valores enteros. Se supone siempre que x > 0, ya que la produccion 
de un numero negativo de unidades no tiene sentido en la practica. 


EJEMPLO 5 Un fabricante de grabadoras portables tiene un costo fijo mensual de 
$10000 (dolares), un costo de produccion de $12 por unidad y un precio de venta 
dc $20 por unidad. 

(a) Calcular C(x), c(a-), R(x) y />(*). 

(b) Determinar los valores de las funciones en la parte (a) para x = 1000. 

(c) ^Cuantas unidades deben fabricarse para no salir perdiendo? 

Solution 

<a) El costo de produccion de x unidades es 12 jt. Como hay ademas un costo fijo men¬ 
sual de $10 (XX), el costo mensual total cuando se fabrican * unidades es 

C(jc) = 12* + 10000 

C(jr) JO OCX) 

x x 

R(x) = 20a 

y P(x) = R(x) - C( a) = 8a - 10000. 

(b) Sustituyendo a = 1000 en la parte (a), 

C(1000) = 22000 (costo de fabricacion de 1000 unidades) 
c(1000) = 22 (costo medio de fabricacion por unidad) 


En consecuencia, c(a) = 
Vemos tambien que 
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/? (1000) = 20000 (ingreso total por la venta de 1000 unidades) 

P(1000) = -2000 (utilidad en la fabrication y venta de 1000 

unidades) 

Notese que el fabricante tendria una perdida de $2000 por mes si se fabricaran y vendie- 
ran solamente 1000 unidades. 

(c) Para que no haya perdida, la ganancia minima debe ser cero, es decir, Sx - 10 000 = 
0. Esto da 


8jc = 10000 o bien x = 1500. 

Por lo tanto, para el punto de equilibrio (no salir perdiendo) es necesario producir y 
vender 1500 unidades al mes. • 

Las derivadas C', c\ R' y P' se llaman funcion de costo marginal, funcion de costo 
medio marginal, funcidn de ingreso marginal y funcion de utilidad marginal, respecti- 
vamente. El numero C'(x) es el costo marginal asociado a la production de x unidades. j 
Si se interpreta la derivada como la tasa de variation o de cambio, se dice entonces que 
el costo varia con respecto a la cantidad de unidades producidas x a razon de C\x) 
unidades monetarias por unidad de production. Pueden hacerse afirmaciones scmejan- 
tes para c'(jc), /?'(*) y P (x). 

Si Ces la funcion de costo y n es un entero positivo entonces, por la Definition (3.1), 
C’(n) = Urn C <" + *> ~ C ^> . 

/r-K> h 

Por lo tanto, si h es pequefio entonces 

C'(n) . c <" * »> - c w . I 

Cuando la cantidad n de unidades producidas es grande, los economistas suelen tomar 
h = 1 en la formula anterior y estimar el costo marginal por 

C'(n) * C(n + 1) - C(n). 

En este contexto, el costo marginal asociado a la produccidn de n unidades es (aproxi- 
madamente) igual a / costo de producir una unidad mas. 

Algunas empresas consideran que el costo C(x) de producir x unidades de un bien 
de consumo esta dado nor una fdrmula como esta: 

C(x) = a + bx + dx* + kx 1 . 

La constante a reprcsenta un costo fijo por conceptos como alquiler, electricidad y ca- 
lefaccion, que son indcpendientes del numero de unidades producidas. Si el costo de 
producir una unidad fuera b y no hubiese otros factores implicitos, entonces el segundo 
termino bx en la formula representaria el costo de produccion de x unidades. Cuando 
x es muy grande, entonces los tdrminos dx 2 y kx 3 pueden afectar significativamente 
los costos de produccion. 
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EJEMPLO 6 Una fabrica de productos electronicos calcula que el costo de producir 
x componentes para juguetes de tal tipo esta dado por 

C( x) = 200 + 0.05* + 0.0001* 2 

(a) Calcular el costo, el costo medio y el costo marginal por la produccion de 500 uni- 
dades, de 1000 unidades y de 5000 unidades. 

(b) Comparar el costo marginal por la produccion de 1000 unidades, con el costo de 
producir la milesimo primera (o 1001-esima) unidad. 

Solucidn 

(a) El costo medio de producir x componentes es , 

c{x ) = + 0.05 + 0.0001* 

x x 


El costo marginal es 


C'(*) = 0.05 + 0.0002*. 

Se deja al lector el trabajo de verificar los valores de la tabla siguiente en la que se han 
desechado los milesimos de unidad monetaria. 


Unidades 

* 

Costo 

CM 

Costo medio 

, . C(x> 
cM =- 

.X 

Costo marginal 

C'(jc) 

500 

250.00 

0.50 

0.15 

1000 

350.00 

0.35 

0.25 

5000 

2950.00 

0.59 

1.05 


(b) Usando la funcidn de costo, 

C(1001) = 200 + 0.05(1001) + (0.000 !)(1000) 2 = 350.25 
Por lo tanto, el costo de producir la mil&imo primera unidad es 
C(1001) - C(1000) = 350.25 - 350.00 = 0.25 
que es igual al costo marginal C'(1000). • 


Las empresas deben tener en cuenta muchos factores para determinar el precio de 
venta de cada producto. Adem&s del costo de produccion y la ganancia deseada, la fa¬ 
brica debe considerar el comportamiento de la demanda con respecto a los increment os 
de precio Para algunos productos la demanda es constante y los cambios de prccio tie- 
nen poco efecto en las ventas. Un aumento de precio en los articulos que no son de 
primera necesidad normalmente produce una disminucidn en la cantidad de unidades 
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vendidas. Una compaftia puede conocer por experiencia el precio por unidad p(x) que 
induce una venta de x unidades; p se llama funcion de demands para el producto en 
cuestion y se dice que p(x) es el precio por unidad cuando la demands es de x unidades. 
El ingreso total, o perception, es el numero de unidades vendidas multiplicado por el 
precio por unidad, es decir, x • p(x). Por lo tanto, 

R(x) = xp(x). 

La derivada p se llama funcidn de demands marginal. Mas adelante se dardn algunos 
ejemplos de funciones de demanda. 


EJERCICIOS 3.3 

1. Un globo esferico se infla y su radio (en centi- 
metros) a los / minutos est& dado por r(t) = 

3donde 0 < / < 10. Calcule la raz6n de 
cambio con respecto a t en / = 8 de las siguien- 
tes cantidades. 

(a) r(0 ( Sugerencia : V6ase el Ejemplo 4 de la 
Seccidn 3.1.) 

(b) El volumcn del globo. 

(c) El area de la superficie del globo. (Sugeren¬ 
cia: Usar la Regia del Producto.) 

2. El volumen V (en pie 3 ) de una pequefta represa 
durante la epoca de lluvias esta dado por V - 
5000(/ + l) 2 , donde / se mide en meses y 0 < 
t < 3. La tasa de cambio del volumen con res¬ 
pecto al tiempo es el flujo instantaneo hacia la 
represa. Calcule el flujo en los tiempos / = 0 y 
/ = 2. i,Cual es el valor del flujo cuando el volu¬ 
men es de 11 250 pie 3 ? 

3. Suponga que el pulso de un individuo (en lati- 
dos/minuto) a los t segundos de haber comenza- 
do a correr, est& dado por P(t) = 56 + 2/ - 
/, para 0 < t < 7. Calcule la tasa de cambio de 
P(t) con respecto a t en (a) / = 2, (b) / = 4 y 
(c) / = 6. 

4 . La temperatura T(en °C) de una solucion al tiem¬ 

po t (en minutos) estd dada por T(t) = 10 + 
4 1 + [3/(/ 1)1 para 1 < / < 10. Calcule la ta¬ 

sa de variacion o cambio de T(t) con respecto 
a / en (a) t = 2, (b) / = 5 y (c) t = 9. 

5. Un piedra se deja caer a un cstanque y produce 
ondas de agua que forman circulos concentricos. 
El radio de una onda es de 40 1 centimetros a los 
t segundos. Calcule la tasa de cambio con res¬ 
pecto a t del area del circulo en (a) / = l, 
(b) / = 2 y (c) t - 3. 


6. La ley de Boyle para los gases dice que pv - c 
donde p es la presidn, v el volumen y c una cons- 
tante. Suponga que al tiempo t (en minutos) la 
presidn es 20 + It cm/Hg para 0 ^ / < 10, y 
que el volumen en t = 0 es de 60 cm 3 . Determi¬ 
ne la raz6n de cambio del volumen con respects 
a t en t = 5. 

7. Una poblacibn de moscas crece en un recipiente 
grande. El numero de moscas P (en cientos) a las 
t semanas esta dado por P = 12/ 2 — / 4 + 5. 
^Cuando deja de crecer la poblacion? ^En que 
intervalos de tiempo es positiva o negativa la ta¬ 
sa de crecimiento de la poblacion? 

8. Cuando se calienta un frasco que contiene 10 mo¬ 
les de un gas A, la velocidad de las moleculas del 
gas aumenta y se forma un segundo gas B. Cuan¬ 
do chocan dos moleculas del gas A, se originan 
dos moleculas del gas B. El numero y de moles 
(mol) del gas B a los / minutos esta dado por 
y = 10//(/ -i- 4). Evalue la rapidez de la reac- - 
cion (en mol/min) cuando el numero de moles 
del gas A es igual al numero de moles del gas B. 

Ejercicios 9-14: Encuentre la velocidad y la acelera- 
cion al tiempo / correspondientes a las funcicnes de 
posicidn s de un punto en movimiento rectilineo, y des- 
criba el movimiento del punto durante el intervalo de 
tiempo indicado. Ilustre el fenomeno con un diagra- 
ma como el de la Figura 3.10. 

9. 4f) = 3/ 2 - 12/ 4- 1, [0, 5] 

10. 40 = t 2 + 3/ - 6. [-2, 2] 

11. .s(0 - t 3 9/4-1, [-3, 3] 

12. 40* 24 4-6/ -/\ [-2.3] 
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13. M0= 2f 4 - 6r\ [-2.2] 

14. s(/) = 2/ 3 — 6/ 5 , [-!, 1] 

15. Se dispara un proyectil verticalmente hacia arri- 
ba con una velocidad inicial de 144 pie/s. Su al- 
tura sobre el suelo s(/) (en pies) a los / segundos 
(s) esti dada por s(t) = 144/ - !6/ 2 . ^Cual es 
la velocidad y cu41 la aceleracion a los / segun¬ 
dos? ^cuales son a los 3 s? ^Cual es la altura ma- 
xima? ^Cuando llega al suelo? 

Un automovil baja por un piano inclinado (ver 
la figura). El numero de pies s(t) recorridos a 
los t segundos esta dado por s{t) = 5 1 2 + 2. 
iCual es la velocidad en / = Is? ^En / = 2s? 
^Cuando alcanza una velocidad de 28 pie/s? 



17. La iluminacion producida por una fuente de luz 
es directamente proporcional a la intensidad de 
la fuente e inversamente proporcional al cuadra- 
do de la distancia 5 a la citada fuente. A una dis- 
tancia de 2 pie de una hoguera, el luxometro de 
un fotografo registra 120 unidades. El fotdgra- 
fo se aleja poco a poco de la hoguera. Calcule 
la tasa de cambio de la lectura del luxometro con 
respecto a s cuando esta a 20 pie de la hoguera. 

lg. Demuestre que la tasa de cambio del volumen de 
una esfera con respecto al radio es igual al area 
de la superficie. 

If. Demuestre que la tasa de cambio del radio de una 
circunferencia con respecto a su perimetro es in- 
dependiente de su tamano. 


20. La relacion entre la temperatura F en la escala 
Fahrenheit y la temperatura C en la escala Cel¬ 
sius esta dada por C = J (F - 32). iCuil es la 
raz6n de cambio de F con respecto a C? 

21. La resistencia electrica R de un alambre de co- 
bre de longitud constante es inversamente pro¬ 
porcional al cuadrado de su didmetro d. <*,Cual 
es la tasa de cambio o variacion de R con respec¬ 
to a dl 

22. En la 6ptica se utiliza la ecuacion de las Ientes 
1// = (1 /p) + (l/<7), donde /es la distancia fo¬ 
cal de una lente convexa y p y ^son las distan¬ 
ces de la lente al objeto y a la imagen 
respectivamente. (Vease la figura del Ejercicio 53 
de la Seccion 2.4.) Encuentre una fdrmula gene¬ 
ral para la tasa de cambio de q con respecto a 
p cuando / se mantiene fija. 

Ejercicios 23-26: C es la funcion de costo de un pro- 

ducto. (a) Calcule el costo de produccion de 100 uni¬ 
dades, y (b) encuentre las funciones de costo medio 

y marginal y obtenga sus valores en x = 100. 

23. O v) = 800 4- 0.04 v + 0.0002.V 2 

24. C(x) = 6400 + 6.5.V + 0.003.V 2 

25. C(.v) « 250 4- 100v -»- 0.00Lv 3 

26. C(.v) = 21X) + (100, v) 4- (.v/100) 

« 

27. Un fabricante de motores pequeftos calcula que 
el costo de produccion de x unidades al dia esti 
dado por C(x) = 100 + 5Ox 4- (100/*). Com¬ 
pare el costo marginal c- producir 5 motores con 
el costo de la produccibn del sexto motor. 

28. Una compaflia lleva a cabo una serie de pruebas 
piloto para la produccion de un nuevo solvente 
industrial, y encuentra que el costo de producir 
* litros para cada prueba esta dado por C(x) = 

3 4- * 4- (10/*). Compare el costo marginal de 
producir 10 litros con el costo de producir el un- 
decimo litro. 



INCREMENTOS Y DIFERENCIALES 


, i ,:An u - fi y\ en donde /es una funcion. En muchas apiicacio- 

: 2 , entonces 

A* = x-> - X\. 
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El numero Ax es el increment*) de x. N6tese que x 2 = X\ + Ax , es decir, el nuevo 
valor x 2 es igual al valor inicial x } mas el incremento Ax. El 
figura 3.12 simbolo Ay se usa para denotar el cambio en la variable de- 

pendiente y que corresponde a Ax. Entonces 

A .y = f(x 2 ) - /(*,) = fix r, + Ax) - /(oc,). 

En la Figura 3.12 se ilustran graficamente los incrementos 
Ax y Ay. 

En ocasiones se utiliza x para representar el valor inicial 
de la variable dependiente. En ese caso, para indicar un cam¬ 
bio (pequeno) de esta variable, se dice que x tiene un incre¬ 
mento Ax. Con esto la definicion de Ay adquiere la siguiente 
forma. 



DEFINICION (3.20) 


SI = f(x)y x tiene un incremento Ax, entonces el in¬ 
cremento Ay de y es 


A y = f(x + Ax) - f(x) 


. - 


EJEMPLO 1 Sea y = 3* 2 - 5. 

(a) Calcular el incremento Ay correspondiente a un incremento Ax de x. 

(b) Calcular Ay cuando x cambia de 2 a 2.1. 

Solucion 

(a) Sea f(x) = 3x 2 — 5. Aplicando la Definicion (3.20), 

Ay = f(x + A.x) - f(x) 

= [3(x + A.x) 2 - 5] - [3.x 2 - 5] 

= [3(x 2 + 2x(A.x) -l- (Ax) 2 ) — 5] — [3x 2 — 5] 

= 3x 2 4- 6x(Ax) 4* 3(Ax) 2 - 5 - 3x 2 4 5 
= 6x(A.x) 4- 3(Ax) 2 

(b) Deseamos calcular Ay cuando x = 2 y Ax = 0.1 Sustituyendo en la fbrmula para 

Ay, 

Ay = 6(2)(0.1) 4- 3(0.1) 2 

= 12(0.1) 4- 3(0.01) = 1.2 4- 0.03 = 1.23 

Por lo tanto, el cambio de y es 1.23 cuando x varia de 2 a 2.1. Tambien podemos calcu¬ 
lar Ay directamente como sigue: 

Ay = f(x 4- Ax) - f(x) = /( 2. 1) - /(2) 

= [3(2.1) 2 — 5] — [3(2) 2 — 5] = 1.23 • 
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La notation de incrementos puede usarse para definir la derivada de una funcidn. 
Basta sustituir h por Ax en (3.4) y asi: 


(3.21) 


/'(*) 


lim 

A.r—0 


/(* + Ax) - /(*) 
Ax 


lim 


Ay 

Ax 


Esto puede expresarse: La derivada de f es el li'mite de la razon del incremento Ay de 
la variable dependiente al incremento Ax de la variable independiente , cuando Ax tien- 
de a cero. En la Figura 3.12 puede verse que Ay/Ax es la pendiente de la recta secante 
que pasa por P y Q. De (3.21) se advierte que si f \x) existe, entonces 

Av 

~ ^ / (x) cuando Ax « 0 o bien Ay =* /'(x)Ax cuando Ax * 0. 

< 

En la siguiente definition se da un nombre especial a /'(x)Ax. 


DEFINICION (3.22) 


Seay = /(x), donde/es una funcidn derivable, y sea 
Ax un incremento de x. 

(i) La diferencial dx de la variable independiente x es 
dx = Ax. 

(ii) La diferencial dy de la variable dependiente y es 
dy = f \x) Ax = /'(x) dx 



En (3.22) (i) puede verse que la (variacidn) diferencial dx de la variable indepen¬ 
diente x es igual a su incremento Ax. Sin embargo, esto no sucede con la variable de¬ 
pendiente y. Como puede verse en (ii) el valor de dy depende de x y de dx . 

Si ambos lados de la ecuacion dy = f \x)dx de la Definition (3.22) (ii) se dividen 
entre dx (suponiendo que dx * 0), se obtiene lo siguiente. 


(3.23) 


dx 


rm 


Hm 


Ay 

Ax 


Por lo tanto, la derivada /'(x) puede expresarse como el cociente de dos diferenciales. 
Esto justifica la notation dy/dx que se presento en (3.6) para la derivada de y = /(x) 
con respecto a x. 

Los comentarios previos a la Definition (3.22) conducen a lo siguiente. 


(3.24) 


Si Ax « 0, entonces Ay ^ dy - f \x)dx = ( D x y)dx . 


Por tanto, si y = /(x), dy puede usarse como un valor aproximado del incremento 
exacto Ay de la variable dependiente correspondiente a un incremento pequeno Ax de 
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.v. Esta observacion es util para las aplicaciones en que se requiere una estimacion de 
la variacibn de y. 


EJEMPLO 2 Sea y = 3x 2 - 5. Utilizar dy para estimar Ay cuando x cambia de 2 a 
2 . 1 . 

SolllCion Sea f(x) = 3x 2 - 5. En el Ejemplo 1 vimos que Ay = 1.23. Usando la 
Definicion (3.22), 

dy = f\x)dx = 6 xdx. 

En este ejemplo, x = 2, Ax * dx = 0.1, y 

dy = (6)(2)(0.1) = 1.2 

Observese que el valor 1.2 coincide con el valor exacto hasta la primera cifra deci¬ 
mal. • 

EJEMPLO 3 Sea y = x 3 y Ax un incremento de x. Calcular (a) Ay , (b) dy , 
(c) Ay - dy y (d) el valor de Ay - dy para x = 1 y Ax - 0.02. 

Solucion 

(a) Usando (3.20) con f(x) = x } 

Ay = /(x -I- Ax) - /(x) = (x + Ax) 3 - x 3 . 

Aplicando el Teorema del Binomio (3.9) «on n = 3, 

Ay = [x 3 + 3x 2 (Ax) + 3x(Ax) 2 + (Ax) 3 ] - x 3 
= 3x 2 (Ax) + 3x(Ax) 2 + (Ax) 3 

(b) Por la Definicion (3.22) (ii), 

dy - f \x)dx - 3 x 2 dx = 3x 2 (Ax) ^ 

(c) De las partes (a) y (b), 

i 

Ay - dy = [3x 2 (Ax) -I- 3x(Ax) 2 + (Ax) 3 ] - 3x 2 (Ax) 

/= 3x(Ax) 2 -h (Ax) 3 

(d) Sustituyendo x = 1 y Ax = 0.02 en la parte (c), 

Ay — dy = 3(1)(0.02) 2 -f (0.02) 3 

= 3(0.0004) + (0.000008) = 0.001208 * 0.001 

Esto muestra que si dy se usa para estimar Ay cuando x cambia de 1 a 1.02, el error 
que se comete es de 0.001, aproximadamente. • 

Las graficas en la Figura 3.13 ilustran la interpretacion geometrica de dx y dy en 
relacion con la recta tangente / en el punto P. Se han representado Ax y Ay suponien- 
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do que son positivos, sin embargo, pueden tomar valores negativos. En el triangulo PRT 
puede apreciarse que la pendiente/U) de la recta tangente /es la razdn RT/Ax, donde 
R T es la longitud del segmento que une R y T. Por lo tanto, 

R T 

* f\x) o bien RT = f\x)Ax = dy. 


C uando los incrementos son negativos se obtiene un resultado analogo. En general, si 
at tiene un incremcnto A*, entonces dy es lo que la recta tangente en P sube (o baja) 
euando la variable independiente cambia de x a jc + Ax. Esto es distinto de la cantidad 
A v que es lo que la grdfica sube (o baja) entre P y Q. Esta interpretation geometrica 
tambien muestra que dy ^ Ay euando Ax es pequeno. 

El ejemplo siguiente muestra como se pueden usar las diferenciales para obtener 
formulas de aproximacion. 


EJEMPLO 4 

Usar diferenciales para llegar a una fdrmula que de el valor aproximado del volu- 
men de una envolvente cilindrica delgada de altura h, radio interior r y espesor T. 
<b) ^Cual es el error que se comete al usar esta fbrmula? 

Solucion 

(a) En la Figura 3.14 se ilustra la cubierta cilindrica de espesor T denotado por A r. 
Hay que calcular el volumen comprendido entre el cilindro interior de radio r y el cilin- 
dro exterior dg radio r + Ar. El volumen V del cilindro interno es 

V = nr 2 h. 

Si r se incrementa en Ar, entonces el volumen de la envol¬ 
vente es el cambio AFde V. Considerando V como funcidn 
de r y aplicando (3.24), 

AV * dV = (D r V)dr = (2tt rh)dr 

con dr = Ar, ya que res la variable independiente. Entonces 

A F = (2xrh) dr = (2xrh)T 

es una formula aproximada para el volumen del cascaron ci- 
lindrico. En palabras. 














126 


CAPITULO 3 • LA DERIVADA 


Volumen = (Area de la cara cilindrica interipr) x (Espesor). 
(b) El volumen exacto de la envolvente es 

AV = x(r + A r) 2 h - wr 2 h 


que da, simplificando, 


AK = (Ixrh) Ar + xh(Ar) 2 . 

El error que se comete al usar dV para estimar A V es 

A V- dV = vh(Ar) 2 . 

Esto muestra que la aproximacion dVcs muy precisa cuando Ar es pequefto en compa- 
racidn con h. • 

El siguiente ejemplo ilustra el uso de las diferenciales para evaluar los errores de 
c&lculo provenientes de errores de medicion. Como se indica en la solucidn, es impor- 
tante considerar primero las formulas generales y no sustituir las variables por sus\alo- 
res especificos sino hasta los ultimos pasos de la solucidn. _ 

EJEMPLO S El radio de un globo esfdrico mide 30 cm y el error maximo en la medi- 
ci6n es de 0.15 cm. Estimar el maximo error que se comete al calcular el volumen de 
la esfera. 

Solucion Consideramos primero la formula general que relaciona el radio con el 
volumen. Definimos 


y 


x = valor medido del radio 
dx = Ax = error m&ximo en x. 


Suponiendo que Ax es positivo, tenemos que 


FIGURA 3.15 



x - Ax < radio exacto < x + Ax. 

Si Ax es negativo, podemos usar | Ax| en vez de Ax. En la 
Figura 3.15 se muestra una parte de la seccion transversal del 
globo que indica el posible error Ax. Si se calcula el volumen 
V de la envolvente cilindrica usando el valor medido x, en- 
tonces V = fxx 3 . 

Sea A V el cambio en V correspondiente a Ax. Podemos 
interpretar A V como el error en el volumen calculado debi- 
do al error Ax. Podemos estimar A Ken terminos de dV co¬ 
mo sigue: 


A V ~ dV = (D x V)dx = 4ttx 2 dx. 
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Finalmente, sustituimos los valores espedficos de x y dx. Con x = 30 y Ajc = dx = 
±0.15 obtenemos 


dV = 4tt(30 2 )(±0.15) = ±(540)tt = ±1696. 

Por lo tanto, el error maximo posible en el volumen calcuiado debido al error de medi- 
d6n del radio es, aproximadamente, ±1696 cm 3 . • 

En el Ejemplo 5 el radio medido del globo fue de 30cm con error maximo de 0.15 cm. 
La razdn de 0.15 a 30 se llama error medio en la medicidn del radio. Por tanto 

Error medio = = 0.005. « 

Este numero significa que el error en la medicion del radio es, en promedio , 0.005 cm 
por cm. El error porcentual se define como el error medio multiplicado por 100%. En 
este ejemplo, 


Error porcentual = (0.005)(100%) = 0.5%. 

A continuation se enuncia la definicion general de estos conceptos. 


DEFINICION 


< (3*25) 


Sea x una medida con un error maximo Ax. Por defi- 
nicidn, 

(i) Error medio = 

x 

(ii) Error porcentual = (Error medio) x (100%). 


En terminos de diferenciales, si x representa una medida con un error posible dx , 
entonces el error medio es ( dx)/x . Si dx es una aproximacion al error en x entonces, 
por supuesto, (dx)/x es una aproximacion al error medio. El siguiente ejemplo ilustra 
estos comentarios. 

EJEMPLO 6 El radio de un globo mide 30 cm con un error m&ximo en la medicidn 
de 0.15 cm. Estimar el error medio y el error porcentual para el valor calcuiado del 
volumen. 

Solucion Este ejemplo es continuacidn del Ejemplo 5, donde encontramos que si 
el error m&ximo en la medicidn del radio es 0.15 cm, entonces el error maximo A Ken el 
volumen calcuiado V del globo puede aproximarse por 

dV = ±(540)tt ~ ±1696 cm 3 . 

El volumen calcuiado es 


K = f t( 30) 3 = 36 0007rcm 3 . 
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Aplicando la Definicion (3.25) a la variable V: 

c .. AV dV 

Error medio = — ^ — = 


±(540 )tc 
36000 t 


±0.015. 


Error porcentual * ±(0.015)( 100%) = ±1.5%. 

Por lo tanto, en promedio , hay un error de ±0.015 cm 3 por cm 3 del volumen calcula- 
do. A continuation del Ejemplo 5 encontramos que el error porcentual para el radio 
es 0.5%. Notese que esto da un error porcentual de 1.5% para el volumen. • 


EJERCICIOS 3.4 


Ejercicios 1-4: (a) Utilice la Definicion (3.20) para en- 
conirar una fdrmula general para Ay. (b) Calcule el 
cambio en y correspondiente a los valores x y Ax, 
usando Ay. 

1. y = 2x 2 - 4.v + 5, x = 2, Ax = —0.2 

2. y = x 3 - 4. x = — 1, Ax = 0.1 

3. ym l/x 2 , v = 3, Ax = 0.3 

4. y = 1/(2 + x), v = 0. Ax = -0.03 


Ejercicios 5-12: Determine (a) Ay> (b) dy y (c) dy - 


Ay. 



5. y = 3.x J + 5.v - 2 

6. 

y 4 - 7.x - 2x J 

7. >• - 1/x 

8. 

y-7x+ 12 

O 

11 

•fc. 

1 

sO 

10. 

y “8 

11. y = .v 4 

12. 

y = x 2 

Ejercicios 13-14: Use diferenciales para estimar el cam- 


bio en /(x) cuando x varia de a a b. 

13. J\x) = 4x a - 6x 4 + 3.v 2 - 5; a = 1, h = 1.03 

14. fix) = - 3x 3 + 8x - 7; a = 4, b = 3.96 


15. Sean /(z) = z 3 - 3z 2 + 2z - 7 y w = /(z). 
Encuentre dw. Use dw para estimar el incremen- 
to de w cuando z varia de 4 a 3.95. 

16. Sean F(t) = 1/(2 - t 2 ) y s = F{t). Determi¬ 
ne ds y utilice este valor para estimar el incremen- 
to de s cuando t varia de 1 a 1.02. 

17. El radio de la tapa circular de un pozo de alcan- 
tarilla es de 40 cm aproximadamente, con un 
error en la medicion de 0.15 cm. Utilizando di- 
ferenciales, estime el error mdximo en el drtculo 
del area de un lado de la tapa. Calcule el error 
medio y el error porcentual. 

18. Ei lado de una baldosa cuadrada mide 30 cm con 
un error de medicion de 0.15 cm. Use diferencia- 


les para estimar el error maximo en el calculo del 
£rea. Calcule el error medio y el error porcentual. 

19* Emplee diferenciales para estimar el incremento 
en volumen de un cubo cuando sus lados cam- 
bian de 10 a 10.1 cm. ^Cual es el incremento exac- ' 
to del volumen? 

20. Un globo esterico se infla con gas. Use diferen¬ 
ciales para estimar el incremento del area de la 
superficie del globo cuando el diametro varia de 
60 cm a 60.6 cm. 

21. Un lado de una casa tiene la forma de un cua- 
drado coronado por un triangulo equiiatero. La 
base mide 48 pie con un error maximo en la me* 
dicidn de 1 pulg. Calcule el area del lado y use 
diferenciales para estimar el error maximo come- 
tido en el calculo. Evalue el error medio y el error 
porcentual. 


22. Los pequeftos errores en la medicion de las di- 
mensiones de grandes recipientes tienen un efec- 
to importante en el calculo de sus volumenes. Un 
silo tiene la forma de un cilindro circular recto 
coronado por una semiesfera (v£ase la figura). 
La altura del cilindro es exactamente de 50 pie. 
Suponga que la circunferencia de la base mide 
30 pie con un error maximo en la medicion de 
6 pulg. Calcule el volumen del silo a partir de es- 
tas medidas y use diferenciales para estimar el 
error m&ximo en el calculo. Determine el error 
medio y el error porcentual. 
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23. La arena que se escapa de un recipiente va for- 
mando un monticulo conico cuya altura siempre 
es igual a su radio. Use diferenciales para esti- 
mar el incremento del radio eorrespondiente a un 
aumento de 2 cm 3 en el volumen del montfculo, 
cuando el radio mide 10 cm. 

24. Use el metodo ilustrado en el Ejemplo 4 de esta 
seccidn para encontrar formulas aproximadas del 
volumen de una envolvente solida delgada cuya 
forma superficial es (a) esterica, (b) cubica. 

25. La ley de gravitation de Newton dice que la fuer- 
za de atraccion entre dos particulas con masas 
m, y rn 2 esta dada por F = gm ] m 2 /s 2 J donde g 
es una constant? y s es la distancia entre las par¬ 
ticulas. Use diferenciales para estimar el incre¬ 
mento en s que se requiere para aumentar F en 
un 10% cuando s = 20 cm. 

-6. La ley de Boyle establece que la presidn p y 
el volumen v de un gas encerrado est&n rela- 
cionados por la fdrmula pv = c, donde c es una 
constante; o, equivalentemente, por p = c/v, 
suponiendo v # 0. Demuestre que dp y dv estan 
relacionados por la fbrmula pdv + vdp = 0. 

2"\ Haga uso de diferenciales para estimar (0.98) 4 . 
iSugerencia: Tome y = fix) = x A y considere 
f(x 4- Ax) = f(x) -l- Ay, con x = 1 y Ax = 
-0.02.) iCual es el valor exacto de (0.98) 4 ? 
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28. Emplee diferenciales para estimar el valor de 

N = (2.01 ) 4 - 3(2.01) 3 4- 4(2.01) 2 - 5. 
i.Cual es el valor exacto de /V? 

29. El area A de un cuadrado de lado 5 esta dada por 
A = s 2 . Suponga que s tiene un incremento As. 
Ilustre geomtiricamente dA y A A - dA. 

30. El volumen V de un cubo de lado x est£ dado por 
V = x\ Suponga que x tiene un incremento Ax. 
Ilustre geometricamente dV y A V - dV. 

31. La obstruccion de las arteriolas es una de las cau- 
sas de hipertensidn sanguinea. Se»ha comproba- 
do experimentalmente que cuando la sangre fluye 
por una arteriola de longitud dada, la diferencia 
de presidn en los dos extremos de la arteriola es 
inversamente proporcional a la cuarta potencia 
del radio. Suponga que el radio de una arteriola 
disminuye en 10%. Use diferenciales para calcu- 
lar el cambio porcentual en la diferencia de 
presidn. 

32. La resistencia electrica R de un conductor es di- 
rectamente proporcional a su longitud e inversa¬ 
mente proporcional al cuadrado de su diimetro. 
Suponiendo que la longitud es constante, ^con 
que precisidn debe medirse el diametro (en ter- 
minos del error porcentual) para mantener el 
error porcentual en el valor de R entre -3% y 
3% ? 


3.5 


LA REGLA DE LA CADENA 


Las reglas de derivacion presentadas en las secciones anteriores se pueden usar sola- 
mente para sumas, restas, productos y cocientes de expresiones de la forma x n donde 
n es un entero. Hasta ahora no se ha presentado ninguna regia que pueda aplicarse di- 
rectamente a una expresion como (x 2 -l- l) 3 . Es claro que 

D x (x 2 4- l) 3 # 3(jc 2 4- l) 2 

pues cambiando la forma de la expresion puede escribirse 

y = (x 2 4- l) 3 = x 6 4- 3x 4 4- 3jc 2 4- 1 

D x y - 6x 5 4- \2x 3 4- 6x 
= 6x(x 4 4- 2x 2 4- 1) 

= 6jc(jc 2 4- l) 2 . 


y entonces 
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Por lo tanto Ac(* 2 + 0 3 = 6x(x 2 + l) 2 . 

Estos desarrollos pueden llegar a ser muy complicados para potencias mayores, co- 
mo por ejemplo ( x 2 + l) 10 . Por esto es conveniente tener metodos mas sencillos para 
calcular la derivada. El que se usa en este caso parte de expresar y como una funcion 
compuesta de x. Recordemos que si / y g son funciones tales que 


y = /(w) y u = g(x), 
y si y(x) est£ en el dominio de / entonces puede escribirse 

y = /(«) = /(</(*)), 

es decir, y es una funcion de x. Esta ultima es la funcidn compuesta / °i/ definida en 
la Section 1.5. Notese que y = ( x 2 + I) 3 puede expresarse de esta manera definiendo 


y = u } 


u = x 2 + 1. 


Si se pudiera encontrar una regia general para derivar /(#(*)), entonces se podn'a apln 
car a y = (x 2 -f l) 3 como un caso especial y tambien a cualquier expresion de la for¬ 
ma y = [/(*)r. donde n es un entero. 

Para dar una idea del tipo de regia esperada, regresemos a las ecuaciones 


y = /(«) 


u = y(x). 


El objetivo es encontrar una formula para la derivada dy/dx dc la funcion compuesta, 
dada por y - f(g(x)}. Si / y g son derivables, entonces, usando la notation de dife- 
rentiales. 


dy 

du 


Considerando el producto 


du 

= /'<«) y ^ = gui 


dy du 
du dx 


y tratando las derivadas como cocientes de diferenciales, se llega a la siguiente regia 

dv dvdu K , . 

7 = 77 = / (u\y(x). 
dx du dx 

Ndtese que £sta proporciona la derivada correcta dcy = (x 2 + 1)\ pues escribien 

y = n 3 y u - X 2 + I 

y usando la regia, se obtiene 


% = ^ ^ = (3w 2 )(2x) = 6 xu 2 = 6x{x 2 + l) 2 . 
dx du dx 
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Aunque no se ha demostrado la citada regia, se ha planteado el siguiente teorema 
e " C Se su P° ne ^ ue las variables se eligen de manera que la funcidn compuesta / o (/ 
esta defmida y que si </ tiene derivada en x entonces / tiene derivada en </( x). 


REGLA (3.26) 
OE LA CADENA 


Demostracion Parcial Sean x y Ax tales que tanto x como x + Ax esten en el domi- 
nio de la funcion compuesta. Comoy = /(</(*)), el incremento dey correspondiente 
esta dado por 


Si y = /(»), 




W = .</(*), y 


las derivadas 


dy 

du 


du 




existen ambas, entonces la funcion compuesta definida 
por y - f(g(xj) tiene una derivada dada por 


dy dv du , . ** 4 

= /(u)g(x) = f'(fj(x))c/(x) 


dx du dx 


Ay = JUllx + A.v)) - /(</(,v)). 


Si la funcion compuesta tiene una derivada en x, entonces por (3.23), 

dy ., Ay 
—yrr - lim — r— . 
dx ajc-*o Ax 

Considerando u = </(jt), sea Am el incremento de u correspondiente a Ax, es decir. 

Am = </(.v + A.v) - </( v). 

Puesto que </(.v + A.v) = </(x) + Am = u + Am 


VUII1W 


la formula Ay - f{g(x + A*)) — f{g(x)) puede expresarse 

= /(w + Au) 

Si y = f(u) es derivable en u entonces 

& ri , Ay 

~du~ = y(w) = lim -T— . 
au Am-0 Au 

Analogamente, si u = g(x) es derivable en x entonces 

du ‘t > 

jr = y M = l»m —. 

Ax-0 Ax 

Supongamos que existe un intervalo abierto / que contiene a x tal que siempre que 
x + ^ x en I y Ax # 0, entonces Ax # 0. En este caso puede escribirse 


dy 

dx 


- Um ^ lim = ( Um ^ )( lim A " 

A a.v- 0 A.x Ax-*o \Aw AxJ \ajc-*o Aw/\ ax-o A.v 
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siempre y cuando el lirnite exista. Como g es derivable en x entonces es continua en 
x. Como Ax 0, entonces g(x + Ax) tiende a g(x) y por lo tanto Aw -*■ 0. Resulta 
que la formula del limite dada anteriormente se puede escribir 



= (^)(£) =/ww=/,(3(x)te ' {x) 

que es lo que se queria demostrar. 

En la mayoria de las aplicaciones de la Regia de la Cadena, w = g(x) tiene las pro- 
piedades utilizadas en el parrafo anterior. Si g no satisface esta propiedad, entonces 
todo el intervalo abierto que contiene a x contiene tambien a un numero x + Ax , con 
Ax # 0, tal que Aw = 0. En este caso la demostracidn no es vdlida ya que Aw aparece 
en un denominador. Para tener una demostracion que se aplique a funciones de este 
tipo es necesario desarrollar otros metodos. En el Apendice II se da una demostracion 
completa de la Regia de la Cadena. • • 

EJEMPLO 1 Sea y = (3x 2 - lx + l) 5 . Usar la Regia de la Cadena para encontrar 
dy/dx. 

Solucion Considerando 

y = w 5 y w = 3x 2 - lx + 1. 

se expresay como una funcion compuesta de x. Si se utiliza la Regia de la Cadena (3.26), 


dy 

dx 


dy du 
du dx 


= 5u 4 (6x - 7) 


= 5(3x 2 -7x-f 1 ) 4 (6x - 7) . 

Una de las aplicaciones principals de la regia mencionada es para desarrollar otrasj 
formulas de derivacion. Como un primer ejemplo se demostrard una formula para lal 
derivada de una potencia de una funcion. 


REGLA DE (3.27) 
LA POTENCIA 
PARA FUNCIONES 


Demostracion Si y = u” y u = yix), se tiene que y = Por la Regia de 

la Cadena, 

% = d duJx = ' D ' “ = ‘ [«(*)]• 

Esto completa la demostracion. • • 


Si g es una funcion derivable y n es un entero entonces 

D x {tU)] n = /?[<,(*)]"-' D x [ry(,v)J. 

• - V . 
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„ Jf T'T form f equivalente para la Regia de la Potencia en el caso de Funciones 
es mis fdctl de recordar que (3.27). 


REGLA DE LA (3.28) 

POTENCIA 
(FORMA ALTERNA) 

Notese que si u = x entonces D x u = 1, con lo que (3.28) se reduce a (3.10). 

EJEMPLO 2 Encontrar /'(*) para /(*) = (x s - 4x + 8) 7 . 

Solucion Usando la Regia de la Potencia (3.28) con u = x } - Ax 4 8 y n = 7 

f(x) = D x (x s - 4.v 4 - 8) 7 = 7(x 5 - 4x 4- 8) 6 D x (x 5 - 4x 4 - 8) 

= 7(x 5 - 4x + 8)*(5x 4 - 4) 



EJEMPLO 3 Determinar para y =_*_ 

dx ^ y (4x 2 + 6x _ ?)3 . 


Solucion Escribiendo y -■ (4x 2 + 6x - 7) -3 
(3.28) con u = 4x 2 + 6x - 7 y n = -3, 


y aplicando la Regia de la Potencia 


dy 

dx 


D x (4x 2 + 6x - 7)- 3 


= — 3(4x 2 + 6x - 7)' 4 D x (4x 2 + 6x - 7) 
= — 3(4x 2 + 6x - 7)' 4 (8x + 6) 

-6(4x4-3) 

(4.v 2 -f 6x — 7) 4 


EJEMPLO 4 Sea F{z) = (2z + 5) 3 (3z - l) 4 . Encontrar F\z). 

Solucion Usando primero la Regia del Producto, despu6s la Regia de la Potencia 
y factonzando el resultado. 



F(z) = (2r + 5) 3 D. (3z — I) 4 4 - (3- — I) 4 D. (2r + 5) 3 
= (2z 4 - 5) 3 • 4(3z - I) 3 (3) + (3z - I) 4 • 3(2z 4- 5) 2 (2) 

= 6(2z + 5) 2 (3z - l) 3 [2(2z + 5) + (3 z - I)] 

= 6(2z 4-5) 2 (3z - l) 3 (7z 4-9) 

Sea /una funcidn derivable. La recta normal a la grdfi- 
ca de/en el punto P(a, /(a)) es la recta que pasa por P y 
es perpendicular a la recta tangente en el mismo punto, co- 
mo se ilustra en la Figura 3.16. Si f\a) * 0, entonces por 
el Teorema (1.19), la pendiente de la recta normal es 
-1/ / (a). Si f(a) = 0, entonces la recta tangente es hori¬ 
zontal y, en este caso, la recta normal es vertical y tiene por 
ecuacion x = a. 
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EJEMPLO 5 Sea /( x) = (x 2 — l) 4 . Encontrar la pendiente de la recta normal a la 
grafica de / en el punto P( i, /( § )). Ilustrar esto con un croquis. 


Solucion Por la Regia de la Potencia, 


FI6URA 3.17 


/'(*) = 4(x 2 - I ) 3 (2jc) = 8x(jr 2 - l) 3 . 




La pendiente m de la recta tangente en P es 

m = f'{\) = 8(i)( -|) 3 - -ft * -1.7 

Por lo tanto, la pendiente de la recta normal es — \/m = 
16/27 ^ 0.6. 

* 

La grafica de /es simetrica con respecto al eje y , las 
abscisas de sus intersecciones con el eje x son ±1, y la 
ordenada de la intersection con el ejey es 1. En la Figu- 
ra 3.17 aparece un croquis de la grafica de / y su recta 
normal en P. • 


Si t) es una funcion derivable y y = </(*), entonces (3.28) tambien se puede expre- 
sar en cualquiera de las siguientes formas. 


( 3 . 29 ) 



La variable dependiente y represents la expresidn </(x) y por lo tanto, al derivar 
y n es necesario multiplicar ny n ~ l por la derivada y'. En general, D x y r # ry r 1 . La For¬ 
mula (3.29) sera de gran utilidad en la siguiente section para trabajar con las funciones 
implicitas. 


EJERCICIOS 3.S 


Ejercicios 1-26: Derive la funcion. 

1. fix) = [x 2 — 3.x -l- 8) 3 

2. fix) = (4x 3 -I- 2.x 1 - x - 3) 2 


3. (fix) = (8x - 7) 5 

4. k{x) — (5x 2 — 2.x -I- 1) 3 


5. 


x 



6 . 


at-x) = 


x 4 - 3.x 2 + I 
(2.x + 3) 4 


7 fix) = (8.x 3 - 2.x 2 + x - 7) 5 

8. flM = (w 4 - 8w 2 + I5) 4 


9. F{v) = (17i> — 5) 1000 

10. K(x) = (3x 2 - 5.x -1- 7) 1 

11. sit) = (4/ 5 - 3r 3 + 2/) 2 

12. pis)= 1/(8 — 5s 4- 7s 2 ) 10 

13. jV(.x) = (6.x - 7) 3 (8.x 2 + 9) 2 

14. /(w) = (2w 2 — 3w 4 1 )< 3vv + 2) 4 


15. 



16. 



iu 2 4- l) 3 
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18. 


0U) = (3* - 8) 2 (7x 2 + 4) 3 


19. 

21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 


fix) 


^ /3x 2 ^5\ 2 

\2x 2 + 7/ 


20. Vf(z) = 


9z 3 + 2z 
(6z + l) 3 


G(.v) = (.v" 4 -|- 3s" 2 + 2) 6 
F(r) = (r 1 - 2v~ 2 ) 3 
M*) = [(2x 4- 1) ,0 + I] 10 

f(0 = 2t(2l + l) 2 (2 / + 3) 3 
7.x(x 2 + l) 2 


N(.x) = 


(3.x + I0) 4 


t - 

mg« 

E 

rifi 


27. 


28 


icios 27-30: (a) Encuentre ecuaciones para la rec- 
igente y la recta normal en el punto P de la gra¬ 
de la ecuacion dada. (b) Determine los puntos de 
ifica en los que la recta tangente es horizontal. 

/ = (4x 2 - 8x + 3) 4 ; P(2, 81) 


M-D* 


Pi 1,32) 


29. 

= I V 


32. 


33 


2x - l)'°; P(l, 1) 

¥ = (x 2 ~ l) 7 ; P(0, -1) 

Sea y = (x 4 - 3x 2 + l) 10 . Encuentre dy y use- 
ia para estimar el incremento de.y cuando x va- 
ria de 1 a 1.01. 

Sea w = z 3 (z - l) 5 . Halle dw y usela para esti- 
rnar el incremento de w cuando z varia de 2 a 
1.98. 


Sean w = /(*) y z = </($). (a) Exprese la 
formula de la Regia de la Cadena para dw/ds en 
terminos de la notation con diferenciales. (b) De¬ 
termine dw/ds para w = z 3 - ( 2/z ) y para z = 
is 2 + i) 5 . 

34. 

Sean v - F(u) y u = (?(/). (a) Exprese la for- 
ila de la Regia de la Cadena para dv/dt en ter- 
ios de la notacion con diferenciales. (b) En- 
itre dv/dt para v = (m 4 + 2w 2 + l) 3 yw = 

Ml 2 . 

i un cuerpo de masa m tiene velocidad v, en- 
ces su energia cinetica K esta dada por K = 
: mv 2 . Suponiendo que v es una funcion del 
npo /, aplique la Regia de la Cadena para en- 
ar una fbrmula para dK/dt. 

odo un globo meteorologico se estd inflan- 
n io. su radio r es funcibn del tiempo t. Sea Pel 
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volumen del globo. Aplique la Regia de la Cade¬ 
na para obtener una formula para dV/dt. 

37. Cuando se lanza un astronauta al espacio, el pe¬ 
so de su cuerpo disminuye hasta llegar a un esta- 
do de ingravedad (o ingravidez) total. El peso W 

de un astronauta de 150 libras (lb), a una altu- 
ra de x km sobre el nivel del mar est£ dado por 



iA razon de cu^ntas libras por segundo (lb/s) 
pierde peso el astronauta si cuando x = 1000 km 
la astronave se va alejando a razon de 6 km/s? 

38. La relacibn de longitud a peso del pez llamado 
hipogloso del Padfico est£ descrita por la for¬ 
mula W — 10.375Z, 3 , donde la longitud L esta 
en metros y el peso W en kilogramos. Su tasa de 
crecimiento en longitud dL/dt esta dada por 
0.18(2 — L), para t medido en afios. 

(a) Encuentre una formula para la tasa de cre¬ 
cimiento en peso dW/dt en terminos de L. 

(b) Use la formula de la parte (a) para calcular 
la tasa de crecimiento en peso de un hipo¬ 
gloso de 20 kg. 

39. Calcule A(2) y k (2) suponiendo que A(x) = 
/(»(*>) y /(2) = -4, g(2) = 2, /•(2) = 3, 
0(2) = 5. 

40. Sean /?, q y r funciones tales que p(z) = q(r(z)). 
Suponiendo que r( 3) = 3, q(3) = -2, r(3) = 

4 y <7 (3) = 6, calcule p(3) y p ( 3). 

41. Sea/(/) = q{h(t)). Suponiendo que /(4) = 3, 
0(4) = 3, h( 4) = 4, /(4) = 2 y </'(4) = -5, 

evalue h'( 4). 

42. Seaw(x) = v(w(x)). Considerando que v(0) = 
-1, w(0) = 0, w(0) = -I, v'(0) = -3 y w'(0) = 
2, calcule w'(0). 

43. Consulte la Definicibn (1.21). Sea f derivable. 
Aplique la Regia de la Cadena para demostrar 
(a) que si / es par, por lo tanto /' es impar, 
y (b) que si /es impar, entonces /' es par. D£ 
ejemplos de (a) y (b) utilizando funciones poli- 
nomiales. 

44. Sean z = k(y ), y = /(w) y u = </(*). Demues- 
tre que segun hipotesis restrictivas adecuadas 

dz ^ dz dy du 
dx dy du dx ’ 

Generalice este resultado a un numero arbitra- 
rio de funciones. 







La grafica de k aparece en la Figura 3.18(iii). Observese que hay una discontinuidad 
de salto en x = a. La funcidn k estd definida imph'citamente por la ecuacion x 2 + 
y 2 = 1, ya que 


x 2 + [k(x)] 2 = 1 

para todo x en el dominio de k . Haciendo que a tome diferentes valores podemos obte- 
ner tantas funciones implicitas como queramos. Hay muchas otras funciones determi- 
nadas implicitamente por x 2 + y 2 = 1, y la grafica de cada una de ellas es una parte 
de la grafica de la ecuacion. • 

No es obvio que la ecuacion 

y 4 + 3y -r 4jc 3 = 5x + 1 

defina una funcidn implicita / en el sentido de que al sustituir y por /(*), 

[/(x)] 4 + 3[/(*)] - 4x 3 = 5x + 1 

sea una identidad para todo x en el dominio de /. Se pueden enunciar condiciones en 
las cuales una funcidn implicita existe y es derivable en algunos numeros de su domi¬ 
nio; sin embargo, se omite la demostracidn pues requiere metodos mas avanzados. En 
los siguientes ejemplos se supone que una ecuacion en x y y define una funcion deriva¬ 
ble /tal que al sustituir y por f(x) la ecuacion se convierte en una identidad para todo 
x en el dominio de /. La derivada de / puede evaluarse por el m£todo de derivacion 
iffiptieita. 


EJEMPLO 2 Suponiendo que la ecuacidn y 4 + 3y - 4jc 3 = 5x + 1 define implici¬ 
tamente una funcidn derivable / tal que y = /(jc), encontrar su derivada. 

Solucion Tomamos a y como un simbolo que denota a f(x)y consideramos la 
ecuacidn como una identidad para todo x en el dominio de /. Entonces las derivadas 
de ambos lados son iguales; es decir, 


n 


D x (y 4 + 3 y — 4x 3 ) = D x (5x + 1), o bien 
D x (/) + D x (3y) - D x (4x 3 ) = D x (5x) + D x ( 1). 
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3 DERIVACION IMPLICITA 


Dada una ecuacibn de la forma 


y = 2x 2 - 3 


se dice que y es una funcidn de x , ya que 


y = f(x) con /(x) = lx 2 ~ 3. 


La ecuacibn 


4x 2 - 2y = 6 


define la misma funcibn /, pues al despejar y se obtiene 

-2 y = -4x 2 -1-6 o bien y = 2x 2 — 3. 


En el caso 4x 2 - 2y = 6 se expresa que y (o bien /) es una funcibn implicita de x, 
o que /es ti defmida imph'citamente por la ecuacibn. Sustituyendo y por /(x) en 4x 2 - 
2y = 6, se obtiene 


4x 2 - 2f(x) = 6 
4x 2 - 2(2x 2 - 3) = 6 
4x 2 — 4x 2 4-6 = 6 


La ultima ecuacibn es una identidad, pues es valida para todo x en el dominio <^e /. 
Esto es lo que caracteriza a las funciones /definidas implicitamente por una ecuacibn 
en x y y. Es decir, festa defmida implicitamente por una ecuacion si y sdlo si al susti- 
tuir y por f(x) se llega a una identidad. Como (x, /(x)) es un punto de la grafica de 
/, el enunciado anterior implica que la grafica de la funcidn implicita f coincide con 
una parte de (o con toda) la grafica de la ecuacidn. 

En el siguiente ejemplo se muestra que una ecuacibn en x y y puede definir a mas 

de una funcibn implicita. 

EJEMPLO 1 ^Cuantas funciones diferentes quedan definidas implicitamente por la 
ecuacibn x 2 + y 2 = 1? 

Solucion La grafica de x 2 + y 2 = 1 es la circunferencia unitaria con centro en 
el origen. Despejando y en terminos de x obtenemos 


y = ±y/\ ~ x 2 . 


Dos de las funciones implicitas de la ecuacibn estbn dadas por 

/(x) = y/\ - x 2 y gix) = -Vi -* 2 - 

Las graficas de fy g son, respectivamente, la mitad superior y la mitad inferior de la 
circunferencia unitaria (vbase la Figura 3.18(i) y (ii)). Para encontrar otras funciones 
implicitas podemos tomar cualquier numero a entre -1 y 1, y definir una funcibn k por 


k(x) = 



Vl - X 2 si a < x < 1. 


— x 2 si — 1 < x < a 











3.6 Derivacidn implidta 
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F1GURA 3.18 



La grafica de k aparece en La Figura 3.l8(iii). Obs^rvese que hay una discontinuidad 
de salto en x = a. La funcion k esta definida implfcitamente por la ecuacidn x 2 + 
y l = 1, ya que 


x 2 + [k(x)] 2 - 1 

para todo x en el dominio de k. Haciendo que a tome diferentes valores podemos obte- 
ner tantas funciones implicitas como queramos. Hay muchas otras funeiones determi- 
nadas implicitamente por a : 2 + y 2 = 1, y La grafica de cada una de ellas es una parte 
de la gr&fica de La ecuacidn. • 

No es obvio que la ecuacidn 

y 4 + 3 y - Ax 3 = 5x + 1 

defina una funcion implicka / en el sentido de que al sustituir y por /(x), 

[/(*)] 4 + 3[/(x)] - 4.x 3 = 5x + 1 

sea una identidad para todo x en el dominio de /. Se pueden enunciar condiciones en 
las cuales una funcion impiicita existe y es derivable en algunos numeros de su domi¬ 
nio; sin embargo, se omite la demostracidn pues requiere metodos mas avanzados, En 
Los siguientes ejemplos se supone que una ecuacidn enxyy define una funcion deriva¬ 
ble /tal que al sustituir y por /(x) la ecuadon se convierte en una identidad para todo 
x en el dominio de /, La derivada de / puede evaluarse por el metodo de derivation 
tnfpttcita. 


EJEMPLO 2 Suponiendo que la ecuacidn y 4 + 3 y — 4x } = 5x + 1 define implied 
tamente una funcidn derivable / tal que y - f(x ), encontrar su derivada. 

Solucion Tomamos a y como un simbolo que denota a f(x) y consideramos la 
ecuacidn como una identidad para todo x en el dominio de /. Entonces las derivadas 
de ambos lados son iguales; es decir. 


n 


D x (y 4 + 3y — 4.x: 3 ) = D x (5x +1), o bien 
D x (/) + D x (3 y) - D x (4x 3 ) - D x (5x) + 0, (1). 
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Es importante recordar que en general D x y* # 4 y 3 . Como y = f(x), por medio de 
(3.29) obtenemos D x ( v 4 ) = 4 y 3 y. Analogamente, D x (3y) = 3 D x y = 3/. Sustitu- 
yendo en (*), 

4y 3 / + 3 y' — 12x 2 = 5 + 0. 

Despejando y', 


y 


(4> 3 + 3)/ = I2x 2 + 5 

, _ 12x 2 + 5 
y ~ 4y 3 + 3 


siempre y cuando 4y 3 + 3 # 0. En terminos de /, 

r , > _ 12x 2 + 5 

f X 4(/(x)) 3 + 3 

Las dos ultimas ecuaciones en la solucidn del Ejemplo 2, muestran una desventaja 
de la derivacion implicita: la formula para y' (o /'(*)) puede tener la expresion y (o 
f(x)). Sin embargo, estas fdrmulas son muy utiles para analizar / y su grafica. 

En el ejemplo siguiente se usa la derivacion implicita para calcular la pendiente 
de la recta tangente al punto P(a , b) de la grafica de una ecuacion. En los proble- 
mas de este tipo se supone que la ecuacion define una funcion implicita /cuya grafica 
coincide con la de la ecuacion para todo x en algun intervalo abierto que contiene a 
a. Observese que, como P(a , b) es un punto de la grdfica, el par ordenado (a , b) debe 
ser solucion de la ecuacion. 


EJEMPLO 3 Calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de 

y 4 + 3y - 4x 2 = 5x + 1 

en el punto P(l, -2). 

Solucion Notese que P(l, -2) esta en la grafica, ya que 
(-2) 4 + 3(—2) — 4(!) 3 = 5(1) + 1. 

La pendiente m de la recta tangente en P(l, -2) es el valor de la derivada y' cuando 
x = 1 y y = -2. La ecuacion dada es la misma que la del Ejemplo 2. Ahi encontramos 
que y' = (\2x 2 4- 5)/(4 y } + 3). Sustituyendo x por l y y por -2 obtenemos 

12(l) 2 + 5 17 

m = - 5 -=- • 

4( — 2) 3 4 3 29 


EJEMPLO 4 Suponiendo que x 2 4 y 2 = 1 define una funcion /tal qu ey = f(x)> 
encontrar y\ 
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Solucion Las funciones imph'citas definidas por x 2 + y 2 = 1 se estudiaron en el 
Ejemplo 1. Como se hizo en el Ejemplo 2, derivamos ambos lados de la ecuacidn con 
respecto a x y asi 

D x (x 2 ) + D x (y 2 ) = D x ( 1). 

Por lo tanto, 

2x 4- 2yy' = 0 o bien yy' - -x 
y y' = si y # 0. • 

y 


El metodo de derivacion implicita proporciona la derivada de cualquier funcion 
derivable definida por una ecuacion en dos variables. Por ejemplo, la ecuacion x 2 + 
y 2 = 1 determina muchas funciones implicitas (vease el Ejemplo 1). La pendiente de 
la recta tangente en un punto (jc, y) de cualquiera de las graficas de la Figura 3.18 
esta dada por y' = -x/y, siempre y cuando la derivada exista. 


EJEMPLO 5 Encontrar y' suponiendo que 4 xy* - x 2 y -f x 3 - 5x -I- 6 = 0. 

Solucion Derivando ambos lados de la ecuacion con respecto a x> 

D x (4 xy 2 ) - D x (x 2 y) + D x (x 3 ) - D x (5x) + D x (6) = D x (0). 

Como y denota a f(x) para alguna funcion /, aplicaremos la Regia del Producto a 
D x (4xy 3 ) y D x (x 2 y). De este modo, 

D x (4 xy 3 ) = 4x D x (y 3 ) + y 3 D x (4.x) 

= 4x(3y 2 /) + y 3 (4) 

= 12xy 2 y' + 4y 3 

y D x (x 2 y) = x 2 D x y + y D x (x 2 ) 

= xV 4- y(2x). 


Sustituyendo esto en la primera ecuacion de la solucion y derivando los otros terminos 
obtenemos 

(12 xy 2 y f -f 4y 3 ) - ( x 2 y ' 4- 2xy) 4- 3x 2 -5 = 0. 


Reuniendo los terminos que contienen y' y pasando los restantes al lado derecho de 
la ecuacion resulta 

(12xy 2 - x 2 )y f = 5 - 3x 2 + 2x^ - 4>^ 3 . 

Por lo tanto, 


5 — 3x 2 4- 2xy — 4y 3 
12xv 2 - x 2 


siempre que 12xy 2 - x 2 # 0. 
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EJERCICIOS 3.6 


Ejercicios 1-8: Encuentre al menos una funcion /de- 
finida implfcitamente por la ecuacion dada y especi- 
fique el dominio de /. 

1. 3* - 2y -i- 4 = 2x 2 -f 3y - 7x 

2. x 3 — xy 4 4 y = 1 

3. x 2 + y 2 - 16 = 0 4. 3x 2 - 4y 2 * 12 

5. x 2 - 2xy + y 2 = x 6. 3x 2 - 4xy 4 y 2 = 0 

7. v^ + V^=l 8. | X — y | = 2 

Ejercicios 9-20: Encuentre y' suponiendo que la ecua¬ 
cion define una funcibn derivable /tal quey = /(x). 

9. 8x 2 4 y 2 = 10 10. 4x 3 — 2y 3 = x 

11. 2x 3 -1- x 2 y -4 y 3 = 1 

12. 5x 2 4 2x 2 y 4* y 2 = 8 

13. 5x 2 — xy — 4y 2 = 0 

14. x 4 -I- 4x 2 y 2 - 3xy 3 4 2x = 0 

15. (l/x 2 )4(l/y 2 ) = 1 

16. x = y 4 2y 2 -f- 3y 3 

17. x 2 y 3 -f 4xy -f x — 6y = 2 

18. 4 — 7xy = (y 2 4- 4) 3 

19. (y 2 - 9) 4 = (4x 2 -h 3x - l) 2 

20. (1 + xy) 3 = 2x 2 — 9 

Ejercicios 21-24: Se dan la ecuacion de una curva cl£- 
sica y un croquis de su grafica para algunos valores 
positivos de las constantes a y b. (Para mayor infor- 
macion consulte libros de geometria analitica.) Cal- 
cule la pendiente de la recta tangente en el punto P 
para los valores dados de a y b. 

21. Ova/os de Cassini: (x 2 -f y 2 + a 2 ) 2 -4 a 2 x 2 - 
b 4 \ a = 2, b = V6, P(2, V2). 


1 

a < h 


1 i 


t t 

V-(j 

a J x 




22. Folio de Descartes: x 3 4 y 3 - 3 axy = 0; 
cr = 4, P(6, 6). 


V 

0 . 

-a 

- a - 

\ ' 


23. Lemniscata de Bernoulli: (x 2 4 y 2 ) 2 = 2 a 2 xy\ 
a = >/2, P( 1, 1). 



24. Concoide de Nicomedes: (y — a) 2 (x 2 + y 2 ) = 
b 2 y 2 \ a = 2, b = 4, P(VT5, I). 



\y 

a 



S' ci < b 


1 X 


Ejercicios 25-28: Encuentre una ecuacibn para la rec¬ 
ta tangente en el punto P a la grafica de la ecuacion 

dada. 

25. xy 4* 16 = 0, P( —2, 8) 

26. y 2 — 4x 2 = 5, P{ - 1, 3) 

27. 2x 3 - x 2 y 4 y 3 - 1 = 0. P(2, - 3) 

28. (1/x) 4 (3/y) = 1, P(2. 6) 

29. Demuestre que la ecuacion x 2 4 y 2 4 1 = 0 no 
define una funcibn / tal que y = /(x). 

30. Demuestre que la ecuacion y 2 = x determina un 
numero infinito de funciones implicitas. Trace las 
graficas de cuatro de esas funciones. 

31. ^Cudntas funciones implicitas quedan definidas 
por cada una de las ecuaciones? 

(a) x 4 4 y 4 - 1 = 0 

(b) x 4 4 y 4 = 0 

(c) y 2 4 Vx 4 4 = 0 















3.7 Potencias y derivadas de orden superior 


32. 


33. 


t nlice la derivation imph'cita para tornar patente 
<|ue si Pes cualquier punto de la circunferencia 
+ y 1 = la recta tangente en Pes perpen¬ 
dicular a OP. 


Seponga que 3x 2 - x 2 y 3 + 4 y = 12 define una 
fimaon derivable/tal que y = /(*). Use dife- 
ieodales para estimar el incremento de f(x) 


34. 
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cuando * varia de 2 a 1.97, suponiendo que 

/( 2 ) = 0 . 

Considere que a: 3 + xy + y 4 = 19 define una 
funcidn diferenciable/tai que.y = f(x). Supo¬ 
niendo que P(l, 2) es un punto de la gr^fica de 
/, use diferenciales para estimar la ordenada b 
del punto de la gnifica Q(1.10, b). 


POTENCIAS y DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

La regia de la potencia (3.10) se puede ampliar al caso de exponentes rationales. Si 

y _ j^m/n 


donde m y n son enteros y n # 0, entonces 


y n = x m . 


Suponiendo que y existe y que los denominadores no se anulan, derivando imph'cita- 
mente se obtiene que 


Z) X / = Z) X 

° bien nf~ x D x y = mx m " 1 . 

Por lo tanto, 


n mx m _ 

D x y = —- — * y l " 

ny 1 n y 


= - x m ~ 1 (x m/n ) 1 
n 


El lado derecho se puede simplificar con las leyes de los exponentes, con lo que se llega 

a la Regia de la Potencia para Exponentes Racionales: Si m y n son enteros v n*0 
entonces 


D x (x m/n ) = H 
n 

Esta es una demostracidn incompleta de la formula pues en ella se supone que .y' existe. 
Puede darse una demostracion completa mediante la definition de derivada. 

EJEMPLO 1 Encontrar y' si y — 6^/x^ 4 - — 

\/x 

Solucion Utilizando exponentes racionales podemos escribir y = 6x 4/3 + 4x~ >/2 
Aplicando la Regia de la Potencia, 

y' = 6(f)x (4/3 »-‘ +4(-i)x- <1/2) -' 

= 8x 1/3 - 2x~ 312 
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y en terminos de radicales, 



La Regia de la Potencia para Funciones (3.27) es valida para cualquier exponente 
rational. El siguiente ejemplo ilustra esta regia. 

EJEMPLO 2 Encontrar f(x) si f(x) = <^ 5 x 2 — x + 4 . 

Solucion E$cribiendo f(x) = ( 5x 2 - x + 4 ) 1/3 y usando la Regia de la Potencia 
para Funciones con n = 5 , 

/'(x) = i(5x 2 - x + 4) ‘ 2/3 D x (5x 2 - x -I- 4) 

= G) (5x 2 -x + 4) 2 ' 3(1 ° X-1) 

10 .x - I 

— - •=^===^^^==z • 

3</(5x 2 -x + 4 ) 2 


EJEMPLO 3 Hallar dy/dx si y - ( 3 x + l) 6 >/ 2 x - 5 . 

Solucion Como y = (3x + l) 6 ( 2 x — 5) l/2 , aplicando las reglas del Producto y de 
la Potencia obtenemos 

dy 

— = (3.x + \f{(2x - 5)' l, 2 (2) + (2x - 5j ,, 2 6(3x + n 5 ( 3 ) 

(3x + I ) 6 , , - 

= -?==^ + 18(3x + 1 ) 5 s /2.x - 5 
v ; 2x - 5 

_ (3x+ l ) 6 + I8(3x+ l) 5 (2x - S ) 
v'2.x - 5 
_ ( 3x + l) 5 (39x - 8 9) 

V2X-5 

& 

El interes del siguiente ejemplo radica en que ilustra el hecho de que para obtener 
una derivada, a veces hay que aplicar la Regia de la Potencia mas de una vez. 

EJEMPLO 4 Determinar /'(*) para f(x) = ( 7 x + y/x 2 + 6 ) 4 . 

Solucion Aplicando la citada regia para las potencias, 

/'(.x) = 4(7x + v 'x 2 + 6 )-' D x (7x + v 'x 2 + 6 ) 

= 4(7x + yX 2 + 6 )’[D X (7x) + P x \/x 2 + 6 ], 
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Aplicando otra vez la Regia de la Potencia, 
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D x Jx 1 + 6 = D x (.x 2 + 6) 1/2 = j(x 2 + 6)' 1/2 D x (x 2 + 6) 


(2x) = 


Por lo tanto. 


2 v /x 2 + 6 V* 2 + 6' 


f'(x) = 4(7x if [7 + —- 1 . 

L v/x 2 + 6 J 


EJEMPLO 5 La tripulacion de un barco divisa desde cubierta una ballena y calcula 
que tiene una longitud L de 32 pie con un error posible de ±2 pie. Las investigaciones 
sobre las ballenas han mostrado que su peso IV (en toneladas metricas) se relaciona con 
L segun la fdrmula W = 0.000137L 318 . Usar diferenciales para estimar el error en el 
calculo del peso de la ballena con una precision de un decimo de tonelada metrica. ^Cuan- 
to vale aproximadamente el error porcentual? 

Solucion Para utilizar los metodos del calculo debemos suponer que IV es una fun- 
cion derivable de L. Usando la formula para hallar W con L - 32 obtenemos 

IV = (0.000137)32 viti » (0.000137)(61,147.25) = 8.4 toneladas metricas. 

Denotemos por AL el error en la medicion de L y por A W el error correspondiente 
en el valor calculado de IV. Podemos estimar estos errores usando dL y dW. como se 
hizo en la Seccion 3.4. Aplicando la Definicion (3.22)(ii) y la Regia de la Potencia para 
Exponentes Racionales, 

(dW\ 

dW = \1 l) dL = ( 0000137 )( 318 ) L218 dL 

= 0.00043566L 218 dL. 

Sustituyendo L = 32 y dL = ±2, y usando calculadora, se ve que el error en la estima- 
ci6n de W es aproximadamente 

dW = (0.00043566)32 2 l8 (±2) 

% (0.00043566)( 1910.85)( + 2) % + 1.7 toneladas metricas. 

Por la Definicion (3.25), 

c ,. AW dW 1.7 

Error med.o = ±0 .20 

y Error porcentual % ±(0.20)(100"4) = ±20% • 


Cuando se deriva una funcion /, se obtiene otra funcion f. Cuando f tiene deri- 
vada, esta se denota por f" y se la llama segunda derivada de /. Asi 

/"(x) = D x [/'(x)] = D x [D x (/(x))] = D 2 f(x). 
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Como estd indicado, puede utilizarse el operador D x para denotar segundas deriva- 
das. La tercera devivada /"' de ft s la derivada de la segunda derivada. Concretamente, 

/"'<*) = D x [/"(x)] = D x [Dj /(x)] = D\ f(x). 

En general, si n es un entero positivo, entonces / (rt) denota la /i-esima derivada de 
/, la cual se calcula tomando / y derivando n veces sucesivamente. Con la notacidn 
de operadores, f (n \x) = D£f(x). El entero n se denomina orden de la derivada 
f {n \x). A continuation se presenta un resumen de las diversas notaciones que se utili- 
zan para estas derivadas de orden superior de y = f(x). 


NOTACIONES PARA (3.30) 
LAS DERIVADAS DE 
ORDEN SUPERIOR 



La notacidn diferencial d n y/dx n para derivadas de orden superior no debe inter- 
pretarse como un cociente. 

EJEMPLO 6 Sea f(x) = 4x 2 - 5jc + 8 - (3/jc). Encontrar las primeras cuatro deri¬ 
vadas de f(x). 

SolilCion Como /( x) = 4x 2 - 5x + 8 - 3jT ! . 

, 3 

f'(x) = 8x - 5 -I- 3x 2 = 8x — 5 4- ^ 

rw = 8 -6x- 3 = 8-^ 

. 18 

rix)= i8x- 4 = -^ 

X 

/ (4, (x) = — 72x" 5 = — p • 

El siguiente ejemplo muestra como pueden evaluarse las derivadas de orden supe¬ 
rior de las funciones implicitas. 

EJEMPLO 7 Hallar y" para / + 3y - 4x 3 = 5x + 1. 

SolilCion Ya estudiamos esta ecuacidn en el Ejemplo 2 de la Seccidn 3.6, donde 
encontramos que 


12x 2 + 5 
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Por lo tanto, 




Ahora derivamos implicitamente empleando la Regia del Cociente como sigue 

r „ _ (4y 3 + 3) P x (12x 2 -t- 5) — (12s 2 + 5) D, (4y 3 + 3) 

(4» 3 + 3) 2 

= (V + 3)(24.V) - (12x 2 + 5)(12yV) 

(4y 3 + 3) 2 

Sustituyendo y‘ obtenemos 


(4y 3 + 3)(24x) - (12x 2 + 5) • 12y 2 ( —. + 5 ) 

y"= _ vv + 3 )_ 

(4y 3 + 3) 2 

= (4 v 3 + 3) 2 (24x) - 12y 2 ( 12x 2 + 5) 2 

(4 v J + 3) 3 

En la Definicion (3.18) se definio la aceleracidn en el movimiento rectilineo como 
la segunda derivada s" de la funcidn de posicidn *. En el siguiente capitulo se estu- 
diaran algunas otras aplicaciones de las derivadas de orden superior. 


EJERCICIOS 3.7 


Ejercicios 

M. fix) = 

3. t(r) = 

4 . *:) = 

5. F(p) = 
% fix) = 

/<*) = 
/(f) = 
0<>*) = 
K(x) = 
M(x) = 
F{s) = 
/(O = 

*<t>) = 
E H(u) = 


1-24: Derive la funcion dada. 

V* 2 + 4^? 2. /(x) ■= 10-f/x* + </x* 

\'8r 3 + 27 
(2r 2 -9r + 8)- J/i 

5/{/P - 32 6. k{s) = 1/V3-S - 4 

sfc 8 . y(x) = yi 

\0y/? + ( 3 /<£) 

v^-u/v^) 

= (w 2 — 4w* -f 3)/w 3/2 
= S^v/x + 3 xtfx 
- y/4x*~^7x^±4 
^5s-8 
4/(9f 2 + 16) 2/3 
1/vV + 7t? 2 ) 3 


/3uT 

V2u + 


18. G(x) 




19. kls) = </s 2 + 9(4s -t- SV* 

20 - giy) = (ISx + 2)( j y 2 - 2) 3M 

21. h(x) = (x 2 + 4) 5,3 (x 3 + l) 3/s 

22. /(w) = yw 3 (9w + l7 5 
23 • fix) = (7x + yfx 1 + 3) 6 

p(z) = 71 + Vl + 2z 

Ejercicios 25-26: Encuentre la ecuacibn de la recta tan- 
gente a la grAfica de la ecuacibn en el punto P. 

25. y = y2x 2 + 1, Pl-l.yS) 

26. y = (5x - 8) ,/3 . Pi 7, 3) 

27. Determine el punto P de la grafica de y - 
\/2x — 4 para el que su recta tangente pasa por 
el origen. 

28. Determine los puntos de la grafica de y - 
x 5/i + x in para los que su recta tangente es per¬ 
pendicular a la recta 2y + x = 7. 

Ejercicios 29-32: E value y' suponiendo que la ecua- 
ci6n dada define una funcibn / tal que y = f(x). 
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29. v v 4- yfy - 100 30. x m 4- y 2/3 — 4 

31- 6x 4- yfxy - 3 y = 4 32. xy 2 4* </xy 4- x 4 = 7 

33. Los pinnipedos, como las focas y las morsas, son 
un suborden de los mamiferos acuaticos carni- 
voros cuyas exiremidades se han convertido en 
aletas. La relation entre la longitud y el peso du¬ 
rante su crecimiento fetal esta dada por W - 
(6 x I0" 5 )L 2 74 , donde la longitud L se mide en 
eentimetros y el peso W en kilogramos. Usando 
la Regia de la Cadena encuentre una fbrmula 
para la tasa de crecimiento del peso con respecto 
al tiempo /, suponiendo que L es una funcidn de¬ 
rivable de /. Si una foca pesa 0.5 kg y crece a ra- 
zon de 0.4 kg por mes, i,cu£l es la tasa de creci¬ 
miento de su longitud? 

34. La formula para la expansibn adiabatica del aire 
es pv ] 4 = t\ donde p es la presion, v el volumen 
y c una constanle. Obtenga una formula para la 
tasa de cambio de la presidn con respecto al 
volumen. 

35. El area S de la superficie curva de un cono circu¬ 
lar recto de altura h y radio r esta dada por S = 
icryjr 2 + h 2 . Un cono con radio r = 6 cm, tie- 

ne una altura de 8 cm, con un error maximo en 
la medicibn de 0.1cm. Calcule S a partir de 
estas medidas y use diferenciales para estimar el 
error m&ximo en el dilculo. Calcule tambien 
el error porcentual. 

36. El periodo T de un pendulo simple de longitud 
/ se puede calcular con la formula T = 2ir Jlfg , 
donde g es una constante. Use diferenciales para 
estimar el cambio en / que provoca un incremen- 
to de l a /o en T. 

Fjercicios 37^40: Determine f\x) aprovechando el he- 
cho de que \a\ = yja 1 . Halle tambien el dominio de 
/' y trace la gr£fica de /. 

37. f{x) = 11 - x | 38. f(x) = | x 3 - x | 

39. fix) = 11 - x 2 | 40. fix) = x/J x| 

Fjercicios 41-46: Determine la primera y la segunda 
derivadas. 

41. ifiz) = /BzTT 

42. kis) = is 2 + 4) 2 ' i 

43. kir) = (4r + 7) 5 


44. fix) = VlOx + 7 

45. Jix) = 3.x 4 - 4.x 2 -f .x — 2 

46. 0 (.x) = 3.x 8 - 2.x 5 

Fjercicios 47-50: Determine D\y. 

47. y = 2x 5 4- 3x 3 - 4.x 4-1 48. y = ^2 - 5.x 

49. y = (2* - 3)/(3x +1) 50. y = (3x + l ) 4 

Fjercicios 51-54: Suponiendo que la ecuacion define 

una funcidn /tal que>> = /(x), encuentre^" si es 

que existe. 

51. x 3 — y 3 = 1 

52. x 2 >* 3 = 1 

53. x 2 — 3xy 4 - v 2 = 4 

54. \ xy — y 4 .x = 0 

55. Sea f(x) = 1/x. Encuentre una formula para 
f {n \x) para todo entero positivo n. Halle 
el valor de / (/?, (l). 

56. Sea f(x) = vx. Encuentre una formula para 
/<">(x) para todo entero positivo n. 

57. Demuestre que si/(x) es un polinomio de grado 
n , entonces f {k) {x) - 0 para k > n. 

58. Sean u = /(x) y v = g{x ), donde/y g tienen 
derivadas de todos los ordcnes. Sea tambien y = 
wv. Demuestre que 

y M = u"r 4- 2u'r' 4- uv" 

y"' = u'"v 4 - 3u"v' 4- 3uv" 4- uv"' 

y 4 > = u i4 h) 4- 4u'"v f 4- 6u"v" 4- 4 u'v ,n 4- ur <4) . 

Proponga una fdrmula para y (n) . ( Sugerencia: 
Use el Teorema del Binomio (3.9).) 

59. Sea>> = /(</(x)), donde/" y g " existen. Apli- 
que la Regia de la Cadena para expresar D 2 y y 
en terminos de la primera y la segunda deriva¬ 
das y de / y g . 

60. Suponga que /ticne segunda derivada. Demues¬ 
tre (a) que si / es una funcibn par entonces /" 
es par, y (b) que si /es una funcidn impar en¬ 
tonces /" es impar. Ejemplifique estos resulta- 
dos con funciones polinomiales. 








3.8 Rapideces de variacion relacionadas 

ES RAPIDECES de variacion relacionadas 

En las aplicaciones frecuentemente aparecen dos variables x: y y que son funciones deri- 
vables del tiempo /; por ejemplo * = f(t) y y = g(t). Ademis, xyy pueden estar 
relacionadas entre si por medio de una ecuacion como la siguiente 

x 2 - y 3 - 2x + ly 1 - 2 = 0. 


Derivando con respecto a t y usando la Regia de la Cadena se obtiene una ecuacion 
en la que aparecen las razones de cambio respecto al tiempo dx/dt y dy/dt: 

- dx , dy dx dv 
2x ^- 3r + 


Las derivadas dx/dt y dy/dt se llaman rapideces de variacion relacionadas ya que es- 
tan vinculadas o relacionadas efectivamente por medio de una ecuacidn. Tal ecuacion 
puede usarse para evaluar una de las derivadas cuando se conoce la otra. Esto tiene 
muchas aplicaciones pra< dcas como se vera en los siguientes ejemplos. 


EJEMPLO 1 Una escalera de 20 pie de largo esta apoyada contra la pared de un edifi- 
cio. La base de la escalera se desliza horizontalmente a razon de 10 pie/s. ^Con que 
rapidez resbala el otro extremo de la escalera cuando se encuentra a 12 pie del suelo? 

Solucion Comenzamos por representar esquematicamen- 
te la posicion de la escalera en la Figura 3.19 usando la va¬ 
riable x para denotar la distancia del edificio a la base de la 
escalera y otra variable .y para denotar la altura sobre el sue¬ 
lo del otro extremo de la misma. 

Como x aumenta a raz6n de 2 pie/s, 

dx . . . 

~df - 2 P,e/S - 


Nuestro objetivo es hallar dy/dt , la rapidez de cambio de la 
altura del extremo superior de la escalera en el momento en 
que y = 12 pie. 

Se puede encontrar una relacion entre xyy aplicando el Teorema de Pitagoras al 

triangulo rectangulo formado por la pared, el suelo y la escalera (vease la Figura 3 19) 
hsto da o • 

x 2 + y 2 = 400. 


3.19 



Derivando ambos lados de la ecuacion con respecto a t, 


. dx dy 
2x — + 2y -f = 0 
dt ' dt 


dy _ x dx 
dt y dt ' 


o bien, si y * 0, 
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Esta ultima ecuacion es una f6rmula general que relaciona las dos derivadas. dx/dt y 
dy/dt. Consideremos ahora el case especial en que y = 12. El valor correspondiente 
de x se puede obtener de 

jc 2 -H 144 = 400 o bien A' 2 = 400 - 144 = 256. 

Por io tanto x = >/256 = 16 cuando y = 12. Sustituyendo en la fdrmula general de 
dy/dt obtenemos 

dy 16 8 . 

~3T = jy(2) = - T pie/s. • 


A continuation se dan algunas recomendaciones que pueden servir de guia para 
problemas de rapidez de variacion como el del Ejemplo 1. 


GUIA PARA RESOLVER (3.31) 


PROBLEMAS DE 


RAPIDECES 

2 . 

DE VARIACION 

RELACIONADAS 

3. 


4. 


5. 


6 . 


1. Leer cuidadosamente el problema varias veces y pen- 
sar en los datos y en las cantidades que se desea 
calcular. 


a las variables y a las cantidades desconocidas. 

Escribir los hechos conocidos expresando las rapide- 
ces de variacibn dadas y las desconocidas como deri¬ 
vadas de las variables. 

Encontrar una ecuacibn general que relacione las va¬ 
riables. 

Derivar con respecto a t ambos lados de la ecuacion 
del punto 4 para obtener una relation general entre 
las razones de cambio respecto al tiempo. 

Sustituir Jos valores y las derivadas conocidas y des- 
pejar la rapidez de cambio desconocida. 


Un error que se comete frecuentemente es usar los valores espedficos de las deriva¬ 
das y las variables demasiado pronto en la resolucion. Recuerdese siempre obtener una 
fbrmula general que correlacione las rapideces de variacion para todo tiempo /. Los 
valores espedficos de las variables deben sustituirse solamente en los ultimos pasos de 
la resolucibn. 

EJEMPLO 2 Un tanque de agua tiene la forma de un cono circular recto de 12 pie 
de alto y 6 pie de radio en la base. Si se suministra agua al tanque a razon de 10 galones 
por minuto (gal/min), ^cudl ser£ la rapidez de cambio del nivel del agua cuando la pro- 
fundidad es de 3 pie? (1 gal * 0.1337 pie 3 ). 

Solucion Aplicando el punto 2 de la Guia, comenzamos por esquematizar el tan¬ 
que como se ve en la Figura 3.20, usando r para denotar el radio de la superficie del 
agua cuando la profundidad es h. Adviertase que r y h son funciones del tiempo t. 






3 J tooKfeces dc vans ctdn retdCK>nadjs 


m 


nOUKA 3 *0 

AGUA 



Siguiendo cl conscjo 3 f sc expresan las relaciones cono* 
cidas cntre V.ryh. Sabcmos que dV/dt * lOgal/min y sc 
desea encontrar dh/dt cuando h * 3 pic. El volumcn Pde! 
agua cn cl tanque quc corrcspondc a una profundidad h cs 


V » \nr 2 h. 


Esia formula para V rdaciona V % r y h (vtase cl con sc 
jo 4 dc la Guia). Ames dc dcrivar con respccto a / debt 
expresarse Fen termms dc una variable. Consultant 
la Figura 3.20. por ’riingulo* semejantes obtenemos 


Por lo tanto. cuando la profundidad cs h . 


r 

h 


6 

12 


o bicn r 


h 

1 


V 



u rt ‘ 


Derivando con respccto a t (vease el punto 5 dc la Guia) se obt.cne la siguiente rclacidn 
general cntrc las derivadas dc V y h cn todo ttempo: 


dV 

dt 


4 Jt 


Cuando h * 0 sc puede despejar dh/dt y obtener una formula equivalente: 

dh 4 dV 
dt " xh 2 dt' 


Por ultimo (vease el punto 6 de la Guia). sustituimos A * 3 y dV/dt ■ lOgal/min • 
1.337 pieVmin. obtenemos 


~j~~ m (1.337) ■ 0.189 pie/min. . 


En los cjemplos restantes ya no se har4 refercncia a las rccomcndaciones de la Guia. 
El lector podra reconocerlas al estudiar las soluciones. 


noutA 3 11 



EJEMPLO 3 A las 13:00 boras cl barco A se encuentra a 
25 millas al sur del barco B. Suponicndo quc A navega hacia 
el oeste a ra/6n de 16 mi/h, y quc B navega hacia el sur a 
20 mi/h, evaluar la rapidez dc cambio o variation dc la dis- 
tancia cntrc los dos barcos a las 13:30. 

Solucion En la Figura 3.21 aparecc un croquis del pro- 
blema. En clla se han usado jt y y para denotar las millas re¬ 
corridas por los barcos A y B, respectivamente, t horas 
despues de la una de la tarde (13:00). Los puntos Py Q mar- 
can las posiciones a las 13 horas y z denota la distancia cntrc 
las embarcaciones al tiempo /. 
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Sabemos que 


dx 

~ar 


= 16 mi/h y 


“3T 


= 20 mi/h. 


Deseamos determinar dz/dt. Por el Teorema de Pitagoras, 

z 2 = x 2 + (25 - y) 2 . 

Esta es una ecuacion general que relaciona las variables x, y y z. Derivando ambos Ia- 
dos con respecto a t , 


dz dx 

2z — = 2x — 4- 2(25 
dt dt 


-A-t) 


o bien 


dz dx dy 

z — = x — + (y - 25) -f . 


dt dt dt' 

A las 13:30 los barcos han navegado durante media hora y asi 
x = 8, y - 10, y 25 - y = 15. 


Por lo tanto. 


z 2 = 64 + 225 = 289 o bien z = 17. 


Sustituyendo estos valores en la ecuacibn en la que aparece dz/dt , obtenemos 

. dz 


o bien 


17 — = 8(16) -f (— 15)(20) 
dt 

dz 172 , _ 

— *-% — 10.12 mi/h. 

dt 17 


El signo negativo indica que a las 13:30 horas la distancia entre los barcos va dismi- 
nuyendo. 

Otro metodo para resolver el problema consiste en escribir x = 16/, y = 20/, y 

z = [x 2 + (25 - y) 2 ] {/2 = [256z 2 + (25 - 20t) 2 ] 1/2 . 

La derivada dz/dt puede evaluarse directamente y, sustituyendo / por \ , se obtiene 
la rapidez de variacion deseada. • 


EJERCICIOS 3.8 

1. Una escalera de 20 pie de largo esta apoyada con¬ 
tra la pared de un edificio. La base de la escalera 
resbala alej&ndose de la pared a razon de 3 pie/s. 
lC on que rapidez desciende el extremo superior 
de la escalera cuando se encuentra a 8 pie del 
piso? 

2. Cuando un disco metalico circular se calienta, su 
diametro aumenta a razon de 0.01 cm/min. i,Cual 
es la rapidez de cambio del area de uno de sus 
lados? 


3. Se inyecta gas a un globo esf£rico a razbn de 
5 pie-Vmin. <,Si la presion se mantiene constan- 
te, cual es la rapidez de cambio del radio cuando 
el diametro mide 18pulg? 

4. Una nifia comienza a correr a partir de un punto 
A hacia el este, a 3 m/s. Un minuto despuds, otra 
nifla sale corriendo desde A hacia el norte a 
2 m/s. ^Cual es la rapidez de variacibn de la dis¬ 
tancia entre las niftas un minuto mas tarde? 




3.8 Rapideces de variacion relacionadas 
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5. Un farol se encuentra en lo alto de un poste de 
16 pie de altura. Un nino de 5 pie de estatura se 
aleja del poste a una velocidad de 4 pie/s (v6ase 
la figura). iCon que rapidez se mueve la extre- 
midad de su sombra cuando el se encuentra a 
18 pie del poste? ^Cual es la tasa de crecimiento 
de su sombra? 

EJERCICIO 5 



6 . Un hombre que esta en un muelle tira de una 
cuerda atada a la proa de un bote que se halla 
30 cm sobre el nivel del agua. La cuerda pasa so- 
bre una polca simple que se encuentra en el muelle 
a 2 m del agua (vease la figura). Si tira de la cuer¬ 
da a razon de 1 m/s, ^con que rapidez se acerca 
cl bote al muelle en el momento en que la proa 
esta a 6 m del punto sobre el agua que se encuen¬ 
tra directamente abajo de la polea. 



7. La cubierta de un silo ticne la forma de un he- 
misferio de 6 m de diametro. En dicha cubierta 
se deposita una capa de hielo de 5 cm de grueso 
que disminuye a razon de 0.5 cm/h. ^Cual es la 
rapidez de variacion del volumen de hielo? 

8. La arena que escurre por un agujcro de un reci- 
piente forma un monticulo conico cuya altura es 
igual al radio de su base. Cuando la altura del 
monticulo es de 25 cm, aumenta a raz6n de 
15 cm/min. Calcule el volumen de arena que sa¬ 
le del agujero por minuto, cuando la altura es de 
25 cm. 

9. Un nifio que hace volar una cometa sostienc el 
cordel a 5 pie del suclo y lo va soltando a razdn 
de 2 pie/s, mientras la cometa se mueve horiz.on- 


talmente a una altura de 105 pie (vease la figu¬ 
ra). Suponiendo que el hilo se mantiene recto, en- 
cuentre la rapidez con la que se mueve la cometa 
cuando se han soltado 125 pie del hilo. 



10. Un globo de aire caliente se eleva en forma ver¬ 
tical y una cuerda atada a la base del globo se 
va soltando a razon de 1.5 m/s. El torno desde 
el cual se suelta la cuerda esta a 6 m de la plata- 
forma de abordaje. <,Si se han soltado 150 m de 
cuerda, con que rapidez asciende el globo? 



11. La ley de Boyle dc los gases asevera que pv 

c\ donde p es la prcsibn, v el volumen y c una 
constante. En cierto momento el volumen es de 
75 pulg\ la presion es dc 30 lb/pulg 2 y 6sta dis- 
miuuye a razon de 2 lb/pulg 2 por minuto. ^Cual 
es la rapidez de cambio del volumen en ese 
momento? 

12. Una bola esf£rica de nieve se derrite dc manera 
que su radio disminuye con rapidez constante, 
dc 30 a 20 cm en 45 min. ^Cual era la rapidez de 
cambio del volumen en el momento en que el ra¬ 
dio media 25 cm? 

|J. Los extremos de un abrevadero de 3 m de largo 
tienen la forma de trtengulo equilatero, con la- 
dos de 60 cm. Se suministra agua al abrevadero 
a razon de 20 L/min. ^Cual es la rapidez. de cam¬ 
bio o variacidn de! nivel del agua cuando la pro- 
fundidad es 20 cm? [1 L (litro) = 1000 cm 3 .] 
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EJERQQO 13 





14. Resuelva el Ejercicio 13 suponiendo que los ex¬ 
tremes del abrevadero tienen la forma de la grb- 
ficadej' = 2\x\ entre los puntos (-l f 2) y (1, 2). 

15. Un cable de 100 pie de largo y 4 pulg de di&me- 
tro est£ sumergido en el mar. Debido a la corro- 
si6n, el drea de la superficie del cable disminuye 
a razbn de 750 pulg 2 /aflo. Encuentre la rapidez 
con la que decrece el diametro, despreciando la 
corrosion en los extremos del cable. 

16. Un incendio que comenzo en un terreno seco se 
extiende formando un circulo. El radio del circu- 
lo crece a razbn de 1.8m/min. Calcule la rapi¬ 
dez con que crece el drea del circulo cuando el 
radio es de 45 m. 

17. El area de un triangulo equilatero disminuye a 
razon de 4 cm 2 /min. Calcule la rapidez de varia¬ 
tion de la longitud de sus lados en el momento 
en que el area del tridngulo es de 200 cm 2 . 


EJERCICIO 21 


22. La formula de la expansibn adiabdtica del aire 
es pv x 4 = c, donde p es la presibn, v es el vo- 
lumen y c es una constante. En cierto momento 
la presibn es 40 din/cm 2 (dinas por centimetro 
cuadrado) y aumenta a razon de 3 din/cm 2 por 
segundo. En ese mismo momento el volumen es 
de 60 cm 3 . Calcule la rapidez de variation del 
volumen. 

23. Un tanque esferico de agua de radio a contiene 
este liquido con una profundidad h y el volu¬ 
men del agua en el tanque esta dado por V = 
^7r/i 2 (3a - h ). Suponga que un tanque esferico 
de 5 m de radio se estd Uenando a razon de 400 
L/min. Calcule a razon de cuantos metros por 
segundo se eleva el nivel del agua cuando h - 
1.25 m. 

24. Un tanque esferico esta cubierto por una capa 
uniforme de hielo de 2 pulg de grueso. El volu¬ 
men de hielo se derrite con una rapidez directa- 
mente proportional al area de la superficie. 
Demuestre que es constante la rapidez de cam- 
bio del diametro exterior. 



18. El gas contenido en un globo esferico escapa a 
razon de 10 L/h (libros por hora). iA razbn de 
cubntos centimetros por hora disminuye el radio 
del globo en el momento en que el volumen es 
de 400 L? 

19. Se lanza una piedra a un lago y produce ondas 
circulares cuyos radios crecen a razbn de 0.5 m/s. 
iA razbn de cudntos metros por segundo aumen¬ 
ta el perimetro de una onda cuando su radio mi- 
de 4 m? 

20. El “diamante” de un campo de softball tiene la 
forma de un cuadrado de 60 pie de lado. Una ju- 
gadora corre de segunda a tercera base a 25 pie/s. 
iA razbn de cuantos pies por segundo va cam- 
biando su distancia a “home plate” cuando esta 
a 20 pie de la tercera base? 

21 . Cuando dos resistencias R x y R 2 se conectan en 
paralelo (v£ase la figura), la resistencia total R cs- 
td dada por \/R = (1//?,) + (1 /R 2 ). Si /?, y R 2 
aumentan a razbn de 0.01 G/s (ohms por segun¬ 
do) y 0.02 G/s, respectivamente, £a razbn de 
cudntos ohms por segundo varfa R en el momento 
en que /?, = 300 y R 2 = 90 G? 


25. Un nirto deja caer una piedra a un lago desde un 
acantilado de 60 m de altura y, dos segundos des¬ 
puds, deja caer otra piedra desde el mismo lugar. 
Describa la rapidez de cambio de la distancia en¬ 
tre las dos piedras durante el siguiente segundo 
(suponga que la distancia que recorre un cuerpo 
que cae durante / segundos es 4.9/ 2 m). 

26. Una barra de metal tiene la forma de un cilindro 
circular recto. Cuando se calienta, su longitud y 
su diametro aumentan a razbn de 0.005 cm/min 
y 0.002 cm/min, respectivamente. iA razon de 
cu£ntos centimetros cubicos por minuto aumen¬ 
ta el volumen de la barra en el momento en que 
mide 40 cm de largo y 3 cm de diametro? 

27. Un avion vuela con velocidad constante de 
500 km/h y con una inclinacion de 45° hacia arri- 
ba. Encuentre la rapidez de cambio de la distan¬ 
cia del avion a una torre de control en tierra, un 
minuto despuds de que este paso directamente a 
3 km arriba de ella (desprecie la altura de la 
torre). 

28. Una carretera A que va de norte a sur y otra B 
que va de este a oeste se cruzan en un punto P. 











3.9 El Metodo de Newton 

28. 

A las 10:00 horas un automdvil pasa por P via- 
jando hacia el norte por la carretera A a 80 km/h. 
En ese mismo momento, un avi6n que vuela ha¬ 
cia el este a 320 km/h y a 8000 m de altura, se 
encuentra directamente arriba de un punto en la 
carretera B que se haila 160 km al oeste de P. Si 
ambos mantienen la misma velocidad y la mis- 
ma direccidn, £cu£l es la rapidez de cambio de 
la distancia entre el avidn y el automdvil a las 
10:15 horas? 

29. 

Un vaso de papel con agua tiene la forma de un 
cono circular recto truncado de 15 cm de altura 
con radios de la base y de la orilla libre de 2 cm 
y 4 cm, respectivamente. El agua se fuga del va¬ 
so a razon de lOOcmVh. iA razon de cu^ntos 
centimetros por hora disminuye la profundidad 
del agua cuando es de 10 cm? ( Nota: Ei volumen 

V de un cono circular recto truncado de altura 
h y radios a y b en los extremos esta dado por 

V = 3 l x/i(fl 2 + b l -i- ab ).) 

La orilla de una piscina es un rectangulo de 60 pie 
de largo y 30 pie de ancho. Su profundidad 
aumenta uniformemente de 4 a 9 pie en un tra- 
mo horizontal de 40 pie y despues continua al 
mismo nivel los 20 pie restantes, como se ilustra 
en la figura, la cual representa una section trans¬ 
versal. La piscina se estd llenando a razbn de 
500 gal/min de agua. Calcule aproximadamente 
la rapidez de cambio del nivel del agua en el mo¬ 
mento en que la profundidad en la parte mas hon- 
da es de 4 pie (1 gal * 0.1337 pie 3 ). 

*€RCICIO 30 
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31. En la tigura se muestran las posiciones relativas 
de una pista de aeropuerto y una torre de con¬ 
trol de 20 pie de altura. El principio de la pista 
estii a una distancia perpendicular de 300 pie de 
la base de la torre. Un avidn alcanza una veloci¬ 
dad de 100 mi/h despues de recorrer 300 pie so- 
bre la pista. Calcule la rapidez de cambio de la 
distancia entre el avion y la cabina de la torre de 
control. 



32. A traves de un filtro de papel conico escurre agua 
a una taza, como se muestra en la figura. Sea x 
la altura del agua en el filtro y y la altura del agua 
en la taza. Determine la relacidn entre dy/dt y 
dx/dt, cuando el filtro contiene lOpulg 3 de 
agua. 


EJERCIQO 32 



T 



EL METODO DE NEWTON 


En esta secci6n se expone un metodo para caicular aproximadamente un cero real de 
una funcidn derivable / es decir, un numero real r tal que f(r) = 0. Para usar el 
metodo se comienza tomando una primera aproximacion jc, al cero r. Como r es la 
abscisa de la interseccidn de la grafica de/con el eje la aproximacion se puede 
escoger observando un croquis de la grafica de/. Sea / la recta tangente a la grifica 
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F1GURA 3.22 



de / en el punto (x ]t f(x x )). Si x x esta suficierUemente cer- 
cano a r entonces, como se ilustra en la Figura 3.22, la absci- 
sa x 2 de la intersection de / con el eje x debe ser una mejor 
aproximacion a r. 

Como la pendiente de / es f \x j), 

y ~ /(*i) = f\x\)(x - x x ). 

es una ecuacion para la recta tangente. Como x 2 es la absci- 
sa de la intersection con el eje x (o intercepcidn x), corres¬ 
ponds al punto (jc 2 , 0 ) de /, se obtiene asi 

0 -/(*,) = fix ,)(* 2 - *i)- 


Si f\x i) # 0, esta ecuacion es equivalente a 


x 2 = v l 


/(* j) 

/'(*,)' 


Tomando x 2 como una segunda aproximacion arse puede repetir el proceso usando 
la recta tangente en (x 2 , f(x 2 )). Si f\x 2 ) ± 0, puede obtenerse una tercera aproxima¬ 
cion X 3 , dada por 


*3 = *2 


Ax 2) 

f(x 2 y 


El proceso se puede continuar hasta alcanzar el grado de precision que se desee. Este 
metodo de aproximaciones sucesivas a los ceros reales se llama Metodo de Newton. A 
continuacidn se enuncia formalmente. 


METODO DE (3.22) Sea/una funcion derivable y sea r un cero real de/. Si 
NEWTON I x„ es una aproximacibn a r, entonces la siguientc apro¬ 

ximacion x„ t \ esta dada por 


FIGURA 3.43 



-*7i+l 


/(*«) 

/'<*„) 


siempre y cuando f\x n ) * 0 . 






El Metodo de Newton no garantiza que , sea una me- 
jor aproximacidn a r que x n para todo n. Se debe tener cui- 
dado al elegir la primera aproximacidn x } . Si x x no est* 
suficientemente cerca de r, es posible que la segunda aproxi¬ 
macion x 2 sea menos adecuada que x x , como se ilustra en la 
Figura 3.23. Es evidente que no se debe elegir un numero x m 
para el cual f\x n ) sea casi cero porque entonces la recta 
tangente / es casi horizontal. 
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A1 aplicar el Metodo de Newton usaremos la siguienie regia: Si se desea una aproxi- 
macion de k cifras decimales calcularemos cada uno de los numeros x 2 , Jt 3 , ... con una 
precision de k cifras decimales, y se continuara el proceso hasta que dos aproximacio- 
nes consecutivas sean iguales. Esto se ilustra en los ejemplos siguientes. 


EJEMPLO 1 Estimar V7 con cinco cifras decimales, usando el M6todo de Newton. 


Solucion El problema equivale al de estimar el cero real positivo r de f(x) = 
or 2 ~ 7. En la Figura 3.24 se tiene la grafica de /. Como /(2) = -3 y /(3) = 2, de 
la continuidad de /resulta que 2 < r <3. Mas aun, como/es creciente en el intervalo 
(2, 3), solamente puede haber un cero en el. 

Si x n es una aproximacion a r, entonces por (3.32) la siguiente aproximacion 
esta dada por 


FIGURA 3.24 



/(*«) = 

/'(*,) X " 



Escojamos *| = 2.5 como una primera aproximacion. 
Usando la fdrmula para con n = 1 obtenemos 

(2 5) 2 - 7 

X2=2 - 5 - L 2^5r= 2 - 65000 


Aplicando de nuevo la formula con n = 2 resulta la siguien¬ 
te aproximacion 


*3 


2.65000 - 


(2.65000) 2 - 7 
2(2.65000) 


2.64575 


Repitiendo el procedimiento (con n = 3), 


.v 4 = 2.64575 


(2.64575) 2 - 7 
2(2.64575) 


2.64575 


Como ya tenemos dos valores consecutivos de que son iguales (con el grado de pre¬ 
cision deseado), se tiene que v7 s^2.64575. Es posible demostrar que, con una preci¬ 
sion de nueve cifras decimales, Vl ® 2.645751311. 


FIGURA 3.25 



EJEMPLO 2 Calcular la mayor raiz positiva real de - 
3x 4- 1 = 0 con una precision de cuatro cifras decimales. 

Solucion Si definimos/(x) = - lx + 1, entonces el 

problema es equivalente a eneontrar cl mayor cero real posi¬ 
tivo de/. La grafica de/se tiene en la Figura 3.25. Observe- 
se que/tiene tres ceros reales. Deseamos calcular el cero que 
se encuentra entre 1 y 2. Como /'(*) = 3* 2 - 3, la fdrmu- 
la para x n+ \ en el Metodo de Newton es 
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Usando la grafica tomamos como primera aproximacidn x x - 1.5 y se procede como 
sigue: 


, e (1.5) 3 — 3(1.5) + 1 
^ ,5 —i( H ) ~ 3 * 1 5333 

(1.5333) 3 - 3(1.5333) + 1 


x 3 = 1.5333 - 


x 4 = 1.5321 - 


3(l.5333) 2 - 3 

(1.5321) 3 - 3(1.5321) + I 
3(1.5321) 2 - 3 


1.5321 

1.5321 




Por lo 1,'inio, la aproximacidn deseada es 1.5321. Las otras dos rai'ces realcs se pueden 
estimar de nianera parecida (vease el Ejercicio 15). • 

EJERCICIOS 3.9 


Ejercicios 1-2: Utilice el Metodo de Newton para es¬ 
timar el numero dado con una precisidn de cuatro ci- 
fras decimales. 

1 . </2 2 . </3 

Ejercicios 3-8: Use el Metodo de Newton para esti¬ 
mar la raiz real con una precision de cuatro cifras de¬ 
cimates. 

3. La raiz positiva de x- + 5* - 3 = 0. 

4 . La mayor rafz de 2* 1 - 4x 2 - 3x + 1 = 0. 

5. La raiz de x 4 + 2x } - 5a* 2 + 1 = 0 que esta 
entre 1 y 2. 

6. La raiz de x 4 - 5x 2 + 2x - 5 = 0 que esta en¬ 
tre 2 y 3. 

7. La raiz de x- + x 2 - 9x - 3 = 0 que se halla 
entre -2 y —1. 

8. La raiz de x 5 + x } + 2x - 5 = 0 que se halla 
entre 1 y 2. 


Ejercicios 9-10: Estime el mayor cero de f(x) con una 
precisidn de cinco cifras decimates. 

9 /(.x) = x 4 — I lx 2 - 44x - 24 
10. /(*) = x 3 - 36x - 84 

Ejercicios 11-18: Utilice el Metodo de Newton para 
calcular todas las raices reales con una precision de 
dos cifras decimates. 


11 . 

x 4 = 

125 


12. 

I0.T 2 

- 1 

= 0 

13. 

* 4 - 

x — 

2 = 0 

14. 

X 5 - 

lx 2 

-1-4 = 0 

15. 

X 3 - 

3x + 1 = 0 

16. 

x 3 + 

2x 2 

- 8x - 2 

17. 

X 4 - 

X 3 - 

1 

n 

© 

18. 

4x 3 

— 4x 

+ 1=0 


3.10 


REPASO 


Defina o discuta lo siguiente. 

1. La derivada de una funcidn. 

2. Funcidn derivable. 

3. Funcion derivable en un intervalo. 

4. Derivada por la derecha de una funcion. 


5. Derivada por la izquierda de una funcidn. 

6 . Relacion entre la continuidad y la derivabilidad 
de una funcidn. 

7. Regia de la Potencia. 
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3.10 Rcpaso 

8. Regia del Producto. 

9. Regia del Cociente. 

10. La derivada como una tasa de variation o razbn 
de cambio. 

11. La aceleracibn en el movimiento rectilineo. 

12. Aplicaciones de la derivada en econoim'a y ad¬ 
ministration. 

13. Notacibn de incrementos. 

14. Diferenciales. 


15. Error medio en una medicion. 

16. Error porcentual. 

17. Regia de la Cadena. 

18. Regia de la Potencia para Funciones. 

19. Recta tangente a una gr&fica. 

20. Derivation implicita. 

21. Derivadas de orden superior. 

22. Rapideces de variation relacionadas. 

23. Metodo de Newton. 


EJERCICIOS 3.10 


Ejercicios 1-2: Encuentre f'{x) directamente a partir 
de la definition de derivada. 

1. /(x) = 4/(3x 2 + 2) 2. f(x) = Js^lJ 

Kjercicios 3-30: Determine ia primera derivada. 

3. f(x) = 2x 3 — 7x + 2 4. k(x) = —r—L- 

5. (/(t) = Jbt + 5 6. h(t) = I. . 

J6l + 5 

7. F(z ) = Jl?- 4z + 3 8 . f(w ) = V3w 2 


9. C(x) ■ 


' (3* 2 - l) 4 

11. f(y) = ( > . 2 _y - 2 )- 2 

12. *(S) = [(^ 2 - I) 3 - I] 5 


10. W(x) = 


(3x 2 — I) 4 


13. gix) = </(3x + 2) 4 

.c /8s 2 - 4V 

14. P(x) = (x + x->) 2 ,S - 'I 5 * = (jj-^5J 


16. qiw) - 


(w- l)(*v-3) 


(w+ l)(w+ 3) 

17. F(x) = (x‘+ l) 5 (3x + 2) 3 
'«• fc(z) = [z 2 + (z 2 + 9) l,2 ] ,/l 
^(y) = (iy — 2)’ 2 (2y + 1) 2/3 

20. p(x) =- - 2 - 


21. f(x) = (x 2 + l)(x 2 + 2)(x 2 + 3) 

22. H(f) = (r 6 + r 4 ) 6 


23. h(x) = Jx + Jx + jx 

24. Kir) = -Jr Jr + 1 Jr + 2 
JlJ+ 3 


25. fix )= 


JJx + 2 


26. /(x) = 6x 2 - - + -jL 


27. giz) = (9z i/3 - 5z 3,! ) 3 28. F(t) = - - 7 

f 2 + 2 

29. kis) = (2s 2 - 3s -t- l)(9s - l) 4 

30. fiw) = J{2w + 5)/(7w - 9) 

Kjercicios 31-34: Evaliie v' suponiendo que la ecua- 
cibn define una funcion derivable /tal que^ = f(x). 

31. 5x 3 — 2 x 2 y 2 + 4 y 2 — 7 = 0 

32. 3x 2 — xy 2 -f- y~ l = 1 

,, \f* + 1 

33. -p-= y 

V7 + 1 

34. y 1 - Jxy + 3x = 2 

Kjercicios 35-38: Encuentre ecuaciones para las rec- 
las tangente y normal a la grifica de /en el punto P. 

35. y = 2x — P{ 4,6) 

yJX 
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CAPITUIO 3 • LA DERIVADA 


36. y = (x 3 + 2) 5 , PI-I, I) 

37. x 2 y - y J = 8, P(-3. t) 

38. x = v 2 '\ P(0,0) 

39. Calcule la abscisa de todos los punios dc la gra- 
fica de y = x 3 — lx 1 + x — 2 en los que la rec¬ 
ta tangente es perpendicular a la recta 4 jc -h 2v = 
5. 

40. Sea y - 2x 3 - x 1 - 3jc. (a) Calcule la abscisa 
de todos los puntos de la gr&fica en los que la 
recta tangente es horizontal, (b) Calcule la pen- 
diente de la recta tangente en los puntos donde 
la gr&fica corta al eje x. 

Ejercicios 41-42: Evalue y\ y” y y'*\ 

41. y = 5x 3 + 4Vx 42. y = (1/x 2 ) + (1/x) 

43. Calcule y" por derivacibn imph'cita suponiendo 

que x 2 + 4 xy - y 2 = 8. 

44. Sea /( x) = x 3 - x 2 - 5x + 2, 

(a) Halle la abscisa de todos los puntos de la 
grafica de /en los que la recta tangente es 
paralela a la que pasa por /4(-3, 2) y 
S(l. 14). 

(b) Halle el valor de /" en cada uno de los ce- 
ros de /'. 

45. Sea f(x) = 1/(1 - x). Encuentre una formula 
para f {n) (x) para todo entero positivo n. 

46. Sea ^ = 5x/(x 2 + 1). Obtenga dy y usela para 
estimar el incremento de y cuando x cambia de 
2 a 1.98. iCual es el incremento exacto de yl 

47. Se calcula que el lado de un triangulo equilatero 
es de 4 pulg con un error maximo de 0.03 pulg. 
Use diferenciales para estimar el error maximo 
en el calculo del area del triangulo. Calcule el 
error porcentual. 

48. Sean s = 3 r 2 - 2\fr +1 y r = / 3 + / 2 + I. 
Use la Regia de la Cadena para obtener el valor 
de ds/dt en t - 1 . 

49. Sean /(x) = 2x 3 + x 2 - x + 1 y g(x) - x 5 + 
4x 3 -l- 2x. Use diferenciales para estimar el in¬ 
cremento de g(f(x)) cuando x varia de -1 a 
-1.01. 

50. Utilice diferenciales para estimar < 64.2. ( Suge - 
rencia: Considere y = jfx.) 

51. Suponga que / y g son funciones tales que 
/(2) = -1. /'(2) = 4, /"(2) = -2, 0 (2) = -3, 


g( 2) = 2 y g" (2) = 1. Calcule los valores de 
las siguientes funciones en x = 2. 

(d)(/«r (e)0 (o(0’“ 

52. La funcion de costo por la produccidn de un com- 
ponente para un microprocesador esta dada por 
C(x) = 1000 + 2x -f 0.005x 2 . Suponiendo que 
se fabrican 2000 unidades, calcule el costo, el cos¬ 
to medio, el costo marginal y el costo medio mar¬ 
ginal. 

53. Un fabricante de homos de microondas determi- 
na que el costo de producir x unidades esta dado 
por 

C(x) = 4000 + 100* + 0.05* 2 + 0.0002* 3 

Compare el costo marginal de producir 100 hor- 
nos con el costo en la produccibn del centesimo 
primero. 

54. El volumen y el 6rea de la superficie de un globo 
esferico se denotan por V y S, respectivamente. 
El diametro es de 8 cm y el volumen aumenta en 
12 cm 3 . Aplique diferenciales para estimar el in¬ 
cremento en S. 

55. Segun la ley de Stefan, la energia de radiacion 
emitida por la superficie de un cuerpo esta dada 
por R = kT 4 % donde R es la emisibn por unidad 
de area, T es la temperatura (en kelvins, °K) y 
k es una constante. Suponiendo que el error en 
la medicion de T es 0.5%, evalue el error por¬ 
centual correspondiente en el calculo del valor de 
R. 

56. La iluminacion producida por una fuente de luz 
es inversamente proporcional al cuadrado de la 
distancia a la fuente. Un estudiante trabaja en 
un escritorio que esta a cierta distancia de una 
lampara. Use diferenciales para calcular el cam- 
bio porcentual en la distancia que aumentar^ la 
iluminacion en 10%. 

57. La funcion de posicion de un punto que se mue- 
ve a lo largo de una recta coordenada esta dada 
pors(/) = (/ : + 3f + 1)/(/ 2 + 1). Calcule la 
velocidad y la aceleracion al tiempo t y describa 
el movimiento del punto durante el intervalo de 
tiempo [-2, 2]. 

58. Un punto P(x, y) se mueve sobre la gr&fica de 
y 2 = 2* 3 de manera que dy/dt = * para el 
tiempo t. Calcule dx/dt en el punto (2, 4). 





59. Los extremos de un abrevadero horizontal de 
10 pie de largo son trapecios isosceles cuya base 
inferior mide 3 pie. la superior 5 pie y la altura 
es de 2 pie. El nivel de agua sube a razon de 1 
de pulgada por minuto cuando la profundidad 
es de I pie. iQue cantidad de agua por minuto 
entra a] abrevadero? 

60. Dos automdviles A y B viajan hacia un cruce o 
intersection por carreteras perpendiculares. A se 
desplaza a 40 km/h, y B, a 80 km/h. En cierto 
memento A esta a 400 m de la interseccidn y B 
a 800 m. Calculc la rapidez con que los automo- 
viles se acercan en ese momento. 

61. La ley de Boyle dice que pv = c, donde p es la 
presidn, v el volumen y c es una constante. Ob- 
tenga una fdrmula para la razdn de cambio de 
p con respecto a v. 

62. Un puente de ferrocarril pasa por arriba de un 
rio a 8 m de el. Una persona a bordo de un tren 
que corre a 100 km/h pasa por el centra del puen- 
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te en cl momento en que otra pasa por debajo 
del centra del puente en una lancha de motor que 
va a 30 km/h (vease la figura). <.A que velocidad 
se alejan las dos personas 10 segundos despues? 



63. Utilice el Metodo de Newton para calcular la raiz 
de lx* + 2at> - 3^ - lx - 5 = 0 que se en- 
cuentra entre 0 y - | con una precision de cuatro 
cifras decimales. 

64. Aplique el M6todo de Newton para estimar</5 
con una precision de tres cifras decimales. 
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CAPITULO 


YALORES EXTREMOS 
y ANTI DERI VADAS 


gjn este capftulo se usa la derivada para investigar los valores 
maximos y mfnimos de las funciones, las aplicaciones de los 
valores extremos y los conceptos graficos de concavidad y 
puntos de inflexion En la Seccion 4.6 se discuten los Ifmites 
infinitos, en particular los de las funciones racionales. En la ultima 
seccion se presenta el concepto de antiderivada y se aplica a 
los problemas de movimiento. 
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CAPl'TULO 4 • VALORES EXTREMOS Y ANTI DERI VADAS 


MAXIMOS y MINIMOS LOCALES DE LAS FUNCIONES 

Supongamos que la grafica de la Figura 4.1 fue trazada por 
cierto instrumento que mide y registra alguna cantidad fisi- 
ca. El eje x representa el tiempo y las ordenadas representan 
las magnitudes de la cantidad fisica medida por el instrumen¬ 
to, que pueden ser la temperatura, resistencia en un circuito 
electrico, presi6n arterial de una persona, cantidad de algu- 
« c- t r 2 7\ 7 4 c 5 'c„ b *r na solution quimica o el numero de bacterias en un cultivo. 

La grafica indica que la cantidad aumento durante el in¬ 
terval de tiempo [a, c,], disminuyo durante [c u c 2 ], aumento durante [c 2 , c 3 ], etce¬ 
tera. Si sdlo se considers el intervalo [c h c 4 ], se ve que la cantidad tuvo su mayor va¬ 
lor (o su maximo) en c 3 y su valor mas pequeflo (o minimo) en c 2 . En otros intervalos 
hubo diferentes maximos y minimos. Por ejemplo, el maximo sobre todo el intervalo 
[u, b] se da en c 5 y el minimo en a. v 

La terminologia que se usa para describir la variation de cantidades fisicas se apli- 
ca tambien a las funciones. 



4.1 


DEFINICION (4.1) 



Sea / una funcibn definida en un intervalo / y scan x u 
x 2 dos numeros que estan en /. 

(i) /es crecienle en / si /(Xj) < /(x 2 ) siempre que 
X] < x 2 . 

(ii) /es decreciente en I si f(X \) > /(x 2 ) siempre que 
x, < x 2 . 

(iii) /es constante en I si /(x t ) = /(x 2 ) para todo x t 
y x 2 . 


La Figura 4.2 ilustra graficamente la Definicidn (4.1). 

A lo largo del texto, las frases / es creciente y f(x) es creciente tienen el mismo 
significado. Lo mismo ocurre con el termino decreciente. Si una funcion es creciente, 
entonces su grafica sube o asciende cuando x aumenta. Si una funcion es decrecien¬ 
te entonces su grafica baja o desciende cuando x aumenta. Si la Figura 4.1 representa la 
grafica de una funcidn /, entonces / es creciente en los intervalos [a, c,], [c 2 , c 3 ] y 


FIGURA 4.9 



/ 
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|c 4 , C 5 ]. Es decreciente en [c [t c 2 ], [c 3 , c 4 ] y [c 5j c 6 ]. La f unci on es constants en el 
intervalo [c 6l b ]. 

La siguiente definicion presenta la terminologla que se usa para denotar los valores 
mds grandes y los mas pequeftos de una funcion en un intervalo. 


DEFINICION (4.2) 



Sea/una funcion definida en un intervalo / y 
numero en /. 

f '**. % r - ,f * ‘ ’ - r - “*r% *-'V •'' - 1 - { :« 3 


i) /(c) es el mdximo (o vaJor maximo) de / en l si 
f(x) < f(c ) para todo x en /. 

(ii) /(c) es el minimo (o valor minimo) de f en I si 
fix) > /(c) para todo * en /, 


Las Figuras 4.3 y 4.4 muestran un m&ximo y un minimo. En ellas se representa 
/como un intervalo cerrado [u, 6], pero la Definicion (4.2) puede apiicarse a cualquier 
intervalo. Aunque las graficas que se muestran tienen tangentes horizontal en el pun- 
to /( c )) 3 los maximos y mmimos tambien pueden darse en puntos donde la grafica 
tiene picos o saltos, o en los extremes del dominio de la funcion. 


FIGURA 4.3 


F1GURA 4.4 


Valor maxi mo f(c) Valor minimo f{c} 


, V 


, V 
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h *r 


1 


Si /(c) es el maximo de / en /, se dice que / alcanzQ su maxi mo en c, y en ese 
caso, el punto (c, /(c)) es el punto mds alto de la grafica. Si /(c) es et minimo de 
fen I, se dice que f atcanza su minimo en c, y en ese caso, {c, /(c)) es el punto mas 
bajo de la grafica. Los maximos y mlnimos son los valores extremos de /. Una funcion 
puede alcanzar un maximo o un minimo mas de una vez. Si /es una funcion constante, 
entonces /(c) es a la vez un maximo y un minimo que /alcanza en todo numero real c. 


EJEMPLO 1 Sea f(x ) — 1/jc 2 , Determinar si /es creciente o decreciente en los si- 
guientes intervalos y encontrar sus maximos y mlnimos en cada intervalo: 


( 1 , 2 ] ( 1 , 2 ] ( 1 , 2 ) (- 2 ,- 1 ] [- 1 , 2 ] 
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Solucidn Por inspecci6n de la grafica de / mostrada en 
la Figura 4.5, obtenemos la siguiente tabla. 


Intervalo 

/ 

Maximo 
de / 

Minimo 
de / 

[1.2] 

(1. 2] 

0, 2) 

(-2, -1] 
[-1. 2] 

decreciente 
decreciente 
decreciente 
creciente 
ni uno ni otro 

/(l) = 1 

no tiene 
no tiene 

/(-l) = 1 

no tiene 

/(2) = i 
/(2) = i 

no tiene 
no tiene 

/(2) = i 


N6tese que /no tiene un maximo en (1, 2], pues si a es cualquier numero en (1, 2] 
y si 1 < c < a y entonces /(c) > f(a). En el intervalo abierto (1, 2), f no alcanza 
un maximo ni un minimo. 

La funcidn no es continua en [-1, 2]. Aunque /es creciente en [-1, 0) y decrecien- 
te en (0, 2], no se puede decir de /ninguna de las dos cosas en el intervalo [-1,2]. • 

El ejemplo anterior muestra que la existencia de maximos y minimos puede depen- 
der del tipo de intervalo y de la continuidad de la funcidn. El siguiente teorema enuncia 
condiciones bajo las cuales una funcidn alcanza un m&ximo y un mfnimo en un interva¬ 
lo. La demostracidn se puede consultar en textos de dilculo mas avanzados. 


TEOREMA (4.3) 


Si una funcidn / es continua en un intervalo cerrado 
[a, 6], entonces /alcanza un minimo y un maximo por 

lo menos una vez en [a, b ]. 

-.. . ■■ - ■ — — - . -■ — - 


Los valores extremos de una funcidn tambten se llaman minimo absoluto y maxi¬ 
mo absoluto de /en un intervalo. Los maximos y minimos locales de una funcidn tam- 
bien son importantes y se definen como sigue. 


DEFINICION (4.4) 


Sea c un numero en el dominio de una funcidn /. 

(i) /(c) es un maximo local de / si existe un intervalo 
abierto (a, b) que contiene actal que f(x) < /(c) 
para todo x en (a, b). 

(ii) /(c) es un minimo local de /si existe un intervalo 
abierto (a, b) que contiene actal que /(*) 2 /(c) 
para todo x en (a, b). 


La palabra local se refiere a que estos maximos y minimos lo son en relacion con 
una region , un intervalo abierto pequeiio que contiene a c. Fuera de ese intervalo abier- 
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FIGURA 4.6 
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to /puede tomar valores mayores o menores. Tambi6n se puede hablar de maximos 
y minimos relativos en vez de locales. Los m&ximos o minimos locales se denominan 
valores extremos locales de /. En la Figura 4.6 se ilustran varios ejemplos de valores 
extremos locales. Como se indica en la figura, un minimo local puede ser mayor que 
un mdximo local. 

Los mdximos y minimos locales pueden no incluir entre ellos a los maximos y mini- 
mos absolutos de /. Por ejemplo, en la Figura 4.1, /(a) es el minimo absoluto de / 
en [a, b] pero no es un minimo local ya que no existe un intervalo abierto I conte- 
nido en [a, b ] en el que f(a) es el menor valor de / en /. 

En los puntos correspondientes a los extremos locales de la funcidn cuya grafica 
aparece en la Figura 4.6, la recta tangente es horizontal, o bien la grafica tiene un pico. 
Las abscisas de estos puntos son numeros en los que la derivada es cero o no existe. 
El siguiente teorema muestra que esto es cierto en general. La demostracidn se da al 
final de la seccidn. 


TEOREMA (4.5) 


El siguiente corolario 


COROLARIO (4.6) 


Si una funcidn / tiene un maximo local o un minimo lo¬ 
cal en un numero c de un intervalo abierto, entonces 
/(c) = 0 o bien /'(c) no existe. 


es una consecuencia inmediata del Teorema (4.5). 


Si /'(c) existe y /'(c) # 0, entonces /(c) no es ni un 
maximo local ni un minimo local de la funcion /. 


Hay un resultado similar al Teorema (4.5) para los mdximos y minimos absolutos 
de una funcidn que es continua en un intervalo cerrado [a, b] y que los alcanza en el 
intervalo abierto (a, b). Este resultado se enuncia como sigue. 


TEOREMA (4.7) 


Si una funcion / es continua en un intervalo cerrado 
[ a , b] y alcanza su maximo o su minimo en un numero 
cdel intervalo abierto (fir, b ), entonces /'(c) = 0 o bien 
/'(c) no existe. 





















166 


CAPITULO 4 • VALORES EXTREMOS Y ANTIDERIVADAS 


La demostracion deJ Teorema (4.7) es identica a la de (4.5) pero omitiendo la pala- 
bra local. 

De los Teoremas (4.5) y (4.7) se ve que los numeros en los que la derivada es cero 
o no existe, desempenan un papel importante en la determinacidn de los maximos y 
minimos de una funcidn. For este motivo se da un nombre especial a estos numeros. 


DEFINICION (4.8) 


Un numero c en el dominio de una funcidn / se Hama 
numero critico de /si /'(c) = 0 o bien/'(c) no existe. 


De acuerdo con el Teorema (4.7), resulta que si /es continua en un intervalo cerra- 
do [a, b] y entonces el m&ximo y el minirno absolutos se alcanzan en un numero critico 
de /o en los extremos a o b del intervalo. Si /(cr) o f(b) es un valor extremo abso- 
luto de /en [a y b\ y se llama valor extremo en la frontera. Los croquis de la Figura 4.7 
ilustran este concepto. 


FIGURA 4.7 

Valores extremos en la frontera de / sobre (o, />) 

(i) Minimo absoluto /( a ) (N) Maximo absoluto /( a) 
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(ill) Minimo absoluto f(b) (iv) Maximo absoluto f{b) 
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De la discusidn anterior se obtiene lo siguiente: 

9 

1. Encontrar todos los numeros criticos de /. 

2. Calcular /(c) para cada numero critico c. 

3. Calcular f(a) y f{b). 

4. El maximo y el minimo absolutos de /en [o, b] son, 
respectivamente, el mayor y el menor de los valores 
de la funcion determinados en los pasos 2 y 3. 


EJEMPLO 2 Sea f(x) = x 3 - 12*. Calcular el maximo y el minimo absolutos de / 
en el intervalo cerrado [-3, 5]. Trazar la grafica de /. 

Solucion Siguiendo la Guia (4.9), comenzamos por encontrar los numeros criticos 
de /. Derivando, 

f\x) = 3x 2 - 12 = 3(* 2 - 4) = 3(JC + 2)(x - 2). 


GUIA PARA (4.9) 
DETERMINAR EL 
MAXIMO y EL MINIMO 
ABSOLUTOS DE UNA 
FUNCION f EN UN 
INTERVALO CERRADO 

la,bl 



















ntoeros cr,,icos son ■— - - 

anterior se deduce que el maxTmo v lL i , C ° m,nUa C " 5J ’ de la discusi °" 
ros /(-2), /(2) /(- 3 ) T%£ cl T abS ° ,UtOS $e e " CUentra " ™tre los nume- 
obtenemo > * /(5> ' Ca,Culando es “>* valores (pasos 2 y 3 de la guia, 
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/(-2) = (-2) i -| 2 (-2)=-8 + 24=l6 
/(2) = 2 3 - 12(2) = 8 - 24 = - 16 
/(-3) = (-3) 3 - 12(-3)= -27 + 36 = 9 
/(5) = 5 3 - 12(5)= 125 - 60 = 65 

Por el^paso 4 de la guia, el minimo de / en [-3, 5] es 
V < ~ 7, y el maximo es el valor extremo en la frontera 

Usando los valores caiculados de la funcion y trazando 
algunos juntos adicionales se obtiene el trazo de la Figura 4.8, 
en el que las escalas de los ejesxy + son diferentes. La recta 
tangente es horizontal en los puntos correspondientes a los 
numeros criticos -2 y 2. De lo que se verd en la Seccidn 4 4 
puede deducirse que /(-2) = 16 es un maximo local de / 
como se mdica en la grafica. . 

A veces se hace referenda a los mdximos y minimos de 
manera incorrecta. N6tese que en el Ejemplo 2 el minimo se 

calcular un minimo (o un mlZluo baslad^'dond^Sesealed 

Z g T CSe ™Z Pletar 61 Pr ° blema calcula "do el valor de la funcion. 

Teorema (4.5) se ve que si una funcidn tiene un valor extremo local este dehe 

r m e : z:r w cr "r sin embare °- n °™ 

extremo local, como se llustra en el siguiente ejemplo. 



FIGURA 4.9 



EJEMPLO 3 Sea /(*) = x 3 . 
maxim os y minimos locales. 


Demostrar que / no tiene 


roiucion tn la Figura 4.9 aparece un croquis de la grd- 
fica de /. La derivada es f(x) = 3* 2 , que existe para todo 
* y es cero solamente si * = 0. Por lo tanto, el unico numero 
cntico es 0. Sin embargo, f{x) es negativa para x < 0 y fix) 
es positiva para x > 0. Por lo tanto, /(0) no es un mdximo 
ocal m un minimo local. Como los valores extremos locales 
deben darse en los numeros criticos (vease el Teorema (4.5)), 
resulta que / no tiene valores extremos locales. N6tese que 

la recta tangente en el punto (0, 0) es horizontal y cruza ahi 
a la grdfica. • 


(^ 5) 2 °yr-? comrar los niimeros criticos de la funci6n /dada p° r /<*) = 
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SolllCion Derivando /(*) = (x + 5)\x - 4) I/J , obtenemos 

fix) = (x + 5) 2 $(x - 4)~ 2/3 + 2(x + 5)(x — 4) 1 ' 3 . 

Para encontrar los numeros criticos simplificamos f \x) como sigue: 

(x + 5) 2 + 6(x + 5)(x - 4) 


/'(*) = J* + +2(x + 5)(x - 4) 1,3 = ! 


3(x - 4) 2 3 


3(x - 4) 2/3 


_ (x + 5)[(x + 5) 4- 6(x - 4)] (x + 5)(7x - 19) 

3(x - 4) 2/3 3(x - 4) 2 3 

Por lo tanto, /'(x) = 0 si x = -5 o bien x= La derivada /'(x) no existe en 
x = 4. Entonces /tiene tres numeros criticos: -5, ^ y 4. • 


Demostracion d€l Tcorcma (4.5) Sea c un numero en el que / tiene un maximo o 
un minimo local. Si /'(c) no existe, no hay nada que demostrar. Si f (c) ^existe, 
entonces sucede una y sdlo una de las tres posibilidades siguientes: (i) f’(c) > 0, 
(ii) f '(c) < 0 o bien (iii) /'(c) = 0. Se llegara a (iii) demostrando que (i) y (ii) no pue- 
den ser ciertas. Supongamos que /'(c) > 0. Usando la Definicion (3.T), 


/'(c) 


lim 

x-*c 


fW-f(c) 
X - c 


> 0 


y por el Teorema (2.12), existe un intervalo abierto (a> b) que contiene a c tal que 

mzm >() 

X - C 

para todo x en ( a , b) diferente de c. Esta ultima desigualdad implica que si a < 

x < b y x * c, entonces /(x) - /(c) y x - c son ambos positivos o ambos negati¬ 

ves es decir. 

j /(x) - /(c) < 0 siempre que x - c < 0, y 
1 f(x) ~ /(c) > 0 siempre que x - c > 0. 

Otra manera de enlinciar esto es: Si x esta en (a y b) y x # c, entonces 


/(x) < /(c) siempre que x < c, y 

/(*) > /(c) siempre que x > c. 


Resulta que /(c) no es un maximo local ni un minimo local de /, lo que contradice 
la hipotesis. Por lo tanto, (i) no puede ser cierta. Analogamente, suponer que /'(c) < 
0 lleva a una contradiccidn. De donde, por fuerza, (iii) es la unica posibilidad y con 
esto el teorema queda demostrado. • • 


EJERCICIOS 4.1 

2. /(x) = 3x 2 - 10x + 7, [-1,3] 

3. /(x) = 1 -x 2 ' 3 , [-1,8] 

4. fix ) = x 4 - 5x J + 4, [0, 2] 


Ejercicios 1-4: Calcule el maximo y el minimo abso- 
lutos de / en los intervalos indicados. 

I. fix) = 5 - 6x 2 - 2x 3 , [-3,1] 
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(a) Sea /(x) — x l/ Demuestre que el unico 
numero critico de /es 0 y que /(0) no es 
un valor extremo local. 

(b) Sea f{x) - x 2/3 . Demuestre que el unico 
numero critico de / es 0 y que /(0) es un 
minirno local de /. 

Sea f(x) = |at|. Demuestre que el unico numero 
critico de / es 0, que /(0) es un minirno local 
de fy que la gr^fica de /no tiene recta tangente 
en el punto (0, 0). 


Kjercicios 7-8: Demuestre que /no tiene maximos ni 
minimos locales. Trace la grdfica de/. Demuestre que 
/es continua en el intervalo (0, 1) pero no tiene 
maxirno ni minirno en (0, 1). ^Por qu* esto no con- 
tradice el Teorema (4.3)? 

7 - f(x) = + 1 8. f(x) = 1/jr 2 


Kjercicios 9-26: Encuentre los numeros crfticos de la 

funcion. 


9. f(x) = 4x 2 — 3x + 2 
1 «. y(x) = 2x + 5 

s(f) = 2f 3 + i 1 - 20t + 4 
K(z) = 4z 3 + Sz 2 - 42z + 7 
F(w) = >v 4 - 32tv 
k(r) = r s — 2r 3 + r — 12 
15. Hz) = V? - 16 
19 - M(x) = i/x 2 -x-2 


17. g(t)-t 2 i/2t-S 

!8. T(u) = (4c + IJ^/u 2 — 16 

19. G(x) = 2x “ 3 


20. f(s) = 


x 2 — 9 
s 2 

5s -I- 4 


21. /(f) = (r 3 — 9f) 3 

22. = x 3 + (6/x) 

23. F(x) = x 2l3 (x 2 — 9) 

24. H(u) = m ,/3 (5u — 2) 

25. /(*) = (x -|- 5) 4 (2x - 3) 3 

26. G(r) = (r — l) 2 (l — 6r) 2/3 

27. Demuestre que un polinomio de grado 1 no tiene 
maximos ni minimos absolutos en el intervalo 
(“°°; 00 )• iQu* se puede decir de los maximos 
y minimos en un intervalo cerrado [ a , b]l 

28. Demuestre que si ft s una funcidn constante y 
(a, b) ts cualquier intervalo abierto, entonces 
para todo numero c de ( a , b) se tiene que /(c) 
es a la vez un valor extremo local y absoluto de /. 

29. Sea / la funcion mayor entero. Demuestre que 
todos los numeros reales son numeros criticos de 
/. 

30. Sea / una funcidn definida por las siguientes 
condiciones: f(x) = 0sixes racional y /(x) = 

1 si x es irracional. Demuestre que todos los 
numeros reales son numeros criticos de /. 

31. Demuestre que una funcidn cuadr^tica tiene uno 
y s61o un numero critico en (-°°, <»). 

32. Demuestre que un polinomio de grado 3 puede 
tener dos numeros criticos o uno o ninguno en 
( _0 °. 00 )• Trace graficas que ilustren como puede 
darse cada una de estas posibilidades. 

33. Sea /(x) = x", donde n es un entero positivo. 
Demuestre que /tiene un valor extremo local en 
(-oo t 00 ) S i n es par, y no tiene ninguno si n es 
impar. Trace una grafica tipica que ilustre cada 
caso. 

34. Pruebe que un polinomio de grado n puede tener 
a lo mas n - 1 valores extremos locales en 

(-oo, 00 ). 


L83 teorema de rolle y teorema del valor medio 

A veces puede ser muy dificil determinar los numeros criticos de una funcidn. De he- 
cho, no siempre hay numeros criticos. El siguiente teorema, que se atribuye al matem£- 
tico frances Michel Rolle (1652-1719), da condiciones suficientes para la existencia de 
un numero critico. El teorema se enuncia para una funcidn f que es continua en un 












170 


CAPITULO 4 • VALORES EXTREMOS Y ANTIDERIVADAS 


FIGURA 4.10 




intervalo cerrado [ a , b\ % derivable en el intervalo abierto ( 0 , b) y tal que f(a) = f(b ). 
La Figura 4.10 muestra las grdficas de algunas funciones de este tipo. 

A1 examinar las gr&ficas de la Figura 4.10, parece razonable esperar que haya al 
menos un numero c entre a y b tal que la recta tangente en el punto (c, /(c)) sea hori¬ 
zontal o, equivalentemente, que /'(c) = 0. Esta es precisamente la conclusion del si- 
guiente teorema. 


TEOREMA DE ROUE (4.10) 


Demostracion La funcion / debe satisfacer al menos una de las tres condiciones si- 
guientes: 

(i) f(x) = f(a) para todo x en ( a , b). En este caso / es una funcion constante y 
entonces f \x) - 0 para todo x. Por lo tamo, todo numero c en ( a , b) es un 
numero critico. 

(ii) f(x) > f{a) para algun x en ( a , b). En este caso el maximo de / en [ 0 , b] es 
mayor que f(a)o f(b) y por lo tanto, se alcanza en algun numero c del in¬ 
tervalo abierto ( 0 , b). Como la derivada existe en todo ( 0 , b ), del Teorema (4.7) 
se deduce que /'(c) = 0. 

(iii) f(x) < f(a ) para algun x en ( 0 , b). En este caso, el minimo de / en [ 0 , b] es 
menor que f(a) o f(b) y se alcanza en algun numero c de ( 0 , b). Como en (ii), 
f\c) = 0.* 


COROLARIO (4.11) 


. 

Si/es continua en un intervalo cerrado [ 0 , b] y f(a) = 
/(/>), entonces /tiene al menos un numero critico en el 
intervalo abierto ( 0 , b). 

— 


Si una funcion / es continua en un intervalo cerrado 
[ 0 , b], derivable en el intervalo abierto (a, b) y f(a) = 
f(b ), entonces existe al menos un numero c en ( 0 , b) 
tal que /'(c) = 0. 


Demostracion Si /' no existe en algun numero c de ( 0 , b ), entonces, por la Defini- 
cion (4.8), ces un numero critico. Por otro lado, si /' existe en todo ( 0 , b ), entonces, 
por el Teorema de Rolle, tambien existe algun numero critico. • • 
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EJEMPLO 1 Sea fix) - 4x 2 20x + 29. Demostrar que/satisface las hipotesis del 

teorema de Rolle en el intervaio [ 1, 4] y encontrar todos los numeros reales c en el inter¬ 
val abierto (1, 4) tales que /'(c) = 0. 


FIGURA 4.11 



Solucion Como/es un polinomio, es tambien una fun- 
cion continua y derivable para todo x. En particular, es con- 
tinua en [1, 4J y derivable en (1, 4). Ademas, 

/(l) = 4- 20 + 29 = 13 

/(4) = 64 — 80 + 29 = 13 

y por lo tanto, /(l) = /(4). Entonces /satisface las hipote¬ 
sis del Teorema de Rolle en [1, 4J. 

Derivando, 


/'( x) = 8 * - 20 . 


Resolviendo f (x) - 0 obtenemos Sx = 20 o bien x = f. Por lo tanto, 

/'(!) = 0 y 1 < | < 4. 


La grafica de / (una parabola) se tiene en la Figura 4.11. Como /'(f) = 0, la recta 
tangente en el vertice ( f, 4) es horizontal. • 


El Teorema de Rolle se puede generalizar al caso en que /(a)# f(b). Consi- 
deremos los puntos P(a . f(a )) y Q(b , f(b)) en las graficas de/que se ilustran en 
la Figura 4.12. 


FIGURA ’4.12 



Si/ existe en todo el intervaio abierto ( a , b ), existe al menos un punto T(c, /(c)) de 
la grafica en el que la recta tangente / es paralela a la recta secante l PQ que pasa por 
P y Q. En terminos de las pendientes. 


o bien 

u 


pendiente de / = pendiente de l PQ 


f\c) 


fib)- f(a) 
b - a 


Multiplicand© ambos lados de esta ecuacion por b - a se obtiene la formula del siguiente 
teorema. 
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TEOREMA DEL VALOR (4.12) 
MEDIO 


Si una funcidn / es continua en un intervalo cerrado 
[a , b] y derivable en el intervalo abierto (a> b ), enton- 
ces existe un numero c en (a, b) tal que 

f(b)-f(a) = f '(c)(b-a) 
_ 




FIGURA 4.13 



Demostracion Para todo x en el intervalo [a , b], sea g(x) 
la distancia vertical (con signo) de la recta secante Ipq a la 
grafica de/, como se ilustra en la Figura 4.13. ( Distancia con 
signo significa que g(x) es positiva si la grafica de/esta arriba 
de lpQ % y negativa si esta abajo.) 

Se ve que si T(c , /(c)) es un punto en el que la recta 
tangente / es paralela a Ipg , entonces la distancia g(c) es un 
valor extremo local de g. Esto sugiere buscar los numeros cri- 
ticos de la funcidn g . 

Se puede obtener una formula para g(x) como sigue. Pri- 
mero, de la Forma de Punto y Pendiente (1.15), se tiene que 


y-f(a) 


f(b) ~ f(a) 
b - a 


(x ~ a) 


o, equivalentemente, 


y = f(a) + 


f(b)-f(a) 
b - a 


(x ~ a) 


es una ecuacion para la recta secante Ipq. Como se ilustra en la Figura 4.13, g(x) es 
la diferencia de las distancias del eje X a la gr&fica de/y a la recta IpQ , es decir, 


g(x) = f(x) - [/(<i) + m h _ f a {a) (x - «)J. 


Ahora se usara el Teorema de Rolle para encontrar un numero critico de g. Obser- 
vese que como/es continua en [n, b] y derivable en (a, b ), lo mismo se puede decir 
de la funcion g. Derivando se obtiene 


g'(x) 


fix) 


fiby- f(g) 

b - a 


Ahora, por sustitucion directa, se ve que g(a) = g(b) — 0 y entonces la funcion g sa- 
tisface las hipdtesis del Teorema de Rolle. Por lo tanto, existe un rumero c en el inter¬ 
valo abierto (a, b) tal que g (c) = 0 o, equivalentemente. 


f\c) 


/(ft)-/(«) = 0 

b ~ a 


Esta ultima ecuacion se puede escribir en la forma de la conclusion del teorema. 


El Teorema del Valor Medio, llamado tambien Teorema de la Media, se utilizara 
mas adelante para demostrar varios resultados importantes. 












4.2 


HGURA 4.14 


Teorema de Rolle y Teorema del Valor Medio 


abierto (1,4) que satisfaga la conclusi6n del teorema. 'ntervalo 

fn°,n^H C ° m ° /eS , polinomio - tai »bi6n es una funcidn continua y derivable 

lo Srnf ? PaniC ,t r ' »“*>»« I*. «l»d.,ivabk„dto,„ 
„ J,' u ’ e 41 ' 04 ““' rdo “» " T '°'™* "" V.lor NMio, „„ „ imer0 c 

/(4)-/(l)=/V)(4- I). 

Como = 27, /(I) = -12 y fix) = 3* 2 - 8, esto equivale a 

27 - (-12) = (3c 2 - 8)(3) o sea 39 = 3(3c 2 - 8). 

Se deja al lector demostrar que la ultima ecuacidn implica que c = ±V7. Por lo tanto 
el numero buscado en el intervalo (1, 4) es c = Vl. • 

En estadistica, media es nombre dado al promedio de un conjunto de numeros 
Esta palabra tiene una connotacion parecida en Teorema del Valor Medio Por eiem- 

el°el Hp" P T° P SC rnueve 1 S0bre una recta coordenada y s(t) denota su coordenada 
[",'ij « ent0nCeS • P ° r la Definici6n < 2 - 4 )- ' a velocidad media de Pen el intervalo 

b - a 

El Teorema del Valor Medio dice que esta velocidad media es igual a la velocidad v'(c) 
para algun tiempo c entre a y b. 

EJEMPLO 3 El velocimetro de un automdvil seftala 80 km/h al pasar por una 

rnrlmar T Cuatro minutos < 4 ™n) mas tarde, cuando el automdvil pasa 

S3h uSr elT aJC T, v e " CUen,ra 3 8 km de la primera - el velocimetro indica 
90 km/h. Usar el Teorema del Valor Medio para demostrar que el automdvil excedio 

una velocidad de 110 km/h en algun momento cuando viajaba entre las dos marcas. 

Solucion Podemos suponer que el vehfculo va a lo lar¬ 
go de una carretera recta y que las marcas se encuentran en 
los puntos A y B, como se ilustra en la Figura 4.14. Denote- 
mos por / el tiempo transcurrido (en horas) desde que el auto- 
m6vil pasa por A y denotemos por s(t) su distancia (en 
kilometros) a A en el tiempo t. Como el auto pasa por B 

en ^ = so = n horas, la velocidad media durante el trayec- 
to entre A y B es 



v med — 


= 5(1/15) - 5(0) 8 


(1/15)-0 (1/15) 


= 120 km/h. 


” Una fUnci6n derivable > entonces aplicando a j el Teorema del 
alor Medio (4.12), con a = 0 y b = -fr. resulta que hay un tiempo c en el intervalo 
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[0, 75 ] en el que la velocidad s'(c) del autombvil es de 110 km/h. N 6 tese que las veloci- 
dades en A y B no desempenan ningun papel. • 


EJERCICIOS 42 

1. Sea /(x) = |x|. Demuestre que /(-l) = /(l) 
pero /'(c) ± 0 para todo numero cen el intervalo 
abierto (-1, 1). iP or que esto no contradice el 
Teorema de Rolle? 

2. Sea fix) - 5 4- 3(x - 1) 2/3 . Demuestre que 
aunque /(0) = /(2), /'(c) # 0 para todo nume- 
ro c en el intervalo abierto (0, 2). *,Por que esto 
no contradice el Teorema de Rolle? 

3. Sea /( x) = 4/x. Demuestre que no existe ningun 
numero ctal que /(4)-/(-l) = /'(c)[4 - (-1)). 
^Por que esto no contradice el Teorema del Va¬ 
lor Medio aplicado al intervalo [-1, 4)? 

4. Sean / la funcibn mayor entero y 0 y b dos 
numeros reales tales que b - a > 1. Demuestre 
que no existe ningun numero c tal que fib) - 
f(a) = f\c)(b - 0 ). i,Por que esto no contra¬ 
dice el Teorema del Valor Medio? 

Ejercicios 5-8: Demuestre que /satisface las hipbtesis 
del Teorema de Rolle en el intervalo ( 0 , b] y encuentre 
todos los numeros cen ( 0 , b) para los que /'(c) = 0. 

5 . /(x) = 3x 2 - 12* + 11, [0,4] 

6 . f(x) = 5 - 12x - 2x\ [-7, I] 

7. f(x) = x 4 + 4* 2 + 1, [-3,3] 

8 . fix) = x i - x , [- 1 , 1 ] 

Ejercicios 9-18: Determine si la funcibn /satisface las 
hipbtesis del Teorema del Valor Medio en el intervalo 
[ 0 , b]. Si es asi, encuentre todos los numeros c en 
( 0 , b) para los que f(b) - f(a) = f(c)(b - 0 ). 

9. /(x) = x 3 + 1, [-2,4] 

10. fix) = 5x 2 - 3x 4- 1, [1, 3] 

11. /(*) = x 4 (4/x), [1,4] 

12. /(*) = 3x 5 4- 5x 3 4* 15x, [-1, 1] 

13. /(x) = * 2/3 , [-8,8] 

14. /(x) = l/(x - l) 2 , [0, 2] 

15. /(x) = 4 4>/x- 1, [1,5] 

16. /(*) = 1 — 3x l/3 , [ — 8, — 1] 

17. fix) = x 3 — 2x 2 4 x 4- 3, [-1, 1] 


18. f(x) = |x - 31, [- 1,4] 

19. Demuestre que si /es una funcibn lineal entonces 
/satisface las hipotesis del Teorema del Valor 
Medio en cualquier intervalo cerrado [ 0 , b] y que 
cualquier numero c satisface la conclusibn del 
teorema. 

20. Sea /una funcibn cuadr&tica y ( 0 , b] un inter¬ 
valo cerrado arbitrario. Demuestre que existe 
solamente un numero c en el intervalo ( 0 , b) que 
satisface la conclusibn del Teorema del Valor 
Medio. 

21. Demuestre que si /es un polinomio de grado 3 
y ( 0 , b] es un intervalo cerrado arbitrario, en¬ 
tonces hay a lo mas dos numeros en ( 0 , b) que 
satisfacen la conclusibn del Teorema del Valor 
Medio. Trace graficas que ilustren las diversas 
posibilidades. Generalice este resultado a polino- 
mios de grado 4 e ilustrelo con esquemas. Gene¬ 
ralice el resultado para polinomios de cualquier 
grado n , donde n es un entero positivo. 

22. Sea /(x) un polinomio de grado 3. Utilice el 
Teorema de Rolle para demostrar que /tiene a 

lo mas tres raices reales. Generalice este resultado 
para polinomios de grado n. 

Ejercicios 23-29: Use el Teorema del Valor Medio para 

cada una de las demostraciones. 

23. Demuestre que si / es continua en [ 0 , b] y 
f'(x) = 0 para todo x en ( 0 , b), entonces 
/( x) = k para algun numero real k. 

24. Demuestre que si / es continua en \a, b] y 
/'(x) = c para todo x en ( 0 , b), entonces 
/(x) = cx 4 d para algun numero real d. 

25. Una carretera de 50 millas de largo comunica dos 
ciudades A y B. Demuestre que no se puede viajar 
en automovil de A a B exactamente en una hora 
sin que el veloctmetro marque 50 mi/h al menos 
una vez. 

26. Sea T la temperatura (en °F) al tiempo t (en 
horas). Si la temperatura disminuye, entonces 
dT/dt es la tasa (o rapJdez) de enfriamiento. La 
mayor varidcion de temperatura durante un pe- 




4.3 Criterio de la Primcra Derivada 

riodo de 12 horas que se ha registrado documen- 
•-almente en Hstados Unidos, ocurrio en el estado 
de Montana en 1916, cuando la temperatura ba- 
jo de 44°F a —56°F. Demuestre que la tasa o ra- 
pidez de enfriamiento excedid -8°F/h en algun 
27 momento durante el periodo del oambio. 

S: 14 es el peso (en libras) de una persona y / el 
tiempo (en meses), entonces dW/dt es la rapidez 
de ganancia o perdida de peso (en lb/mes). El 
record mundial de rapidez de perdida de peso 
corresponde a un cambio de 487 lb a 1301b en 
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un periodo de ocho meses. Demuestre que la tasa 
de perdida de peso excedid 44 Ib/mes en algun 
momento durante dicho periodo. 

28. La carga electrica Q de un capacitor (o conden- 
sador) aumenta de 2 mC (milicoulombs) a 10 mC 
en 15 ms (milisegundos). Demuestre que la co- 
rriente / = dQ/dt pasa de 0.5 A (ampere) en al¬ 
gun momento durante este pequefto intervalo de 
tiempo. (Nota: 1 A = 1 C/s.) 

29. Demuestre que JT+ h < 1 + Vih para h > 0. 


tB CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 

El siguiente teorema muestra como puede usarse la derivada para determinar los inter- 
valos en los que una funcidn es creciente o decreciente. 


TEOREMA (4.13) 


Sea J una funcion que es continua en un intervalo cerra- 
do [a, b\ y derivable en el intervalo abierto (a, b). 

(i) Si/ ( at ) > 0 para todo Aren (a, b), entonces /es cre¬ 
ciente en [a, b). 

(ii) Si /'( at ) < Opara todoAren (a, b), entonces /es de¬ 


creciente en [a, b ]. 







Demostracion Para demostrar (i), supongamos que f '(x) > 0 para todoAren (a b) 
Sean x, y * 2 dos numeros en [ a , b ] tales que at, < * 2 . Hay que demostrar que /(*,’) < 
J(x 2 ). Aplicando el Teorema del Valor Medio (4.12) en el intervalo (*,, x 2 ], 

f(X 2 ) - /(AT,) = f '(w)(x 2 - Af| ) 

para algun mimero tv en el intervalo abierto (x u x 2 ). Como a : 2 - jr, > 0 y por hipdte- 
sis / (tv) > 0, el lado derecho de la ecuacidn anterior es positivo, es decir, f(x 2 ) - 
J(x,) > 0. Por lo tanto f(x 2 ) > /( at ,), que es lo que habia que demostrar. La de- 
mostracion de (ii) es parecida y se deja como ejercicio. • . 


Las graficas de la Figura 4.15 ilustran el Teorema (4.13). Si f '(x) > 0 la recta 
tangente /asciende y tambien la grafica de/. Si f(x) < 0 , tanto la tangente como la 
gr&fica descienden. 


Tambien se puede demostrar que si f\x) > 0 en todo un intervalo infinito (-«>, a) 
o ten ( b, 00 ), entonces/es creciente en (-°°, a] o [b, °°), respectivamente, siempre 
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FIGURA 4.15 


(i) /'(*) > 0; / es creciente en [a, b] 

I 





c 


y cuando/sea continua en estos intervalos. Se tiene asi un resultado andlogo para fun- 
ciones decrecientes cuando f\x) < 0. 

Para aplicar el Teorema (4.13), hay que encontrar los intervalos en los que /'(*) 
es siempre positiva o siempre negativa. El Teorema (2.29) es util para esto. En efecto, 
si la derivada /' es continua en un intervalo y no tiene ceros en el, entonces f'(x) > 0 
o bien f \x) < 0 para todo x en el intervalo. Por lo tanto, si se escoge cualquier numero 
k en el intervalo y si se tiene que f\k) > 0, entonces f \x) > 0 para todo x en el 
intervalo. An&logamente, si f \k) < 0, entonces /'(*) < 0 en todo el intervalo. Re- 
cuerde que f\k) es un valor de prueba de f\x) para el intervalo. 

EJEMPLO 1 Sea f(x) = x 3 -h jc 2 — 5jc — 5. Encontrar los intervalos en los que /es 
creciente y aqueilos en los que / es decreciente. Trazar la grafica de /. 

Solucion Derivando, 

f \x) = 3x 2 + 2x — 5 = (3* + 5)(x - 1). 

Gracias al Teorema (4.13), basta encontrar los intervalos en los que f\x) > 0 y tam- 
bien aqueilos en los que f\x) < 0. La expresion factorizada de f\x) y los numeros 
criticos - ^ y I sugieren los intervalos (-«, - 3 ), (- $ , 1) y (I, 00 ). En cada uno de 
estos intervalos f es continua y no tiene ceros. Por lo tanto f '(x) mantiene el mismo 
signo en todo el intervalo. El signo se puede determinar escogiendo un valor de prueba 
adecuado para el intervalo. 

Escogiendo -2 en el intervalo (-«, -f), obtenemos el valor de prueba 

/'(-2) = 3(—2) 2 + 2(—2) - 5= 12-4 — 5 = 3. 

Como 3 es positivo, f '(x) es positivo en todo (-«>, — 3 ). 

Eligiendo 0 en (- 1), se obtiene el valor de prueba 

/'(0) = 3(0) 2 -f 2(0) - 5 = -5. 

Como -5 es negativo, f \x) < 0 en el intervalo (—J. 1). 
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Finalmente, tomando 2 en (1, 0 °), obtenemos 

/'(2) = 3(2) 2 + 2(2) - 5 = 12 + 4 - 5 = 11. 

Como 11 es positivo, f’(x) > 0 en todo el intervalo (1, °°). 

A partir de ahora se exhibiran los resultados del analisis en una tabla como la si- 
guiente, El ultimo renglon se deduce del Teorema (4,13), 


Intervalo 

(-00. -f) 

(-!. n 

(1, DO) 

k 

-2 

0 

2 

Valor de prueba f{k) 

3 

-5 

11 

Signo de f(x) 

4“ 

- 

+ 

Com port am ien to de / 

creciente en 

(-00, -|] 

decredente en 

creciente en 
[U oo) 


Notese que f( x ) = x 3 + x 2 ™ 5x - 5 

= x 2 (x + 1) — 5(x + 1) 

- (x 2 - 5)(x + 1) 

y por lo tanto las intercepciones x de la grafica son V5, -V5 y -L La intercepdon y 
es /(0} - -5, Los puntos correspondientes a los numeros criticos son {— ■§, fr) y (1, -8), 
Situando estos seis puntos y usando la informacibn de la tabla se puede trazar el cro- 
quis de la Figura 4,16, * 

FIGURA 4.16 

El Teorema (4,13) sirve para justificar los resultados acer- 
ca de la direccibn (o sentido) del movimiento que se usaron 
anteriormente (vbase el Ejemplo 2 de la Seccibn 3.3), Asi, si 
5(0 es la coordenada de un punto P en una recta coordena- 
da ai tiempo / y si la velocidad v(0 es positiva en un interva- 
lo de tiempo /, entonces s(0 > 0 y por lo tanto, por el 
Teorema (4,13), s(r) es creciente, es dedr, P se mueve segun 
el sentido positivo. Analogamente, si v(0 es negativa, Pse 
mueve segiin el sentido negativo. 

Como v(r) = los tiempos en los que la velocidad 
es cero son numeros criticos para la funcibn de posicion s y, 
por lo tanto, pueden dar maximos y minimos locales de 5 . 
Si hay un maximo o un mmimo local de s en , entonces fre- 
cuentemente ^ es un tiempo en el que P Gambia de direccibn, 
En la Seccibn 4,1 se vio que si una funcion dene un valor extreme local, este debe 
darse en un numero crftico, pero no todo numero crftico corresponde a un valor extre- 
mo local (vease el Ejemplo 3 de la Seccibn 4,1), Para calcular los mdximos y minimos 
locales, se comienza por localizar todos los numeros criticos de la funcion, Luego se 
prueba cada numero crftico para ver si corresponde a un valor extremo local. Hay va- 
rios metodos para realizar estas pruebas, El que propordona el siguiente teorema se 


,v = x' + .**■- Jr - 3 
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basa en el signo de la primera derivada de /. En el enunciado del teorema, la frase /' 
cambia depositiva a negativa en c significa que hay un intervalo abierto (a> b) que con- 
tiene a c tal que f\x) >Ositf<jc<cy tambien f\x) < 0 si c < x < b. La frase 
/ cam bia de negativa a positiva en c tiene un significado andlogo. 


CRITERIO DE LA (4.14) 
PRIMERA DERIVADA 


DemOStracion Si /' cambia de positiva a negativa en c, entonces existe un intervalo 
abierto (a , b) que contiene a c tal que f\x) > 0 para a < x < c y tambien f\x) < 
0 para c < x < b. Ademds, se puede escoger ( a y b) de manera que /sea continua en 
[a> 6). Entonces por el Teorema (4.13), /es creciente en [ a , c] y decreciente en [c, b\. 
Por lo tanto, f(x) < /(c) para todo x en (a, b) diferente de c; es decir, /(c) es un 
maximo local de /. Esto demuestra (i). Las demostraciones de (ii) y (iii) son simila- 
res. • • 


Sea /una funci6n que es continua en un numero critico 
c y derivable en un intervalo abierto / que contiene a c, 
excepto posiblemente en c mismo. 

(i) Si /' cambia de positiva a negativa en c, entonces 
/(c) es un maximo local de /. 

(ii) Si /' cambia de negativa a positiva en c, entonces 
/(c) es un mmimo local de /. 

(iii) Si f\x) > 0 o bien si f\x) < 0 para todo y en 
/, excepto para x = c, entonces /(c) no es un va¬ 
lor extremo local de /. 



Para recordar el criterio de la primera derivada es conveniente considerar en las 
gr&ficas de la Figura 4.17. Cuando hay un m&ximo local, la pcndiente f \x ) dc la recta 
tangente en P{x , f(x)) es positiva para x < c y negativa para x > c. Cuando hay un 
minimo local ocurre lo contrario. Cuando la grafica tiene un pico en el punto (c, /(c)) 
se pucden trazar unas graficas parecidas. 


FIGURA 4.17 

(i) Maximo local /(c) 



(11) Minimo local /(c) 



EJEMPLO 2 Calcular los valores extremos locales de la funci6n /dada por f(x) = 
jf 3 + x 1 - Sx - 5. 
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Solucion Esta funcion es la misma que se considero en el Ejemplo 1. Sus numeros 
criticos son - j y 1. De la tabla en el Ejemplo 1 se ve que el signo de /'(x) cambia 
de positivo a negativo cuando x rebasa - j. Entonces por el Criterio de la Primera 
Derivada, /tiene un maximo local en -f El valor de este maximo es /( -f ) = ^ 
(vease la Figura 4.16). 

Hay un minimo local en 1 porque el signo de f (x) cambia de negativo a positivo 
cuando x rebasa 1. El valor de este minimo es /(1) = —8. • 


EJEMPLO 3 Calcular los maximos y minimos locales de la funcion /dada por /(x) = 
* ,/3 (8 - x). Trazar la grafica de /. 

Solucion Por la Regia del Producto, 

f'(x) = x 1/3 ( — 1) 4- (8 — x)^x -2/3 

— 3x + (8 - x) _ 4(2 - x) 

3x 2/3 3x 2 3 

y por tanto los numeros criticos de /son 0 y 2. Esto indica que, como en el Ejemplo 
1, hay que considerar los signos de /'(x) en los intervalos (-«>, 0), (0, 2) y (2, «>). 
Como /' es continua y no tiene ceros en cada intervalo, puede determinarse el signo 
de /'(x) usando un valor de prueba f\k) apropiado. La siguiente tabla exhibe los 
resultados del analisis (verifiquese cada dato). 


Intervalo 

( —ac,0) 

(0. .11 

(2, ao) 

k 

-l 

1 

8 

Valor de prueba f\k) 

4 

4 

3 

-2 

Signo de f(x) 

-I- 

+ 

- 

Comportamiento de / 

creciente en 

(-oo,0] 

creciente en 
[0,2] 

decreciente en 
[ 2 , oo) 


FIGURA 4.18 



Para el intervalo (2, °°) se escogio el numero 8 porque 
8 2/3 es un entero. Por supuesto, se podria haber elegido 
cua/quier numero k en (2, <») y evaluar f \k) con una calcu- 
ladora. 

Por el Criterio de la Primera Derivada, /tiene un maximo 
local en 2 pues /' cambia de positiva a negativa en 2. Por 
lo tanto, 

Mdximo local: /(2) = 2 ,/3 (8 - 2) = 6V2 - 7.6. 

La funcion no tiene un valor extremo en 0 porque /' no 
cambia de signo en 0. 


Para graficar /trazamos primero los puntos correspondientes a los numeros criticos. 
De la expresion para /(x) se deduce que las abscisas en el origen de la grafica son 0 
y 8. En la Figura 4.18 se tiene la grafica. • 
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EJEMPLO 4 Calcular los valores extremos locales de la funcion /dada por f(x) = 
x 2/3 (x 2 - 8 ). Trazar la grafica de /. 

Sollicion Por la Regia del Producto, 


f'(x) = x 2/3 (2x) -I- (x 2 - 8)(^x 1/3 ) = 


6x 2 4- 2(x 2 - 8) 
3x I/3 


8(x 2 - 2) 
3x 1/3 


Los numeros cnticos son las soluciones de x 2 - 2 = 0 y x ,/3 = 0 ; es decir, -V2, 0 
y V 2 . Esto sugiere obtener el signo de f(x) en cada uno de los intervalos (-<», -V2), 
(-V2, 0 ), ( 0 , V2) y (V2, 00 ). Exhibimos ahora los resultados del analisis en una tabla 
como en los ejemplos anteriores. 


Intervalo 

8 

1 

& 

(-V2.0) 

(0,72) 

( 72 ,oo) 

k 

-8 

-1 

1 

8 

Valor de prueba /'(£) 


5 

3 

3 


Signo de /(x) 

- 

4 

- 

+ 

Comportamiento de / 

decreciente en 

(- oc, - v*2] 

creciente en 
[- 72 . 0 ] 

decreciente en 

[0,72] 

creciente en 

[ 72 , oc) 


Por el Criterio de la Primera Derivada, /tiene dos minimos 
locales en -V2 y V 2 y un maximo local en 0 . Los valores 
correspondientes de la funci 6 n son: 

Maximo local: /(0) = 0 

Minimo local: /(V2) = /(-V2) = 76^/2 ^ —7.56. 

N 6 tese que /'(0) no existe. En la Figura 4.19 se tiene la 
grafica. • 

Como se vio en la Seccion 4.1, los maximos y minimos 
absolutos de una funcion pueden no encontrarse entre los maximos y minimos locales. 
Rccuerdese de (4.9) que si se desea determinar los maximos y minimos absolutos de 
una funcion/que es continua en un intervalo cerrado [a y b] y ademas de calcular los 
maximos y minimos locales hay que obtener los valores f{a) y /( 6 )de /enlospuntos 
de frontera (o extremos) a y b del intervalo [a y b]. El maximo absoluto de/en \a y b J 
es el mayor entre los valores extremos locales y los valores f(a) y f(b). El menor de 
todos estos numeros es el minimo absoluto de / en \a y b], Para ilustrar estas 
observaciones consideraremos la funcion del ejemplo anterior pero restringiremos la 
atencibn a ciertos intervalos. 

EJEMPLO 5 Sea f(x) = x 2n (x 2 - 8 ). Calcular el maximo y el minimo absolutos 
de /en cada uno de los siguientes intervalos: 



(a) [-l,±] (b) [-1,3] (c) [-3, -2] 
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Solucion La grafica de la Figura 4.19 indica los valores extremos locales y los 
intervalos en los que/es creciente o decreciente. La Figura 4.20 muestra las partes de 
la gr&fica de / correspondientes a cada uno de los intervalos (a), (b) y (c). 

FIGURA 4.90 

<•> [-»•« 


(b) [-1.3] 


(e) [-3.-2] 


I I I H M M—► 

1 




A partir de estos croquis se obtiene la tabla siguiente (verifiquese cada dato). 


Intenalo 

Minimo 

absoluto 

MAximo 

absoluto 

[-M] 

[-1.3] 
[-3. -2] 

/(-D=-7 

2)= -6</2 
/( —2) = — 4</4 

m = o 

/< 3) = <j'9 
/( — 3) = </9 


Adviertase que en algunos intervalos el m4ximo o el minimo de/es tambien un valor 
extremo local, pero en otros casos no es asi. 

En las aplicaciones. una cantidad fisica Q suele describirse en terminos de una 
fdrmula Q = f(x), donde /es una funcidn derivable. (Por supuesto, se pueden usar 
otros simbolos para las variables.) Luego es posible usar la derivada D x Q como ayuda 
para calcular los maximos y minimos de Q. A veces es necesario obtener una formula 
adecuada para Q , como en el ejemplo siguiente (veanse tambien los Ejercicios 33 y 34). 
En la SecciOn 4.5 se dar&n muchas otras aplicaciones de este tipo. 


EJEMPLO 6 Una larga ldmina rectangular de metal de 12pulg de ancho, se va a 
convertir en un canalOn para Uuvia doblando dos lados hacia arriba, de manera que 
queden perpendiculares al resto de la ldmina. iDc cudntas pulgadas debe ser lo dobladc 
para dar al canalOn la maxima capacidad? 

Solucion La Figura 4.21 muestra el canalon. En ella x 
denota el ancho de la parte doblada a cada lado. El anchc 
de la pieza es 12 - 2x pulgadas. La capacidad sera mdxiros 
cuando el area del rectangulo con lados de longitud x y 12 - 
2x lo sea. Denotando el irea por /(*), 

/(*) = jc(12 - 2x) = 12* - 2x 2 . 


FIGURA 4.91 
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N6tese que 0 < x < 6 porque si x = 0 o x = 6, no se forma un canalbn (el drea del 
rectangulo seria /(0) = 0 = /(6)). 

Derivando, 


/'(*) = 12 - Ax = 4(3 - x) 

y en consecuencia el unico numero critico de/es 3. Como / cambia de positiva a nega- 
tiva en 3, /(3) es un maximo local de/. 

Como el dominio de /es el intervalo abierto (0, 6), no hay valores extremos en 
la frontera. Resulta entonces que para alcanzar la maxima capacidad hay que doblar 
a los lados formando liras de 3 pulg de ancho. • 


EJERCICIOS 4.3 


Ejercicios 1-16: Calcule los maximos y minimos locales 
de /. Describa los intervalos en los que /es creciente 
o decreciente y trace la grafica de /. 


1. f{x) =5-lx- 4.x 2 

2. f{x) = 6x 2 — 9x + 5 

3. fix) = 2x 3 + x 2 - 20x + 1 

4 . f(x) = x 3 — x 2 — 40.x + 8 

5. fix) = x 4 - 8x 2 + 1 

6. fix) = x 3 - 3x 2 + 3x + 7 

•> 7. fix) = x 4 ' 1 + 4x 1,3 *• fix) = x 2 3 (8 - x) 

9. fix) = x 2 v ; x 2 - 4 10. fix) = x v'4 - x 2 

11. fix) = x 2 3 <x - 7) 2 + 2 12. f(x) = 4x 3 — 3x 4 

13. fix) = x 3 + (3/x) 

14. fix) = 8 - i/x 2 - 2.x + 1 

15. fix) = I0x 3 (x - l) 2 10. fix) = (x 2 - I Ox) 4 

Ejercicios 17-22: Calcule los maximos y minimos 
locales de /. 


17. fix) = </x J - 9x 
19. fix) = (x - 2) 3 (x + l) 4 


21 . 


fix) = 


2x - 5 
x + 3 


18. f(x) = x 2 /yfx + 7 
20. f(x) = x 2 [x - 5) 4 


22 . 


fix) = 


x 2 -f 3 


23 -26. Calcule el maximo y el minirno absolutos de 
las funciones definidas en los Ejercicios 1-4, en 
cada uno de los siguientes intervalos: 


(a)L-U] (b) [-4, 2] (c) [0. 5] 


Ejercicios 27-28: Trace la grdfica de una funcion 
derivable / que satisfaga las condiciones dadas. 


27. /'(—5) = 0; / (0) = 0; /'(5) = 0; f{x) > 0 

si |x| > 5; f\x) < 0 si 0 < |x| < 5. 

28. f\a ) = 0 para a = I, 2, 3, 4, 5 y /'(*) > 0 

para todos los otros valores de x. 

29. Un hato de 100 venados se transporia a una isla 
pequena. El rebaflo crece rapidamente pero los 
recursos alimenticios de la isla comienzan a 
escasear y la poblacion disminuye. Suponga que 
el numero N(t) de venados que hay a los aftos 
est^ dado por N{t) — —t 4 -I- 2U 2 + 100. 

(a) ^Cudndo deja de crecer el hato? iCu£\ es 
su tamafto maximo? ^Cu^ndo se extingue 
la poblacion? 

(b) Trace la grafica de N para t ^ 0. 

30. (a) Sea /(*) = ax 3 -l- bx 2 + cx + d. Halle 

valores de a , b y c y d para los que f tenga 
un maximo local 2 en x = — 1, y un minirno 
local -1 en x = l. 

(b) Sea /(*) = ax 4 + bx 3 4- cx 2 + dx + e. 
Halle valores de a, b % c, d y e para los que 
/tenga un maximo local 2 en x = 0, y dos 
minimos locales —14 en x = -2 y en x = 
2, respectivamente. 

31. Una pila electrica que tiene un voltaje fijo V y 
una resistencia interna fija r se conecta a un cir- 
cuito que tiene resistencia variable R (vease la 
figura). Por la ley de Ohm, la corriente / en el 

EJERCICIO 31 v 


r 

\ 

i 










circuitoes/ - V/(R + r). La potencia de salida 
P estd dada por P = PR. Demuestre que la 
potencia maxima se alcanza cuando R = r. 

32. La potencia de salida P de una bateria o acumu- 
lador de automovil esla dada por P = VI — p r 
donde V es el voltaje, / la corriente y r la resis- 
tencia interna de la bateria. ;Que valor de la co¬ 
rriente corresponde a la potencia maxima? 


EJERCICIO 33 



33. Se va a construir una armazbn para embalaje con 
un trozo de madera con seccibn cuadrada de 2 
por 2 pulgadas y 24 pie de largo. El embalaje va 
a tener extremos cuadrados, como se muestra en 
la figura. Calcule las dimensiones que producen 
el maximo volumen exterior. (Sugerencia: Expre- 
se primero y como funcibn de x y luego V como 
funci6n de jr.) 

34. Se van a usar 300 m de tela de alambre para 
construir seis jaulas de un zoolbgico, como se 
muestra en la figura. Calcule las dimensiones para 


las que el area que abarcan las jaulas es maxima 
(Sugerencia: Exprese primero y como funcion de 
x y luego A como funcibn de jr.) 

EJERCICIO 34 



ED CONCAVIDAD y CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA 


3 ,a sr4nca dc “■ **-* /. 

en el punto P(c f(c'i) i a p- . ■{ tiene una recta tangente / con pendiente /'(c) 

ao>7 Z cual 

Va ^ c\uc etv e\ \Tvxeiva\o (a, b), \a grafka est* arriba de 

la recta tangente en P< En (ii), la grbfica esta abajo de la recta tangente. En (iii) la 
g afica no esta m arnba m abajo de la recta tangente para cualquier intervalo abierto 
(a* b) que contenga a c, sino que la corta en ese punto. 


FIGURA 4.22 

<i> 


I 



a c x b 



H-1-1-h 

a c x b 



Para describir las graficas que se ilustran en la Figura 4.22 se usa la siguiente 
terminologia. 


DEFINICION (4.15) 


Sea / una funcion que es derivable en un numero c. 
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/ 


(i) La grdfica de / tiene concavidad hacia arriba en el 
punto P(c, /(c)) si existe un intervalo abierto ( a , 6) 
que contiene a c, tal que en (a, b) la grdfica de/ 
estd por encima de la recta tangente en P. 

(ii) La grdfica de / tiene concavidad hacia abajo en el 
punto P(c y /(c)) si existe un intervalo abierto (a, b) 
que contiene a c, tal que en ( 0 , b) la grdfica de / 
estd por debajo de la recta tangente en P. 


Consideremos una funcidn / cuya grdfica tiene concavidad hacia arriba en el punto 
P(c, /(c)). Como en la Figura 4.22(i), existe un intervalo abierto ( 0 , b) que contiene 
a c, tal que en ( 0 , b) la grdfica de / estd por encima de la recta tangente en P. Si / 
es derivable en ( 0 , b) y entonces la grdfica de / tiene una recta tangente en todos los 
puntos Q(x, f{x)) para a < x < b. Si se consideran varias de estas rectas tangentes 
(vease la Figura 4.23), se advierte que cuando x aumenta, la pendiente f ix) de la recta 
tangente tambien aumenta. Asi, en la Figura 4.23(i), se obtiene una pendiente positiva 
mayor cuando P se mueve hacia la derecha. En (ii), la pendiente de la recta tangente 
tambidn aumenta cuando P se mueve hacia la derecha, haciendose menos negativa. 

FIGURA 4.23 Concavidad hacia arriba 




Analogamente, si la grdfica de/tiene concavidad hacia abajo en P(c, /(c)), entonces 
se obtienen graficas como las de la Figura 4.24. En ellas la pendiente f ix) de la recta 
tangente disminuye cuando P se mueve hacia la derecha. 

FIGURA 4.24 Concavidad hacia abajo 




Reciprocamente, se puede esperar que si la derivada f'ix) aumenta cuando x crece 
pasando por c, entonces la grdfica tiene concavidad hacia arriba en P(c, /(c)) y si f ix) 
disminuye, entonces la grdfica tiene concavidad hacia abajo. Segun el Teorema (4.13), 
si la derivada de una funcion es positiva en un intervalo, entonces la funcidn es creciente. 
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Por Io tanto, si los valores de la segunda derivada f" son positivos en un intervalo, 
entonces la primera derivada /' crece. Andlogamente, si /" es negativa, f" decrece. 
Esto indica que el signo de f" puede servir para averiguar la concavidad, como se enuncia 
en el siguiente teorema del cual se da una demostracion al finalizar la seccion. 


PRUEBA DE LA (4.16) 
CONCAVIDAD 


Sea / una funcidn derivable en un intervalo abierto que 
contiene a c, tal que /"(c) existe. 

(i) Si f"(c) > 0, la grafica tiene concavidad hacia arri- 
ba en P(c, f (c)). 

(ii) Si /"(c) < 0, la grdfica tiene concavidad hacia 

abajo " /W> - _ 


Si la segunda derivada /"(*) cambia de signo cuando x aumenta y pasa por un 
numero k , entonces por (4.16) la concavidad cambia de ser hacia arriba a ser hacia abajo, 
o bien de ser hacia abajo a ser hacia arriba. El punto (k y f(k)) se llama punto de inflexidn 
de acuerdo con la siguiente definicidn. 


DEFINICION (4.17) 


Un punto P(k y /(Ar>) en la grafica de una funcion /es 
un punto de inflexidn si /" existe en un intervalo abier¬ 
to (cr, b) que contiene a k y /" cambia de signo en k. 

__ 


El croquis de la Figura 4.25 exhibe algunos puntos de inflexidn tipicos en una grdfica. 
Se dice que una gr&fica es concava hacia arriba (o hacia abajo) en un inter\alo, si tiene 
concavidad hacia arriba (o hacia abajo) en todos los numeros del intervalo. Aquellos 
intervalos en los que la grdfica de la Figura 4.25 es cdncava hacia arriba o hacia abajo 
se seftalan por CAr o CAb, respectivamente. Observese que un pico puede ser o no un 
punto de inflexion. 


FIGURA 4.25 
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CAPI'TULO 4 • VALORES EXTREMOS Y ANTIDERIVADAS 


EJEMPLO 1 Sea f(x) = x* + x 2 - 5x - 5. Encuentre los intervalos en los que la 
grafica de /tiene concavidad hacia arriba y aquellos en los que tiene concavidad hacia 
abajo. 


FIGURA 4.96 



Solucion En los Ejemplos 1 y 2 de la section anterior 
consideramos esta funcion. Como f\x) = 3x 2 + 2x - 5, 

f’(x) = 6x + 2 = 2(3jc + 1). 

Por lo tanto, /"(*) < 0 si 3x + 1 < 0, es decir, si x < - 
Aplicando la Prueba de la Concavidad (4.16) vemos que la 
grdfica tiene concavidad hacia abajo en el intervalo infinito 
( _0 °, — i). Analogamente, f"(x) > 0 si jc > — J ,y por 
tanto la grafica tiene concavidad hacia arriba en (- \ , °°). 
Segun la Definition (4.17), el punto P(- 3 , -ff) en el que 
f cambia de signo (y la concavidad de ser hacia abajo a ser 
hacia arriba) es un punto de inflexion. La grdfica de /que 
se obtuvo previamente se exhibe de nuevo en la Figura 4.26 
para indicar el punto de inflexion. • 


Si P(c, /(c)) es un punto de inflexion sobre la grafica de /, y /” es continua en 
un intervalo abierto que contiene a c, entonces necesariamente /"(c) = 0. Esto se pue- 
de demostrar aplicando el Teorema del Valor Intermedio (2.28) a la funcidn /". En¬ 
tonces, para localizar los puntos de inflexion de una funcion cuya segunda derivada 
es continua, se comienza por encontrar todos los numeros x para los que f '(x) - 0 . 
Luego se prueba cada uno de estos numeros para determinar si es la abscisa de un pun¬ 
to de inflexion. Antes de dar un ejemplo, enunciamos el siguiente criterio para distin- 
guir mdximos y minimos locales. 


CRITERIO DE (4.18) 
LA SEGUNDA 
DERIVADA 


Sea /una funcion derivable en un intervalo abierto que 
contiene a c y tal que /'(c) = 0 . 

(i) Si /"(c) < 0 , entonces /tiene un m£ximo local en c. 

(ii) Si /"(c) > 0, entonces /tiene un minimo local en c. 


FIGURA 4.97 


FIGURA 4.98 


Maximo local /(c) 



Minimo local /(c) 
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Demostration Si /'(c) = 0 , entonces la recta tangcnte a la grafica en P(c, /(c)) 
es horizontal. Si ademas /"(c) < 0 entonces la grafica tiene concavidad hacia abajo 
en c y existe un intervalo ( a , b ) que contiene a c en el que la grafica se encuentra abajo 
de la recta tangente en P. Por lo tanto, /(c) es un mdximo local de/, como se ilustra 
en la Figura 4.27. Esto demuestra (i). Se puede dar una demostracion similar para el 
caso (ii), que se ilustra en la Figura 4.28. • • 


El Criterio de la Segunda Derivada no se puede aplicar cuando /"(c) = 0. En ta¬ 
les casos se debe usar el Criterio de la Primera Derivada (vease el Ejemplo 3). 

EJEMPLO 2 Sea f(x) = 12 + 2x l — x 4 . Usar el Criterio de la Segunda Derivada 
para calcular los maximos y minimos locales de /. Discutir la concavidad, encontrar 
los puntos de inflexion y trazar la grafica de /. 

Solucion Comenzamos por encontrar la primera y la segunda derivadas y facto- 
rizarlas como sigue: 


f \x) = 4x - 4x } = 4x(\ ~ x 1 ) 

/"( x) = 4 - 12jc 2 = 4(1 - 3x 2 ) 

Se emplea la expresion de f'(x) para encontrar los numeros criticos 0, 1 y - 1 . Los va- 
lores de /" en estos numeros son 

/ "(0) = 4 > 0 , /"( 1 ) = -8 < 0 y /"(- 1 ) = -8 < 0. 

Entonces por el Criterio de la Segunda Derivada, la funcion tiene un mi'nimo local en 
0 y dos maximos locales, en 1 y -1. Los valores correspondientes de la funcion son 
/(0) =12y/(l) = 13 = /(-l). La siguiente tabla resume los resultados. 


Numero 

critico c 

/'(c) 

Signo de 
/ "(c) 

Conclusion 

-1 

-8 

_ 

Maximo local: /(-l) = 13 

0 

4 

+ 

Mi'nimo local: /(0) = 12 

1 

- 8 

- 

Maximo local: /(1) = 13 


Para localizar los puntos de inflexion resolvemos la ecuacion f "(x) = 0, es decir, 
4(1 - 3x 2 ) = 0. Evidentemente, las soluciones son -V3/3 y V3/3. Esto sugiere anali- 
zar el signo de f "(x) en cada uno de los intervalos (-°°, -V3/3), (-V3/3, \^3/3) y 
(/3/3, 00 ). Como f " es continua y no tiene ceros en estos intervalos, el signo de f '(x) 
puede determinarse usando valores de prueba. Se disponen los resultados en una tabla 
como sigue. El ultimo renglon se deduce de (4.18). 
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Intervalo 

(-oc. -V3/3) 

(-V3/3.V3/3) 

(V3/3, oo) 

k 

-1 

0 

1 

Valor de prueba f \k) 

-8 

4 

-8 

Signo de f\x) 

- 

+ 

- 

Concavidad 

hacia abajo 

hacia arriba 

hacia abajo 


FIGURA 4.29 



Como f"(x) cambia de signo en -v^3/3 y V^3/3, los pun- 
tos correspondientes sobre la grafica (±V^3/3, 113/9) son 
puntos de inflexion. Estos son los puntos en los que la con- 
cavidad cambia. Como se indica en la tabla, la grafica tiene 
concavidad hacia arriba en el intervalo (W3/3, V3,3), y con- 
cavidad hacia abajo fuera de [-V3/3, V3/3]. La Figura 4.29 
muestra un croquis de la grafica. 

EJEMPLO 3 Sea f(x) = x s - 5jc 3 . Usar el Criterio de la 
Segunda Derivada para encontrar los mdximos y minimos 
locales de /. Discutir la concavidad, encontrar los puntos de 
inflexidn y trazar la grafica de /. 


Derivando, 


fix) = 5 * 4 - 15* 2 = 5x 2 (x 2 - 3) 

/"(x) = 20 * 3 - 30jc = \0x(2x 2 - 3). 

Resolviendo la ecuacion /'( x) = 0 obtenemos los numeros crfticos 0 , -V3 y V3. Co¬ 
mo en el Ejemplo 2, resulta asi la tabla siguiente (verifiquese cada dato). 


Numero 
crftico c 

/"(C) 

Signo de 
/"(c) 

Conclusion 

W3 

-30V3 

— 

Maximo local: /(~V3) = 
6V3 

0 

0 

ninguno 

Ninguna 

V3 

30^3 

+ 

Minimo local: /(v3) = 

—6V3 


Como / '(0) = 0, el Criterio de la Segunda Derivada no puede aplicarse en 0 y 
por lo tanto aplicamos el Criterio de la Primera Derivada. Usando valores de prueba 
puede demostrarse que si -v3 < x < 0, entonces f \x) < 0, y si 0 < x < V3, enton- 
ces f(x) < 0 . Como f(x) no cambia de signo, no hay valores extremos. 

Para encontrar los puntos de inflexion consideramos la ecuacion /' "(x) = 0, es 
decir, 10x(2x 2 - 3) = 0. Las soluciones de esia ecuacion en orden creciente son 
-V6/2, 0 y \f6/2. Es posible construir la tabla siguiente: 
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Intervalo 

1 

8 

1 

(-V6/2.0) 

(0, v/6/2) 

(n/ 6/2, oo) 

k 

— 2 

-1 

1 

2 

Valor de prueba f \k) 

-100 

10 

-10 

100 

Signo de f '(x) 

- 

+ 

— 

+ 

Concavidad 

hacia abajo 

hacia arriba 

hacia abajo 

hacia arriba 


FIGURA 4.30 



Debido a que el signo de f \x) cambia cuando x pasa por 
-V6/2, 0 y V6/2, los puntos (0, 0), (-V6/2, 21^6/8) y 
(V6/2, — 21V6/8) son puntos de inflexion. La grafica estd en 
la Figura 4.30, en la que los ejes x y y tienen diferente 
escala. • 

La derivada /" es continua en todos los ejemplos ante- 
riores. Si /'(c) o /"(c) no existen, entonces (c,/(c)) tam- 
bi£n puede ser un punto de inflexibn, como se ilustra en el 
ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 4 Sea f(x) = 1 - x w \ Calcular los valores 
extremos locales, discutir la concavidad, encontrar los puntos 
de inflexidn y trazar la grafica de /. 

Solucion Derivando, 

/'(,) = = -!> 

« |-- 5/3 = 


La primera derivada no existe enx = 0 que es el unico numero critico de /. Como 
ft 0) no esta definido, no puede aplicarse el Criterio de la Segunda Derivada. Sin em¬ 
bargo. si x * 0 entonces x 2 ' 3 > 0 y /'(*> = -I/O* 2 ' 3 ) < 0, lo que significa que / 
cs decreciente en todo su dominio. Por lo tanto. /(0) no es un ■^k» 

El hecho de que /" no este definida en x = 0 sug.ere que el P unlo < 0 > ,)delag ^^ 
ca de /podria ser un punto de inflexion. Apliquemos la Defintc.dn (4.17) con - 0. 
Si x < 0, entonces x 5/3 < 0. Por lo tanto, 

/"(*) = -^J7T 


<0 si x < 0 


FIGURA 4 31 



lo cual implica que la grdfica de / tiene concavidad hacia 
abajo en el intervalo (-<», 0). Si x > 0, entonces x > . 

Por lo tanto, 

/"(*) = -^7T > 0 si * > 0 

lo cual significa que la grafica tiene concavidad hacia arriba 
en el intervalo (0, “). Entonces por (4.19). el punto (0,1) 
es un punto de inflexion. Usando esta informacion y trazando- 
algunos puntos obtenemos el croquis de la Figura 4.31. • 
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CAPITULO 4 • VALORES EXTREMOS Y ANTIDERIVADAS 


En la Section 3.3 se discutieron problemas de economia que involucran las funciones 
de costo, de costo medio, de ingreso y de utilidades: C, c, R y P. Sus derivadas, C\ 
c\R' y P' (llamadas costo marginal, costo medio marginal, ingreso marginal y utilida¬ 
des marginales), se usan para determinar maximos y minimos, como se ilustra en los 
ejemplos siguientes. 

EJEMPLO 5 Una fabrica de muebles calcula que el costo semanal de producir x 
reproducciones terminadas a mano de un escritorio colonial, esta dado por C(x) = 
x 3 - 3x 2 - 80x + 500. Cada escritorio producido se vende en $2800 (dolares). <,Que 
production mensual rendira las maximas utilidades? ^,Cual es la mayor ganancia posi- 
ble por semana? 

Solucion Como el ingreso que se obtiene al vender x escritorios es 2800x, la funcidn 
de ingreso R esta dada por /?(x) = 2800x. La funcion de utilidades Pes la diferencia 
entre la funcion de ingreso R y la funcion de costo C, es decir, 

P(x) = R(x) - C(x) = 2800x - (x 3 - 3x 2 - 80x + 500) 

o bien P(x) = —X 3 + 3x 2 + 2880x — 500. 

Para evaluar la ganancia maxima se deriva y 

P (x) = -3x 2 + 6x+ 2880 = -3(x 2 - 2x - 960). 

Los numeros criticos de P son las soluciones de 

x 2 — 2x - 960 = 0 o bien (x - 32)(x -I- 30) = 0, 

es decir, x = 32 o x = -30. Como la solucion negativa no tiene sentido, basia considerar 
x = 32. 

La segunda derivada de la funcion de utilidades P es 

P "(x) = -6x + 6 

Por lo tanto, 

P "(32) = -6(32) + 6 = -176 < 0. 

Entonces, por el Criterio de la Seguna Derivada, la maxima ganancia se obtiene si se 
producen y se venden 32 escritorios semanalmente. La ganancia maxima por semana es 

P(32) = —(32) 3 + 3(32) 2 + 2880(32) - 500 = $61 964. 

Al final de la Section 3.3 se presento la nocidn d cfuncidn de demanda p , donde 
p(x) es el precio por unidad cuando hay una demanda de x unidades de una mercancia. 
Entonces el ingreso /?(x) esta dado por R(x) = xp(x ). Si S = p(x), entonces S es el 
precio de venta de una unidad correspondiente a una demanda de x unidades. Como 
normalmente al disminuir S entonces x aumenta, la funcion de demanda p por lo co- 
mun es decreciente, es decir, p\x) < 0 para todo x. Las funciones de demanda a veces 
estan definidas implicitamente por una ecuacion en S y x, como sucede en el siguiente 
ejemplo. 
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EJEMPLO 6 La demanda * y el precio de venta S de un producto estan relacionados 
por la ecuacidn 2* + S 2 - 12000 = 0 . Encontrar la funcidn de demanda, la funcion 
e demanda marginal, la funcion de ingreso y la funcion de ingreso marginal. Hallar 
tambicn el numero de unidades y el precio por unidad que producen el ingreso maximo. 
^Cual es este ingreso maximo? 

Solucion Como = 12 000 - 2 x, y 5 es positivo, vemos que la funcion de de¬ 
manda S esta dada por 


F1GURA 4.39 



S = p(x) = V12 000 - 2x. 

El dominio de p consta de todos los numeros x tales que 
12 000 — 2x > 0 o, equivalentemente, 2x < 12 000. Por lo 
tanto, 0 < x < 6000. La grafica de p esta en la Figura 4.32. 
Teoricamente, cuando el precio es >/l 2 000 o aproximadamen- 
te $109.54, no hay ventas, y cuando el precio se acerca a $0 
la demanda se acerca a 6000. 

La funcion de demanda marginal p' esta dada por 


P'M = 


-1 


>J\ 2 000 - 2x 


El signo negativo indica que una disminucion en el precio esta 
asociada a un aumento en la demanda. 

La funcidn de ingreso R esta dada por 

R(x) = xp(x) = x x /l 2 000 - 2x. 

Derivando y simplificando, se obtiene la funcidn de ingreso marginal R' que es 

pv ,- 12 000 - 3* 

\J 12 000 — 2 .v 

La funcion de ingreso R tiene un numero critico x = 12 000/3 = 4000. Como R'(x) 
es positivo si 0 < x < 4000 y negativo si 4000 < x < 6000, el ingreso maximo se alcanza 
cuando se producen y se venden 4000 unidades. Esto corresponde a un precio de venta de 

p(4000) = .*02000 - 2(4000) * $63.25. 

El ingreso maximo, que se obtiene al vender 4000 unidades a este precio, es 

4000(63.25) = $253 000. 

Demostracion de la Prueba de la Concavidad (4.16) Aplicando la Definicion (3.1) 
a la funcion /', 

/••(cl. i™ rw-no 

x~*c X — C 

Si / (c) > 0, entonces por el Teorema (2.12), existe un intervalo abierto (a y b) que 
contiene a c tal que 

f\x)-f\c) 


X - c 


> 0 
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para todo x en (a , b) diferente de c; es decir,/'(x) - f'(c) 
y x - c tienen ambos el mismo signo. A continuacidn se 
demuestra que esto implica la concavidad hacia arriba. 

Para todo x en el intervalo ( a , b ), sea y la ordenada en 
x de la recta tangente en P(c , /(c)) y sea Q(x , f(xj) el pun- 
to sobre la grafica de / (vease la Figura 4.33). Si se define 
g(x) = f(x) — y, la concavidad hacia arriba se obtendra de- 
mostrando que g(x) es positivo para todo x tal que x * c. 

Comoy-/(c) = /'(c)(x - c) es la ecuacion de la rec¬ 
ta tangente en P> resulta que la ordenada del punto ( x , y) 
de la recta tangente esta dada por>> = /(c) + /'(c)(x - c). 
Por lo tanto, 

g(x) = f(x) - y = /(x) - /(c) - f'(c)(x - c). 

Aplicando el Teorema del Valor Medio (4.12) a la funcidn /en el intervalo [x, c], se 
ve que existe un numero w en el intervalo abierto (x, c) tal que 

/U) “ f(c) = /'(w)(x - c). 

Sustituyendo este valor de /(x) - /(c) en la formula de g(x) se obtiene 

0 U) = [/(*) - /(^)] - f'(c)(x - c) 

= f\w)(x - c) - /'(c)(x - c). 

Esto puede factorizarse como sigue: 

0<*) = LT(w) - /'(c)](* - c) 

Como w estd en el intervalo (cr, b ), del primer parrafo de la demostracidn se sabe que 
/ (w) - /'(c) y w - c tienen el mismo signo. Mas aun, como w est£ entre xy c, 
vv - c y x - c tienen el mismo signo. Por lo tanto, /'(w) - /’(x) y x — c tienen el 
mismo signo para todo x en ( a , /?) tal que x * c. De la expresion factorizada para g(x) 
se deduce que g(x) es positivo si x # c, que es lo que se queria demostrar. La parte 
(ii) se puede demostrar de manera parecida. • • 


FIGURA 4.33 



EJERCICIOS 4.4 

F.jercicios 1-18: Use el Criterio de la Segunda Deriva- 
da (cuando se pueda aplicar) para calcular los valores 
extremos de /. Discuta la concavidad, encuentre las 
abscisas de los puntos de inflexion y trace la grifica 
de /. 

1. f{x) = x 3 - lx 1 + x + 1 

2. fix) = x 3 + 10.x 2 + 25.x — 50 

3. fix) = 3x 4 - 4.x 3 + 6 4. /(x) = 8.x 2 - 2.x 4 


5. fix) = 2x b - 6.x 4 
7. fix) = (x 2 - l) 2 


9. fix) = </?-! 


11. fix) = x 2 - (27/x 2 ) 


13. fix) = 


x 

X 2 + I 


6. fix) = 3x 5 — 5x 3 

8. fix) = x - (16/x) 

, . x + 4 
10. fix) = — j=- 
yjx 

12. /(x ) = x 2,3 (l - x) 
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x 2 

14 /M = ! 5. fix) = V?(3x + 10) 

16. f(x) = x* - 4x J + 10 

17. f(x) = &X Ui + X*' 3 18. f{x) = Xyfa-X 2 


Ejercicios 19-26: Trace la grafica de una funcion con- 
tinua /que satisfaga todas las condiciones dadas. 

19. /(0) = 1; /(2) = 3;/'(0) = /'(2) = 0; 

f '(x) < 0 si \x- 11 >1; f(x) > 0 si 
\x- 1| < > o si x < 1; fix) < 0 

si x > 1. 

20. /(0) = 4; /(2) = 2; /(5) = 6; 

/'(0) = /'(2) = 0; f(x) > 0 si \x- 1| > 1; 
fix) < 0 si |jc — 11 < 1; fix) < 0 si 
x < 1 o si |x- 4| < 1; fix) > 0 si 
IJf — 21 < 1 o si x > 5. 

k»- /(0) = 2; /(2) = /(-2) = 1; /'(0) = 0; 

fix) > 0 si x < 0; fix) < 0 si x > 0; 
fix) < 0 si |x| < 2; f(x) > 0 si |x| > 2. 

to- /(1) * 4; fix) > 0 si x < 1; fix) < 0 si 
x > 1; fix) > 0 para todo x # 1. 

to. fi-2) = /(6) = -2; /(0) = /(4) = 0; 

/(2) = /(8) «= 3; f no esta definida en 2 ni en 
6; /'(0) = 1; fix) > 0 en (-«>, 2) y (6, ®); 
fix) < 0 si | Jr — 41 < 2; fix) < 0 en 
0), (4, 6) y (6, oo); f ix) > o en (0. 2) y 
(2, 4). 

k* fi 0) = 2; /(2) = 1; /(4) = /(10) = 0; 
/(6) = -4; /'(2) = /'(6) = 0; fix) < 0 en 
(-». 2). (2. 4). (4. 6) y (10, °°); fix) > 0 
en (6, 10); /'(4) y /'(10) no existen; /"(x) > 
0 en (-oo, 2), (4, 10) y (10, «); /"(*) < 0 en 
(2, 4). 

fc- Si n es un entero impar, entonces f(n) = 1 y 
/'(/») = 0. Si n es un entero par, entonces 
f{n) = 0 y f'(n) no existe. Si n es cualquier 
entero, entonces 

(a) /'(*) > 0 si 2/i < x < In + 1; 

(b) /'(x) < 0 si 2/i - 1 < x < 2it; 

(c) /"(x) < 0 si 2n < x < In + 2. 

K /(-^) = x si x = -1, 2, 4 u 8; /'(x) = 0 si 
x = -l,4,6u8;/'(x) < 0 en (-« -1), (4, 6) 
y (8, oo); f (x) > 0 en (-1, 4) y (6, 8); /"(x) > 
0 en (-oo, 0), (2, 3) y (5, 7); /"(x) < 0 en (0, 2), 
(3, 5) y (7, oo). 
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27. Demuestre que \a g?4f\ca de una func\6n cuadr4- 
tica no tiene puntos de inflexidn. Enuncie con¬ 
diciones en las cuales la grdfica siempre tiene 
(a) concavidad hacla arriba (b) concavidad ha- 
cia abajo. Ilustre con esquemas. 

28. Demuestre que la grdfica de un polinomio de 
grado 3 tiene exactamente un punto de inflexidn. 
Ilustre con esquemas. 

29. Demuestre que la grafica de un polinomio de 
grado n > 2 tiene a lo mds n — 2 puntos de in- 
flexidn. 

30. Sea /(x) = x n para n > 1. Demuestre que la 
grafica de / tiene un punto de inflexidn si n es 
impar y no tiene ninguno si n es par. Ilustre esto 
con croquis. 


Ejerckios 31-32: Encuentre (a) la funcidn de deman- 
da marginal, (b) la funcidn de ingreso, (c) la funcidn 
de utilidades, (d) la funcidn de utilidades marginales, 
(e) las utilidades maximas y (0 el costo marginal cuan- 
do la demanda es de 10 unidades, para las funciones 
de demanda y de costo dadas. 

31. p(x) = 50 - (x/10); C(x) = 10 + 2x 

32. p(x) = 80 - J x - 1; C(x) = 75x + 2 >/x - 1 

33. Una agenda de viajes calcula que para vender x 
“paquetes de vacaciones , \ el precio del paquete 
debe ser de 1800 - 2x unidades monetarias para 
1 < x ^ 100. El costo para la agencia de x pa¬ 
quetes es 1000 + x + 0.01 x 2 . Encuentre (a) la 
funcidn de ingreso, (b) la funcidn de ganancia (o 
de utilidades), (c) el numero de paquetes que pro- 
ducen la mdxima ganancia y (d) la ganancia 
maxima. 

34. Un fabricante determina que para vender x uni¬ 
dades de un producto el precio de venta de una 
unidad debe ser 400 - 0.05x unidades moneta¬ 
rias. El costo de produccidn de x unidades es 
500 + lOx. Encuentre (a) la funcidn de ingreso, 
(b) la funcidn de ganancia (o de utilidades), (c) el 

< numero de unidades que producen la ganancia 
maxima y (d) el precio por unidad cuando el in¬ 
greso marginal es 300. 

35. Una compaflia especialista en cocinas determina 
que el costo de producir y empacar x molinillos 
de pimienta al dia es de 500 f 0.02x + O.OOlx 2 
unidades monetarias. Si cada molinillo se vende 
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a $8.00 (dolares), £cual ser£ la produccibn dia¬ 
ria que proporcione la ganancia maxima? <,Cu£l 
es la ganancia maxima diaria? 

36. Una compaftia que ofrece paseos guiados sabe 
que cuando el precio del paseo es de $9.00 (dbla- 


res) por persona tiene un promedio de 1000 clien- 
tes por semana y que cuando el precio se reduce 
a $7.00, el promedio de clientes aumenta a 1500 
por semana. Suponiendo que la funcibn de de- 
manda es lineal, <,que precio debe cobrar para ob- 
tener la maxima ganancia semanal posible? 


HH APIICACIONES DE LOS MAXIMOS Y MINIMOS 

Los mbtodos para calcular los mdximos y minimos de las funciones se pueden aplicar 
a la solution de algunos problemas practicos. Estos problemas pueden expresarse 
verbalmente o por escrito. Para resolverlos hay que transformar sus enunciados en 
formulas, funciones o ecuaciones. Como hay muchos tipos de problemas en las aplica- 
ciones, es dificil enunciar reglas especificas para encontrar sus soluciones. Sin embar¬ 
go, puede desarrollarse una estrategia general para abordar tales problemas. La siguiente 
guia es de utilidad. 


GUIA PARA RESOLVER (4.19) 
PROBLEMAS 
APLICADOS DE 
MAXIMOS y MINIMOS 


1. Leer cuidadosamente el problema varias veces y pen- 
sar en los hechos dados y en las cantidades descono- 
cidas que se tratan de encontrar. 

2. De ser posible, hacer un croquis o un diagrama que 
incluya los datos pertinentes introduciendo variables 
para las cantidades desconocidas. Las palabras como 
que, encontrar, cuanto, donde o cuando suelen estar 
asociadas a las cantidades desconocidas. 

3. Enunciar los hechos conocidos y las relaciones entre 
las variables. 

4. Determinar de cual de las variables se desea encon¬ 
trar el maximo o el minimo y expresar esta variable 
como una funcibn de una de las otras variables. 

5. Encontrar los numeros cnticos de la funcibn obteni- 
da en el paso 4 e investigar si corresponden a maxi- 
mos o minimos. 

6. Verificar si hay m£ximos o minimos en la frontera del 
dominio de la funcibn que se obtuvo en el paso 4. 

7. No desanimarse si no se puede resolver algun proble¬ 
ma. Adquirir habilidad para resolver problemas apli- 
cados toma una gran cantidad de esfuerzo y pr&ctica. 
;Hay que seguir intentando! 




4.5 Aplicaciones de los maximos y mfnimos 


m 


Los siguientes ejemplos ilustran el uso de la Guia (4.19). 

EJEMPLO 1 Se desea construir una caja sin tapa con base rectangular a partir de una 
hoja rectangular de cartdn de 16 cm de ancho y 21 cm de largo, recortando un cuadrado 
en cada esquina y doblando los lados hacia arriba. Calcular el lado del cuadrado para 
el cual se obtiene una caja de volumen maximo. 

Solution Aplicando el paso 2 de la Guia, comenzamos por trazar un croquis del 
carton como se muestra en la Figura 4.34, en donde la letra * denota la longitud del 
lado del cuadrado que se va a recortar en cada esquina. Notese que 0 < x < 8. Usando 
el paso 3, escribimos los datos conocidos (el tamafto del rectangulo) en los lugares 
apropiados de la figura. 

RGURA 4.34 FIGURA 4.35 


ve que la cantidad cuyo maximo hay que encontrar es el volumen 
V de la caja que se formani doblando a lo largo de las lineas de trazos (vease la Figura 
4.35). Continuando con el paso 4 de la Guia, expresamos V como una funcion de la 
variable *. De la Figura 4.35, 

V = *(16 - 2*)(21 - 2x) = 2(168* - 37* 2 + 2* 3 ). 

Esta ecuacidn expresa V como una funcion de * y buscamos ahora los numeros criticos 
para probar si son maximos o mmimos (paso 5). Derivando con respecto a *, 

D x V = 2(168 - 74* + 6x 2 ) 

= 4(3* 2 - 37.x -F 84) 

= 4(3* - 28)(x - 3). 

Entonces, los numeros criticos solamente pueden ser ^ y 3. Como ^ esta fuera del 
dominio de *, el unico numero critico es 3. 

Ahora se aplica el Criterio de la Segunda Derivada para los valores extremos. La 
segunda derivada de V es 

Dl V = 2(—74 + 12x) = 4(6* - 37). 

Sustituyendo * por el numero critico 3 obtenemos 

Dl V = 4(18 - 37) = -76 < 0 

y por lo tanto, V tiene un maximo local en * = 3. 


1- 

_ 

X t 

ITT. a 

1 

VI *1 - 91 

1 

Lb 

■T- 1! 


F ** - u — -J 

---12-- 


Despues (paso 4), si 
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F1GURA 4.36 



h- 


Finalmente, se ve si hay valores extremos en la frontera (paso 6). Como 0 < x < 
8 y V = 0 para x = Oyx = 8, el valor maximo de V no se alcanza en una frontera 
del dominio de x. Por lo tanto, para obtener una caja de volumen maximo debe recortarse 
un cuadrado de 3 cm de lado en cada esquina de la hoja de cartdn. • 

4 

En los siguientes ejemplos, no siempre se sefialan los pasos de la Guia cuando se 
utilizan, pero el lector debe poder reconocerlos al estudiar las soluciones. 

EJEMPLO S Se desea elaborar un pequeno recipiente cilindrico sin tapa que tenga 
un volumen de 24x cm 3 . El material que se usa para la base cuesta tres veces m£s que 
el que se emplea para la parte cilindrica. Suponiendo que en la construccidn no se 
desperdicia material, evaluar las dimensiones para las que es minimo el costo del material 
de fabricacidn. 

Solution Comenzamos por trazar un esquema del recipiente, como se muestra en 
la Figura 4.36, en la que r denota el radio de la base (en cm), y /?, la altura (en cm). 
Como el volumen es de 24xcm\ 


xr 2 h = 24x. 



Esto da una relacidn entre r y h: 


h = 


24 


El objetivo es minimizar el costo C del material utilizado 
para construir el recipiente. 

Si a denota el costo por centimetro cuadrado (cm 2 ) del material a emplear para la 
parte curva, entonces el centimetro cuadrado del material que se use para la base costara 
3 a por cm 2 . Por lo tanto, el costo del material para la parte cilindrica es a(2xrh) y 
el del material para la base es 3a(xr 2 ). El costo C de todo el material es 


C = 3tf(xr 2 ) 4- a(2irrh) = ax(3r 2 + 2 rh) 


o, como h = 24/r 2 , 


= fl7t ( 3r > + ^). 


Como a es Fijo, esta ecuacidn expresa C como una funcion de una variable r, como 
se recomienda en el paso 4 de la Guia. Para encontrar el valor de r que corresponde 
al valor minimo de C, buscamos los numeros criticos. Derivando la ecuacidn anterior 
con respecto a r, J 

D r C = an(br = 60 *^^. 

Como D r C = 0 si r = 2, resulta que 2 es el unico numero critico. (El numero 0 
no es numero critico porque C no esta definido para r = 0.) Como D r C < 0 para r < 
2 y tambien D r C > 0 para r > 2, del Criterio de la Primera Derivada se deduce que 
C tambien alcanza su valor minimo cuando el radio del cilindro es de 2 cm. El valor 
correspondiente a la altura (que se obtiene de h = 24/r 2 ) es ^ o sea 6 cm. 






4.5 Aplicaciones de los m^ximos y mfnimos 


w 


Ya que el dominio de la variable r es el intervalo infinito (0, °°), no puede haber 
valores extremos de frontera. • 


EJEMPLO 3 Calcular el volumen maximo del cilindro circular recto que se puede 
inscribir en un cono de 12 cm de altura y 4 cm de radio en la base, de manera que los 
ejes del cilindro y del cono coincidan. 

Solucion El problema se ilustra en la Figura 4.37. La Figura 4.38 representa una 
seccidn transversal del cono y del cilindro que pasa por el eje de ambos. El volumen 
Fdel cilindro es V - irr~h. Para expresar V como funcion de una sola variable (paso 
4 de la Guia), hay que obtener una relacidn entre r y h. Mediante los triangulos semejantes 
en la Figura 4.38 vemos que 



FIGURA 4.37 


4 * ~ = ^ = 3 ° bien h = 3(4 - r). 

Por lo tanto, 

V = irr 2 h = T/- 2 [3(4 - r)\ = 3irr 2 (4 - r). 

Sir = 0or = 4 entonces V = 0 y, asi el volumen maximo 
no se alcanza en la frontera, de modo que basta analizar los 
maximos locales. Como V = 3x(4 r 2 - r 3 ), 

D r V = 37r(8r - 3 r 1 ) = 37rr(8 - 3r). 


4GURA 4.38 



Entonces, los numeros criticos de V son r = 0 y r = f. Apli- 
quemos ahora el Criterio de la Segunda Derivada para r = 
f. Derivando D r V resulta 

D} V = 3ir(8 - 6r). 

Sustituyendo r por § , 

Dj V = 3tc[8 - 6(f)] = 3tt(8 - 16) = -24/r < 0 


lo que significa que el m&ximo se alcanza en r = §. El valor 
correspondiente para h = 3(4 - r) es 

h = 3(4 — f) = 3(f) - 4. 


Por lo tanto, el volumen mdximo del cilindro inscrito es 


V= n 



89.4 cm 3 • 


EJEMPLO 4 Una carretera que va de norte a sur y otra que va de este a oeste se cruzan 
en un punto P. Un vehiculo que viaja hacia el este a 20 km/h, pasa por P a las 10:00 
A.M. En ese mismo momento un automovil que viaja hacia el sur a 50 km/h se encuentra 
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2 km al norte de P. Calcular cuando se encuentran los dos vehiculos mas cerca uno del 
otro y cudl es la distancia minima entre ellos. 


F1GURA 4.39 


I 



Solucion La Figura 4.39 muestra la posicion de los 
automoviles al tiempo / (horas) despues de las 10:00 a m. El 
m£s lento esta 20/ km al este de P y el mas veloz se halla 
50/ km al sur de la posicion que tenia a las 10:00 a.m. y por 
lo tanto, su distancia a Pes 2 - 50/. Por el Teorema de Pita- 
goras, la distancia d entre los vehiculos es 

d = v '(2 - 50f) 2 + (20r) 2 
= v'4 - 200f + 2500r 2 + 400r 2 
= v'4 - 200( + 2900f 2 . 

Evidentemente, d alcanza su valor minimo cuando la ex- 
presion dentro del signo radical es minima. Entonces pode- 
mos simplificar el trabajo estableciendo 


/(/) = 4 - 200/ + 2900/ 2 


y buscando el valor de / para el que /tiene un minimo. Como 


/'(/) = “200 + 5800/ 


el unico numero critico de /es 


= 200 = JL 

5800 29* 

Como adcmas /"(/) = 5800, la segunda derivada es siempre positiva y por lo tanto 
/ tiene un minimo local en / — de modo que f(jg) ~ 0.55. Como d dominio de 
/ es [0, oo) y f (0) = 4, no hay valor extremo en la frontera. Por lo tanto, los automovi¬ 
les estan mas cerca uno del otro ^ horas (aproximadamente 2.07 minutos) despues de 
las 10:00 a.m. La distancia minima es 

v7(is) - \ 0.55 ^ 0.74 km. • 

EJEMPLO 5 Un hombre que navega en una barca de remos a 2 millas del punto m£s 
cercano de una costa recta, desea llegar a su casa, la cual esta en la citada costa a 6 
millas de dicho punto. El hombre puede remar a razon de 3 mi/h y caminar a \ 5 mi/h. 
iQue debe hacer para llegar a su casa en el menor tiempo posible? 

Solucion La Figura 4.40 ilustra el problema: A denota 
la posicion de la barca, B cl punto m&s cercano de la costa 
y C la casa; D es el punto donde el remero va a desembarcar 
y jc denota la distancia de B a D. Entonces, los valores de 
x se restringen al intervalo [0, 61. 

Por el Teorema de Pitagoras, la distancia entre A y D 
es \/x 2 + 4. Usando la formula tiempo = distancia/veloci- 


FIGURA 4.40 
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dad, el tiempo que lleva al hombre remar de A a D es y/x 1 ^ 4/3, y el tiempo que le 
toma caminar de D a C es (6 - x)/5. Por lo tanto, el tiempo total 7" del recorrido es 

J _ y/x 2 + 4 6 - X 


o, equivalentemente, T = jtx 2 + 4) 1/2 + f — ^x. 


Deseamos encontrar el valor minimo de T. Notese que x = 0 corresponde al caso extremo 
en que la persona rema directamente hasta B y luego camina toda la distancia de B a 
su casa. Si x = 6, el hombre rema directairtente de A a su casa. Estos numeros se pueden 
considerar los extremos del dominio de T. Si x = 0, entonces de la fdrmula para T, 


r = 


74 

3 



1.87 


que es aproximadamente 1 hora con 52 minutos. Si x = 6, entonces 


■^,740 6 6_2^Q -in 

3 5 5 3 ^ 

que son aproximadamente 2 horas 7 minutos. 

Derivando la formula general de T vemos que 

d ' t= W ( * 2+4) ,/2(2x) _ \ 


X 1 

3(x 2 + 4) 1/2 5 


Para encontrar los numeros criticos se hace D x T = 0. Esto lleva a las siguientes 
ecuaciones: 


__ x I 

3(x 2 + 4) 1/2 5 

5x = 3(x 2 + ^)" 2 
25x 2 = 9(x +4) 

16x 2 = 36 
x 2 = ff 
x = f = f 

Por lo tanto, ^ es el unico numero critico. Ahora se utiliza el Criterio de la Segunda 
Derivada. Aplicando la Regia del Cociente a la formula D x T, 

D i T= 3(x 2 + 4) 1,2 - x • 3(j)(x 2 + 4)~ t/2 (2x) 

9(x 2 + 4) 

_ 3(x 2 + 4) - 3.v 2 4 

9(x 2 + 4) ,/2 


3(x 2 + 4) 571 
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que es positiva en x = Entonces, T tiene un minimo local en x = ^. El tiempo 
T correspondiente a x = | es 

I 

o de modo equivalente, 1 hora 44 minutos. 

Anteriormente examinamos los valores de T en los extremos del dominio obteniendo 
tiempos de 1 hora 52 minutos y mas de 2 horas. Entonces, el valor minimo de T se 
alcanza con x * $ y, por lo tanto, el hombre debe iesembarcar entre B y C a 1 \ 
millas de B. El Ejercicio 6 es un problema parecido en el que el tiempo minimo se alcanza 
en uno de los extremos del dominio. • 


EJEMPLO 6 Un alambre de 60 cm de largo se va a partir en dos trozos. Una de las 
partes va a doblarse en forma de circunferencia y la otra en forma de tri&ngulo equilatero. 
^Corno se debe cortar el alambre para que la suma de las £reas del circulo y del tri£ngulo 
que se forman sea maxima, y c6mo se debe cortar para que sea minima? 


FIGURA 4.41 


2 nr = x 



3s = 60 — x 



Solucion Denotemos por x la longitud de una de las 
partes del alambre. Entonces la longitud de la otra parte es 
60 - x. Supongamos que el trozo de longitud x es el que se 
dobla para formar una circunferencia y que r es el radio de 
la misma. Entonces 2xr = jc, o r = x/2 x (vease la Figura 
4.41). Si al otro trozo se le da forma de triangulo equilatero 
y s es la longitud de cada lado, entonces 35 = 60 - x o sea 
5 = (60 - x)/3. El drea del circulo es 



y el &rea del tridngulo equilatero es 



La suma de las £reas, A> esta dada por 


-fe) xi+ (» 


(60 - x) J . 


Ahora se buscan los numeros criticos. Derivando, 





De manera que D X A = 0 si y s61o si 


10 s/3/3 

(1/2k) + (V3/18) 


22.61. 
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La segunda derivada 


D\ A = 


1 


v/3 


2n 18 


es siempre positiva y por lo tanto el numero critico indicado corresponde a un minimo 
de A . Este valor minimo es aproximadamente 


A 


( 22 . 61) 2 + ( 60 - 22 . 6 l ) 2 

36 


4n 


107.94 cm 2 . 


Como no hay otros numeros crfticos, A debe alcanzar su m&ximo en la frontera. 
Si x = 0, entonces todo el alambre se usa para formar un tridngulo y 

A = (60) 2 « 173.21 cm 2 . 


Si x = 60, entonces todo el alambre se usa para formar la circunferencia y 

A = (60) 2 * 268.48 cm 2 . 

4n 

Por lo tanto, A alcanza su valor maximo si el alambre no se parte sino que se usa 
todo para formar la circunferencia. • 


EJERCIQOS 4.5 

1. Se quiere construir una caja de base cuadrada y 
sin tapa que tenga urr volumen de 4 dm 3 (deci- 
metros cubicos). Encuentre las dimensiones que 
minimicen la cantidad de material necesario (des- 
precie el espesor del material y lo que se desper- 
dicia en la construccidn). 

2. Resuelva el Ejercicio 1 suponiendo que la caja 
ha de tener tapa. 

3. Se desea construir un recipiente cilindrico de 
metal sin tapa que tenga una capacidad de 1 m 3 
(metro ciibico). Encuentre las dimensiones que 
debe tener para que la cantidad de material sea 
minima, suponiendo que no se desperdicia nada 
en la construccidn. 

4. La base circular del recipiente del Ejercicio 3 se 
corta de una hoja cuadrada y el metal restante 
se desperdicia. Calcule las dimensiones del reci¬ 
piente para las cuales la cantidad de material ne¬ 
cesario en la construccidn sea minima. 

5. Un veterinario cuenta con 30 m de tela de alambre 
y quiere construir 6 jaulas para perros levantando 
primero una cerca alrededor de una regidn 


rectangular, y dividiendo luego la regidn en seis 
rectangulos iguales mediante cinco rejas paralelas 
a uno de los lados. ^Cu&les son las dimensiones 
de la zona rectangular para las que el area total 
es maxima? 

6. Consulte el Ejemplo 5 de esta seccidn. Si el hom- 
bre tiene una lancha de motor que puede viajar 
a 15 mi/h, ^qu6 debe hacer para llegar en el me- 
nor tiempo posible? 

7. A la 1:00 p m. el barco A se encuentra 30 millas 
al sur del barco B y viaja hacia el norte a 15 mi/h. 
El barco B navega hacia el oeste a 10 mi/h. ^A 
que hora se alcanza la distancia minima entre las 
dos embarcaciones? (Vdase la figura.) 


EJERQaO 7 


BARCO B 

- 



d / 

BARCO A '0 


8 . Una ventana tiene la forma de un rectdngulo Co¬ 
ronado por un semicirculo. Halle las dimensio- 
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nes de la ventana que permiten admitir mis luz 
suponiendo que el penmetro debe ser de 5 m. 

9. Una cerca de 8 pie de alto al nivel del suelo va 
paralela a un edificio alto (v6ase la figura). La 
cerca dista 1 pie del edificio. Calcule la longitud 
de la escalera mas corta que se puede apoyar en- 
tre el suelo y el edificio por encima de la reja. 
( Sugerertcia: Utilice triangulos semejantes.) 


rreno (vdase la figura). Demuestre que el irea cer- 
cada es mixima cuando en vez de rectingulo se 
tiene un cuadrado. 



EJERCICJO 9 



10. Se desea que las piginas de un libro tengan un 
irea de 900 cm 2 con mirgenes de 2.5 cm abajo 
y a los lados, y de 1.5 cm arriba. Determine las 
dimensiones de la pagina que daran la mayor area 
posible para el texto. 

11. Se desea construir un almacen con un volumen 
de 100 m 3 que tenga techo piano y base rectan¬ 
gular cuya anchura sea tres cuartas partes de su 
longitud. El costo por metro cubico de los mate¬ 
rials es de $36 (ddlares) para el piso, $54 para 
los lados y $27 para el techo. iQue dimensiones 
minimizan el costo? 

12. Se va a construir un vaso de papel en forma de 
cono circular recto quitando un sector circular 
a una hoja de papel con forma de circulo y radio 
a , y uniendo despues las dos orillas rectas del 
papel restante (v6ase la figura). Calcule el volu¬ 
men del vaso mis grande que se pueda construir. 

EJERCIGO 12 



13. Un granjero tiene 150 m de material para cercar 
un campo con forma rectangular y quiere usar 
un granero como parte de uno de los lados del 


14. Consulte el Ejercicio 13. Suponga que el granjero 
desea cercar un irea rectangular de A metros 
cuadrados. Demuestre que la figura que requiere 
menos material para la cerca es un cuadrado. 

15. Un hotel que cobra $80 (ddlares) diarios por 
habitation da precios especiales a grupos que 
reserven entre 30 y 60 habitaciones. Si se ocupan 
mis de 30 cuartos, el precio disminuye en $1 por 
cada cuarto arriba de los 30. En estas conditio¬ 
ns, £la ocupacion de cuintas habitaciones por 
un grupo produciri el ingreso miximo para el 
hotel? 

16. Consulte el Ejercicio 15. Suponga que cada cuar¬ 
to ocupado cuesta al hotel $6 al dfa por limpieza 
y mantenimiento. En este caso, quintas habita¬ 
ciones ocupadas por un grupo producen el ingre¬ 
so neto miximo? 

17. Se desea construir un tanquc dc accro con la 
forma de un cilindro circular recto y semiesferas 
en los extremos (v£ase la figura) para almacenar 
gas propano. El costo por pie cuadrado de los 
extremos es el doble del de la parte cilmdrica. 
iQue dimensiones minimizan el costo si la capa- 
cidad deseada es de lOx pie 3 ? 



18. Se desea construir un oleoducto de un pur|to A 
a otro punto B que distan 5 km y se encuentran 
en riberas'opuestas de un do de cauce recto de 
1.5 km de ancho. El oleoducto iri bajo el agua 
de A a un punto C en la ribera opuesta y luego 
sobre el suelo de C a B. El costo por kildmetro 
de tuberia bajo el agua es cuidruple del costo 
sobre tierra. Calcule la position de C que mini- 




























mizari el costo (desprecie la pendiente del lecho 
del rio). 

EJERCIQO 18 



I9 ‘ Determine las dimensiones del rectangulo que se 
puede inscribir en un semicfrculo de radio A de 
manera que dos de sus vertices est£n sobre el 
didmetro (vease la figura). 

EJERGGO 19 


f-—.-1 

20. Encuentre las dimensiones del mayor rectangulo 
que se puede inscribir en un triangulo equitetero 
de lado a, de manera que dos de sus vertices esten 
en un mismo lado del triangulo. 

21. Calcule el volumen del cono circular recto mas 
grande que se puede inscribir en una esfera de 
radio a. 

22. Calcule las dimensiones del cilindro circular recto 
de mayor volumen que se puede inscribir en una 
esfera de radio a . 

23. Encuentre el punto de la grafica de y = x 1 + I 
mds cercano al punto (3, I). 

24. Encuentre el punto de la grdfica de y = x } mds 
cercano al punto (4, 0). 

25. La resistencia de una viga rectangular es directa- 

EJERCICIO 25 



mente proporcional al producto del ancho y el 
cuadrado de la altura de su seccion transversal. 
Halle las dimensiones de la viga mds resistente 
que se pueda obtener de un tronco circular de ra¬ 
dio a (v£ase la figura). 

26 ‘ La iluminacidn producida por una fuente de luz 
es directamente proporcional a la inlensidad lu- 
minosa de la fuente e inversamente proporcio¬ 
nal al cuadrado de la distancia a la misma. Dos 
fuentes de luz de intensidades S, y S 2 estAn se- 
paradas una distancia d. iEn que punto del seg- 
mento que las une es minima la iluminacidn? 

27. Un mayorista vende zapatos para correr a $20 
(ddlares) el par si le piden menos de 50 pares Si 
le piden mis de 50 (hasta 600). el precio por par 
se reduce en $0.02 multiplicados por el volumen 
del pedido. <',cual es el pedido que produce el 
'mayor ingreso para el mayorista? 

2*. Se desea construir un vaso de papel en forma 
de cono circular recto que tenga un volumen de 
36 t cm . Encuentre las dimensiones que requie- 
ren menor cantidad de papel (desprecie cualquier 
desperdicio en la construccion). 

29. Un alambre de 36 cm de largo se va a partir en 
dos trozos. Una de las partes se ha de doblar en 
forma de triangulo equilAtero y la otra en forma 
de un rectangulo cuya longitud es el doble de su 
anchura. iComo se debc partir el alambre para 
que la suma de las Areas del triAngulo y el 
rectAngulo sea (a) minima y (b) maxima? 

30. Un triangulo isosceles tiene base b y lados iguales 
de longitud a. Encuentre las dimensiones del 
reclAngulo de mayor area que se puede inscribir 
en el triangulo de manera que uno de sus lados 
coincida con la base del triangulo? 

31. Una ventana tiene la forma de un rectangulo 
coronado por un triangulo equilAtero. Encuentre 
las dimensiones del rectangulo para el cual el area 
de la ventana es maxima, si el perimetro de la 
misma debe ser de 12 pie. 

32. Dos postes verticals de 3 y 4 metros se hallan 
clavados en un suelo a nivel y sus bases distan 
5 m. Calcule la longitud minima de cable que se 
necesita para tener dos tramos rectos: desde la 
punta de uno de los postes hasta un punto en el 
suelo, y de ahi hasta 1* punta del otro poste. 

33. Demuestre que el rectangulo de mayor Area con 
un perimetro dado p es un cuadrado. 
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34. Girando un rectangulo de perimetro p alrededor 
de uno de sus lados, se genera un cilindro circular 
recto. Calcule las dimensiones del rectangulo que 
producen el cilindro de mayor volumen. 

35. El propietario de un huerto de manzanas calcula 
que si siembra 24 drboles por acre, entonces cada 
arbol adulto dar& 600 manzanas al aflo. Por ca¬ 
da tres £rboles mds que se planten por acre, el 
numero de manzanas que produce cada arbol 
disminuye en 12 al afto. ^Cudntos arboles se 
deben plantar por acre para obtener al mayor 
numero posible de manzanas al ano? 

36. Una compaftia inmobiliaria posee 180 apart amen- 
tos pequeftos que estan todos ocupados cuando 
la renta o alquiler es de $300 al mes. La compa- 
ftia calcula que por cada incremento de $10 en 
la renta, se desocupardn cinco apartamentos. 
iQud renta debe cobrar para obtener la mayor 
ganancia bruta? 

37. Para que un paquete pueda enviarse por correo 
es necesario que la suma de su longitud y el 
perimetro de su base no exceda de 108 pulg. 
Encuentre las dimensiones de la caja con base 
cuadrada de mayor volumen que se puede enviar 
por correo. 

38. Una carretera A que va de norte a sur y otra 
carretera B que va de este a oeste se cruzan en 
un punto P. A las 10:00 a.m. un autombvil pasa 
por P viajando hacia el norte sobre A a 80 km/h. 
En ese mismo momento, un avi6n que vuela hacia 
el este a 320 km/h y a una altura de 8500 m, pasa 
exactamente por arriba del punto de la carretera 
B que se encuentra 160 km al oeste de P. Supo- 
niendo que el autombvil y el avi6n mantienen la 
misma velocidad y direccibn, <,a que hora se en- 
contrardn mds cerca uno del otro? 

39. Dos fdbricas A y B que se encuentran a 4 millas 
una de la otra, emiten humo con particulas que 
contaminan el aire de la regibn. Suponga que el 
numero de particulas provenientes de cada fdbri- 
ca es directamente proporcional a la cantidad de 
humo e inversamente proporcional al cubo de la 
distancia desde la fdbrica. iQue punto entre A 
y B tendrd la menor contaminacibn si la fdbrica 
A emite el doble de humo que la fdbrica B? 

40. Un campo petrolero tiene ocho pozos que pro¬ 
ducen un total de 1600 barriles de crudo al dia. 
Por cada pozo nuevo que se tiene, la produccibn 
media por pozo disminuye en 10 barriles diarios. 


^Cudntos pozos adicionales se deben formar pa¬ 
ra obtener la mayor produccibn de crudo al dia? 

41. Se desea construir una tienda de campafla con 
forma de piramide de base cuadrada. Un poste 
de metal colocado en el centro serd el soporte de 
la tienda (vbase la figura). Se cuenta con S pie 2 
de Iona para los cuatro lados del albergue y x es 
la longitud de la base. Demuestre que 

(a) El volumen V de la tienda es 

V = »-WS 2 -x 4 . 

(b) V alcanza un valor maximo cuando x = V2 
veces la longitud del poste. 

EJERCIQO 41 
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42. Un barco debe navegar 100 millas no arriba con¬ 
tra una corriente de 10 mi/h. Sea v la velocidad 
del barco (en mi/h). El numero de galones de ga- 
solina que consume la nave es directamente pro¬ 
porcional a v 2 . 

(a) Demuestre que si se mantiene la velocidad 
constante de v mi/h, entonces el numero to¬ 
tal y de galones de combustible que se con- 
sumen estd dado por.y = 100A:v 2 /(v - 10), 
donde v > 10 y K una constante positiva. 

(b) Calcule la velocidad que minimiza el numero 
de galones de gasolina que se consumen 
durante el viaje. 

43. Unos automoviles recorren un puente de 1 milla 
de longitud. Cada vehiculo mide 12 pie de largo 
y debe mantenerse a una distancia minima d 
(en pies) del coche de enfrente (vease la figura). 

(a) Demuestre que el mayor nqbiero de 
autombviles que pueden estar en el puente 
a la vez es [5280/(12 + </)J ([ } denota 
la funcibn mayor entero). 

(b) Demuestre que si la velocidad de los auto¬ 
mbviles es v mi/h entonces la intensidad 
maxima de tr&nsito F (en autos/hora) es 
F = 5280v/(12 + d ). 







4.6 Lfmites al infinito y Ifmites infinitos 

(c) La distancia de frenado (en pies) de un coche 
que va a v mi/h es aproximadamente 0.05v 2 . 

eiEROGO 43 
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Sea d = 0.025v 2 . Determine la velocidad 
para la que se logra la maxima circulacidn. 

44. Demuestre que la distancia minima de un punto 
(Xj, yO a la grdfica de una funcidn derivable / 
se alcanza a lo largo de una recta normal a la 
grdfica, es decir, sobre una perpendicular a la 
tangente. 


EQ UMITES Al INFINITO Y UMITES INFINITOS 

En esta seccidn se consideran funciones cuyos valores se “estabilizan” cuando |x| se 
hace muy grande. Tambi&i se consideran funciones que no tienen un mfnimo absoluto 
ni un maximo absoluto, pero tienen en cambio, la propiedad de que |/(x)| puede 
tomar valores arbitrariamente grandes. Cuando los resulta- 
dos del andlisis se aplican a la derivada /' se obtiene infor- 
macidn acerca de las rectas verticales tangentes a la grafica 
de /. 

Consideremos primero la grdfica de /(x) = 2-1- (1/x) 
que aparece en la Figura 4.42 y estudiemos los valores de /(x) 
para x grande y positiva. Por ejemplo, 

/( 100 ) = 2.01 

/( 1000 ) = 2.001 

/(10 000 ) = 2.0001 

/(100 000 ) = 2.00001 

Puede lograrse que /(x) se acerque a 2 tanto como se quiera o, equivalentemente, que 
|/(x) - 21 sea arbitrariamente pequefio, si se escoge x suficientemente grande. Este 
comportamiento de /(x) se expresa por 

lim (2 + - ) = 2 

x-ao\ X] 

lo cual se lee: el limite de 2 4- (\/x) cuando x tiende a °° es 2. 

Es importante recordar que no se puede sustituir nunca la variable x por <® (infinito) 
puesto que £ste no es un numero real. Entonces la expresion x tiende a °° no significa 
que la variable x tienda o se acerque a algun numero real, sino que x crece indefinida- 
mente o se le asignan valores arbitrariamente grandes. M£s adelante, en la Definicion 
(4.25) se utiliza el simbolo °° en un contexto diferente. 

A continuacidn se define lfm x- *« f(x) = L para una funcidn arbitraria /. Como 
se hizo en el Capitulo 2, se da primero una definicidn informal y despues una formal. 
Se supone que /est& definida en un intervalo infinito (c, 00 ) para algun numero real c. 









206 


CAPITULO 4 • VALORES EXTREMOS y ANTIDERIVADAS 


DEFINICION (4.20) 
INFORMAL 


DEFINICION (4.21) 


Si Iim^oo f(x) = L , se dice que el li'mite de f(x) cuando x tiende a «> es L . 

A continuacion se da una interpretation geometrica de 
la Definicion (4.21). Supongase que lun^ao f(x) = L y con- 
sideremos dos rectas horizontales y = L ± t (vease la Figu- 
ra 4.43). De acuerdo con la Definicidn (4.21), si x es ma¬ 
yor que cierto numero positivo N y entonces cualquier punto 
P(x, f(x)) de la grafica se encuentra entre estas dos rectas 
horizontales. Informalmente puede decirse que la grafica de 
/se va acercando a la recta y = L cuando x crece cada vez 
mas. La recta y = L es una asmtota horizontal de la grdfica 
de /. Por ejemplo, la recta y = 2 de la Figura 4.42, es una 
asmtota horizontal de la grafica de f(x) = 2 + (1/jc). 

En la Figura 4.43, la grafica de / se acerca desde abajo 
a la asmtota^ = I, esdecircon f(x) < L. Tambi£n podria 
una grafica acercarse a y - L desde arriba, es decir con 
f(x) > L. Asimismo, podria acercarse la grafica a la recta horizontal de modo oscilante, 
es decir, a veces desde arriba y a veces desde abajo de ella. 

La siguiente definicidn abarca el caso en que |x| es grande pero x es negativa. Se 
supone que /estd definida en un intervalo infinito (-°°, c) para algun numero real c. 


FIGURA 4.43 

lim f(x) = L 




lim /( x) = L 


significa que para todo t > 0, existe un numero positivo 


N tal que 




i/(*>-*. i 

_ 



siempre que x > N. 


lim f(x) = L 


significa que f(x) se puede acercar arbitrariamente a L 

escogiendo x suficientemente grande. 



DEFINICION (4.22) 




jin = L 


X— 



significa que para todo t > 0, existe un numero negativo 

, c . , ,. 

| f(x) - L I < c siempre que 


x < N 


Si lim r __oo /(Jr) = L, se dice que el li'mite de fix) cuando x tiende a es L. La 
Figura 4.44 ilustra la Definicion (4.22). Si se consideian dos rectas horizontales y = 
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FIGURA 4.44 

lim /(x) = L 



H-h 

x N 


L ± £, entonces cuando x es menor que cierto numero nega¬ 
tive) N t todos los puntos P(x, f(xj) de la grafica se encuen- 
tran entre ellas. Como antes, la recta y = L c s una asintota 
horizontal de la grafica de /. 

Pueden obtenerse teoremas sobre limites analogos a los 
del Capitulo 2 para estos limites al infinito. En particular, 
el Teorema (2.15) sobre limites de sumas, productos y cocien- 
tes es v&lido tambien para los casos x -+ 00 o bien x -* -°°. 
An&logamente, el Teorema (2.21) que se refiere al limite de 
yjf(x) tambien es cierto para x 00 o bien x — -°°. Final- 
mente, es trivial demostrar que 

lim c = c y lim c = c. 

x—►~°° 


El teorema que sigue es importante para el calculo de limites especificos. 


TEOREMA (4.23) 


Sean k un numero racional positivo y c un numero real 
arbitrario. Entonces 


lim = 0 



siempre y cuando x k est^ definido. 



Demostracion Para deducir que lim A .^oo ( c/x k ) = 0 a partir de (4.21), debe demos- 
trarse que para todo £ > 0, existe un numero positivo N tal que 



< £ 


siempre que x > N. 


Si c = 0, se puede usar cualquier N > 0. Si c ± 0, las siguientes cuatro desigualdades 
son equivalentes para x > 0: 


c 


i*r i 

1 1* Id 

»>('-: 

dV' 1 

o 

1 

< e. 

L_L > - 

|C| 8* 

1*1 >g- 

rj 


La ultima desigualdad da una idea para elegir N. Tomando N = (Icl/c) 1 se ve que 
para x > N, la cuarta desigualdad se satisface, y por lo tanto tambien la primera, 
que es lo que se queria demostrar. La segunda parte del teorema se demuestra de ma- 
nera analoga. (TV es entero positivo.) • • 


Si / es una funcion racional, pueden calculate los limites cuando x 00 o bien 
x _► _oo dividiendo primero el numerador y el denominador de f(x) entre una potencia 
adecuada de x y aplicando despues el Teorema (4.23). Concretamente, supongamos que 
y(x) y h(x) son polinomios y se desea analizar f(x) = g(x)/h(x). Si el grado k de 
h(x) es mayor que o igual al de g(x), hay que dividir el numerador y el denominador 
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entre x k . Si el grado de g(x) es mayor que el de h(x)> puede demostrarse que /(x) 
no tiene limite cuando x -*■ 00 o cuando x 


EJEMPLO 1 Analizar lim = —5— 

Solucion Como solo interesan los valores negativos de x, podemos suponer que 
x # 0. Los grados del numerador y del denominador son ambos iguales a 2 y entonces, 
siguiendo la regia enunciada en el pdrrafo anterior, dividimos numerador y denominador 
entre x 2 y luego se aplican los teoremas sobre limites. De modo que 


2 *'- 5 . 


3x 2 + x + 2 x ““‘ x 3 + (1/x) + (2/x 2 ) 

Hm [2 — (5/x 2 )] 


Hm [3 + (1/x) + (2/x 2 )] 

X~* — 00 

lim 2 - lim (5/x 2 ) 

„_ x-» - 00 _ x~* - 00 _ 

lim 3 + lim (1/x) + lim (2/x 2 ) 

x-* — ao x-*-ao x-*-® 

2-0 2 


3 + 0 + 0 3' \ 

Por lo tanto, la recta y = $ es una asintota horizontal de la grafica de /. 


EJEMPLO 2 Sea /(x) = 4x/(x 2 + 9). Determinar las asintotas horizontales, obte- 
ner los maximos y minimos locales y los puntos de inflexion, analizar la concavidad 
y trazar luego la grafica de /. 

Solucion Como el grado del numerador (1) es menor que el grado del denominador 
(2), dividimos el numerador y el denominador entre x 2 y usamos los teoremas sobre 
limites como sigue: 


lim /(x) = lim 

x-»® x-*® 


4x 

x 2 + 9 


Hm 

X-*® 


(4/x) 

1 + (9/x 2 ) 


lim (4/x) 

-—-r- = - = - = 0 

Hm 1 + Hm (9/x 2 ) 1+0 1 

x-*® x-*® 


Por lo tanto, y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal de la grafica de /. Analogamente, 
Hm^-oo f(x) = 0. 

Podemos verificar que 


f'(x) = 


4(9 — x 2 ) 
(x 2 + 9) 2 


y f"(x) = 


8x(x 2 - 27) 
(x 2 + 9) 3 ' 


Los numeros criticos de /son las soluciones de /'(x) = 0 y por lo tanto, son ±3. Usan- 
do el Criterio de la Primera Derivada o el de la Segunda Derivada puede demostrarse 
que /(-3) es un minirno local y que /(3) es un maximo local. 















4.6 Limites al infinite y Ifmitcs infinites 


“M9 


F1GURA 4.45 



Usando /"(*) vemos que los puntos de inflexidn tienen 
abscisas 0 y ±\fll = ±3^3. El signo de /"(*) indica que 
la grafica tiene concavidad hacia abajo en los intervalos 
(~°°. —3V3) y (0, 3^3), y concavidad hacia arriba en 
(-3V3, 0) y (3V3, 00 ). La grafica se tiene en la Figura 4.45 
con escalas diferentes en los ejes. • 


EJEMPLO 3 Analizar lim 


J9x 2 + 2 


Solucion Si x es grande y positiva, el numerador 
yj9x 2 + 2 se acerca a N /9x 2 , o bien 3x. Esto sujere dividir 
entre x el numerador y el denominador. Como x = N /x 2 para valores positivos de x , 
entonces 


3 — 4x 

rande y positiva, el numerador 


s/9* 2 + 2 


s/9 x 2 


+ 2 /9x 2 + 2 r I 

—-n/—-7 9+ ? 


lim 


X s/? 

s/^TI V9T(2M W»V9 + (2/x 2 ) 

3 — 4x (3/x) — 4 Ifm [(3/x) — 4] 


V lim [9 + (2/x 2 )] v' lim 9 + Um (2/x 2 ) 


lim (3/x) - lim 4 

jr-*ao x~*ac 

V9 + 0 3 


0-4 


4.46 


-4 


Sea f(x) = l/(x - 3) 2 . La grAfica de /est£ en la Figura 
4.46. Si x se acerca a 3 (pero x * 3), el denominador (x - 3) 2 
se acerca a cero y por lo tanto, f(x) es muy grande. Por 
ejemplo, 

/(2.9)= 100 /(3.1) = 100 

/(2.99) = 10 000 /(3.01) = 10000 

/(2.999) = 1 000000 /(3.001) = 1 000000 

Evidentemente, podemos lograr que f(x) tome valores tan grandes como queramos es 
cogiendo x suficientemente cercano a 3. Esto se expresa simbolicamente asi: 



lim 


1 


__ _S’ = W . 

(X - 3) 2 

La siguiente definicidn es un enunciado informal de este tipo de comportamiento para 
una funcidn arbitraria /. 


DEFINICION (4.24) 
INFORMAL 


lim 

Jr— a 


f(x) 


significa que f(x) se puede hacer tan grande como se 
quiera escogiendo x suficientemente cerca de a. 
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La definicion formal, que puede servir para demostrar teoremas, se puede enunciar 
como sigue. 


DEFINICION (4.25) 


Sea / una funci6n definida en un intervalo abierto que 
contiene a a , excepto posiblemente en a mismo. La afir- 
macidn el li'mite de fix) cuando x tiende a a es «>, que 
se escribe 

lim f{x) = 

x—a 

significa que a todo numero positivo M le corresponde 
un 5 > 0 tal que 

si 0 < \x - a\ < 5, entonces f(x) > M. 


P6UHA 4.47 

lim f(x) = oo 



Si lim x ^ fl fix) = °°, a veces se dice que f(x) tiende a infinito cuando x tiende 
hacia a o que crece indefinidamente cuando x tiende hacia a. Si se considera la recta 
horizontal y - A/en la Figura 4.47, entonces cuando x est£ 
en un intervalo (a - 6, a + 6) adecuado, y x * a y los puntos 
P( jc, / (jc)) de la grifica de /se encuentran arriba de la recta 
horizontal. \ 

Recuerdese que el simbolo °° no representa un numero 
real. En particular, lim^/(*) = °° no significa que el 
li'mite existe cuando x tiende a a. La notacidn de Hmite se 
utiliza solamente para denotar el tipo de comportamiento de 
fix) descrito en el parrafo anterior. 

La nocidn de que fix) tiende a infinito cuando x tiende 
a a por la derecha o por la izquierda se escribe simbdlicamente 


lim fix) = °° o bien lim fix) = 00 , 


respectivamente. Estos conceptos se pueden definir modificando ligeramente la Definicidn 
(4.25). Asf, para x-+ a* se supone que fix) existe en algun intervalo abierto (a, c) 
y se cambia la desigualdad 0 < \x - a\ < 6 de la Definicidn (4.25) por a < x < a + 
6, es decir, x solo puede tomar valores mayores que a . Puede decirse algo parecido 
acerca de x — a \ La Figura 4.48 muestra unas graficas que ilustran estas nociones. 


FIGURA 4.48 

fi) lim f{x) = 

X-*H* 




X 


(ii) lim /(*) = 00 

x-»a~ 

i ,.V 



\ 

L 

a 


x 


00 














4.6 Li'mites al infinito y Ifmites infinitos 811 

La siguiente definition es la analoga a la Definition (4.25) para el caso en que |/(jc)| 
es muy grande y f(x) es negativa cuando x tiende a a. 


DEFINICION (4.26) 


Si Hm^ f(x ) = se dice a veces que f(x) tiende a menos infinito o que dis- 
tninuye indefinidamente, cuando x tiende hacia a. 

La Figura 4.49 presenta grdficas que ilustran la Definicibn (4.26) incluyendo los 
casos x -» a* y x — a~. 

La recta x = a en las Figuras 4.47-4.49 es una asintota vertical de la grafica de 
/. Notese que / tiene una discontinued infinita en x = a (vease la Section 2.5). 


FIGURA 4.49 

(i) lim /(*) = -oo (ii) lim f(x) = (ill) lfm f(x) = 



Sea / una funcion definida en todo un intervalo abierto 
que contiene a a , excepto posiblemente en a mismo. La 
afirmacibn el limite de /( x ) cuando jc tiende a a es 
que se escribe 

lim f(x) = -oo 

x-+a 

significa que a todo numero negativo A/le corresponde 
un 5 > 0 tal que 

si 0 < \x - a\ <6, entonces /(*) < M. 


Aunque se usa la notation de limite para describir el comportamiento de las funciones 
/correspondientes a las grdficas de la Figura 4.49, los Ifmites cuando x tiende a a no 
existen. En el Ejemplo 3 de la Section 2.3 se demostro que lfm x ^o(l/jt) no existe. 
Usando la nueva notation, este hecho (la inexistencia del limite) se denota por 

lim — = -oo y lim — = oo. 

X ^ jc-*0’ X 

El siguiente teorema, que se enuncia sin demostracion, es util para analizar los limites 
de las funciones racionales. 
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TEOREMA (4.27) 


— 






(i) Si n es un entero positivo par, entonces 
lim 1 






x-~a (x - a) n 


(ii) Si n es un entero positivo impar, entonces 

1 ,, 1 
* - /V\ y >■— “ 





lim 

- a y 


= CO 


lim 


(x - a) n 




Si n es un entero positivo y /( x) = \/(x - a) n entonces, por el Teorema (4.27), 
la recta x = a es una asintota vertical de la grafica de /. N6tese tambien que como 
li'm^co \/(x - a) n = 0, el eje x es una asintota horizontal. 


EJEMPLO 4 Sea f(x) = -— _ 3 . Analizar Y lim^ 2 -/(^) y trazar 

\X 2.) 

la grafica de /. 

Solucion Para jc cercano a 2 pero mayor que 2, x - 2 es un numero positivo pequefto 
y entonces \/(x - 2) 3 es un numero positivo grande. Por lo tanto, es evidente que 


lim 


1 


xZT* (x - If 


Esto tambien se puede deducir del Teorema (4.27) (ii) con a - 2 y n = 3. 

Para x cercano a 2 pero menor que 2, x - 2 es negativo y est& cerca de 0. Por lo tanto, 


FIGURA 4.50 



lim 

x-*2~ 


1 


(x - 2f 


Esto tambien es consecuencia de (4.27) (ii). De modo que, 
la recta x = 2 es una asintota vertical. 

Se puede demostrar que 


lim 

x-»°° 


1 

(x - 2) 3 


= 0 


y 


lim 

X -*-«° 


1 

(X - 2f 


= 0. 


Entonces y - 0 (el eje x) es una asintota horizontal. 

La gr&fica de / se tiene en la Figura 4.50. N6tese que 
/ no tiene un maximo absoluto ni un minimo absoluto. • 


A continuacion se enunciaran algunas propiedades de las sumas, productos y co- 
cientes de las funciones que tienden a infinito. Hay resultados analogos para los casos 
x a* y x -+ a~. 


TEOREMA (4.28) 


I . 

Si f(x) = » y Hm^ a ^(x) = c para algun 

numero c, entonces: 



















4.6 Lfmites at infinito y h'mites infinitos 






(iii) Si c < 0, entonces lim [<y(jr)/(jt)] = y 
x ~* a 


Las conclusiones del Teorema (4.28) son intuitivamente evidentes. En (i), por 
ejemplo, si g(x) tiende a c y f(x) tiende a infinito cuando x tiende a a, entonces g(x) + 
f(x) se puede hacer tan grande como se quiera escogiendo x suficientemente cercano a a. 

En (iii), si lim X ^ a g(x) = c < 0 entonces g(x) es negativa cuando x estd cerca de 
a. Por tanto, si f(x) es grande y positiva entonces cuando * esta cercana a a, el producto 
<j{x)f(x) es negativo y \g(x)f(x)\ es grande. Esto indica que lim^ g(x)f(x) = -oo. 

No daremos una demostracidn formal del Teorema (4.28). Se puede enunciar un 
teorema analogo para lim X ^ a f(x) = -°°. Tambien pueden demostrarse teoremas para 
operaciones con mas de dos funciones. 

Las grdficas de funciones racionales suelen tener asintotas verticales y horizontales. 
Las Figuras 4.42, 4.45, 4.46 y 4.50 y tambien el siguiente ejemplo, ilustran estos 


conceptos 


EJEMPLO 5 Sea f(x) — 2x 2 /(9 — x 2 ). Encontrar las asintotas verticales y horizon- 
tales y trazar la grafica de /. 

Solucion Comenzamos por factorizar el denominador, obteniendo asi 



FIGURA 4.51 


V 


El denominador es cero en x = 3 y x = -3. Las rectas co- 
rrespondientes podrian ser asintotas verticales. Como 


L 


1 


del Teorema (4.28) (ii) se ve que 


lim ~- =oo y lim — : — = 3 

jc-*3~ ^ X x-*3~ 3 + X 


lim f(x) = lim |—-—| ^— 

x—y 3 -x 3 + x 




r 


Ademas, como 



2 v 2 

y lim — = 3 > 0, 


*- 3*3 + x 
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deducimos que 


Htn f(x) = to (y^-) ( 3 ^) = 


Este comportamiento de /(x) cerca de la asintota vertical x = 3 se ilustra en la Figura 
4.51. 

Como 

1 2x 2 

to --= - oc y to --= 3 > 0, 

x ^- 3 -3 + X x-*-3-3-x 


concluimos que 




Analogamente, 


Um -= 00 implica que Mm f(x) = 00. 

x— - 3 ♦ 3 + x *- -3 + 


Este comportamiento de /(x) cerca de x = -3 se ilustra en la Figura 4.51. 
Para encontrar las asintotas verticales consideramos 

2x 2 7 


lim f(x) = Mm 


= lim 


= - 2 . 


„ _ _ 9 - x 2 (9/x 2 ) - 1 

Cuando x — -°° el limite es el mismo. La recta y — — 2 es una asintota horizontal. 
Usando esta informacion y situando algunos puntos podemos obtener el croquis de la 


Figura 4.51. 

Si queremos mas informacion sobre la grafica, es posible usar la primera derivada 
para demostrar que /es decreciente en los intervalos (-°°, — 3) y ( 3, 0] , que es creciente 
en [0, 3) y (3, °°), y que tiene un minimo en x = 0, como se seftala en la figura. Para 
analizar la concavidad puede usarse la segunda derivada. • 


Si /(x) = g(x)/h(x ), donde g(x) y h(x) son polinomios y si el grado de g(x) es 
igual a! grado de h(x ) mas uno, entonces la grafica de /tiene una asintota oblicua con 
ecuacion y = ax + b para algunos numeros reales a y b\ es decir, la grafica tiende a 
esta recta cuando x tiende a mds o rnenos infinito. Para demostrar este hecho puede 
usarse la divisidn de polinomios y expresar /(x) en la forma 




con r(x) = 0 o el grado de r(x) menor que el de /z(x). Se aprecia entonces que 
lim^oo r(x)/h(x) = 0 y \im x ^r(x)/h(x) = 0. Por lo tanto, /(x) se acerca a </x + 
b cuando x tiende a 00 o bien a -°°. El ejemplo siguiente ilustra este m£todo para 
encontrar las asintotas oblicuas. 


EJEMPLO 6 Hallar todas las asintotas y trazar la grafica de la funcidn / dada por 

x 2 - 9 


/(x) = 


2x- 4 













4.6 Lfmites al Infinito y Ifmltes infinitos 


Ws 


riGURA 4.59 



FIGURA 4.S3 



Soiucion Hay una asi'ntota vertical con ecuacidn 2x - 4 = 0, es decir, x = 2. 
Ademas, como el grado del numerador x 2 - 9 es igual al grado del denominador 2x - 
4 mas uno, la grdfica tiene una asintota oblicua. Dividiendo polinomios, 


x 2 - 9 
2x - 4 




De acuerdo con la discusidn anterior a este ejemplo, la recta y = \ x + 1 es una asintota 
oblicua. Esta recta y la asintota vertical x = 2 se tienen (con lineas de trazos) en la Figura 

4.52. 

Las abscisas en el origen de la grafica son las soluciones de la ecuacion x 2 — 9 = 
0, es decir 3 y -3. La ordenada en el origen es /(0) = f . En la Figura 4.52 estdn 
marcados estos puntos. Es fccil ver que la grafica tiene la forma indicada en la Figura 

4.53. . 


Los limites infinitos sirven tambien para definir las rectas tangentes verticales. Si 
se considera una recta tangente / como la posicion limite de una recta secante (vease 
la Figura 2.4), entonces / puede ser vertical. En tales casos, cuando la secante tiende 
hacia / su pendiente tiende a mis o menos infinito. Esto motiva la siguiente definicidn. 


DEFINICION (4.29) 


La grafica de una funcion / tiene una recta tangente 
vertical en el punto P(a, f(a)) si / es continua en a y 


lim |/'(x)| = =o. 


EJEMPLO 7 Sean f(x) — (x — 8) 11 + 1 y g(x) = (x — 8) 2/3 + 1. Demostrar que 
las graficas de /y ? tienen rectas tangentes verticales en P( 8, 1). Trazar las grdficas 
mostrando las rectas tangentes en P. 

Soiucion Se tiene que / y t/ son ambas continuas en 8. Derivando, 


f’(x) = ^ (x — 8)~ 2/3 = 
.</’(•<) = ^(x — 8)' l/3 = 


1 

3(x - 8) 2/3 
2 

3(x - 8) 1/3 ‘ 
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Es claro que 


lim | f\x) | = oo y Hm | g'(x) | = oo. 



Por la Definici 6 n (4.29), ambas graficas tienen una recta tangente vertical en P( 8 , 1). 

Las grdficas se tienen en la Figura 4.54. N 6 tese que en el caso de la grafica de / 
en (i) la pendiente de la recta tangente tiende a infinito si x tiende a 8 por la derecha 
o por la izquierda. Sin embargo, para la grafica de g en (ii) la pendiente tiende a menos 
infinito si x -* 8 ", y tiende a m£s infinito si x -* 8 *. 

FIGURA 4.54 

<i) (ii) f / 

*y i _,__ 


y — (x - 8)* 1 + l 



El numero 8 es un numero critico de ambas funciones. Del Criterio de la Primera 
Derivada se deduce que /( 8 ) = 1 no es un valor extremo de / y que 0 ( 8 ) = 1 es un 
minimo absoluto de g. • 


FIGURA 4.55 


La Definicidn (4.29) puede ser modificada para conside- 
rar rectas tangentes verticales en los extremos del dominio 
de la funcidn. Entonces, si /es una funcion continua en [ 0 , b] 
y no esta definida fuera de este intervalo, la grafica tiene una 
recta vertical en P(a y f(a)) o Q(b , f(b)) si 


y = y/\ - X* 




respectivamente. Por ejemplo, si f(x) = >J\ — x 2 entonces 
la grafica de / es la mitad superior de una circunferencia 
unitaria con centro en el origen. Hay rectas tangentes verti¬ 
cales /, y / 2 en los puntos,(-l, 0 ) y ( 1 , 0 ), respectivamente 
(vease la Figura 4.55). 


(- 1 . 0 ) 


o 


< 1 . 0 ) X 


EJERCIQOS 4.6 




























4.6 Lfmites al infinito y Ifmites infinitos 


217 


Ejercicios 9-18: Efectue el ddculo de y 

Hnijr-«-/(*)- Determine las asintotas verticales y ho- 
rizontales de la grAfica de/, calcule los maximos y mi- 
nimos locales de/y trace la grdfica. 

9 - /M = —— 7 . 0 = 4 
x — 4 

10 . f(x) = —, a = 4 
4 — x 


11. 

fix) 

12. 

fix) 

13. 

fix) 

M. 

fix) 

15. 

fix) 

M. 

fix) 


8 


(2x 4- 5) 

-4 




7x4-3 

3x 

(X 4- 8) 2 
3x 2 

(2x - 9) 
2x 2 


x 2 - x - 2 


. « = -4 
, -8 

, fl * —1, a 


4x 


x 2 - 4x 4- 3 




= 2 

» 3 


ei7. 

1* 


/w = 


/w = 


x(x - 3) ; 

vl 


y» a = 0, a = 3 


x 4- 1 


, fl = -1 


Ejercicios 19-28: Encuentre las asintotas verticales y 
fcorizontales de la gr^fica de/y trdcela. 

1 « 


/w = - 
b. /(x) = 
b. /(x) = 
te /(x) = 

fc. /(X) = 


x 2 — 4 
2x 2 
x 2 + I 
1 


x 3 4- x 2 - 6x 
x 2 4 - 3x 4- 2 
x 2 4" 2x — 3 

x 4- 4 
x 2 - 16 


20 . f(x) = 
22 . fix) = 
24. fix )« 
26. /(x) = 
28. fix) = 


5x 

4 - x 2 
3x 

x 2 4- 1 

X 2 - X 

16 — x 2 
x 2 - 5x 
X 2 - 25 

</l6 — x 
4 — x 


Ejercicios 29-34: Encuentre las asintotas verticales y 
••Wicuas de la grdfica de/y tricela. 

m 3., /M. 2 ' 1 -*- 1 


X 4- 1 


x — 2 


31 'W- V 

32. /(x) = 

. x 4 — 4 


33. f(x) = - 5 —- 

X 3 — 1 

34. fix) = 


x 3 + 1 
x 2 — 9 
1 -x 4 
2x 3 - 8x 


Ejercicios 35-38: Determine los puntos de la gr£fica 
de / en los que la recta tangente es vertical. 

35. fix) = x(x 4- 2) 3/5 36. fix) = yjx 4- 2 

37. /(X) - V16 - 9x 2 + 3 38. /(x) = </x-5 

39. A un tanque que contiene una cantidad inicial de 
200 L (litros) de agua pura, le llega agua salada 
con una concentracion de 50 g (gramos) de sal por 
litro. 

(a) Si Uegan al tanque 20 L de agua salada por 
minuto, <,cu&l es el volumen V(t) del agua 
y cu&l es la cantidad Q(t) de sal en el tanque 
en el tiempo t ? 

(b) Demuestre que la concentracidn c(/) de sal 
al tiempo t est4 dada por 

c(0 = t/(\0t 4- 100). 

(c) Describa el comportamiento de c(/) cuando 
t — 00. 


40. Uno de los problemas importantes en la ciencia 
pesquera es la prediccidn para el aflo siguiente 
de la poblacidn adulta R con capacidad de repro¬ 
duced a partir de la poblacidn S que esta deso- 
vando. Para algunas especies (como el arenque 
del mar del Norte) R esta dada en funcidn de S 
por/? = ffS/(S 4 - b). iC 6 mo se puede interpre¬ 
tar la constante a ? Muestre que para valores gran- 
des de S, entonces R es m£s o menos constante. 


41. La ley de Coulomb de la electrostitica dice que 
la fuerza de atraccidn Fentre dos particulas car- 
gadas es directamente proporcional al producto 
de las cargas e inversamente proporcional al cua- 
drado de la distancia que las separa. Una parti- 
cula con carga 4 -1 se coloca sobre una recta 
coordenada / entre otras dos particulas de carga 
-1 (v6ase la figura). 

(a) Demuestre que la fuerza resultante sobre la 
particula con carga 4-1 est4 dada por 


Fix) 



k 

ix - 2) 2 


donde k es una constante positiva. 

(b) Trace la gr£fica de F para 0 < x < 2, 
tomando k * 1. 
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EJEROCIO 41 

-I . » » ^ . -1 

-*— .. _ _l_► 

O r 2 / 

42. Los biomatem^ticos han propuesto muchas fun- 
ciones Hiferentes para describir el efecto de la luz 
sobre la intensidad con la que se produce la fo- 
tosintesis. Para que la funcidn sea realista debe 
mostrar el efecto de fotoinhibicidn , es decir, la 
rapidez de production P de la fotosintesis debe 
tender a cero cuando la intensidad luminosa / al- 
canza altos niveles (vease la figura). £Cual de las 
fdrmulas siguientes, en las que a y b son cons- 
tantes, puede servir para evaluar P? Explique su 
respuesta. 


(a)P = 


al 

b + I 


(b)P = 


al 

V+F 


EJERQCIO 42 



QQ ANTIDERIVADAS 

En el Capitulo 3 se estudiaron algunos problemas enunciados en la forma: Dada una 
funcidn g , determinar la derivada g\ Ahora se considera el problema inverso, es decir, 
dada una derivada g\ determinar la funcidn g. Una manera equivalente de enunciar 
el problema inverso es: 

Dada una funcidn f, encontrar una funcidn F tal que F' = /. 

Por ejemplo, sea f(x) = 8jt\ En este caso es facil hallar una funcion F tal que 
P'(x) = f (x). Sabemos que al derivar una potencia de x se reduce en uno el exponente, 
y por lo tanto, para obtener Fhay que aumentar en uno el exponente dado. Asi, F(x) = 
ax 4 para algun numero a. Derivando, se obtiene F\x) = Aax 3 y para que sea igual a 
/(*), a debe ser igual a 2. Entonces, la funcion F definida por F(x) = 2x 4 tiene la 
propiedad de que F f = /. De acuerdo con la siguiente definicion, Fes una antiderivada 
de f. 


DEFINICION (4.30) 


Una funcidn Fes una antiderivada de otra funcion /si 

F' = / 


A veces se llama funciones primitivas a las antiderivadas. El proceso de encontrar 
una antiderivada se llama antiderivation. La frase F(x) es una antiderivada def(x) 
significa lo mismo que F es una antiderivada de f. Normalmente no se especificara el 
dominio de las antiderivadas. Del Teorema Fundamental del Calculo (5.21) se deduce 
que cualquier intervalo cerrado [ a , b] en el que /es continua, es un dominio adecuado 
para F. 

Las reglas de derivacion pueden aplicarse para obtener formulas de antiderivadas, 
como se demuestra a continuacidn. 
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TEOREMA (4.31) 


Sean F(x) y G(x) antiderivadas de f(x) y g( jc), res- 
pectivamente. Entonces 

(i) F(x) 4 G(x)es una antiderivada de/(x) 4 g(x). 

(ii) kF(x) es una antiderivada de k f(x) para cualquier 
numero real k. 


Demostracion Por hipotesis, D x [F(x)] = f(x) y DjGU)] = g(x). Por lo tanto, 
D x [F(x) 4 G(*)] = D x [F(x)] 4 D x [G(x)] = f(x) 4 g(x). 

Esto demuestra (i). Para demostrar (ii) basta notar que 

D x [fcFM] = kD x [F(x)] = kf(x) • • 

El Teorema (4.31) (i) se puede generalizar a la suma de cualquier numero finito de 
funciones. Este hecho puede enunciarse como sigue: La suma de antiderivadas es una 
antiderivada de la suma. A1 trabajar con varias funciones a la vez el dominio se restringe 
a la interseccion de sus dominios. Para diferencias de funciones hay un resultado analogo. 

Las antiderivadas nunca son unicas. Como la derivada de una constante es cero, 
si F(x) es una antiderivada de /(x), tambten lo es F(x) 4 C para cualquier numero 
C. Por ejemplo, si f(x) = 8x 3 entonces las funciones definidas por 2x 4 4 7, 2x 4 - 
3 y 2x 4 4 | son antiderivadas de /. El siguiente teorema muestra que las funciones 
de este tipo son las unicas antiderivadas de f(x) que existen. 


TEOREMA (4.32) 


Si Fj y F 2 son funciones derivables tales que F[(x) = 
F 2 (x) para todo x en un intervalo cerrado [a, b ], enton¬ 
ces F 2 (x) = F,(x) 4 C para algun numero C y para to- 
do x en [a y b]. 


Demostracion Definiendo la funcion g por medio de 

g(x) = F 2 (x)-F l (x\ 


se obtiene 


FIGURA 4.56 


, y 





g(x) = F 2 (x) - F'j(x) = 0 

para todo x en [a y b]. Si x es cualquier numero tal que a < 
x < b y entonces, aplicando el Teorema del Valor Medio (4.12) 
a la funcion g en el intervalo cerrado [a y x] y existe un numero 
z en el intervalo abierto ( a y x) tal que 

g(x) - g(a) = g'(z)(x - a) = 0 • (x — a) = 0. 

Por lo tanto, </(x) = g(a) para todo xen \a , 6]. Sustituyendo 
en la primera ecuacidn de esta demostracidn se obtiene 

g(a) = F 2 (x) - F,(x). 

Sumando F,(x) a ambos lados de la igualdad se obtiene la 
conclusion deseada con C = g(o). • • 
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En la Figura 4.56 se ilustra grdficamente el significado geometrico del Teorema 
(4.32). La figura muestra que si las pendientes m, = F[(x) y m 2 = F 2 (x) de las rectas 
tangentes a las grdficas de F, y F 2 , son iguales para todo x en [ a , b ), entonces a partir 
de una de las graficas puede obtenerse la otra mediante un desplazamiento vertical de 
|C| unidades. 

El Teorema (4.32) sirve para demostrar el siguiente 


TEOREMA (4.33) 


Demostracion Geometricamente, la conclusibn es evidente, pues si / es continua y 
la pendiente de la recta tangente es cero en todos los puntos de la grafica, es de esperar 
que la gr&fica sea una recta horizontal (la grafica de una funcibn constante). Para 
demostrar este hecho, sea F 2 igual a / y sea F, la funcibn definida por F,(x) = 0 para 
todo x. Como Fi'(x) = 0 y F{(x) = f\x) = 0, se ve que F,'(x) = F 2 '(x) para todo 
x en [a, b). Aplicando el Teorema (4.32), se ve que existe un numero C tal que F 2 (jc) = 
F,(x) + C; es decir, f(x) = 0 + C para todo x en [a, b]. Por lo tanto, / es una 
funcibn constante. • • 

Si F| y F 2 son antiderivadas de una misma funcibn /, entonces F{ = / = F 2 , y 
por el Teorema (4.32), F 2 {x) = F,(x) -f C para algun C positivo. En otras palabras, 
si F(x) es una antiderivada de f(x ), entonces cualquier otra antiderivada tiene la forma 
F(jc) + C, donde C es una constante arbitraria, o sea, un numero real no espccifi- 
cado. F(x) + C se llama antiderivada mis general de f(x ). 

A lo largo del libro se usard muchas veces la siguiente regia. 


Si / es una funcion tal que /'( x) = 0 para todo x en 
[ a , b] y entonces /es una funcibn constante en [j, b]. 


REGLA DE LA (4.34) 
POTENCIA PARA LAS 
ANTIDERIVADAS 


Demostracion Sean /(*) = x r y F(x) = x r+ '/(r + 1). Usando la Regia de la 
Potencia para las derivadas, se puede demostrar que F\x) = f(x). Por lo tanto, F(x) + 
C es la antiderivada mas general de f(x). • • 


Sea r un numero racional tal que r £ - 1. 


La derivada mas general de x r es 
es una constante arbitraria. 




- 



€ + C, donde C 
r + 1 


A partir de la Regia de la Potencia (4.34) y del Teorema (4.31) (ii) puede deducirse 
que la antiderivada mas general de ax r es ax r + ] /(r + 1) para cualquier numero real 
a y para r # -1. Usando el Teorema (4.31) (i) es posible encontrar la antiderivada 
mis general de una suma arbitraria de terminos de la forma ax\ evaluando una 
antiderivada para cada uno de los terminos. A1 encontrar la antiderivada de una suma, 
no hace falta introducir una constante arbitraria para cada t£rmino, pues las constantes 
pueden ser sumadas todas para producir una sola constante C (vease el Ejemplo 1(d)). 
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EJEMPLO 1 Encontrar la antiderivada mis general de /(x): 

(a) f(x) = 4x 5 (b) f(x) = </x 2 

(c) f(x) = 1/x 2 (d) f(x) = 8x 3 - 3x + 7 

Solucion Las antiderivadas aparecen en la siguiente tabla. N6tese que para encontrar 
una antiderivada de x r , se aumenta en uno el exponente r , obteniendo r + 1, y luego 
se divide entre r + 1. 


fix ) 

Antiderivada mis general de /(x) 

4x 5 


4 (t) + c -5** +c 

= x 2/3 


x 5/3 3 

-- 4- c = - x 5/3 + C 

5/3 ^ 5 + C 

W 2 

x z 


x “* 1 

__ + C= —-f C 
(-1) x 

8x 3 - 3x + 7 

■G 

r) ~ 3 (y) + lx + C = 2x 4 - 3 - X + 7x + C 


Para evitar errores algebraicos deben verificarse las soluciones de los problemas de 
antiderivacidn, derivando la antiderivada. En cada caso se debe obtener la expresidn 
dada. En el Ejemplo 1(d), 

D x (2x* - jx 2 + lx + C) = D x (2x 4 ) - D x (jx 2 ) + D x (lx) + D x (C) 

= 8x 3 - 3x + 7 + 0 = f(x). 

Una ecuacidn diferencial contiene derivadas de una funcion desconocida. Una 
funcion /es una solucidn de una ecuacidn diferencial si satisface la citada ecuacidn; 
es decir, si al sustituir /por la funcion desconocida se obtiene una igualdad. Resolver 
una ecuacion diferencial significa encontrar todas sus soluciones. A veces, ademis de 
la ecuacion diferencial, se conoce tambien un valor de la funcion /que se llama condi¬ 
tion inicial, como se ilustra en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 2 Resolver la ecuacidn diferencial /'(x) = 6x 2 + x - 5 con la condicidn 
inicial /(0) = 2. 

Solucion De los comentarios sobre antiderivadas, 

f(x) = 2x 3 + *x 2 - 5x 4- C , 

para algun numero C. Tomando x = 0 y usando la condition inicial dada, obtenemos 


/(0) = 0 + 0- 0 + C= 2 
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y asi, C = 2. Por lo tanto, la solucion de la ecuacion diferencial con la condition inicial 
dada es 


f(x) = 2x 3 + w - 5x + 2. 

La expresion ecuacion diferencial surge del hecho de que puede tener diferenciales 
en vez de derivadas. Asi, la ecuacion diferencial del Ejemplo 2 se puede escribir 

dy , , 

= 6* + x - 5 o bien dy = (6jc + x - 5)dx 

para y = /(*). 

Si un punto P se mueve a lo largo de una recta coordenada, entonces su funcion 
de posicion s es una antiderivada de su funcion de velocidad v, es decir, s'(t) = v(/). 
An£logamente, como v'(/) = a(l ), la funcidn de velocidad es una antiderivada de la 
funcion de aceleracidn. Si se conoce la velocidad o la aceleracidn y se tienen suficientes 
condiciones iniciales, entonces puede determinarse la funcion de posicion. 

EJEMPLO 3 Una lancha de motor se aleja del muelle a lo largo de una linea recta 
con una aceleracion al tiempo t dada por a(t) = 12/ - 4 pie/s 2 . En el tiempo / = 0 
la lancha tenia una velocidad de 8 pie/s y se encontraba a 15 pie del muelle. Calcular 
su distancia s(/) al embarcadero al cabo de / segundos. 

Solucion Como v'(/) = 12/ - 4, antiderivando obtenemos 

v(/) = 6/ 2 - 4/ + C 

para algun numero C. Tomando / = 0 y usando el hecho de que v(0) = 8, obtenemos 
8 = 0- 0+ Cy por lo tanto, C = 8. Entonces 

v(/) = 6/ 2 - 4/ + 8 

o, equivalentemente 

$'(/) = 6/ 2 - 4/ + 8. 

La antiderivada mas general de s'(t) es 

s(/) = 2/ 3 - 2/ 2 + 8/ + D 

donde D es un numero arbitrario. Tomando / = 0 y usando el hecho de que 5(0) = 
15, se obtiene 15 = 0- 0+ 0+ D. Por lo tanto, D = 15 y 

5(/) = 2/ 3 - It 1 + 8/ +15. 

Sobre cualquier objeto que se encuentre cerca de la superficie de la Tierra actua 
una fuerza, llamada fuerza de gravedad, la cual produce una aceleracion constante que 
se denota por g. El valor aproximado de g que se utiliza en la mayoria de los problemas 
es de 9.8 m/s 2 o 980 cm/s 2 o 32 pie/s 2 . El uso de esta importante constante de la fisi- 
ca se ilustra en el ejemplo siguiente. 




4.7 


Antiderivadas 
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<^h^| L0 * Se lanza una P' edra verticalmente hacia arriba desde una altura de 144 ni e 
sobre el suelo con una velocidad inicial de 96 pie/s. Despreciando la resistenciadeli- 

t Z™!2?T dCSde el SUe ‘° 3 l0S ' Se8Und0S - iDurante iWervalo de^empo 

descended ° ^ m ° mem ° * C °" Veloddad choca la contra e, uelo 


Solucion El movimiento de la piedra puede representarse 
por un punto que se mueve sobre una recta vertical /que tiene 
su ongen al nivel del suelo y direccidn positiva hacia arriba 
(vease la Figura 4.57). La altura desde el piso al tiempo t es 
s{t) y las condiciones iniciales son s(0) = 144 y v(0) = 96. 
Como la velocidad va disminuyendo, v'(/) < 0; es decir la 
aceleracidn es negativa. Entonces, de los comentarios ante- 
riores a este ejemplo. 


a(t) = -32. 

Como v es una antiderivada de a , 


v(t) = -32/ + C 


donde C es un numero 
96, obtenemos que 96 


arbitrario. Sus t itu y end ° , por 0 y usando e) hecho de que v(0) = 
- 0 + c = c y por lo tanto, 


v(t) = -32/ + 96. 

Como s (/) = v(/), antiderivando queda 


s (0 = —16/ 2 + 96 1 + D 


dontle D es un numero arbitrario. Tomando 
s(U) - 144, obtenemos 144 = 0 + 0 + D = D 
la piedra al tiempo t esti dada por 


1 ~ 0 y aplicando el hecho de que 
• R esu lta asi que la altura que alcanza 




T 


El objeto lanzado sube hasta oue v//t _ n , . , 

M4 = 0 = Equivalentememe >C / 2C - ,1 6/ 1 - S, ^ , = TTl *** ^+ 

z ran 3 ,: 

La velocidad en ,al momeles ' ^ Choca co "" a el >*° * k* 3 + 3fi«. 

v (3 + 3V2) = -32(3 + 3V2) + 96 

= -96V2 = -135.8 pie/s. 

marginal anride^vaddrrAmm^'w^u^ra 'en d sigidenie ^JenTpio 0 ^ ^ * U ^ unc ’ an 
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EJEMPLO 5 Un fabricante sabe que el costo marginal correspondiente a la produccidn 
de x unidades de cierto componente de una fotocopiadora esta dado por 30 - 0.02*. 
Si el costo de producir una unidad es de $35 (ddlares), <,cu&l sera el costo de producir 
100 unidades? 

Solucidn Si C es la funcidn de costo, entonces el costo marginal es la raz6n de 
cambio de C con respecto a x t es decir, 

C\x) = 30 - 0.02*. 

Antiderivando obtenemos 

C(x) = 30* - 0.01* 2 + K 

donde K es un numero arbitrario. Tomando x = 1 y usando C(l) = 35, obtenemos 

35 = 30 - 0.01 + K 
y por lo tanto, K = 5.01. Entonces, 

C( x) = 30x — O.Olx 2 + 5.01. 

En particular, el costo de producir 100 unidades es 

C(100) = 3000 - 100 + 5.01 = $2 905.01. 


EJERCICIOS 4.7 


Ejercicios 1-22: Encuentre la antiderivada m As general 
de la funcidn dada. 




1. /(*) = 9x 2 — 4x + 3 

2 . f(x) = 4x 2 - 8x + l 


14. /(x) = (2x + l) 3 15. fix) = (3x - IV 


3. f(x) = 2x 3 - x 2 + 3x - 7 

4. fix) = 10x 4 - 6x 3 4- 5 







8 . /(x) = yfx*- lx 2 + 5 



Ejercicios 23-28: Resuelva la ecuacidn diferencial 
sujeta a las condiciones dadas. 


4 


23. f'(x) = 12.x 2 - 6x + 1. /(I) = 5 


11. /(x) = 2x 5 ' 4 + 6x'"* + 3x‘ 







4.7 Antiderivadas 


24. /'(*) = 9x 2 + x - 8, /(-l) = 1 

25. /"(x) = 4x - 1, /'(2) = -2, /(l) = 3 

26. f'M = 6x. / "(0> = 2, /'(0) = -1. /(O) = 4 

n. f At) = 3 1 ft, AM = 4, AM = 2, AM = * 

28. At) = </?. AM = 2, AM - 3 

Ljcrcicios 29-32: Un punto se mueve sobre una recta 

coordenada sujeto a las condiciones dadas. Determine 

s(t). 

29. 40 = 2 - 6l, 40) = -5, 40) = 4 

30. 40 = 3r\ 40) = 20. 40) = 5 

31. 40 = —32, 40) = 80, 40) = 240 

32. 40 = —980. 40) = - 100, 40) = 400 

33. Un proyectil se dispara verticalmente hacia arriba 
desde el suelo con una velocidad de 1600 pie/S. 
Despreciando la resistencia del aire, calcule su 
altura o distancia desde el suelo s(/) al tiempo 
t. <,Cu41 es su altura m&xima? 

34. Un objeto se deja caer desde una altura de 300 m. 
Despreciando la resistencia del aire, calcule la 
distancia que recorre en t segundos. iCuM es 
la velocidad a los 3 s (segundos)? ^Cuindo lle- 
gar£ al suelo? 

&5. Se lanza una piedra directamente hacia abajo 
desde una altura de %pie con una velocidad 
inicial de 16 pie/s. Halle (a) su distancia al suelo 
a los t segundos, (b) el momento en que llegara 
al piso y (c) la velocidad con la que Uega a tierra. 

36 

La aceleracibn de la gravedad para objetos cerca 
de la superficie de la Luna vale 1.62 m/s 2 . 

(a) Determine la altura maxima de una piedra 
que es lanzada directamente hacia arriba por 
un astrbnauta en la Luna con una velocidad 
de 18 m/s. 

(b) Encuentre la altura mdxima de una piedra 
que es lanzada directamente hacia arriba por 
el mismo astronauta y con la misma veloci¬ 
dad, pero en la Tierra. 

|f7. Un proyectil se dispara verticalmente hacia arriba 
desde una altura s 0 pies sobre el piso con una 
velocidad v 0 pie/s. Demuestre que si se desprecia 
la resistencia del aire, entonces la altura s(t) 
a los t segundos esta dada por s(t) = [f/t 2 + 
v 0 / + 5 0 , donde if es la aceleracibn de la gra¬ 
vedad. 

il. Una pelota rueda cuesta abajo sobre un piano 
inclinado con una aceleracibn de 0.6 m/s 2 . Si a 


la pelota no se le da ninguna velocidad inicial, 
iquc distancia recorre en t segundos? iQut ve¬ 
locidad inicial debe dArsele a la bola para que 
recorra 30 m en 5 s? 

39. Si un autombvil parte del reposo, <,que acelera- 
ci6n constante le permitir& recorrer 180 m en 10 s? 

40. Si un autombvil viaja con una velocidad de 
100 km/h, £qu£ aceleracibn (negativa) le permi- 
tird detenerse en 9 s? 

41. Si C y F denotan las temperaturas en grados 
Celsius y Fahrenheit, respectivamente, entonces 
la tasa de variacibn de F con respecto a C esta 
dada por dF/dC = Si F = 32 cuando C = 

0, use antiderivadas para obtener un fbrmula 
general para F en t^rminos de C. 

42. La rapidez de cambio de la temperatura T (en °C) 

de una solucibn estd dada por dT/dt = + 

10, donde t es el tiempo (en minutos). Suponien- 
do que T = 5°C en t = 0, encuentre una fbr- 
mula para T al tiempo /. 

43. El volumen V de un globo cambia con respecto 
al tiempo con una rapidez dada por dV/dt = 

3VF + pieVs. Al tiempo / = 4, el volumen 

es 20 pie 3 . Exprese V como una funcibn de t. 

44. La pendiente de la recta tangente en cualquier 
punto P de la grafica de cierta ecuacibn es igual 
al cuadrado de la abscisa de P. Encuentre una 
ecuacibn suponiendo que la grifica pasa (a) por 
el origen, (b) por el punto (3, 6), (c) por el punto 
(-1, 1). Trace la grafica en cada caso. 

45. Un pequefto pais tiene una reserva de gas natural 
de 100 000 millones de pies cubicos. Si A{t) 
denota la cantidad total de gas natural que se ha 
consumido en t aftos, entonces dA/dt es la rapi¬ 
dez o tasa de consumo. Se predice que dicha ra¬ 
pidez serii de 5000 + 10/ millones de pies cubi- 

% cos al afto. £En cudntos aflos se agotar£n las re- 
servas de gas natural de esa nacibn? 

46. Consulte el Ejercicio 45. De acuerdo con las 
estadisticas de la secretaria de Energia del gobier- 
no de Estados Unidos, el consumo anual de 
gasolina en aquel pais es de aproximadamente 
dA/dt = 2.74 - 0.11/ - 0.01 1 2 miles de millo¬ 
nes de galones, donde / = 0 corresponde al afto 
1980. Calcule el numero de galones que se con- 
sumieron entre 1980 y 1984. 

47. Un fabricante de ropa deportiva sabe que el cos- 
to marginal de producir x prendas es 20 - 0.015* 
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y el costo de producir una es S25 (dblares). En- 
cuentre la funcibn de costo y el costo de produ¬ 
cir 50 unidades. 

48. La funcibn de costo marginal de un producto esta 
dada por 2/x ,/3 y el costo de producir 8 unida¬ 
des es $20. Encuentre la funcibn de costo y el cos¬ 
to de producir 64 unidades. 


49. La funcion de ingreso marginal de un producto 
esta dada por x 2 — 6x + 15. Determine la fun- 
cion de ingreso y la funcibn de demanda mar¬ 
ginal. 

50. Repita el Ejercicio 49 suponiendo que la funcibn 
de ingreso marginal esti dada por x + (4/vx). 



REPASO 


Defina o discuta lo siguiente. 

1. Funcibn creciente o decreciente. 

2. Maximo absoluto o minimo absoluto de una 
funcibn. 

5* Maximo local o minimo local de una funcibn. 

4. Numeros criticos de una funcibn. 

5- Maximos y minimos en la frontera. 

6. Teorema de Rolle. 

7. Teorema del Valor Medio. 

8. Criterio de la Primera Derivada. 


9. Concavidad hacia arriba y concavidad hacia 
abajo. 

10. Criterios para determinar la concavidad. 

11. Punto de inflexibn. 

12* Criterio de la Segunda Derivada. 

15. lim x _*oo fix) = lmv*-oo /(*) ^• 

H- Ilrn ^_ 0 fix) = lim^ f(x) = 

~~15. Asintotas verticals y horizontales. 

16* La antiderivada de una funcibn. 

17. Regia de la Potencia para las Antiderivadas. 

18. Ecuacibn-diferencial. 


EJERCICIOS 4.8 

1. Sea f{x) = x 3 + x 2 + x + 1. Encuentre un 
numero c que satisfaga la conclusibn del Teorema 
del Valor Medio en el intervalo [0, 4]. 

2. El limite de velocidad en una autopista de peaje 
de 200 km de largo es de 120 km/h. A1 entrar a 
la autopista, un conductor recibe una tarjeta que 
tiene marcada la hora exacta de entrada. Si el 
conductor termina el recorrido en 1 hora con 40 
minutos o menos, se le impone una multa por 
exceso de velocidad al momento de pagar el 
peaje. Use el Teorema del Valor Medio para 
justificar esta medida. 

Ejercicios 3-5: Use el Criterio de la Primera Derivada 
para calcular los maximos y minimos locales de /. 
Describa los intervalos en los que / es creciente o 
decreciente y trace la gr£fica de /. 

3. f( X ) = -4x 3 + 9x 2 + 12x 
4 * fix) = 1/(1 + x 2 ) 


5. fix) = (4 - x)x 1/3 

Ejercicios 6-9: Use el Criterio de la Segunda Derivada 
para encontrar los maximos y minimos locales de /. 
Analice la concavidad, encuentre las abscisas de los 
puntos de inflexibn y trace la grafica de /. 

6. fix) = -x 3 + 4x 2 - 3x 
7 - fix) = 1/(1 + * 2 ) 

8. /(x) = 40x 3 - x 6 

9. /(x) = x 4 + 4x 3 - 2x 2 - 12x + 6 

10. Determine los m&ximos y minimos locales, ana- 
lice la concavidad y trace la grbfica de la funcibn 
/ dada por fix) = |x 3 - 6x|. 

H. Una persona desea cercar un campo rectangular 
y luego subdividirlo en tres lotes m*ks pequeftos 
colocando dos cercas paralelas a uno de los lados. 
iQut dimensiones le permitirin abarcar mayor 






#.8 Repaso 


area si su presupuesto le permite comprar sblo 
1000 m de material? 

fc. Un cobertizo rectangular que consta de dos 
paredes o lados verticales de 1.2 m de ancho y 
un techo piano, se va a agregar a una estructura 
ya existente, como se ilustra en la figura. El techo 
se har4 de un material que cuesta $45 el metro 
cuadrado. Los dos lados se construir^n de un 
material que cuesta $18 el metro cuadrado. Si se 
cuenta con un presupuesto de $400 para la 
construccidn, <,que dimensioned proporcionaran 
el volumen m£ximo? 

W^tOQQ 12 


^ 3 Se desea construir un canalon con seccidn en for¬ 
ma de “V” con dos teminas de metal rectangu- 
lares de 25 cm de ancho. Demuestre que la capa- 
cidad del canaldn es maxima cuando las 16minas 
se colocan perpendiculares una a la otra. 

14 

Calcule la altura del cilindro circular recto de ma¬ 
yor drea que se puede inscribir en una esfera de 

radio a. 

15. 

El interior de una pista de carreras de 400 m cons¬ 
ta de un rectangulo con dos semidrculos en dos 
de los lados opuestos. Encuentre las dimensio- 
nes con las que se obtiene la mayor area del rec- 
tangulo. 

15 • * 

Una comparna de televlsidn por cable da servicio 

a 5000 hogares y cobra $20 (ddlares) al mes. Una 
investigacion de mercado indica que si se reduce 
el precio en $ l, se obtendrian 500 clientes nuevos. 
Calcule el precio mensual que dard el mayor 
ingreso a la compaftia. 

M 

Un alambre de 5 pie de largo se va a dividir en 
dos partes. A una de las piezas se le dara la forma 
de una circunferencia y a la otra la de un cua¬ 
drado. iComo debe cortarse el alambre para que 
la suma de las dreas del circulo y el cuadrado sea 
(a) maxima, (b) minima? 

Una compaftia de inst' ^entos electronicos sabe 
que el costo de produce x calculadoras al dia es 



C(x) = 500 + 6x + 0.02x 2 . Cada calculadora 
se vende en $18 (dolares). Encuentre (a) la fun- 
cidn de ingreso, (b) la funcidn de utilidad (o ga- 
nancia, (c) la production diaria que dara la ma¬ 
xima utilidad y (d) la ganaocia diaria maxima. 


Ejercicios 19-26: Determine el limite, si es que existe. 


19. lim 


(2x - 5)(3x + 1) 


21. lim 


— op (* + 7)(4x - 9) 
6 — 7x 


x ^„(U-2xf 

v-2 


23. Mm 


*-* 2/3 * 4 -9x 2 

25. lim (yfx- 

*-*0 * \ yjX/ 


w 2x+ll 
20. Mm ~= 
*-*« >/x + 1 


Ejercicios 27-30: Encuentre las asintotas horizontales. 
verticales y oblicuas, y trace la grafiea de /. 


27. fix) = 
29. /(x> = 


3x 2 

9x 2 - 25 
x 2 + 2x - 8 
x+ 3 


28. /<*) = 


30. /(x) = 


x 2 

(x - l) 2 
x 4 - 16 


31. En la bioquimica, la respuesta qutmica R corres- 
pondiente a una concentraci6n S de una sustan- 
cia, estd dada por R = *S"/(S" + a"), donde 
k,ny a son constantes positivas. Un ejemplo es 
la rapidez R con que el higado extrae alcohol de 
la sangre, donde S es la concentracidn alcoholi- 
ca. Demuestre que R es una funci6n creciente de 
S y que R = k es una asintota horizontal de la 
curva respectiva. 

32. Un pequefto edificio debe tener 120 m 2 de plan¬ 
ts. La figura muestra un piano de la edificacidn. 
Los muros cuestan $300 (dolares) el metro lineal 
y el costo del espacio encima de las puertas es des- 
preciable, 

(a) Demuestre que el costo C(x) de los muros es 


C(x) = I00[3x - 6 + (lOOO/x)]. 


EJEROCIO 32 
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(b) Encuentre las asfntotas verticales y oblicuas, 
y trace la grifica de C(x) para x > 0. 

(c) Halle el disefto que minimice el costo. 

Ejercicios 33-38: Encuentre la antiderivada mis ge¬ 
neral de /. 

33. /(x) = 8x *~ x l X ~ - 34. f(x) = 3x 5 + 2x 3 — x 

36. /(x) = x 3/5 (2x - sfx) 


37. /(x) = (2x + l) 3 3«. /(x) = 0 

39. Resuelva la ecuaci6n diferencial /"(x) = x l/3 - 
5 con /'(O = 2 y /0) = “ 8 * 

40. Se lanza una piedra directamente hacia abajo 
desde una altura de 300 m con una velocidad 
inicial de 10 m/s. Encuentre su distancia al suelo 
a los / segundos. £Cu41 es su velocidad a los 5 s? 
iCu&ndo hara contacto con el suelo? 


35 . /(x) = 100 
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5.1 


DETERMINACION DEL AREA 


Para el desarrollo de la integral definida usaremos sumas de muchos numeros. Para 
expresar tales sumas en forma compacta es conveniente utilizar la notation de sumato- 
ria. Por ejemplo, dado un conjunto de numeros {a u a 2 , .. a n ), el simbolo £j =1 a k 
representa su suma indicada o sumatoria. Es decir, 

(5«1) y a k = a x 4 - a 2 4 - a 3 4 - • • • 4 - a„ 

k =1 

La letra griega sigma mayuscula Y denota la sumatoria y a k representa el A:-£simo 
termino. La letra k se llama indice de sumatoria o variable de sumatoria y adquiere 
valores enteros sucesivos. Los enteros 1 y n denotan los valores extremos del indice de 
la sumatoria. 


EJEMPLO 1 Calcular £ k 2 (k - 3). 

Solucion En este caso, a k = k\k - 3). Para evaiuar la suma sustituimos k por 
1, 2, 3 y 4 y se suman los terminos resultantes. Asi, 

£ k 2 (k - 3) = 1 2 (1 - 3) 4- 2 2 (2 - 3) 4- 3 2 (3 - 3) 4- 4 2 (4 - 3) 

k = 1 

= (-2)4- (-4) + 0 4* 16= 10 


Para denotar el indice de una sumatoria se pueden usar otras letras ademas de k. 
Por ejemplo, 

£ k 2 {k - 3) = £ i 2 (i - 3) = £ j 2 (j - 3) = 10. 

fc=l i=l 1 

Si a k = c para todo k , entonces 

2 2 

L a k = a t + a 2 = c + c = 2c = £ c 

fc = 1 k=l 

3 3 

I a k = a { 4- a 2 4- fl 3 = c 4- c 4- c = 3c = £ c. 

k=i k=i 

En general, el siguiente resultado es vdlido para todo entero positivo n. 


TEOREMA (5.2) 



El dominio del indice de sumatoria no tiene que comenzar en 1. Por ejemplo, 

8 

Y* a k = 4- a 5 4- a 6 4- a n 4- a 8 . 

k =4 







5.1 Determinacidn del Srea 




EJEMPLO 2 Evaluar £ 2 ‘ 


*=o (k + 1) 


Solucion 


3 2 * 

z 


2 ° 2 1 2 2 2 3 
+ . ., +--- + 


k=o(k + 1) (0+1) (1 + 1) (2+1) (3 + 1) 

, , 4 „ 16 
=l+l+-+2= y . 


TEOREMA (5.3) 


Sea n un entero positive* y sean {a u a 2 , .... a„] y 
{b it b 2 , ..., b„) dos conjuntos de numeros reales. En- 


tonces 








(i) Z (a k + b k ) = Z a k + Z b k . 
k ~ 1 k ~ l k ~ { 

(ii) JX ca k = c ^ para todo numero real c. 


*~i 


(iii) I <», - *»> - 1 a t - £ V 


Demostracidn Para demostrar (i) comenzamos con 
* 

X + W = ( fl l + M + ( fl 2 + ^ 2 ) + ( fl 3 + ^ 3 ) + ' “ + ( a n + ^ft)- 

k = 1 

Reordenando los tirminos del lado derecho, 

X + W = (fli 4- a 2 4- a 3 + • • • 4- a n ) -I- (b x + b 2 + b 3 -I- • • • + b n ) 


k= 1 


Para (ii), 


= X a k + X ^k’ 

k = 1 k = 1 


£ (ca k ) = ca, + ca 2 + ca 3 +- h c.a n 

k=l 


= cidi + a 2 + a 3 + ■ • ■ + a„) = c^£ a^j. 
La demostracion de (iii) se deja como ejercicio. • • 


La definicidn de la integral definida esta l'ntimamente relacionada con las areas de 
ciertas regiones en un piano coordenado. Se puede calcular facilmente el Area de una 
regidn si la misma estA acotada por rectas. Por ejemplo, el Area de un rectAngulo es 
el producto de su longitud y su anchura. El Area de un triAngulo es la mitad del produc- 
to de una de sus alturas por la base correspondiente. El Area de un poligono se puede 
calcular dividi£ndolo en triangulos. 
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Para calcular las areas de regiones mas complicadas, cuyas fronteras estdn dadas 
por grdficas de funciones, es necesario utilizar un proceso de limite y aplicar los meto- 
dos del cdlculo. En particular, sea R una regidn de un piano coordenado acotada por 
las rectas verticales x = a y x = b t por el eje x y por la gr&fica de una funcidn / que 
es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b]. La Figura 5.1 ilustra una re- 
gi6n de este tipo. Como /(x) > 0 para todo x en [ a , b\, ninguna parte de la grafica 
est& abajo del eje x. Por convenience, se denomrnara R la region bajo la grafica de 
/entre a y b. A continuacidn se define el area de R. 

Sea n un entero positivo arbitrario. Se divide el intervalo [ a , b\ en n subintervalos 
de la misma amplitud (b - a)/n. Esto se hace escogiendo numeros x 0 , x l9 x 2 , ..., x„ 
con a = x 0 , b = x n> y 

b — a 

para k = 1,2, .. n. Si la amplitud (b - a)/n de los subintervalos se denota por Ax , 
entonces para cada k y 

Ax = x k -Xk- X y x k = x k - x + Ax, 
como se ilustra en la Figura 5.2. 

N6tese que 

*o = a, Xj = a + Ax, x 2 = a + 2 Ax, ..., 

x k = a + k Ax , ..., x n = a + n Ax = b. 

Como /es continua en cada subintervalo [x k - ]t x k ], f alcanza un minimo en algun nu- 
mero u k de [x k - u x k ] (vease el Teorema (4.3)). Para cada k se construye un rect&n- 
gulo de anchura Ax = x k - y altura igual a la distancia minima f(u k ) del eje x a 

la grafica de /, como se ilustra en la Figura 5.2. El area del A:-£simo rect&ngulo es 

f(u k )Ax. La frontera de la regidn formada por todos estos rectangulos es el poligono 
rectangular inscrito correspondiente a la subdivision de [a, b] en n subintervalos igua- 
les. El drea de este poligono inscrito es la suma de las dreas de los n rectdngulos compo- 
nentes, es decir. 


/(«i) Ax + f(u 2 ) Ax + • • • + f(u H ) Ax. 

Usando la notacidn de sumatoria 

, n 

Area del poligono rectangular inscrito = £ f(u k ) Ax 
donde /(«*) es el minimo de / en [x*_i, x*]. 
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F1GURA 5.3 



La Figura 5.3 indica que si n es muy grande o, equivalentemente, si Ax es muy pe- 
quefto, entonces la suma de las dreas de los rectdngulos debe ser casi igual al drea total 
de la regidn R. Desde el punto de vista intuitivo, si existe un numero A tal que la suma 
£j f(u k ) Ax tiende hacia A cuando Ax tiende a cero (pero Ax ± 0), entonces A sera 
el £rea de R y se puede escribir 

A = h'm £ f(u k ) Ax. 

Ax-0 * = I 

El significado de este if mite de sumas no es el mismo que el de un limite de una funcidn 
que se examind en el Capitulo 2. Para llegar a una definicidn satisfactoria de A, hay que 
adoptar un punto de vista ligeramente distinto. Si A denota el drea de /?, entonces la 
diferencia 


A - X /(“*) 

* = 1 

es el area de la porcidn no sombreada que se encuentra bajo la grafica de fy arriba 
del poli'gono rectangular inscrito en las Figuras 5.2 o 5.3. Este numero se puede consi- 
derar como el error que se comete al usar el area del poli'gono rectangular para estimar 
el area A. Se ve que tal error puede hacerse tan pequeno como se quiera escogiendo 
rectangulos de anchura Ax suficientemente pequena. Esto es lo que motiva la siguiente 
definicidn del area A de la regidn R. Se usa la misma notacion que en el analisis anterior. 


DEFINICION (5.4) 


Sea/una funcion continua y no negativa en [a , b). Sean 
A un numero real y f(u k ) el valor minirno de / en 
[**_,, x k ]. Entonces, 

A = lim Z f(u k ) Ax 

Ax^O k = 1 

significa que para todo t > 0 existe un b > 0 tal que si 
0 < Ax < 6, entonces 

n 

A - f(u k )Ax < t. 
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FIGURA 5.4 



Si A es el limite indicado y se toma t = 10" 9 , entonces la Definicibn (5.4) estabJe- 
ce que tomando rectingulos de anchura Ax suficientemente pequefta, puede lograrse 
que la diferencia entre A y el &rea del poligono inscrito sea menor que una milmillonesi- 
ma (10 -9 ) parfe de una unidad cuadrada. An&logamente, si i = 1(T 12 , la diferencia se 
puede hacer menor que este numero, que es la billonesima (10“ 12 ) parte de una unidad 
cuadrada. En general, la diferencia puede hacerse menor que cualquier numero previa- 
mente asignado e. 

Si /es continua en [ a , b]> entonces (como se muestra en libros mas avanzados) 
efectivamente, existe un numero A que satisface la Definicibn (5.4). Tal numero A se 
denomina area bajo la grafica de / entre a y b. 

Tambien se puede evaluar el area A usando poligonos rectangulares circunscritos, 
como los que se muestran en la Figura 5.4. En este caso, se escoge un numero v k en 
el intervalo [x*_,, x k \ tal que f(v k ) es el mdximo de /en [x*_i, x k ]. La Figura 5.5 ilus- 
tra esto con un valor de n relativamente grande (correspondiente a Ax pequefio). 

FIGURA 5.5 



Usando la notacion de sumatoria, 


n 

Area del poligono rectangular circunscrito = £ f( l \) A* v * 

k= 1 


El limite de estas sumas cuando Ax 0 se define en (5.4). El unico cambio es que ahora 


X f(v k ) Ax - A 

k = 1 


< 
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porque esta diferencia no es negativa. Puecle demostrarse que se obtiene el mismo mi- 
mero A usando rectdngulos inscritos o circunscritos. 

En los siguientes ejemplos que sirven para ilustrar la Definicidn (5.4) se usaran las 
formulas siguientes, que pueden demostrarse por induccidn matematica (vease el Apen- 
dice I). 

(5*5) (i) V A: = l — -- 

1 2 

n(n + l)(2w + I) 


(ii) £ k 2 = 1 2 4- 2 1 + * • • + n 1 = 

1 

(iii) £ 1 J + 2 J + --- + n 3 = p^ 


1 ) 


Los dos ejemplos siguientes muestran como es posible usar las propiedades de las 
sumas y la Definicion (5.4) para determinar las areas de ciertas regiones en un piano 
coordenado. 


EJEMPLO 3 Sea f(x) = 16 - x 2 . Calcular el £rea de la region bajo la grafica de / 
entre 0 y 3. 



Solucion La Figura 5.6 ilustra esta regidn (se utilizan di- 
ferentes escalas en el eje x y en el eje y). Si se divide el inter¬ 
val [0, 3] en n subintervalos iguales, entonces la longitud 
Ax de cada subintervalo es 3 /n. Utilizando la misma nota¬ 
tion que en la Figura 5.2, con a = 0 y b = 3, 

x 0 = 0, Xj = Ax, x 2 = 2 Ax, ..., x k = k Ax, ..., 

x„ = n Ax = 3. Ya que Ax = 3//?, 


x k = k Ax = k - = —. 

n n 

Como/es decreciente en [0, 3], el numero u k en [x*_|, x*] 
en el que /alcanza su mi'nimo es siempre el extremo derecho 
x k del subintervalo, es decir, u k = x k = 3k/n. Por lo tanto, 




y la suma en la Definicion (5.4) es 


-£(?-£} 

Con ayuda de los Teoremas (5.3) y (5.2) esta ultima suma se puede escribir como sigue: 


■ 21k 2 


( 48 \ 


27 


n 


48 
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Ahora, aplicando (5.5) (ii) obtenemos 



21\n(n + 1)(2 n + 1) 
n 3 6 


] 



Para calcular el Area de la regidn hacemos tender Ax a 0. Como Ax = 3/n, esto 
puede lograrse haciendo tender n a infinito. Aunque los limites en infinito que se estu- 
diaron en la Seccidn 4.6 se referian a una variable real x, se puede tratar de manera 
parecida el caso en que la variable es un entero n. Aceptando esto, sustituimos Ax -* 
0 por n — °o y asi 



= 48 - f [2 + 0 + 0] = 48 - 9 = 39. 


Por lo tanto, el area de la regidn mide 39 unidades cuadradas. • 

El area del ejemplo anterior puede calcularse tambten usando poligonos rectangu- 
Iares circunscritos. Para ello hay que escoger en cada subintervalo [**_,, **], un nu- 
mero v* = (k - i)(3 /n) en el que / alcanza su maximo. 

El siguiente ejemplo muestra como se pueden usar los rectangulos circunscritos pa¬ 
ra evaluar un area. 

EJEMPLO 4 Sea f(x) = x 3 . Calcular el area bajo la grAfica de /entre 0 y b, donde 
b es cualquier numero real positivo. 

# 

Solucion Dividiendo el intervalo [0, en n partes iguales y construyendo el poli- 
gono rectangular circunscrito (vease la Figura 5.7), se tiene 


Aa = - y a k — k Ax. 


n 


FIGURA 5.7 


Como/es una funcidn creciente, el valor m&ximo f(v k ) 
en el intervalo [a*_|, x k ] lo alcanza en el extremo derecho, 
es decir, 



y 


La suma de las areas de los rectangulos circunscritos es 




n n ' 
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El ultimo paso se deduce de (5.5) (iii). Por lo tanto, 


X /( V k ) Ax 

k = 1 


4 V n / 4 V n n 2 J 


Si hacemos tender Ax a 0, entonces n tiende a infinito y la expresidn entre par^ntesis 
tiende a 1. Por lo tanto, el area bajo la grafica es 


Urn 

Ax-0 


n 



/(»*) Ax = 


4 ' 


fetRCICIOS S.1 


toercicios 1-10: Calcule la suma. 


17. fix) = 2x + 3; a = 0, b = 4 


X (3k - 10) 

k - 1 

2. £ <9 - 2*> 

k = l 

X u x + 1) 

J~ i 

4. X [' +(-!)"] 

n - 1 

X «k -1) 

* = 0 

6. £ <fc - 2)(* - 3) 

k~0 

8 

X 2* 

1 = 1 

S. £ (5/s) 

«= 1 

SO 

X '0 

J«1 

1000 

10. X 2 

k = 1 

Demuestre el 

Teorema (5.3) (iii). 


12 Generalice el Teorema (5.3) (i) a 
S = i + b k + <’*)• 

13 Calcule ]Tj = , (k 2 + 3fc 5). ( Sugerencia: Es- 
criba la suma como £j =I + 3 k + 

5y use (5.5) y (5.2).) 

14 Calcule £ (3* 2 - 2* + I). 

k = 1 

15 Determine £ (2& — 3) 2 . 

*= i * 

Calcule £ (it 3 + ik 2 -k + 4). 

k = 1 


jpBTKUl 

Kre j y 

Nr-^ 
P** :ip 

» ide 


ios 17-26: Calcule el area bajo la grafica de / 
ay b usando (a) rect£ngulos inscritos, (b) rec- 
circunscritos. Trace la grafica y unos rectan- 
tipicos y marque las dimensiones con los nom- 
adecuados, como en las Figuras 5.6 y 5.7. 


18. fix) = 8 - 3x; a = 0, b = 2 

19. fix) = x 2 ; a = 0, b = 5 

20. fix) = x 2 + 2; a = 1, 6 = 3 

21. /(x) = 3x 2 + 5; a = 1, b = 4 

22. /(x) = 1: a= -2, b = b 

23. /(x) = 9 - x 2 ; a = 0, b = 3 

24. /(x) * 4x 2 + 3x + 2; a = 1, 6 = 5 

25. /(x) = x 3 + 1; a -1, 6 = 2 

26. /(x) = 4x + x 3 ; a « 0, b = 2 

27. Use la Definicidn (5.4) para demostrar que el 4rea 
de un tri£ngulo rectangulo de altura h y base b 
es 6/i. ( Sugerencia: Considere el drea bajo la 
grdfica de fix) = ih/b)x entre 0 y b.) 

28. Ejecute la demostracidn de que si f(x) = px 2 + 
qx + r y fix) ^ 0 para todo x, entonces el 6rea 
de la grdfica de / entre 0 y b es 

p(b 2 / 3) + qib 2 / 2) + r&. 

29. Demuestre (5.5) usando induction matematica. 

30. Demuestre (5.5) (i) escribiendo 

S = 1 + 2 +•••+/! 

S = rt + (/i-l)+ • •• + 1 

y sumando los lados correspondientes de estas 
ecuaciones. 
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LA INTEGRAL DEFINIDA 


En la Seccion 5.1 se definio el area bajo la grafica de una funcion f entre a y b como 
un limite de la forma 


n 


lim £ f(w k ) Ax. 


Restringiendo / y Ax como sigue: 

1. La funcidn /es continua en el intervalo cerrado [a, b]. 

2. /(x) es no negativa para todo x en [a, b], 

3. Todos los subintervalos [x*_,, x*] tienen la misma longitud Ax. 

4. El numero w k se escoge de manera que /( w k ) es siempre el minirno (o el m&xi- 
mo) de / en [x*_i, x k ). 

Hay muchas aplicaciones de estos h'mites en los que no se satisfacen algunas de estas 
condiciones. Es conveniente permitir los siguientes cambios en 1-4: 

1 .La funcion /puede ser discontinua en algunos numeros de [a, b ]. 

2 •/(*) puede ser negativa para algunos x en [a, b]. 

3 .La amplitud de los subintervalos [x*-,, x k ] puede ser diferente. 

4 .El numero w k puede ser cualquier numero de [x*_,, x k ]. 

Para comenzar introducimos una nueva notacidn y terminologia. Una partici6n P 
de un intervalo cerrado [a, b ] es cualquier division de [a, b] en subintervalos de la forma 


[v 0 , x,], [x„ x 2 ], [x 2 , x 3 ],.... [x„_ „ x„] 
donde n es un entero positivo y los numeros x k son tales que 

a = x 0 < x t < x 2 < x 3 < • • • < x,-! < x, = b. 


La amplitud del A:-esimo subintervalo [x*_i, x*] se denotard por Ax*,.es decir, 


Ax* = x* - X*_j. 


En la Figura 5.8 se ilustra una particion ttpica de [a, b ]. El mayor de los numeros Ax,, 
Ax 2 , ..Ax„ se Hama la norma de la particidn P y se denota por ||P||. 


FIGURA S.8 




b 


X 


El siguiente concepto, denominado en honor del matematico G.F.B. Riemann 
(1826-1866), es de importancia fundamental para la definicidn de la integral definida. 








5.2 La integral definida 


239 


ItaURA 5 2 

t V 

/ 

vf' 


DEFINICION (5.6) 


Sea /una funcion definida en un intervalo cerrado [a, b\ 
y sea P una particidn de [a y b]. Una suma de Riemann 
de / (o de f(x) ) para P, es una expresion R P de la 
forma „ 

R p = I /(**)*** 

* I 

donde w k es un numero en x k ] y k = 1, 2, .. n. 


En la Definicion (5.6), f(w k ) no es necesariamente el maximo o el mi'nimo de / 
en [**_,, x k ]. Si se construye el rectingulo de altura f(w k ) y anchura Ax kt como se 
muestra en la Figura 5.9, este puede no estar inscrito ni cir- 
cunscrito. Ademas, como f(x) puede ser negativo para al- 
gun x y algunos de los terminos de la suma de Riemann R P 
pueden ser negativos. Por lo tanto, R P no siempre represen- 
ta una suma de areas de rect&ngulos. 

Puede interpretarse geometricamente la suma de Riemann 
R P en (5.6) como sigue. Para cada subintervalo [x k -x, x k ] se 
hace pasar un segmento horizontal por el punto (w*, /(w*)), 
obteniendose asi un conjunto de rectangulos. Si f(w k ) es 
positivo, el rectdngulo se encuentra arriba del eje x como 
los rectdngulos en gris que se muestran en la Figura 5.10 y 
el producto f(w k )Ax k es el drea del rectangulo. Si f(w k ) es 
negativo, entonces el rectdngulo se encuentra abajo del eje 
*, como los rectangulos coloreados en la Figura 5.10. En 
este caso el producto /( w k ) Ax k es el negativo del area del rectangulo (es decir, el area 
del rect&ngulo multiplicada por -1). Entonces, R P es la suma de las dreas de los rec¬ 
tangulos que se encuentran arriba del eje x menos la suma de las areas de los rectdngu- 
los que se encuentran abajo del eje x. 



FIGURA 5.10 



EJEMPLO Sea f(x) = 8 - {x 1 y sea P una particion de [0, 6] en cinco subinterva- 
los determinados por *b = 0, *, = 1.5, x 2 = 2.5, * 3 = 4.5, x 4 = 5 y x 5 = 6. Calcu- 
lar la norma de la particidn y la suma de Riemann R P para w, = 1, w 2 = 2, w 3 = 
3.5, vv 4 = 5 y vv 5 = 5.5. 
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F1GURA S.11 



Solucion La grafica de /est3 en la Figura 5.11. En ella 
tambien se muestran los puntos correspondientes a w k y los 
rectingulos de alturas |/(h'*)| para k = 1, 2, 3, 4 y 5. En- 
tonces, 

Ax, = 1.5, Ax 2 = 1, Ax 3 = 2, Ax 4 = 0.5, Ax s = 1. 

La norma ||P|| de la partition es Ax 3 , o sea 2. 

Por la Definition (5.6), 

R P = /(w,) Ax, + f(w 2 ) Ax 2 + f(w 3 ) Ax 3 + /(w 4 ) Ax 4 + 
f(w s ) Ax 5 

= /(1X1.5) + /(2)(1) + /(3.5)(2) + /(5)(0.5) + /(5.5)(1) 

= (7.5)( 1.5) + (6)( 1) + (1.875)(2) + (- 4.5)(0.5) + (- 7.125)( 1) 
= 11.625. 

No siempre se especifica el numero n de subintervalos de 
una particidn P de [a, b\. En ese caso la suma de Riemann 
(5.6) se escribe 

K/- = X/K)Ax t . 

k 


y se supone que los terminos de la forma f(w k ) se suman sobre todos los subinterva¬ 
los [**_!, x k ] de la particidn P. 

Se puede definir 


lim X/< w t) Ax k = 1 

IIPII-0 k 

donde I es un numero real, de manera parecida a la Definition (5.4). Intuitivamente, 
este li'mite significa que si la norma ||P|| de la particidn P estd suficientemente cerca 
de 0, entonces cualquier suma de Riemann para P estd cerca de /. 


DEFINICION (5.7) 


Sea /una funcidn definida en un intervalo cerrado [a t b) 
y sea I un numero real. Entonces, 

^ /("*)A** 


Ijm 2. /(w*)Ax* = I 

II All-0 T 

significa que para todo t > 0 existe un 6 > 0 tal que si 
P es una particidn de [a, b] con ||P|| < 5, entonces 

I f(w k ) Ax* - / < £ 

* 

para cualquier eleccidn de numeros w k cn los subintcr- 
valos [x*_ lf x k ] de P. El numero / se llama li'mite de las 
sumas de Riemann. 


N6tese que para todo 6 > 0 hay una infinidad de particiones P con || P|| < 6. Mas 
aun, para cada particidn P hay una infinidad de elecciones posibles de los numeros w k 
en IXfr-x, x k ]. Por lo tanto, hay un numero infinito de sumas de Riemann diferentes 
asociadas a cada particidn P. Si el li'mite / existe, entonces para todo i > 0, si la norma 
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de la partitibn es suficientemente pequefia, cualquier suma de Riemann dista de J me- 
nos que t unidades. Aunque la Definition {5.7} difiere de la definition de limite de 
una funcidn, puede darse una demostrackm parecida a la del Teorema de Unicidad que 
se tiene en el Apendicell para demostrar que si e! limite / exists, entonces es linico. 

A continuation se define la integral definida eomo un limite de sumas de Riemann. 


DEFINICION (5.8) 


Si existe la integral definida de / entre a y b (o de a a 6), entonces se dice que / 
es integrable en [ a , b\ y que la integral f{x)dx existe. Determinar el numero repre¬ 
sent ado por el limite se llama evaluar la integral. 

El simbolo f en la Definition (5.8) es el simbolo de integral. Se puede considerar 
proveniente de una letra S (la letra initial de la palabra suma escrita muy alargada) 
y se usa para indicar la relation entre las integrates definidas y las sumas de Riemann. 
Los numeros a y b se Daman exlremos (o limites) de integration, siendo a el extremo 
inferior y b el extremo superior. En este contexto, cuando se usa el termino limite se 
refiere a uno u otro extremos del intervalo [a, b\ y no tiene ninguna relatidn con las 
definiciones de limite que se ban dado. La expresion f(x ) que aparece a la derecha 
del simbolo de integracidn (o bajo el simbolo de integral) se llama integrando. El sim¬ 
bolo diferencial dx a continuatidn de /( x) estd relacionado con el incremento Ax k de 
una suma de Riemann de /. Esta relation se aprovechari m&s adelante en las aplicaciones. 

Pueden usarse ietras diferentes de x en la notacidn de integral definida. Si / es inte¬ 
grable en [ a , b ], entonces 

etcetera. Es por esto que a la letra x cn la Definition (5.8) se la llama variable ficticia 
(o “muda”). 

Cuando se usa un intervalo \a, b] se supone que a < b. Por lo tanto la Definition 
(5.8) no toma en cuenta los casos en que el extremo inferior de integration es mayor 
que o igual al extremo superior. Se puede extender la definition para incluir estos casos 
como sigue. 


Sea /una funcibn definida en un intervalo cerrado [a, b\. 
La integral definida de / entre a y b se denota per 
Jo f(x ) dx y esta dada por 

-iPp.? 

siempre y cuando el limite exista. 



DEFINICION (5.9) 

Si C > d, entonces C d f(x)dx = - f c /(*) dx. 


J. Jg 


La Definition (5.9) dice: Intercambiar los limites de integracion equivale a cambiar 
el signo de la integral. Al considerar el Teorema Fundamental del C&lculo (5.22), se 
entenderd una de las razones por las que se da la Definition (5.9) en esta forma. 
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El caso en que el extremo inferior de integracidn es igual al extremo superior queda 
cubierto por la siguiente definicidn. 


DEFINICION (5.10) 



Si /es integrable, entonces el Hmite en la Definicidn (5.8) existe independientemen- 
te de c6mo se elige w k en [x*_i, x*]. Esto permite tomar valores especiales x k si asi 
se desea. Por ejemplo, siempre puede elegirse w k como el extremo izquierdo x*_, del 
subintervalo, como el extremo derecho x k o como el punto medio, o como un numero 
en donde la funcidn alcanza su maximo o su minimo en [ x k - y , x k ], etcetera. Mas aun, 
como el extremo es independiente de las particiones P de [ a y b\ (siempre y cuando || P || 
tienda a 0), se pueden tomar siempre las particiones correspondientes a subintervalos 
x k\ de la misma amplitud Ax . Una particion de este tipo se llama particion 
uniforme. 

Si una particion uniforme de [a, b] tiene n subintervalos, entonces Ax = (b - a)/n. 
En este caso, el simboio ||P|| — 0 es equivalente a Ax — 0 o bien a — y la Defini- 
cidn (5.8) toma la forma 

P f(x) dx = Urn £ /(w k ) Ax. 

H-+OD 1 

El siguiente teorema es una primera aplicacidn de estas sumas de Riemann especia¬ 
les. En el Capitulo 6 se presentan muchas otras aplicaciones. 


TEOREMA (5.11) 


Si / es una funcion integrable y f(x) i 0 para todo x 
en [<j, 6], entonces el area A de la regidn bajo la grifica 
de / entre a y b es 

A = j b f(x)dx. 

_ J 


' ' 



Demostracion El area A es el limite de las sumas E k f(u k ) Ax, para el minimo f(u k ) 
de / en [x*_j, x*] (vease la Definicion (5.4)). Como estas son sumas de Riemann, la 
conclusion se deduce de la Definicion (5.8). • • 


FIGURA 5.15 



El Teorema (5.11) se ilustra en la Figura 5.12. Es impor- 
tante notar que el c&lculo de dreas es apcnas nucstra primera 
aplicacion de la integral definida. Hay muchos casos en los 
que Jll /(x) dx no representa el area de una regidn. De he- 
cho, si /(x) < 0 para algunosxen [a, b ], entonces la inte¬ 
gral definida puede ser negativa o cero. 

El siguiente teorema afirma que las funciones que son 
continuas en intervalos cerrados, son integrables. Este resul- 
tado desempena un papel muy importante en la demostra- 
ci6n del Teorema Fundamental del Calculo en la Seccidn 5.4. 
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TEOREMA (5.12) Si una funcion j 

tegrable en [a, l 

I___ 



en [a, 6], entonces /es in- 


La demostracion del Teorema (5.12) puede encontrarse en libros de calculo avanzado. 

Las integrals definidas de funciones discontinuas pueden o no existir, dependien- 
do del lipo de discontinuidad. En particular, las funciones que tienen discontinuidades 
infinites en un intervalo cerrado no son integrates en ese intervalo. Por ejemplo, sea 
f la funcidn con dominio [0, 2) definida parte por parte como sigue: 


fix) = 0 si x = 0 y f(x) = — si 0 < x < 2. 

x 


La grafica de / se tiene en la Figura 5.13. Notese que fix) = “.Si M es cual- 

quier numero positivo (grande), entonces en el primer subintervalo [,v 0 , jr,) de cualquier 
particion P de [a, b\, se puede encontrar un numero wq tal que /(vtq) > M/Ax\ o, 
equivalentemente, /(wq) Ax t > M. Resulta que hay sumas de Riemann f{w k ) Ax k 
que son arbitrariamentc grandes y por lo tanto, el limite en la Definicion (5.8) no exis- 
te. Entonces, /no es integrabie. Se puede tener un razonamiento similar para cualquier 
funcion que tiene una discontinuidad infinita en [u, b\. Por lo tanto. si una funcion 
f es integrabie en [a, b\, entonces es acotada en [a, ft], es decir, existe un numero real 
M tal que |/(.v)| < M para todo x en [a, b\. 

Como ejemplo de una funcion discontinua que es integrabie, consideremos la fun¬ 
cion f con dominio (0, 2] definida parte por parte como sigue: 


fix) = 4 si x = 0 y /( x) = x 3 si 0 < x s 2. 


La grafica de ft sta en la Figura 5.14. Notese que f tiene una discontinuidad de salto 
en x = 0. Del Ejemplo 4 de la Seccion 5.1, el area bajo la grafica de.y = jr 3 entre 0 
y 2 es 2 4 /4 = 2. Entonces por el Teorema (5.11),Jg * 3 dx = 2. Tambien puede demos- 
trarse que ft s integrabie y que \lfix)dx = 2. 

Hemos visto que una funcion discontinua en un intervalo cerrado puede ser inte¬ 
grabie o no. Sin embargo, por el Teorema (5.12), las funciones continuas en un interva¬ 
lo cerrado son siempre integrates. 

FIGURA 5.13 FIGURA 5.14 

Funci6n discontinua no integrabie Futicidn discontinua integrabie 

*v *y 





2 


jr 
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EJERCICIOS 5.2 

Ejercicios 1-4: Los numeros {*„, x 2 , .... *„} de- 

terminan una particion Pdel intervalo |a, b], Encuen- 
tre Ax,, Ax 2 , .... Ax n y la norma ||PH de la par¬ 
tition. 

1. [0.5]; {0, l.i, 2.6, 3.7,4.1, 5} 

2. [2, 6]; {2, 3, 3.7, 4, 5.2, 6} 

3. [-3,1]; {-3,-2.7,-1,0.4,0.9,1} 

4. [1.4]; {1, 1.6,2, 3.5,4} 

Ejercicios 5-6: Calcule la suma de Riemann R P de / 
correspondiente a la particibn uniforme Pde [1, 5] en 
los cuatro subintervalos determinados por x 0 = 1, 
a, = 2, x 2 = 3, a 3 = 4, - 5, eligiendo 

(a) w k como el extremo derecho x k de 

X k ]. 

(b) w A . como el extremo izquierdo x A _, de 

l 1» •**]• 

(c) w k como el punto medio de [A*_ If x k ). 

5. /(*) = 2a + 3 6. /(a) = 3 - 4a 

7. Sea /(a) = 8 - {x 2 . Calcule la suma de 
Riemann R P de / para la particion uniforme P 
de [0, 6] en los seis subintervalos iguales deter¬ 
minados por a 0 = 0, a, = 1, x 2 = 2, * 3 = 3, 
x 4 - 4, x 5 = 5, a 6 = 6, eligiendo w k como el 
punto medio del intervalo [a a _,, **]. 

8. Sea /(a) = 8 - [x 2 . Halle la suma de Rie¬ 

mann R P de / para la particibn P de [0, 6] en 
los cuatro subintervalos determinados por a 0 = 
0, X\ = 1.5, x 2 = 3, x 3 = 4.5, x 4 = 6, eligien¬ 
do w, = I, w 2 = 2, = 4 y w 4 = 5. 

9. Sean /(a) = a 3 y P la particibn de 1-2, 4] en 
los cuatro subintervalos determinados por a 0 = 
-2, a, = 0, a 2 = 1, a 3 = 3 y a 4 = 4. Calcule 
la suma de Riemann R P para vv t = -1, w 2 = 1, 

= 2 y w 4 — 4. 

10. Sean /(a) = vx y P la particibn de [1, 16] en 
los cinco subintervalos determinados por a 0 = 
1, a, = 3, x 2 = 5, a 3 = 7, a 4 = 9 y a 5 = 16. 
Evalue la suma de Riemann de R P para w, = 1, 
w 2 = 4, w 3 = 5, w 4 = 9 y w 5 = 9. 

Ejercicios 11-14: Use la Definicion (5.8) para expre- 
sar cada limite como una integral sobre el intervalo 
[cr, b]. 


11. lim Y (3w A - 2w k + 5) A* k ; [-1, 2] 

111*11-04=1 

12. lim t % 2 -4 )Ax,; [2 3] 

IU*||-04=1 

13. lim y 2nw k {\ + w£)Ax*; [0,4] 

111*11-0 4=, 

14. lim £ (Vwk + 4 h' 4 ) Ax*; [-4, -3] 

117*11-04=1 

15. Suponiendo que P yfx dx = , calcule 

16. Evalue j^ 3 x 2 dx. 

17. Suponiendo que f 2 (5x 4 — 1) 4x = 30, calcule 
Jj 2 (5r 4 — 1) dr. ' 

18. Suponiendo que f * </s 45 = calcule 
!;'**■ 

Ejercicios 19-22: Calcule la integral definida conside- 
r^ndola como el area bajo la gr^fica de la funcion /. 

19. J* 3 (2x + 6)4x 

2°. J**, (7 - lx) dx 
.21. j*J9=Sdx 

22. \ a _ u \la 2 — x 1 dx , a > 0 

23. Calcule J 0 x* dx. ( Sugerencia : Vease el Ejem- 
plo 4 de la Seccibn 5.1.) 

24. Sea c un numero real arbitrario y /(a) = c pa¬ 
ra todo a. Sea P una particibn arbitraria de 
[a, b\. Demuestre que cualquier suma de Rie¬ 
mann R P de /es igual a c(b - a). Usando este 
hecho demuestre que JJ cdx = c(h - a). Inter- 
prete esto geometricamente para el caso en que 
c > 0. 

25. De un ejemplo de una funcibn continua en el in¬ 
tervalo (0,l)talque \} ) f(x)dxno exista. Expli- 
que por que esto no contradice el Teorema (5.12). 

26. De un ejemplo de una funcibn que no sea conti¬ 
nua en el intervalo [0, 1] tal que J£ / (a) dx exista. 
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5.3 


PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


Esta seccion contiene algunas propiedades fundamentals de la integral definida. La 
mayoria de las demostraciones son mas bien tunicas y estdn en el Ap^ndice II. 


TEOREMA (5.13) 


Demostracion Sea /la funcion constante definida por f (x) = c para todo a: en \a, ft] 
y sea P una partition de [a, ft]. Entonces, para todas las sumas de Riemann de /, 

X /K) Ax, = X c Ax, = c V Ax, = c(ft - a). 

* k k 

(La ultima igualdad es valida porque la suma X*Ax* es la amplitud del intervalo 
[a, 6].) Por lo tanto, 


/: 


cdx = c(b - a)\ donde c es una constante. 


Z/(w*) Ax, — c(b — a) 

k 


= | c(b — a) — c(b — a) | = 0, 


que es menor que cualquier numero positivo t independientetnente de la magnitud de 
||P||. Entonces, por la Definiciftn (5.7), con / = c(b - a), 

lim £ f(w k ) Ax k = lim Y c Ax k = c(b - a), 
imi-o k iieii-o k 

De acuerdo con la Definicidn (5.8), esto significa que 
£ f(x) dx - j* c dx = c(b - a). • • 

El Teorema (5.13) coincide con lo que se vio acerca de 
areas en la Seccion 5.1, pues, si c > 0, entonces como se ilus- 
tra en la Figura 5.15, la grafica de / es la recta horizontal 
y = c y la regidn bajo la grafica entre a y b es un rectdn- 
gulo con lados de longitud c y b - a. Por lo tanto, el £rea 
\ h a f(x)dx del rectangulo es c(b - a). 

EJEMPLO 1 Evaluar J 3 ^ 7 dx. 

Solucion Usando el Teorema (5.13), 

j *^ 2 1 dx = 7[3 — (—2)] = 7(5) = 35. • 

Cuando c = 1 en el Teorema (5.13), el integrando se abrevia como sigue 

JT dx = b — a. 

Si una funcion /es integrable en [ a , b\ y ces un numero real, entonces por el Teo¬ 
rema (5.3) (ii), una suma de Riemann de la funcion cf se puede escribir 



I c/(w fc ) Ax k = c X /(wj Ax k . 
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Se puede demostrar que el limite de las sumas al lado izquierdo es igual a c multiplicado 
por el limite de las sumas en el lado derecho. Enunciando lo anterior en terminos de 
integrales definidas se obtiene el siguiente teorema, cuya demostracion se encuentra en 
el Apendice II. 


TEOREMA (5.14) 


A veces el Teorema (5.14) se enuncia diciendo que un factor constante del integran- 
do se puede sacar del signo de integral. No se pueden sacar expresiones con variables 
del simbolo de integracidn. 

Si f y y son dos funciones definidas en [a y b], entonces por el Teorema (5.3) (i), 
una suma de Riemann de / + y se puede escribir 

X t/K) + »K)] Ax t = X/K) Ax t + £ g(w k ) Ax*. 

k k k 

Puede demostrarse que si fy g son integrables, entonces el limite de las sumas a la iz- 
quierda es igual a la suma de los limites de las dos sumas a la derecha. Este hecho se 
enuncia con integrales en (i) del siguiente teorema. En el Apendice II se encuentra una 
demostracidn de (i). En (ii) del teorema se enuncia un resultado analogo para la resta. 
La demostracidn se deja como ejercicio. 


Si /es integrable en [a y b] y c es un mirnero real arbitra- 
rio, entonces cf es integrable en [a, b] y 

\ b cf{x)dx = c [ b f(x)dx. 





Jo 



TEOREMA (5.15) 


Si fy () son integrables en [a, b], entonces f + g y /- 
g son integrables en \a, b] y 

(i) ri/W + 9(x)]dx = \ b f(x)dx + Cg(x)dx. 

Jo Ja 

(ii) £[/(*) ~ 9(x)]dx = P7 (x)dx- £g(x)dx. 

J ^ ___ 


El Teorema (5.15) (i) se puede extender a sumas de cualquier numero finito de fun¬ 
ciones. Asi, si /, / 2 , son integrables en [a, b], entonces tambien lo es la suma y 

/„* [/|M + fiM + • • • + /„(*)] dx 

= ^/.(x) dx + £fi(x) dx + ■ • • + f'Ux) dx. 


EJEMPIO 2 Se podrd deducir de los resultados de la Seccidn 5.5 que 

So x3dx = 4 y So x dx = 2 - 

Usar estos resultados para evaluar J 0 — 3x + 6) dx. 
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Solucion Procedemos como sigue: 

Jo (5x3 - 3x + 6 > dx = J , 2 5x3 dx - So 3x dx + J , 2 6 dx 
= 5 So x3dx - 3 J 0 2 x^ +6(2-0) 
= 5(4)-3(2)+12= 26. • 


FIGURA 5.16 



Si /es continua en [ a , 6] y /(at) > 0 para todo a- en [a, 6J, entonces por el Teo- 
rema (5.11), la integral \ h a f(x)dx es el area bajo la grdfica 
de /entre ay b. Andlogamente, si a < c < b, entonces las 
integrates f(x)dx y J? f(x)dx son las areas bajo la gra- 
fica de /entre ay cy entre c y b, respectivamente, como se 
ilustra en la Figura 5.16. Como el area entre a y b es la suma 
de las dos areas menores, se tiene 

JJ f(x) dx = £' f(x) dx + S' f(x) dx. 

El siguiente resultado muestra que esta igualdad es valida 
segiin hipdtesis mas generates. La demostracidn estd en el 
Apendice II. 


TEOREMA (5.16) 


— 

Si a < c < b y /es integrable en [a, c] y en [c, b] 9 en¬ 
tonces /es integrable en [ a , 6] y 

: ", -V. 

X" fix) dx = J; f{x) dx + £ fix) dx. 


El siguiente resultado es una generalizacion del Teorema (5.16) al caso en que c 
no esta necesariamente entre a y b. 


TEOREMA (5.17) 


Si / es una funci6n integrable en un intervalo cerrado 
y a y b, c son tres numeros del intervalo, entonces 




Demostracion si a , b , c son todos diferentes, entonces hay seis ordenaciones posi- 
bles de estos tres numeros. El teorema se debe verificar para cada uno de cstos casos 
y tambien para aquellos en que dos o los tres numeros son iguales. Aqui verificaremos 
solo uno de los casos dejando los restantes como ejercicio. Supongamos que c < a < 
b. Por el Teorema (5.16), 

X* dx = X* ^ x) dx + f /w dx 

que tambten se puede escribir 

f .fix) dx= - X; f(x) dx + S' fix) dx. 
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La conclusidn del teorema puede obtenerse ahora del hecho de que intercambiar los 
limites de integracidn cambia el signo de la integral (vease la Definicidn (5.9)). • • 

Si fy g son continuas en [a, b] y f(x) > g (x) >0 para todo x en [a y b], enton- 
ces el £rea bajo la grdfica de /entre a y b es mayor que o igual al £rea bajo la grdfica 
de g entre a y b. El corolario del siguiente teorema es una generalization de este hecho 
para funciones integrables arbitrarias. La demostracion del teorema se tiene en el Apen- 
dice II. 


TEOREMA (5.18) 


Si /es integrable en [a y 6] y /( x) ^ 0 para todo x en 
[a, 6), entonces 

f(x)dx z 0. 


f 




COROLARIO (5.19) 


Si / y g son integrables en [ a , b] y f{x) > g(x) para 
todo x en [a y b] y entonces 


J b a f(x)dx > £g(x)dx. 


Demostracion Por el Teorema (5.15), / - 0 es integrable. Adem&s, f(x) - g(x) > 
0 para todo x en [a, b]. Entonces por el Teorema (5.18), 


J fl b [/(*)'- Vi*)] dx > 0 . 


FIGUftA 5.17 


Aplicando el teorema (5.15)(ii) se obtiene la conclusidn deseada. 


Supongamos que en el Teorema (5.18) /es continua y 
ademds de la condicidn f(x) ^ Ose tiene/(c) > Oparaal- 
gun c en [a y b]. En este caso, lim^^. f(x) > 0 y por el Teo¬ 
rema (2.12), existe un subintervalo [a\ b'] de [ a , b] donde 
f(x) es positiva. Si f(u) es el minirno de /en [a , b'] (v^ase 
la Figura 5.17), entonces el drea bajo la grafica de / entre 
a y b es mayor que o igual al area f(u)(b' — a) del rec- 
tdngulo indicado. Por lo tanto, JJ f(x) dx > 0. Entonces, co- 
mo en la demostracion del Corolario (5.19), puede demos- 



trarse que si / y g son continuas en [a, b] y f(x) > g(x) en el intervalo [ a , b] t 
y si adem&s f(x) > g(x) para algun x en [a y b] y entonces f(x)dx > JJ g(x)dx. 
Este hecho se utiliza en la demostracidn del siguiente teorema. 


TEOREMA DEL VALOR (5.20) 
MEDIO PARA LA 
INTEGRAL DEFINIDA 




Si /es continua en un intervalo cerrado [a y b] y entonces 
existe un numero z en el intervalo abierto (</, b) tal que 


£ Ax) dx = Az)(b- a). 
















5.3 Propiedades dc la intesral definida 


Demostracion Si ft s una funcidn constante, entonces /( x) = c para algun numrrr 
c y por el Teorema (5.13), 


£ /to dx = J c dx = c(b — a) = f(z)(h - a) 


para cualquier numero z en (< 7 , b ). 



BGURA S.18 


Ahora supongamos que / no es constante y que my M 
son respectivamente el mi'nimo y el maximo de ft n [ a , b]. 
Sean uy ven [a, b] tales que/(u) = m y /(v) = M. Esto 
se ilustra en la Figura 5.18 para el caso en que /( x) es positi- 
vo en todo [a, 6 ]. Como /no es una funcion constante, m < 
f(x) < M para algun x en [a, b\, y por el comentario ante¬ 
rior al teorema, 

£ mdx< f! /w dx < £ m ^ 

Aplicando el Teorema (5.13), 


m(b — a) < £ f(x) dx < M(b - a). 

Dividiendo entre b- ay recordando que m = f(u) y M = /(v), se obtiene 

Como [\/(b - a)]\ b a f(x)dxts un numero entre /(«) y /(v), del Teorema del Valor 
lntermedio (2.28) se deduce que existe un numero z , con u < z < v, tal que 

m= rr^£ fMdx 


Multiplicand© ambos lados por b ~ a se obtiene la conclusidn del teorema. • • 


FIGURA 5 If) 



El numero z del Teorema (5.20) no es necesariamente uni- 
co; sin embargo, el teorema garantiza que la igualdad se sa- 
tisface para algun numero z. 

El Teorema del Valor Medio tiene una interpretacion geo- 
metrica interesante para el caso en que f(x) > 0 en [a, b]. 
En este caso | a f(x)dx es el area bajo la grdfica de f entre 
a y Si sc traza una recta horizontal que pase por el punto 
P\Z, f(z )), como en la Figura 5.19, entonces el area del rec- 
tdngulo acotado por esta recta, por el eje * y por las rectas 
x = a y x = Z>, es f(z)(b - a) que, segun el Teorema (5.20), 
os igual al £rea bajo la grdfica de / entre a y b. 


EJEMPLO 3 A partir de los resultados de la Seccion ( 5 . 4 ) se podra demostrar que 

i Encontrar un numero z que satisfaga la conclusion del Teorema del Va- 

lor Medio (5.20) para esta integral definida. 
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F1GURA 5.20 



Solucion La grafica de f(x) = x 2 se tiene en la Figura 
5.20 para 0 < x < 3. Por el Teorema del Valor Medio, exis- 
te un niimero z entre 0 y 3 tal que 

J o 3 x 2 dx = /(r)(3 - 0) = z 2 (3). 

Esto implica que 

9 = 3 z 2 y z 2 = 3. 

Por lo tanto, z = V3 satisface la conclusion del teorema. 

Si se considera la recta horizontal que pasa por P(V3, 3), 
entonces el &rea del rect&ngulo acotado por ella, por el eje 
x y por las rectas x = 0 y x = 3, es igual al &rea bajo la 
grafica de /entre x = 0 y x = 3 (v6ase la Figura 5.20). • 


En estadistica, el promedio de un conjunto de numeros se llama media aritmetica, 
o simplemente* media. Entonces la media aritmetica de dos numeros a y b es (a + b)/ 2, 
la media de tres numeros a, & yces(cr + & + c)/3, etcetera. La relacion entre la 
nocion de media aritmetica y el calificativo medio que figura en el Teorema del Valor 
Medio se puede ver expresando la conclusion de (5.20) como 




y la integral definida como un limite de sumas. Tomando el caso especial en la Defini- 
ci6n (5.8) en que las particiones P son uniformes con n subintervalos, entonces 


f(z) = --lim X f( w k) Ax = lim 

D — fl «-»oo Jt-1 #i-*oo 




donde w k son numeros arbitrarios en el A:-esimo subintervalo de P y Ax = (b - a)/n. 
Como A x/(b - a) = \/n, se obtiene 



considerar como el limite de las medias aritm£ticas (o promedios) de los valores de la 
funcibn /(w t ), /(w 2 ), .... /(w„) cuando n tiende a infinito. Esto motiva la siguien- 
te definicibn. 


Sea / continua en [a, b ]. El valor medio (o promedio) 
/mcd de / en [a, b] es 

, 



DEFINICION (5.21) 
















5.4 Teorema Fundamental del Cdiculo 
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Como ejemplo de la Definition (5.21), sea fix) = x 1 en [0, 3]. Notese que en es- 
te intervalo los valores de la funci6n van de /(0) = 0 a /(3) = 9. Del Ejemplo 3, 
se ve que / med = /(V3) = 3. 


JCIOS 5.3 


I- 6: Evaluar la integral definida. 

2. {'°y/2dx 
4. (.Si 

6. f 1 100 dx 

"-10: A partir de los resultados de la Sec- 
le demostrarse que 

* x 1 dx = 2\ y J*xdx = ^. 

resultados para evaluar la integral. 

i-5 )dx 8. J*(6x-1 )dx 

-4 x 2 )dx 10. j* (3x + 2) 2 dx 

II- 12: Verifique la desigualdad sin evaluar 

4) dx > J { 2 (lx 2 4- 5) dx 
f —4 yfx + 2)dx > 0 

- 16 : Exprese la suma o la resta como una 
ide la forma $ h a f(x)dx. 


+ fljMdx 
+ j* fix) dx 

Ik*- f Ax) dx 

fc J 

- J 2 2 /(*) dx 


Ejercicios 17-22: A partir de los resultados de la Sec- 
cion 5.5 se podr&n verificar los valores da cada inte¬ 
gral definida {J f(x) dx. Encuentre (a) numeros que 
satisfagan la conclusion del Teorema del Valor Me- 
^io (5.20), y (b) el valor medio de /en [a y b]. 

17. J Q 3 3x 2 dx = 27 

18 . J 3 1 (3x 2 — 2x + 3) dx = 32 

19. J* t 3y/x + 1 dx = 54 

20. J' 2 ‘ Sx- 3 dx = -3 

21. J ) 2 (4.v i - ))dx = 14 

22. j* (2 + 3y/x) dx = 20 


23. Demuestre el Teorema (5.15) (ii). ( Sugerencia: 
Sea f(x) - g(x) = f(x) + [-j?(x)].) 


24. Demuestre que si /y g son integrables en [ a , b ], 
y P y Q son dos numeros reales cualesquiera, en- 
tonces 


X* [flfM + «(*)] dx = 

P X fix) dx + q X g(x) dx. 


25. Demuestre que si ft s continua en [a, A], en- 
tonces 


£f(x)dx < X |/(x)| dx. 


26. Complete la demostracion del Teorema (5.17) 
considerando todas las ordenaciones posibles de 
los numeros a, b y c. 


TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 


i section contiene uno de los teoremas m&s importantes. Ademds de que sirve para 
duar integrales definidas, el teorema muestra la relation entre la derivada y la inte- 
Justamente llamado Teorema Fundamental del Calculo fue descubierto indepen- 
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dientemente por sir Isaac Newton (1642-1727) en Inglaterra y por Gottfried Wilhelm 
Leibniz (1646-1716) en Alemania. Es principalmente por este descubrimiento que^e con¬ 
sider a estos hombres como los inventores del Cdlculo (o Calculo infinitesimal). 

Para evitar confusiones en esta seccion, se usa t como la variable independiente 
y se denota la integral definida de /entre ay b por JJJ/(/) dt. Si /es continua en [ a , b] 
y a < x < by entonces /es continua en \a y x] y, por el Teorema (5.12), /es integrable 
en [a, x]. Por lo tanto, la formula r 

G(*) = £/(f) dt 

I 

determina una funcibn G con dominio [ a , b] que asocia a cada numero x en [ a , b] un 
numero unico G(x). 

Para obtener una interpretacibn geom&rica de G(x ), supongamos que /(/) > 0 
para todo t en [a, b\. En este caso, del teorema (5.11) se ve que G(x) es el area de 
la region bajo la grdfica de / entre a y x (vease la Figura 5.21). 

Como ejemplo espedfico, consideremos /(/) = t 3 con a = 0 y b > 0 (v£ase la 
Figura 5.22). En el Ejemplo 4 de la Seccibn 5.1 se demostrb que el £rea bajo la gra- 
fica de / entre 0 y b es Entonces, el area entre 0 y x es 

°w=Jo * 3 *-***• 

FIGURA 5.81 FIGURA 5.88 




Esto da una forma exph'cita para la funcidn G cuando /(/) = r 3 . Ndtese que en este 
caso, 

G'(x) = D x (ix 4 ) = x 3 = f(x). 

Es decir, G es una antiderivada de /, de acuerdo con la Definicion (4.30). Esto no es 
una casualidad. La Parte I del siguiente teorema enuncia el hecho notable de que si 
/ es cualquier fund on continua, entonces G{x) = es una antiderivada de 

f(x). La Parte II del teorema indica como se puede usar cualquier antiderivada para 
evaluar la integral \ h a f(x)dx. 


TEOREMA 

FUNDAMENTAL (5.22) 
DEL CALCULO 


Sea / continua en un intervalo cerrado [a, b\. 
Parte I Si la funcion Q esta definida por 
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sir* 


C(AT) = \ X f(t)dt 


para todo x en [<7, b\, entonces G es una antiderivada 
de /en [a, b]. 




Parte II Si Fes cualquier antiderivada de /en [o, b], 
entonces 

rb 

l f{x) dx = Fib) - Fia). 


Demostracion Para probar la Parte I se debe verificar que si x estii en [a, b] enton¬ 
ces G\x) - fix), es decir, 


Um 

h~*Q 


Gix + h) - Gix) 
h 


= f(x). 


5.23 



r + h 


X 


Antes de dar una demostracion formal, consideremos algu- 
nos aspectos geomdtricos de este Hmite. Si fix) > 0 en todo 
[a, 6), entonces G(x) es el &rea bajo la gritfica de / entre 
ay x, como se ilustra en la Figura 5.23. Si h > 0, entonces 
Gix + h) - Gix) es el £rea bajo la gr£fica de / entre x y 
x + h y el numero h es la amplitud del intervalo [*, x + h). 
Se demostrara que 

Gix + h) - Gix) 

- j, -= f (z) 


para algun numero z entre x y x + h. Aparentemente, si h — 0, entonces z~+ x y 
fiz) fix), que es lo que se quiere demostrar. 

A continuation se da una demostracion rigurosa de que G\x) = fix). Si x y x + h 
estan en [a, b J, entonces usando la definici6n de G, la Definici6n (5.9) y el Teorema 
(5.16), resulta 

Gix + A) - Glxi . it - £ fit) * 

-f‘/W * + 

-rvw*. 

Por lo tanto, si h * 0, 

G(x + h) - Gix) 1 v f 

- h -“J, mdt - 

Para h > 0, por el Teorema del Valor Medio (5.20), existe un numero z en el inter¬ 
valo abierto (*, x + h) tal que 


£ + */« dt=f(z)h 
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y por tanto. 


G(x + h)~ G(x) 
h 


= /(z). 


Como x < z < x + h, de la continuidad de / se deduce que 

h'm f(z) = lim f(z) = f(x) 

h -0 + x x* 


y, asf, 


h'm 

(l-O* 


G(x + h) - G(x) 
h 


Hm /(z) = f(x). 

h-« 0 + 


Si h < 0 se puede demostrar de manera analoga que 


h'm 
a- o- 


G(.x -f h) - G(x) 


=/w. 


Los dos limites unilaterales anteriores implican que 


G’(x) = h'm 

h 0 


G(x -f- h) - G(x) 
h 


= /W. 


Esto completa la demostracion de la Parte I. 

Para probar la Parte II, sea Fcualquier antiderivada de /y sea G la antiderivada 
especial definida en la Parte I. Del Teorema (4.32), resulta que Fy G difieren en una 
constante; es decir, existe un numero C tal que 

G(x) - F(x) = C 


para todo x en [ a , b). Entonces de la definicidn de G, 

£7(0 dt-F(x) = C 

para todo x en [a, 6], Si se toma x = a y se usa el hecho de que £/(/)<* = 0, se 
obtiene 0 - F(a) = C. Por lo tanto, 

fcf(t)dt-F(x)= -F(a). 


Comoestaes una identidad para todoxen [a, b], se puede sustituirxpor b y al hacerlo 
se obtiene 


j'f(t)dt-F(b)=-F(a). 

Sumando F(b) a am bos lados de esta ecuacibn y reemplazando la variable t por x, se 
obtiene la conclusion de la Parte II. • • 


La diferencia F(b) - F(a) se denota por el simbolo F(x)]2 o por el [F(x)]^. La 
Parte II del Teorema Fundamental se puede expresar en esta notacibn como sigue. 


CORO LARI O (5*23) 
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La formula en el Corolario (5.23) tambien se cumple si a > b. Si a > b entonces 
por la Definicion (5.9), 

£f(x)dx= -£f(x)dx 

= — [F(«) - F(b)-] 

= F{b) - F(a). 

Si a = b entonces por la Definicion (5.10), 

£ f(x) dx = 0 = F(a) - F(a). 

El Corolario (5.23) permite evaluar integrales definidas muy facilmente si se cono- 
ce alguna antiderivada del integrando. Por ejemplo, como una de las antiderivadas de 
x 3 es ix 4 , se tiene que 

£ X 3 dx = ix 4 ]* = ib* - i(0) 4 = i b\ 

Quienes duden de la importancia del Teorema Fundamental deben comparar esta facil 
evaluacidn con la del limite de sumas que se dio en el Ejemplo 4 de la Seccidn 5.1. 
El siguiente ejemplo ilustra una vez mas el Corolario (5.23). 

EJEMPLO 1 Evaluar (6x 2 - 5) dx. 

Solucidn Una de las antiderivadas de 6x 2 - 5 est<t dada por F(x) = 2x 3 — 5x. 
Aplicando el Corolario (5.23), 

(6x 2 — 5) dx = [2x 3 - 5xj 3 1 

— [2(3) 3 — 5(3)] — [2( — 2) 3 — 5( — 2)] 

= [54- 15] -[-16+ 10] = 45. 

N6tese que si en el Corolario (5.23) se usa F(x) + C en vez de F(x), obtiene el 
mismo resultado ya que 

[f(x) + C]l = {F(b) + C] - {F(a) + C} 

= F(b) - F(a) = [F(x)J . 

Esto confirma el hecho de que en el Teorema Fundamental se puede usar cualquier an¬ 
tiderivada F. Notese tambien que para cualquier numero k , 

[Wx)l = kF(b) - kF(a) = k[F{b\ - F(a)] = *. [f(x)]*, 

es decir, que un factor constante se puede “sacar” del parentesis (corchetes) cuando 
se usa esta notacion. Este es un resultado andlogo al Teorema (5.14) para integrales 
definidas. 


REGLA DE LA (5.24) 
POTENCIA PARA 
US INTEGRALES 
DEFINIDAS 


Si r es un numero racional y r # -1, < 
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Demostracidn For la Regia de la Potencia para Derivadas, x r+ V(r + 1) es una an- 
tiderivada de x r siempre que estas expresiones est6n definidas. La conclusidn se obtie- 
ne aplicando el Corolario (5.23). • • 

Puede usarse la Regia de la Potencia (5.24) y el Teorema (5.14) para obtener 




siempre que r # -1. Para sumas de terminos de la forma kx r , la Regia de la Potencia 
(5.24) se aplica a cada termino como se ilustra en los dos ejemplos siguientes. 

EJEMPLO 2 Evaluar (x 3 + l) 2 dx. 

Solucion Comenzamos por desarrollar el cuadrado del integrando y luego se apli¬ 
ca la Regia de la Potencia a cada termino, como sigue: 

(x 3 + l) 2 dx = J 2 (x 6 4- 2x 3 + 1) dx 

405 
14 ' 


+ (-!)] 


Es importante notar que en el ejemplo anterior, 

EJEMPLO 3 Evaliur 

Solucion Se empieza por cambiar la forma del integrando para poder aplicar la 
Regia de la Potencia a cada termino. Asi, 

a & - 2x "‘ +32x '‘> ix - [ s ( t ) - 2 (w) + K^)I 
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EJEMPLO 4 Determinar |x| dx. 


Solucion Por la Definici6n (1.2), |x| = -x si x < 0 y |x| = x si x a 0. Esto 
sugiere usar el Teorema (5.16) para expresar la integral como una suma de dos integra- 
les definidas, como sigue: 



-H+[H 

9 n 



El definir a una funcion por medio de una integral definida, como se hace en la 
Parte I del Teorema Fundamental del Calculo (5.22), tendra una aplicacidn muy im- 
portante en el Capitulo 7 (vease la Definicidn (7.4)). Recordemos de (5.22) que si /es 
una funcidn continua en [ a , b] y G(jc) = \ x a f(t)dt para a < x < b y entonces G 
es una antiderivada de/, es decir, D x G(x) = f(x). Esto puede enunciarse con una 
integral como sigue: 


D x fcf(t)dt =/(x). 


Esta fdrmula se generaliza en el siguiente teorema. 


TEOREMA (5.25) 



Demostracion Si F es una antiderivada de /, entonces 


D x $'f(t)dt=D x [F(x) - F(c)] 


= D x F(x) - D x F(c) 

= /(*)-0 = /(x). •• 


EJEMPLO 5 Sea G(x) = | dt y x > 0. Obtener G'(x). 
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Solucion Aplicaremos el Teorema (5.25) con c = 1 y f(x) - \/x. Si escogemos 
a y b de manera que 0 < a < I < entonces / es continua en [ a , b). Por el Teo¬ 
rema (5.25), para todo x en [a, b ], 




En (5.21) se definid el valor medio / med de una funci6n/en [ a , b ] como sigue: 

El ejemplo siguiente muestra que esta terminologla es apropiada. 


EJEMPLO 6 Sea P un punto que se mueve sobre una recta coordenada y tiene una 
funcidn continua de velocidad v. Demostrar que el valor medio de v en [a> b] es igual 
a la velocidad media durante el intervalo [a , b]. 

Solucion De la Definicidn (5.21), 

Si s es la funcidn de posicidn de P, de la Definicidn (3.18), 5 (0 = v; es decir, 5(0 
es una antiderivada de v(/). Entonces, por el Teorema Fundamental del Calculo, 

£ 6 lit) dt = £ s'(t) dt = s(t)]‘ = S(b) - s(a). 

Sustituyendo esto en la formula para v me<J , obtenemos 

_ s(b) - s(a) 

Vmei ~ b-a ’ 

que es la velocidad media de P en [a, b] (vease (2.3)). • 


Hay resultados parecidos al del Ejemplo 6 sobre aceleracidn media, costo marginal 
medio, ingreso marginal medio y muchas otras aplicaciones de la derivada (v£anse 
los Ejercicios 43-48). 

m 

EJERCICIOS 5.4 


Ejercicios 1-26: Evalue la integral definida. 

11. 

1. 

f 4 (x 2 - 4x — 3) dx 

2. 

f 3 (5 + x — 6x 2 ) dx 



Ji 


J- 2 

13. 

3. 

J^ 2 (8z 3 + 3z — 1) dz 

4. 

(w 4 — 2w 3 ) dw 


5. 

J> 

6. 


15. 

7. 

J, 2 [5/(8x 6 )] dx 

8. 

J 4 \/l6x 5 dx 

16. 


f 9 t — 3 


/•-2 2s-7 . 


9. 


10. 

■3 

rn 

18. 


J*!g (V* 2 + 2) ds 

J* o ' (2x - 3)(5x + 1) dx 

J_° ( (2w + 3) 2 dw 
Jj v v 2 + v x 5 + I dx 


12. « 2 (V< - VO dt 

■ 4. J*.', (x 2 + l ) 2 dx 












5.4 


Teorema Fundamental del Cdlculo 


/,' (4x 2 - 5) 100 dx 


j* (4u ~ 5 + 6 u *)du 


f 3 2x 3 - 4x 2 + 5 

Ji - -2 - dx 22. 

J- 3 \x-4jdx 

f!,(x+ 1 )(x + 2)(x + 3) dx 



Jo + V3) dt 26. J* ( 12x — 31 dx 


■cicios 27-28: Verifique la identidad usando pri- 
o el Teorema Fundamental del C&lculo (5.22) y 
o derivando (vease el Teorema (5.25)). 


J 0 ' (f 3 - 4yft + 5) dt = X 3 - 4yfc + 5 si X > 0 
D * Jo (5 ' + 3 ) 2 dt = < 5jc + 3) 2 

Encuentre D_ f* — ?— dt 
x J°t+ 1 

Determine D x J* dt para |*| < I. 

Sea f(x ) = x 1 + 1. Halle el area de la region 
bajo la grafica de / entre -1 y 2. 

Sea f(x) = x 3 . Halle el drea de la region bajo 
la grafica de / entre 1 y 3. 


ocios 33-36: Verifique la fdrmula por derivation. 

sj(x + l ) 3 Jx 2 + I J. 

J* (* 2 + c 2 r‘ ** = 2n(x 2 + * 0 

J. (x 3 + c 3 )" dX = 3n(x 3 + c 3 rl’ " # 0 

dcios 37-40: Encuentre un numero que satisfaga 
nclusion del Teorema del Valor Medio (5.20) pa- 
ntegral definida que se da. 

J 0 (yfx + 1) dx 38. J.', (2x + 1 ) 2 dx 

Jf!, <3x 3 + 2) dx 40 J 9 (3/x 2 ) dx 

icios 41-42: Calcule el valor medio de la funcidn 
d intervalo [o, b]. 


41. f(x) = x 2 + 3x - l, [-1,2] 

42. /(x) = x 3 , [-1, 1] 

43. Un punto P se mueve sobre una recta coordena- 
da con una funcidn continua de aceleracion a. 
La aceleracidn media en el intervalo [/,, / 2 J es 
[v(f 2 ) “ v(/,)]/(/ 2 - /,), donde v es la funcion 
de velocidad. Demuestre que la aceleracidn me¬ 
dia es igual al valor medio de a en [/,, / 2 J. 

44. Demuestre que si una funcidn / tiene una deri- 
vada continua en [ a , 6), entonces la tasa (o ra- 
z6n) media de variation de f(x) con respecto a 
x en [a, b] (v6ase la Definicidn (3.19)) es igual 
al valor medio de /' en [ a , b]. 

45. Sean C y c la funcidn de costo y de costo medio 
de un producto, respectivamente. Demuestre que 
el valor medio de la funcidn de costo marginal 
en [0, n] es igual al costo medio c(n). 

46. Si R es la funcidn de ingreso de un producto, en¬ 
tonces el ingreso medio al producir n unidades 
es R(n)/n . Demuestre que este ingreso medio es 
igual al valor medio de la funcidn de ingreso mar¬ 
ginal en [0, n]. 

47. Una pelota se deja caer desde una altura de s 0 
pies. Use la Definicidn (5.21) (y desprecie la re- 
sistencia del aire) para demostrar que la veloci¬ 
dad media del recorrido de la pelota hasta el suelo 
es 4V^j pie/s. ( Sugerencia: La distancia que re- 
corre la pelota en t segundos es 16/ 2 pie.) 

48. Un meteordlogo determina que la temperatura 
T (en °F) durante un frio dia de invierno estd da- 
da por T = 0.05/(/ - 12)(/ - 24) donde / es el 
tiempo (en horas) y / = 0 corresponde a la me- 
dianoche. Encuentre la temperatura media entre 
las 6:00 a m. y el mediodia. 

49. Pruebe que si g es derivable y/es continua para 

todo x, entonces D x = f(g(x))g(x). 

(Sugerencia: Use la Parte 1 del Teorema (5.22) 
y la Regia de la Cadena.) 

50. Generalice la fdrmula del Ejercicio 49 a 

D * d f(l) dt = MxW(x) - mxmx). 

Ljercicios 51-54: Use los Ejercicios 49 y 50 para en- 

contrar la derivada. 

5i - Dx ^ithi dt 52 - D *C </FT ~ l dt 

53. D x £ (/ 3 + 1)»» dt 54. D x J'J Vf 4 + f 2 + 4 dt 
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5.5 


INTEGRAL INDEFINIDA Y CAMBIO DE VARIABLE 


Debido a la relacidn que existe entre la antiderivada y la integral definida en virtud del 
Teorema Fundamental del Calculo, frecuentemente se denotan las antiderivadas usan- 
do el signo de integral. Para distinguir las antiderivadas de las integrals definidas, no 
se ponen limites de integracion en el signo de integral, como se especifica en la siguiente 
definicidn. 


DEFINICION (5.26) 


La integral indefinida J f(x) dx de /(o de f(x)) se de¬ 
fine como 

f/<*) dx = F(x) + C 
J 

donde F es una antiderivada de / y C es una constante 
arbitraria. 


Notese que la integral indefinida no es mas que otro simbolismo para la antideriva¬ 
da mas general de / (vease la pagina 220). En vez de llamar antiderivacidn al proceso 
de encontrar F para una / dada, se denominara integracion indefinida. La constante 
arbitraria C es la constante de integracidn, f{x) es el integrando y x es la variable de 
integracidn. Tambien se llama a veces encontrar la integral indefinida al proceso de ob- 
tener F(x) + Cen la Definici6n(5.26). En general, el dominio de Fno se seflala expli- 
citamente. Siempre se supone que se ha elegido un intervalo adecuado sobre el que / 
es integrable. En particular, puede usarse un intervalo cerrado en el que /sea continua. 
Igual que para las integrales definidas, no importa el simbolo que se emplee para la 
variable de integracion ya que, por ejemplo, J f(t)dt, J f(u)du, etcetera, indican la 
misma funcion Fque \f(x)dx. 

Como la integral indefinida de /es una antiderivada, el Teorema Fundamental del 
Cdlculo relaciona las integrales definida e indefinida como sigue. 


TEOREMA (5.27) 



Entonces, pueden evaluarse integrales definidas de una funcion / si se conoce su 
integral indefinida. En capitulos posteriores se desarrollan metodos para hallar las inte¬ 
grales indefinidas de muy diversas funciones. Por ahora se enuncian algunas reglas uti¬ 
les. Se puede demostrar la siguiente regia de la potencia para integrales indefinidas 
derivando la expresion al lado derecho de la igualdad y mostrando que se obtiene el 
integrando. 


REGLA DE LA (5.28) 
POTENCIA PARA 
INTEGRALES 
INDEFINIDAS 


ISBBiHBHU BBMUt- .K1BSP 

Si r es un mimero racional y r A -1, entonces 

x f+l 




f x r dx = 

















5.5 Integral indefinida y cambio de variable 


Mi 


EJEMPLO 


1 Evaluar: (a) J X 2 dX (b) J (&t 3 -6 yft + dt 


Solucion Basta encontrar una antiderivada para cada integrando y sumarle una 
const ante arbitraria C. Usando la Regia de la Potencia (5.28), 

(a) Jx 2 dx = y + C = yx 2 + C 

r , t 4 t 312 t~ l 

(b) (8t 2 - 6t U2 + r 2 ) df - 8 - - - 6 • — + — + C 

J 4 3/2 -1 

= 2 ( 4 — 4r 2/2 — - + C. 

t 

El siguiente teorema indica lo que sucede si se deriva una integral indefinida o vi- 
ceversa. 


TEOREMA (5.29) (I) d, f f(x) dx = /<*) 






(ii) I D x \f{ X )]dX = fix) + C. 



Demostracion Para demostrar (i) se usa la Definicidn (5.26) como sigue: 

D x J/(x) dx ~= D x [F(x) + C] = F(x) = fix). 

La fdrmula (ii) se satisface porque f(x) es una antiderivada de D* [/(*)]. 

EJEMPLO 2 Verificar el Teorema (5.29) para el caso especial f(x) = x 1 . 

Solucion 

(i) Si primero se integra y luego se deriva, 

D x Jx 2 dx = D x ^y + cj = x 2 . 

(ii) Si primero se deriva y luego se integra, 

J D x (x 2 ) dx = jlx dx = x 1 + C. • 

El siguiente teorema es analogo a los Teoremas (5.14) y (5.15) para integrales defi- 
nidas. La demostracidn se obtiene de los Teoremas (3.11) y (3.12) y del hecho de que 
dos antiderivadas difieren por una constante aditiva. 



TEOREMA (5.30) 
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Toda regia de derivacidn se puede transformar en una regia correspondiente de in- 
tegracion indefinida. Por ejemplo, 

D x s/* 2 + 5 = , * implica que f X dx = Jx 2 + 5 + C. 

De manera an&loga, puede usarse la Regia de la Cadena para obtener una regia de inte¬ 
gration indefinida. En efecto, sea F una antiderivada de /y sea g una funcidn derivable 
tal que g(x) estd en el dominio de F para todo x en algun intervalo cerrado [ a , b]. Se 
puede entonces considerar la funcidn compuesta definida por F(g(x)) para todo x en 
[a, b]. Aplicando la Regia de la Cadena (3.26) y el hecho de que F' = /, 

D x F(g(x )) = F'(g(x))g'{x) = f(g(x))g'(x). 

Esto, a su vez, da la fdrmula de integracidn 

jfiff(x)) 9 '(x) dx = F(g(x)) + C con F' = /. 

Hay un modo sencillo de recordar esta fdrmula. Si se hace u = g(x) y se sustituye for- 
malmente g\x)dx por la diferencial du , se tiene 

J/(u) du = F(m) + C con F = /, 

que posee la misma forma que la Definicion (5.26). Esto indica que g'(x)dx puede con¬ 
siderate como el producto de g'(x) y dx. Esta es una de las razones principals por 
las que se usa el simbolo dx en la notacidn de integral. Como se sustituye la variable 
x por una nueva variable u> este m£todo para encontrar integrales inaefinidas se llama 
de cambio de variable o de sustitucidn. Se puede resumir esta discusidn como sigue, 
suponiendo que / y g tienen las propiedades previamente descritas. 


EL METODO DE (5.31) 
SUSTITUCION 


- 

nida f f{g(x))g‘(x) dx, sea u 

J 

g(x) y du = g'(x)dx. Si Fes una antiderivada de /, 
entonces 



f f(9(x))g'(x) dx = f/(u) du = F(u) + C = F(g(x)) + C 

J J 




Como una primera aplicacion, es posible generalizar el Teorema (5.28) a las po- 
tencias de funciones. Si f(x) = x r en (5.31), entonces f(g(xj) = [g(x)] r . Si 

F(x) = entonces F(g(x)) = 

y la conclusion del Teorema (5.31) toma la forma siguiente. 


REGIA DE LA (5.32) 
POTENCIA PARA 
FUNCIONES 

















5.5 Integral indefinida y cambio de variable 


963 


TambiSn puede verificarse (5.32) derivando la expresion al lado derecho de la igual- 
dad. Una manera conveniente de expresar la Regia de la Potencia es la siguiente. 


REGLA DE LA (5.33) 
POTENCIA (FORMA 
ALTERNATIVA) 


EJEMPLO 3 Evaluar J*(2x 3 + l) 7 x 2 dx. 

Solucion Si un integrando contiene alguna expresion elevada a una potencia, co- 
mo (2x 3 + l) 7 , se suele sustituir dicha expresion por una variable. En consecuencia, 

u = 2x 3 +1, du = 6x 2 dx. 

Obs^rvese que una vez que se ha decidido lo que es u, du (la diferencial de u) queda 
determinada por derivation. Para cambiar la forma de la integral a la de (5.32), es ne- 
cesario multiplicar el integrando por 6 y compensar esto multiplicando la integral por 
£ (esto estd justificado por el Teorema (5.30) (i). De aqui se obtiene 

J(2x 3 + 1)V dx = £ J(2x 3 + l) 7 6x 2 dx. 

Realizando la sustitucidn indicada y usando luego el Teorema (5.33), 

J(2x 3 + l) 7 x 2 dx = £ JV du = + kJ 

donde K es una constante. Ahora debe regresarse a la variable original x. Como u = 
2x 3 + 1, la ultima igualdad da 

= «fe(2x 3 + l) 8 + iK. 

Tambien puede escribirse este resultado como 

J(2x 3 + l) 7 x 2 dx = &(2x 3 + l ) 8 + C 
donde C es una constante arbitraria. • 


Sea u = g(x), donde g es una funcion derivable. Si r es 
un numero racional yr#-l, entonces 




r+ I 


f u r du = ——- + C. 
J r + 1 




La relaci6n entre K y C en el Ejemplo 3 es C = £ K\ sin embargo, recordar este 
hecho no tiene ninguna importancia practica. En lo que sigue, las constantes de inte- 
gracion se cambiardn unas por otras de varias formas sin mencionar explicitamente la 
relacidn entre ellas. Mas aun, en el Ejemplo 3 se puede integrar como sigue: 


i 

6 




+ c. 
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Las sustituciones en las integrates indefinidas se pueden hacer de varias maneras. 
Asi, el Ejemplo 3 puede ser resuelto por otro ntetodo tomando 


u = 2x 3 + 1, du = 6x 2 dx , ^du = x 2 dx. 


Entonces, sustituimos x 2 dx por £ du como sigue: 



= 48 w8 + C = ^g(2x 3 + l) 8 + C. 


El ntetodo del cambio de variable es un medio eficaz para evaluar integrates indefi¬ 
nidas. Para aplicarlo es necesario reconocer en el integrando la forma f{G(x))g'(x) o 
bien f(g(x))kg(x) para un numero real k. La capacidad para reconocer esta forma 
es directamente proporcional al numero de ejercicios resueltos. 

EJEMPLO 4 Encontrar j*x</7 - 6x 2 dx. 

Soluddn Adviertase que el integrando contiene el tdrmino x dx. Si faltara el factor 
x el problema seria mds complicado. Cuando el integrando tiene un radical, se suele 
sustituir por una variable la expresion bajo el radical. Por lo tanto, sean 


u = 7 - 6x 2 , du = — 12x dx. 


Ahora se multiplica el integrando por -12 y se compensa multiplicando la integral por 
—-j *2 como sigue: 



= —^5 J" \fu du = —fa j" u l,i du 



= -fa(7 - 6x 2 )* 13 + C. 

Como en los comentarios que siguen al Ejemplo 2, podrla haberse escrito 
u = 7 — 6x 2 , du = — 12x dx, —fa du = x dx 
y sustituido x dx directamente. Entonces, 



El resto de la solucidn es igual que antes. 


El metodo de sustitucidn se puede usar tambien para evaluar integrales definidas. 
Puede aplicarse el Teorema (5.31) para encontrar una integral indefinida (es decir, una 
antiderivada) y luego aplicar el Teorema Fundamental del Calculo. Otro metodo, que 








5*5 Integral indefmida y cambio de variable 


a veces es mas corto, consiste en cambiar los limites de integradon. Utilizando (5.31) 
con el Teorema Fundamental, se obtiene la siguiente formula en la que F' = f: 


£ f(&(x))g'(x) dx = F(9(jc))][. 


La expresion al lado derecho de la igualdad se puede escribir 


F(g(b)) - F(g(a)) = FfJ 0 "” = £ b) f( u ) du. 

jg(a) 


Esto da el siguiente resultado, siempre y cuando / y g' sean integrables. 



TEOREMA (5.34) 


El Teorema (5.34) afirma que una vez que se ha realizado la sustitucidn u = g(x), 
pueden emplearse como limites de la integral con respecto a u los valores de g corres- 
pondientes a x = u y x — b, respectivamente. No hace falta entonces regresar a la va¬ 
riable x despues de ia integradon indefinida. El siguiente ejemplo ilustra este mdodo. 

EJEMPLO 5 Evaluar f‘° 3 - dx 

j2 J5x - 1 

Solution Comenzamos escribiendo la integral cortio 






El siguiente ejemplo ilustra un metodo util para evaluar algunas integrals definidas. 
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EJEMPLO 6 Sea / una funci6n continua y par en [-a, a]. Demostrar que 

j a a f(x)dx = 2j°f(x)dx. 


Solucion Si /es una funcion par, entonces su gr&fica es simetrica con respecto al 
eje y (vease el Teorema (1.23)). En el caso especial de que f(x) ^ 0 para todo x en 
[0, a), se tiene una situacibn similar a la de la Figura 5.24 y entonces el £rea bajo la 
gr&fica de / entre x = -a y x = a es el doble que entre x = 
0 y x = a. Esto da la fbrmula de integration deseada. 

Para demostrar que la fbrmula es vdlida aun cuando 
f(x) < 0 para algunas x , procedemos como sigue. Usando 
sucesivamente el Teorema (5.16), la Definicibn (5.9) y el Teo¬ 
rema (5.14), 

/(*) dx = J_° a f(x) dx + f(x) dx 

= -JoV'W dx + j‘f(x)dx 

= Jo " _ dx ) + Jo /M dx. 


FIGURA 5.84 



Como / es par, /(-*) = f(x) y la ultima igualdad se puede escribir 

j! a /(x) dx = j o "/(- X)( - dx) + J* f(x) dx. 

Si, en la primera integral del lado derecho, tomamos u = — x, du = — dx y se observa 
que u = a cuando x = -a, entonces 

J_\ /W dx = J; m du + J‘ f(x) dx. 

Las dos integrates del lado derecho son iguales ya que las variables son ficticias y por 
lo tanto, 

/(x) dx = 2 J” f(x) dx. 


Vease el Ejercicio 40 para el resultado correspondiente a una funcion / impar. 


EJ ERCI Cl OS 5.5 

Ejercicios 1-22: Evalue la integral dada. 

1. J(3x 4- l) 4 dx 2. J(2x 2 - 3) 5 x dx 

3. j* t 2 yjt* —1 dt 4. Jz yj9 - z 2 dz 

J" (x 2 — 4x + 3) 3 
f x 2 -I- x A 

6 * J (4-3x 2 -2xY 


f * ds 

J </l - 2S 2 

8. 

j ij? - r 2 ( 10/ 3 - 5f) dt 

r (v/u + 3)4 du 

J fu 

10. 


j* yj5 — x dx 

12. 

J* \j2x - 1 dx 

J',(t 2 - l) J f dt 

14. 

f-VV 
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15. 

n 1 dv 

16. 

r dx 


Jo (3 - 2i>) 2 

‘° 7x 2 + 9 

17. 

J(x 2 + l) 3 dx 

18. 

J(3 — x 3 ) 2 x dx 

19. 

J578x + 5 dx 

20. 

! A- dt 

J y/4-5t 

21. 

S; ' * 

J ‘ + 1) 3 

22. 

JO- xYx 3 dx 


Ejercicios 23-26: Determine la integral (a) por el me- 
todo de sustitucion y (b) desarrollando el integrando. 
^En que difieren las constantes de integracidn? 


23. J(x + 4) j 4x 



(y/x + 3) 2 
sfx 


dx 


24. J(x 2 4* 4) 2 x dx 

26 -/( 1 + i) h dx 


Ejercicios 27-28: Verifique la fbrmula integrando pri- 
mero y luego derivando. 

27. D x j*x 3 Vx 4 4- 5 dx = x 3 >/x 4 + 5 

28. D x j (3x + 2) 7 dx = (3x 4- 2) 7 

29. Calcule D x f 1 =dx. 

J Vx 3 + x 4- 5 

30. Halle {P x ~ dx. 

J y/x 4" 1 

31. Obtenga J o 3 D x y/x 2 4- 16 dx. 

32. Encuentre D x x Jx 2 + 4 dx. 


2*7 


33. Sea /(x) = v* 4- 1. Calcule el area de la regior. 
bajo la grdfica de / entre 0 y 3. 

34. Sea /(x) = x/(x 2 4 l) 2 . Calcule el area de la 
regi6n bajo la gr£fica de / entre 1 y 2. 

Ejercicios 35-38: Encuentre (a) un numero que satis- 
faga la conclusidn del Teorema del Valor Medio (5.20) 
para la integral JJ /(x) dx , y (b) el valor medio de / 
en [ a , 6]. 


35 ' 3*75 36 ' /-* </ * TT * 

37. J q >Jx + 4dx 38. — x dx 

39. La distribution vertical de la velocidad del agua 
en un no muchas veces se puede representar apro- 
ximadamente por la fdrmula v = c(D - y ) l/(> , 
donde v es la velocidad (en m/s) a una profundi- 
dad de y metros bajo la superficie del agua, don¬ 
de D es la profundidad del rio y.c es una cons- 
tante positiva. 

(a) Establezca una fdrmula para la velocidad 
media v mcd en terminos de D y c. 

(b) Demuestre que v mcd = £t> 0 , donde v 0 es la 
velocidad en la superficie. 

40. Sea/continua en [—cr, a]. Demuestre que si f es 
una funcion impar, entonces §[ a fW dx = 0. 
Interprete graficamente este resultado. 


Ejercicios 41-42: Verifique la formula por derivacidn. 


41 - J 

42. J 


Vx 2 — < 


■ dx = 


7(x 2 -« 2 ) 3 

3a 2 x 3 


+ C 


x 2 7?^7 


. v/?^ 2 „ 

dx = -=-4- C 



INTEGRACION NUMERICA 


Para evaluar una integral definida J* f(x) dx usando el Teorema Fundamental del 
Calculo, es necesario determinar una antiderivada de /. Cuando no puede encontrarse 
una antiderivada, se pueden utilizar metodos num6ricos para evaluar la integral con 
la precisidn que se desee. Por ejemplo, si la norma de una particidn de [ a , b] es peque- 
na, entonces por la Definition (5.8), la integral definida puede estimarse con cualquier 
suma de Riemann de /. En particular, usando una particidn uniforme con Ax = 
(b - a)/ /i, entonces 


JV(x) dx at f(w k ) Ax 
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para cualquier numero w k en el Ar-esimo subintervalo [x*-i, x k ] de la particidn. Por su- 
puesto, la exactitud de la estimacion depende de la naturaleza de / y del tamafio de 
Ax. Para obtener el grado de precisidn deseado puede ser necesario tomar Ax’ muy pe- 
queno, es decir, n muy grande y, por lo tanto, la suma puede tener muchos terminos. 
La Figura 5.2 ilustra el caso en que /(w*) es el valor minirno de / en x k ]. En 

este caso, el error en la estimacion es igual al £rea de la regidn sin sombrear que se en- 
cuentra bajo la grafica de / y sobre los rectanguios inscritos. 

Si w k = x k - u es decir, si se evalua / en el extremo izquierdo de cada subintervalo 
[x*_i, x k ] y entonces 

[ b f(x)dx % f f( x k-i) Ax - 

Ja k = 1 

Si w k = x k , es decir, si se evalua / en el extremo derecho de [x*-i. **], entonces 

P /(x) dx ss X /(**) A*- 

Ja k= 1 

Se puede obtener una estimacion que generalmente es mas precisa que estas dos, pro- 
medidndolas, es decir, 

\\ t /(*k-t) Ax + X /(■*»)Axl. 

2 l_ic = i k= i J 

Todos los valores /(**) aparecen dos veces en la suma excepto f(x 0 ) y f(x„). Por 
lo tanto, la expresion anterior puede escribirse como 

y [/(*<>)+ iv(x k )+nx^. 

Puesto que Ax = (b - a)/n , esto da la siguiente regia. 


REGLA DEL TRAPECIO (5.35) 


Si /es continua en [a, b] y si a = *o» ~ b 

determina una particidn uniforme de [a, b] t entonces 

£f(x)dx = -Zjf- l/(* o) + 2/<*.) + 2 Ax 2 ) + ••• 

+ 2/(x n _|) + /(x n )]. 


FIGURA 5.25 



El nombre de esta regia viene del caso en el que f(x) es 
no negativa en [a, b]. Como se ilustra en la Figura 5.25, si 
P k es el punto de la grafica de y = f (x) con abscisa x k , en¬ 
tonces para cada k = 1, 2, .... n, los puntos sobre el eje 
x con abscisas x k - x y x k , junto con P k -\ y P k son los verti¬ 
ces de un trapecio con area 
Ax 

-^[/(Xk-i)+ /(**)]. 

La suma de las areas de estos trapecios es la misma que la 
de la Regia del Trapecio (5‘.35). Por consiguiente, en termi- 
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nos geometricos, la Regia del Trapecio da una estimacion del drea bajo la grafica de 
/entre ay b por medio de trapecios en lugar de los rectangulos asociados a las sumas 
de Riemann. 

El siguiente resultado brinda information acerca del error mdximo que puede 
ocurrir al usar la Regia del Trapecio para estimar una integral definida. La demostra- 
ci6n se omite. 

ESTIMACION DEL (5.36) 

ERROR EN LA REGLA 
DEL TRAPECIO 


EJEMPIO 1 Usar la Regia del Trapecio con n = 10 para obtener un valor aproxima- 
do de J* ( (l/x)dx. Calcular el error maximo de la aproximacion. 

Solucion Es conveniente organizar el trabajo como sigue. Cada f(x k ) se ha obte- 
nido mediante una calculadora con una precision de nueve decimales. La columna m 
contiene el coeficiente de f(x k ) en la Regia del Trapecio (5.35). Asi, m = 1 para f(x 0 ) 
o bien f(x n ) y m = 2 para los demAs valores f(x h ). 


Si M es un numero real positivo tal que \f “(x)\ < M 
para todo x en [a, b], entonces el error que se comete 
al usar la Regia del Trapecio (5.35) no es mayor que 
M(b - a) 3 /(12n 2 ). 

___ 


k 

** 

/(**) 

m 

m/(x k ) 

0 

1.0 

1.000000000 

1 

1.000000000 

1 

1.1 

0.909090909 

2 

1.818181818 

2 

1.2 

0.833333333 

2 

1.666666666 

3 

1.3 

0.769230769 

2 

1.538461538 

4 

1.4 

0.714285714 

2 

1.428571428 

5 

1.5 

0.666666667 

2 

1.333333334 

6 

1.6 

0.625000000 

2 

1.250000000 

7 

1.7 

0.588235294 

2 

1.176470588 

8 

1.8 

0.555555556 

2 

1.111111112 

9 

1.9 

0.526315790 

2 

1.052631580 

10 

2.0 

0.500000000 

1 

0.500000000 


La suma de los numeros en la ultima columna es 13.875428064. 

Como 

b—a 2—1 1 

2n _ 20 _ 20’ 

de (5.35) resulta que 

ri l 1 

, - dx v — (13.875428064) « 0.693771403. 
x 20 

El error de la aproximacidn se puede calcular usando (5.36). Como f(x) = 1/x, 
tenemos que f\x) = -1/x 2 y f"(x) = 2/x 3 . El valor de/"(x) en el intervalo [1, 2J 
alcanza su mdximo en x = 1 y por lo tanto, 

!/"(*)! ^ ihr = 2 - 
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Aplicando (5.36) con M = 2, vemos que el error mdximo no es mayor que 


2(2 - l ) 3 
12 ( 10) 2 


=-< 0.002 . 

600 


En el Capftulo 7 se verd que la integral del Ejemplo 1 es igual al logaritmo natural 
de 2, que se denota por In 2. En una calculadora se puede ver que In 2 es aproximada- 
mente igual a 0.693147181, con una precisidn de nueve decimales. Para obtener esta 
aproximacion usando la Regia del Trapecio se necesita emplear un valor muy grande de n . 

La siguiente regia es por lo general m£s exacta que la del Trapecio. 


REGLA DE SIMPSON (5.37) 


Sean / continua en [a, /?]y/iun entero par. Si a = x 0 , 
x u ... , x„ = b t determina una partition uniforme, en- 
tonces _ 

£/(x)dx = l/(*o) + 4/U,) + 2 f(x 2 ) + 

4/(* 3 ) + •*• + 2/(jc„_ 2 ) + 4/(jf„_,) + /(*„)]. 


La idea tras la demostracidn de la Regia de Simpson es usar porciones de parabolas 
o de rectas, es decir, de graficas de ecuaciones de la forma y = cx 2 + dx + e, en vez 
de trapecios, como aproximaciones a la grafica de /. Si Pq(x 09 y 0 ) 9 P\(x {9 y x ) y 
P 2 (* 2 , yi) son puntos de una parabola tales que x 0 < x { < x 2i entonces sustituyendo 
sucesivamente las coordenadas de P 0 , P x y P 2 en la ecuaci6n, se obtienen tres ecuacio¬ 
nes para evaluar c t d ye. Como un caso especial, supongamos que h, y 0 , y\ y y 2 son 
positivos y consideremos los puntos P 0 (-/i, yo), fMO, y 1 ) y P 2 (/i, y 2 ) t segun se ilustra 
en la Figura 5.26. 

J h , v . cx 3 dx 2 1* h _ ,, 

h (cx 2 + dx + e) dx = — -f -y + ex = - (2c/i 2 + 6e). 

Puesto que las coordenadas de P 0 (-/i, y 0 ) t P|(0, y x ) y P 2 (/i, .y 2 ) son soluciones dey = 
cat 2 + dx + e, por sustitucidn, se tiene 

y 0 = til 2 — dh + e 
y 2 = ch 2 + dh + e. 


En consecuencia, y 0 + 4 y x + y 2 = 4- 6e 

y ^ = - (y 0 + 4 yi + y 2 ). 


Si se trasladan horizontalmente los puntos P 0 , P\ y P 2 , como se muestra en la Figu¬ 
ra 5.27, el area bajo la grafica no cambia. Por lo tanto, la fdrmula anterior para A 
es valida para cualesquiera puntos P 0 , P\ y P 2 , siempre y cuando x x - x 0 = x 2 - x,. 

Si f(x) > 0 en [a 9 b] 9 la Regia de Simpson se obtiene considerando la integral 
definida como el &rea bajo la grdfica de / entre a y b. Asi, sea n un entero par y 
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FIGURA 5,27 
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h = (b- a)/n. Se divide ei intervalo [a, b]enn subintervalos de longitud ft escogien- 

do numeros a = Xq, Jfj. . = b. Sea P k {x k , y k ) el punto de la grdfica de / con 

abscisa **, como se presenta en la Figura 5.28. 


FIGURA 5.28 



Si el arco que pasa por Pq> P^ y P 2 se aproxima por la grdfica de una ecuacion y = 
cx 2 + dx + e entonces, como se vio anteriormente, el drea bajo la grdfica de /entre 
x 0 y x 2 es aproximadamente igual a 

y (JF'o + 4y, + y 2 ). 

Usando el arco que pasa por P 2 > ^3 y Pt, se ve que el area bajo la grafica de /entre 
x 2 y jc 4 es aproximadamente igual a 

y (^2 + 4y 3 + y 4 ). 

Se continua de esta manera hasta llegar a la ultima triada de puntos Pi-2. Pi-1> Pn y 
a la correspondiente estimacion del area bajo la grafica, que es 

+ 4y „-1 + y,)- 

Sumando estas estimaciones se obtiene 

fix -1 dx as * (y 0 + 4y , + 2y 2 + 4y 3 + • * ■ + 2y„_ 2 + 4 y„_, + yj 
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que es la misma suma que en (5.37). Si /toma valores negativos para algunas x en [a, b], 
se pueden usar areas con signo negativo para establecer la Regia de Simpson. 

El siguiente resultado es analogo a (5.36). 


EST1MACION DEL (5.38) 
ERROR EN LA REGLA 
DE SIMPSON 


Si M es un numero real positivo tal que | / <4> (x)| < M 
para todo x en [a, fe), entonces el error que se comete 
al servirse de la Regia de Simpson (5.37) no es mayor que 
M(b - fl) 5 /(180n 4 ). 


EJEMPLO 2 Usar la Regia de Simpson con n = 10 para obtener un valor aproxima- 
do de j^Cl/j <)dx. Calcular el error de la aproximacidn. 

Solucion fista es la misma integral del Ejemplo 1. Ordenamos el trabajo como si- 
gue. La colunyia m contiene el coeficiente de f(x k ) en la Regia de Simpson (5.37). 


k 


/(*„> 

m 


0 

1.0 

1.000000000 

l 

1.000000000 

1 

1.1 

0.909090909 

4 

3.636363636 

2 

1.2 

0.833333333 

2 

1.666666666 

3 

1.3 

0.769230769 

4 

3.076923078 

4 

1.4 

0.714285714 

2 

1.428571428 

5 

1.5 

0.666666667 

4 

2.666666668 

6 

1.6 

0.625000000 

2 

1.250000000 

7 

1.7 

0.588235294 

4 

2.352941176 

8 

1.8 

0.555555556 

2 

1.111111112 

9 

1.9 

0.526315790 

4 

2.105263160 

10 

2.0 

0.500000000 

1 

0.500000000 


La suma de los numeros en la ultima columna es 20.794506924. Como 

b-a _ 2- l 
3n ~ 30 ’ 


de (5.37) resulta que 




(20.794506924) 


0.693150231. 


Usaremos (5.38) para calcular el error de la aproximacion. Si f(x) = \/x, enton¬ 
ces f (4> (x) = 24/jc 5 . Como f ,4) (x) en el intervalo [1, 2] alcanza su maximo valor en 
X = 1; por lo tanto, 

|/< 4 >(x)|<-?i=24. 

Aplicando (5.38) con M = 24, se aprecia que el error maximo de la aproximacidn no 
es mayor que 


24(2 - l) 5 
180(I0) 4 


2 

150000 < 


0.00002. 
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Notese que este error es mucho menor que el que se obtuvo con la Regia del Trapecio 
en el Ejemplo 1. • K 

A1 principio de esta seccion, se vio que una integral definida puede estimarse con 
sumas de Riemann f(w k ) A* y se considero el caso especial en que w, era el extre- 

U^ q H Uie r rd0 M° S dere< \ ho) del ^simo subintervalo [**_„ x k \ de una particidn uni- 
orme de [a, ft). Otro metodo consiste en elegir w k como el punto medio de [**_,, x k \. 
Esto conduce a la siguiente regia. 


t 


REGLA DEL (5.39) 
PUNTO MEDIO 


Si /es continua en [a, ft] y a = Xq, x, .x„ = ft de- 

termina una particidn uniforme de [a y b\ y entonces 

£f(x)dx * [/(X,) + f(x 2 ) + • • • + /(*„)] 

en donde x k = (x*_j + x k )/2 resulta ser el punto medio 

C * e x k \• 


Para demostrar (5.39) basta notar que Ax = (ft - a )/n para todo k. Se puede probar 
que si M es un numero real positive y que |/"(x)| < M para todo * en ]a, ft], 

!T" CeS que se comete al usar la Regia del Punto Medio no es mayor que 

M(b - tf)V(24rr). ^ 


EJEMPLO 3 Usar la Regia del Punto Medio con n = 10 para obtener un valor apro- 
ximado de (l/x)dx. 


Sollicion La integral es la misma que se considero en los ejemplos anteriores Co¬ 
mo la particidn estddeterminada por 1, 1.1, 1.2, .... 1.9, 2, los puntos medios de los 
subintervalos son 1.05, 1.15. 1.95 y la Regia del Punto Medio da 


r_L + 

1 

1 

_i 

1 

1 

1 

I 

|_1.05 + 

1.15 

1.25 

1.35 + 

L45 + 

L55 + 

L65 


1 1 1 1 
+ 1.75 + Til + L95j‘ 

Puede verificarse que esto brinda un valor aproximado de 0.693. • 


U.. 


5.29 





- 


+ 

5 


x 


Uno de los aspectos importantes de la integracidn nume¬ 
rica es que se puede emplear para estimar la integral definida 
de una funcidn descrita por medio de una tabla o de una grd- 
fica. Por ejemplo, supongamos que experimentalmente se 


X 

i.O 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 

3.5 

4.0 

y 

3.1 

4.0 

4.2 

3.8 

2.9 

2.8 

2.7 


descubre que dos variables fisicas xyy estan relacionadas co¬ 
mo se muestra en la tabla precedente. En la Figura 5.29 
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se han marcado los puntos (x y y). Si se considera a y como una funcion de x y es decir, 
y = /(*) con / continua, entonces la integral definida ft f(x)dx podria representar 
una cantidad fisica. En este caso, la integral puede estimarse sin conocer una forma 
explicita para f(x). En particular, utilizando la Regia del Trapecio (5.35) con n = 6 
y (b - a)/(2n) = (4 - 1)/12 = 0.25, se tiene 

J*/(x) dx » 0.25[3.1 + 2(4.0) + 2(4.2) + 2(3.8) + 2(2.9) + 2(2.8) + 2.7] 

35 10.3. 

Como el numero de subdivisiones es par, tambibn se podna estimar la integral por me¬ 
dio de la Regia de Simpson. 


EJERCICIOS 5.6 


Ejercicios 1-8: Use (a) la Regia del Trapecio y (b) la 
Regia de Simpson con el valor de n indicado, para es¬ 
timar las integrales definidas. Aplique valores aproxi- 
mados de /( x k ) que tengan una precisibn de cuatro 
decimales y redondee sus respuestas a dos decimales. 
(Se recomienda usar una calculadora en estos ejer¬ 
cicios.) 

1. f 4 — dx y n = 6 2. f 3 -r ~— n — 8 

Jl X J° 1 + X 


3. 






dx, n 


4 


4. J7 V 1 + x 3 dx, n - 4 


6 . 


4 + x' 


dx, H = 10 


v'4 - . 


dx, n = 6 


ro < 

Jo 


7. J ( 3/1 </x 2 + 8 dx, n = 6 

*• J *' 1 x^TT dx ' n = 4 


9-12. Repita los Ejercicios 1-4 usando la Regia del 
Punto Medio. 

13. Use la Regia del Trapecio con (b - a)/n = 0.1 
para demostrar 

r l '-dx<\<r'- dx . 

Jl X Jl X 

14. Encuentre cotas superiores para los errores en las 
partes (a) y (b) del Ejercicio 1. 

Ejercicios 15-16: Suponga que las tablas representan 
valores de dos variables fisicas xy y obtenidos expe- 


rimentalmente. Suponiendo que >> = f(x) con /con¬ 
tinua, estime ft fix) dx por medio de (a) la Regia del 
Trapecio, (b) la Regia de Simpson. 


X 

y 

16. x 

y 

2.00 

4.12 

2.0 

12.1 

2.25 

3.76 

2.2 

11.4 

2.50 

3.21 

2.4 

9.7 

2.75 

3.58 

2.6 

8.4 

3.00 

3.94 

2.8 

6.3 

3.25 

4.15 

3.0 

6.2 

3.50 

4.69 

3.2 

5.8 

3.75 

5.44 

3.4 

5.4 

4.00 

7.52 

3.6 

5.1 



3.8 

5.9 



4.0 

5.6 


17. La grdfica de la figura fue trazada por un ins¬ 
trument© que mide una cantidad fisica. Estime 
las ordenadas de algunos puntos de la gr&fica y 
calcule aproximadamente el drea de la regibn 
sombreada sirviendose de (con n - 6) (a) la Re¬ 
gia del Trapecio, (b) la Regia de Simpson, (c) la 
Regia del Punto Medio. 


EJERCICIO 17 

40 

30 

20 

10 





I 2 3 4 5 6 7 * 


18. Un lago artificial tiene la forma que se indica en 
la figura. Las medidas marcadas se tomaron con 
una separacion de 20 pie. Use la Regia del Tra¬ 
pecio para calcular aproximadamente el £rea de 
la superficie del lago. 



















5.7 Repaso 


DERCICIO 18 



19. Uno de los aspectos importantes en la adminis- 
tracibn del agua es la produccibn de datos con- 
fiables sobre el flujo de la corriente , el numero 
de metros cubicos por segundo que pasan a tra- 
ves de una seccibn fluvial de la corriente. Un pri¬ 
mer paso para hacer esto consiste en determinar 
la velocidad media v x a una distancia de x me¬ 
tros de la ribera (v£ase la figura). Si D es la pro- 
tundidad en un punto a x metros de la ribera y 
v( es la velocidad (en m/s) a una profundidad 
de y metros, entonces 

1 rD 

v ' = dS° * y)dy 

(vease la Definicibn (5.21)). El Metodo de los Seis 
Puntos usa lecturas de la velocidad en la super- 
ficie, a profundidades 0.2D, 0.4£>, 0.6£>, 0.8 D 
y cerca del fondo del rio, y luego utiliza la Regia 

feaaao 19 


- L melon— — 

x melon-- 
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del Trapecio para estimar v x . A partir de k* da¬ 
tos de la tabla siguiente, calcule r,. 


y(m) 

0 0.2 D 0.4D 0.60 0.80 0 

fly) (m/s) 

0.28 0.23 0.19 0.17 0.13 0.02 


20. Consulte el Ejercicio 19. El flujo de la corriente 
F (en m 3 /s) se puede calcular usando la fbrmula 

F = v x D{ x) dx 

en la que D(x) es la profundidad del rio a x me¬ 
tros de la ribera y L es la longitud de una seccibn 
transversal del rio. A partir de los datos de la ta¬ 
bla siguiente, estime Fvali^ndose de la Regia de 
Simpson. 


x (m) 

0 3 6 9 12 15 18 21 24 

D(x)<m) 

0 0.51 0.73 1.61 2.11 2.02 1.53 0.64 0 

v x (m/s) 

0 0.09 0.18 0.21 0.36 0.32 0.19 0.11 0 


Ejercicios 21-22: Encuentre el minimo entero n para 
el que el error en la estimacion de la integral definida 
sea menor que el valor indicado, si se emplea (a) la 
Regia del Trapecio, (b) la Regia de Simpson. 

21. jy (1/x) dx\ 0.0001 

22. J 0 3 (l + xy' dx: 0.001 

23. Demuestre que si f(x) es un polinomio de gra- 

do menor que cuatro, entonces la Regia de Simp¬ 
son da el valor exacto de /(jr) dx . 

24. Demuestre que si / es continua, no negativa y 

/ (x) > 0 en todo [ a , d], entonces f(x)dx 

es menor que el numero dado por la Regia del 
Trapecio. 


REPASO 


na o discuta !o siguiente. 

El &rea bajo la griifica de una funcion continua 

5. 

iJJpU ?/<"*>***-/• 

no negativa / entre a y b. 

6. 

La integral definida de / entre a y b. 

Particibn de [a, b\. 

7. 

Limites inferior y superior de integracion 

Norma de una particibn. 

8 . 

Integrando. 

Suma de Riemann. 

9. 

Propiedades de la integral definida. 
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10. Teorema del Valor Medio para Integrates Defi- 
nidas. 

11. Valor medio de una funcion. 

12. Teorema Fundamental del Cdlculo. 

13. Integral indefinida. 

14. Constante de integracidn. 

EJERCICIOS 5.7 

Ejercicios 1-3: Calcule la suma. 

5 50 4 

I. Z<fc 2 + 3) 2. I 8 3. Z (-I./2)*- 2 

*~1 Jk = l 4 = 0 

4. Sea f{x) = 1 - x 2 definida en el intervalo 
[-2, 3] y sea P la partition uniforme de [-2, 3] 
en cinco subintervalos iguales. Encuentre la su¬ 
ma de Riemann R P si / se evalua en el punto 
medio de cada subintervalo. 

5. Repita el Ejercicio 4 para el caso en que /se eva¬ 
lua en el extremo derecho de cada subintervalo. 

6. Sea ff (x 2 + 2x - 5 )dx. Halle (a) numeros que 
satisfagan la conclusidn del Teorema del Valor 
Medio (5.20) y (b) el valor medio de x 2 + 2x - 
5 en [1, 4). 

Ejercicios 7-36: Evalue la integral indicada*. 


7 - J 

f 0 ‘ v' 8x 7 dx 

8. 

J </5r + 1 dt 

9. 1 

f.'urP 

10. 

J" (x 2 + 4) 2 dx 

11. 

f(l — 2x 2 ) 3 x dx 

12. 

J i[x 

13. 

f 2 ^±l dw 

14. 

r'P 

15. 

f ~r =— P 

J V*(l + sfx) 2 



16. 

f 2x2 ~ x - 6 dx 

Ji X -1- 2 



17. 

J(3 — 2x — 5x 3 ) dx 

18. 

. f(y + y~ l ) 2 dy 

19. 

J o 2 xVx 3 + I dx 



20. 

j* 3 x 2 yjx* + x dx 




15. Regia de la Potencia para integrales. 

16. Cambio de variable. 

17. Regia del Trapecio. 

18. Regia de Simpson. 

19. Regia del Punto Medio. 


21 . J(4r + 1)(4/ 2 + 2t - 7) 2 dt 22. J —^ do 

23. j(2x~ i -3x- 1 )dx 

24. + 7<fr 

75. ^ D x v (a‘ f l)/(x + 2) dx 

26. J D, (2x 3 + 3x 2 - 4x - 5) dx 

27. J D„ <// + 2y 2 + I dy 

28. JJ D x (x 2 / v /3x + 4) dx 

29. D x j* (x 3 + x 2 — 7) 5 dx 

30. D, Jj(x 2 + l)‘°dx 

31. Determine Ji° %/l + x 4 dx usando (a) la Regia 
del trapecio con n = 5 y (b) la Regia de Simp- 
son con n = 8. Use valores aproximados de 
f(x k ) con una precisidn de cuatro decimales y 
redondee sus respuestas a dos decimales. 

32. Sea /(x) = x 4 \/x 5 + 4. Ca\cu\e e\ area de \a re- 
gidn bajo la gr&fica de / entre 0 y 2. 

33. Calcule el &rea de la regidn bajo la grdfica de 
y = x */(x 4 + l) 2 , entre x = 1 y x = 2. 

34. Demuestre que el £rea de un triangulo rectdngu- 
lo de altura a y base b es | ab y usando una inte¬ 
gral definida. (Sugerencia: Ponga los vertices en 
los puntos (0, 0), ( b , 0) y ( b , a).) 

35. Para registrar la contaminacidn termica de un rio, 
un bidlogo toma lecturas de la temperatura (en 
°F) cada hora entre las 9 a m y las 5 p.m. Los 
resultados se muestran en la tabla siguiente. 




















5.7 Repaso 


871 


Haga uso de la Regia de Simpson y la Definicion 
(5.21) para calcular aproximadamente la tempe- 
ratura media del agua entre las 9 a.m. y las 
5 P.M. 


36. Sea G la funcidn de ganancia de un producto. 
Demuestre que la ganancia media G(n)/n al pro- 
ducir n unidades, es igual al valor medio de la 
funcidn de ganancia marginal en [0, n J. 



L 


APUCACIONES DE LA INTEGRAL 
DEFINIDA 


integral definida es util para resolver amplla variedad 
de problemas. En este capitulo estudiaremos su aplicacion a 
problemas sobre area, volumen, longitud de una curva, 
superficies de revolucion, trabajo, fuerza ejercida por un Ifquido, 
centro de masa y sobre muchos otros campos de la fisica, la 
ingeniena, la biologfa y la economfa. 
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CAPITULO 6 • APUCACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


6.1 


Si /es una funci6n continua y no negativa en un intervalo cerrado [a, ft], entonces 
por el Teorema (5.11), el Area bajo la grafica de /entre a y ft esta dada por \ a f(x)dx. 
Si g es otra de estas funciones y si /(x) a g(x) para todo x en [a, ft], entonces el Area 
A de la region acotada por las grdficas de /, g, x = a y x = ft (vease la Figura 6.1) 
se puede calcular restando el area bajo la grafica de g al drea bajo (a grafica de f, es dear, 

A = J o * f(x) dx - £ g{x) dx = £ [/(x) - »(x)] dx. 

Esta fdrmula para A es vdlida tambien cuando / o g son negativas para algunos 
x en [a, ft], como se ilustra en la Figura 6.2. Para verificar esto, se escoge un numero 
negativo d menor que el minimo de g en [a, ft] y se definen las dos funciones /, y 0, por 

/,(x) = /(x) - d, 3i(x) = g(x) - d 

para todo x en [a, ft]. Como d es negativo, los valores de /, y g , se obtienen sumandc 
el numero positivo -d a los valores de fy g, respectivamente. Esto equivale a elevar 
las grdficas de fy g una distancia |d|, con lo que se obtiene una regidn con la misma 
forma y area de la regidn original pero que se encuentra toda ella arriba del eje x (vease 
la Figura 6.3). 

Si A es el £rea de la regidn en la Figura 6.3, entonces 

a = £ [.AW - f/iW] dx 
= £ {[/(x) -d]- [gW - d}} dx 

= J* [/(x) - 3(x»] dx. 

La discusidn anterior se puede resumir como sigue. 


TEOREMA (6.1) 


Si / y g son continuas y /(x) 2 3(x) para todo x en 
[a, ft], entonces el drea A de la regidn acotada por las 
grdficas de /, g, x = a y x = ft, es 

A = £ [/(x) - g(x)] dx. 


a 




FIGURA 6.1 


FIGURA 6.2 


FIGURA 6.3 



































La formula para A en el Teorema (6.1) se puede interpretar como un limite de su- 

SrS !r W , = / (X) ~ g(X) ' para cada w en [a ' bl h(w) es la distancia ver- 

in Jr I t gT t n fygenx = * Como sehizo al estudiar las sumas de Riemann 
Capitulo 5, sea P una particion de [a, b] determinada por los numeros a = x* 

’ x ". 7 b ’ Para cada k ' Ax * = *k - •**-!• Sea w k un niimero arbitrario en e’l 
x-esimo subintervalo [x*_„ x k ] de P. Por la definicidn de h, 

h(w k ) Ax k = [/(w k ) - r/(w k )] Ax k , 

que es el drea de un rectangulo de longitud f(w k ) - g(w k ) y anchura Ax, (vease la Fi- 
gura 6.4). 


FIGURA 6.4 



La suma de Riemann 

X h ( w k) = X [/( w k) - 9 (w k )] Ax k 

es la suma de las dreas de todos los rectangulos representados en la Figura 6.4 y se pue¬ 
de considerar una aproximacidn al drea de la regidn acotada por las graficas de fy 
g entre x = a y x = b. Por la definition de la integral definida, 

lim £* , ( vv k)A*k= ( h h(x)dx. 

II F* || —0 k 

Usando la definicidn de h se obtiene 

( 6 . 2 ) A = lint V [/(tv k ) - g(w k )] Ax k = f* [/(x) - s(x)] dx. 

II 11 -♦ 0 k 


Cuando se usa (6.2) para calcular areas, se piensa inicialmente en aproximar la re¬ 
gion por medio de rectingulos, como en la Figura 6.4. Luego de escribir una fdrmula 
para el area de un rectangulo tipico, se suman las areas de todos esos rectangulos y se 
calcula el limite de estas sumas, como se ilustra en los siguientes ejemplos. 


EJEMPLO 1 Calcular el area de la regidn acotada por las graficas de las ecuaciones 
y = x 2 y y = Vx. 
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FIG UR A 6.5 


Solucion Usaremos el enfoque de las sumas de Riemann. 
La regidn est£ indicada en la Figura 6.5 junto con un r^ctdn- 
gulo tipico. Los puntos (0, 0) y (1, 1) en donde las dos gr£fi- 
cas se intersecan pueden localizarse resolviendo simultanea- 
mente las ecuaciones y = x 2 y y = \fx. La longitud de un 
rectangulo tipico esta dada por 4w k - w * 2 y su £rea por 
(Vvv* - w k )Ax k . Usando (6.2) con a = 0 y b = 1 , 

A = h'm £ “ w k) 

IIHI-o k 

= (v/x — x 2 ) dx = (x l/2 — x 2 ) dx 

= T— _ -1 = l - 1 - I 

“[3/2 3 J 0 3 3 — 3 


El drea tambi 6 n se puede calcular mediante el Teorema (6.1) con /(x) = yfx y g(x) = 


Como se ilustra en el Ejemplo 1, para calcular areas usando limites de sumas, con- 
viene comenzar por trazar un esquema de la region con al menos uno de los rect£ngulos 
tipicos, anotando en 61 los simbolos apropiados. La raz 6 n por la que conviene trabajar 
con sumas en vez de aplicar directamente la fdrmula del Teorema (6.1) es que m£s ade- 
Iante, para calcular muchas otras cantidades fisicas y matem&ticas, se utilizan procesos 
de limite muy semejantes. Resolver los problemas de areas usando limites de sumas con- 
tribuir^ a entender mds fdcilmente las aplicaciones futuras. Al mismo tiempo, ayuda 
a profundizar en el significado de la integral definida. 


FIGURA 6.6 



EJEMPLO 2 Calcular el £rea de la region acotada por las 
grdficas de y + x 2 = 6 y y + 2x - 3 = 0. 

Solucion La regidn se indica en la Figura 6.6 junto con 
un rectangulo tipico. Los puntos de interseccidn (-1, 5) y 
(3, -3) de las dos grdficas se pueden encontrar resolviendo 
las ecuaciones como simultaneas. Para usar el Teorema (6.1) 
o el ( 6 . 2 ) es necesario despejar y en cada ecuacidn en t 6 rmi- 
nos de x y con lo que se obtiene 

y = 6 - x 2 y y = 3 - 2x. 

Entonces, las funciones / y g estan dadas por 

f(x) = 6 - x 2 y g(x) = 3 - 2x. 


Como se muestra en la Figura 6 . 6 , la longitud de un rectangulo tipico es 


(6 - w l) - (3 - 2w k ) 















6.1 Area 


donde w k es algun numero del &-6simo subintervalo de la particion P de |—1, 3). El ire 
de este rectangulo es 


[(6 - w}) - (3 - 2w*)] Ax*. 


Aplicando (6.2), 


A = lim £ [* 6 “ “ ( 3 — 2lv k)] Ax* 

||P||-0 k 


= J 3 , [(6 — x 2 ) — (3 — 2x)] dx 
= J 3 ( (3 — x 2 + 2x) dx 




32 

_ • 

3 


Cuando ya se entienda completamente el metodo del Hmite de sumas ilustrado en 
los Ejemplos 1 y 2, se podrd pasar directamente a plantear la integral sin detenerse 
en la parte de los subindices y la suma. Asi, en el Ejemplo 2, se puede considerar 
a dvcomo la anchura de un rectangulo tipico. La longitud del rect&ngulo se representa 
con la distancia 


(6 - x 2 ) - (3 - 2x) 

entre la frontera superior de la regidn y la inferior, para un numero arbitrario x en [-1, 3]. 
Entonces el area del rectangulo puede representarse sin usar subindices por 

[(6 - x 2 ) - (3 - 2x)] dx. 

Escribir el signo de integral f 3 i antes de esta expresion puede considerarse como tomar 
la suma de todos estos terminos haciendo que al mismo tiempo la anchura de los rec- 
tangulos tienda a 0. 

Como uno de los objetivos de este capitulo es destacar la definicion de la integral 
determinada o definida (5.8), continuaremos usando limites de sumas en muchos de 
los ejemplos restantes. El simbolo w k que se utiliza en las soluciones siempre denota 
un numero en el k-e simo subintervalo de una particion. Quienes deseen usar la nota- 
ci6n sin subindices, pueden (si el profesor lo permite) pasar directamente a la integral 
definida que sigue de un enunciado con el limite de una suma. 

El siguiente ejemplo muestra que para calcular un drea, a veces es necesario dividir 
una regidn y usar el Teorema (6.1) o el (6.2) mas de una vez. 

EJEMPLO 3 Calcular el area de la region R acotada por las graficas de y - x = 6, 
y - X s = 0 y 2y + x = 0. 

Solucion En la Figura 6.7 se tienen las graficas y la region. En cada ecuacion se 
ha despejado y en terminos de x para que se puedan reconocer f&cilmente las funciones 
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(-4 


F1GURA 6.7 

47 


( 2 . 8 ) 


FIGURA 6.8 



cuyas grdficas acotan la region. Se sefialan dos rectangulos tipicos que van de la fronte- 
ra inferior a la frontera superior de R. Como la frontera inferior consta de partes de 
dos graficas diferentes, no se puede evaluar el drea calculando una sola integral defini- 
da. Sin embargo, R se puede dividir en dos subregiones R\ y R 2 , como se muestra en 
la Figura 6.8, luego calcular el drea de cada region y sumar los resultados. 

Las fronteras superior e inferior de la regidn R\ son las rectas y=x+6yy= 
—x/2> respectivamente y asi, la longitud de un rectangulo tipico es 

(w* + 6) - (-w*/2). 


Aplicando (6.2), el drea A\ de R\ es 

>li = Urn £[(w k + 6)-( )|Ax k 

iipii-o k L \ 1 J J 

= 0 — (12 — 24)= 12. 


La regidn R 2 tiene la misma frontera superior y = x + 6 que pero la fronten 
inferior estd dada por y = x 3 . En este caso, la longitud de un rectangulo tipico es 

(w* + 6) - w} 

y el drea A 2 de R 2 es 

A 2 = Iim £ [( w * + 6 ) “ w k] & x k 

IIPII-O k 


= J 0 2 [(x + 6) - x 3 ] dx 



= (2 + 12 — 4) - 0 = 10. 


El area A de toda la regidn R es 

A = A, + A 2 = 12 + 10 * 22. 












6.1 


Area 
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FIGURA 6.9 



FIGURA 6.10 



_ Consid eremos ahora el area A de una region acotada por las grdficas de y = c, 
y ~ d,x = y x = g(y), donde/y r/son funcionescontinuas con /( v) > g<y) 
para todo y en [c, d] (vease la Figura 6.9). Como en la discusidn anterior pero inter- 
cambiando los papeles de x y y y se ve que 

A = J/ U(y) - g(y)] dy. 


Ahora se considera ay como la variable independiente y el procedimiento se llama inle- 
gracion con respeclo a y. El metodo usado en el Teorema (6.1) es una inteeracion con 
respecto a x. Como en la Figura 6.10, si se despeja de una ecuacion x en terminos de 
y de manera que x - f(y) y si se asigna un valor way, entonces /(w) es la abscisa 
del punto correspondiente sobre la grafica. 

Tambien pueden usarse limites de sumas para una region como la que se muestra 
en la Figura 6.11. En este caso se eligen puntos sobre el eje y con ordenadas y 0 , y u 
... , y„ tales que y 0 = c y y„ = d, con lo que se obtiene una particion del intervalo 
[c, d) en submtervalos de longitud Ay k = y k -y k . { . Para cada k se elige un numero 
Wk en ft* y se consideran rectdngulos horizontales con areas [/(w t ) - a(w.)l Av. 

como se ilustra en la Figura 6.11. Esto da 

4 = „So ? _ Ay k = ff [/(y) - g(y)] dy. 

La ultima igualdad es consecuencia de la definicidn de la integral definida. 


FIGURA 6.11 
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EJEMPLO 4 Calcular el area de la region acotada por las graficas de las ecuaciones 
ly 2 = X + 4 y X = y 2 . 

Solucion En las Figuras 6.12 y 6.13 aparecen esquemas de esta regidn. La Figura 
6.12 muestra los rectangulos verticals que se deben utilizar'si se integra con respecto 
a Jr, y la Figura 6.13 muestra los rectangulos horizontales que se deben usar si se integra 
con respecto a y. En la Figura 6.12 se ve que para calcular el area habria que usar varias 
integrales definidas. Pero en la Figura 6.13 se aprecia que si se integra con respecto 
ay, el area se puede calcular con una sola integracidn. Sean f(y) = y\ y( y ) = 2y 2 - 
4. Consultando la Figura 6.13, se ve que la longitud /(w*) - g{w k ) de un reetangulc 
horizontal es 

»k ~ (2w* - 4). 

Como la anchura es Ay*, el area del rectangulo es 

~ (2 tv* - 4)] Ay*. 


Por lo tanto, el area A es 


A = „Jj® 0 \ M - < 2vv ‘ ~ 4 >3 A >'t 

= J 2 2 [y 2 - (2 y 2 - 4)] dy 

*“ J? a ( 4 - y 2 My 



figura «.i* 


FIGURA 6.1 J 



De hecho, la integracion podrta simplificarse aun mds. Por ejemplo, como el eje x divi¬ 
de la regidn en dos partes con la misma area, basta calcular el area de la parte de la 
regidn que se encuentra arriba del eje jr y multiplicar por dos. Haciendo esto se obtien* 

A = 2 ty 2 “ < 2 y 2 ~ 4)] dy. 

(Vease el resultado acerca de funciones pares en el Ejemplo 6 de la Seccidn 5.5.) 

En esta seccidn se ha dado por supuesto que las graficas de las funciones (o ecu*. 
Clones) no se cruzan dentro del intervalo en consideracidn. Por ejemplo, en el Teoretn* 










6.1 Area 


($.1) se exige que f (*) ^ g(x) para todo x en [a y b]. Si las grdficas de fygse cruzan 
en un punto P(c, d), con a < c < b, y se desea calcular el area de la region acotada 
por las grAficas entre x = a y x = b, aun se pueden usar los metodos desarrollados 
en esta section pero se requieren dos integraciones, una sobre el intervalo [a, c] y otra 
sobre [c, b]. Esto se ilustra en la Figura 6.14, donde /( x) a g(x) en [a, c] y g(x) > 
f(x) en [c, b]. El Area A esta dada por 

A = A t + A 2 = £ [/(x) - g(x)] dx + £ [six) - /(x)] dx. 

Si las graficas se cruzan varias veces, entonces hay que usar varias integrales. En los 
Ejercicios 33-36 se presentan problemas donde las graficas se cruzan una o mas veces. 

Ocasionalmente, en las investigaciones cientlficas, algunas cantidades se interpre- 
tan como Areas. Esto sucede, por ejemplo, en la teoria de la elasticidad. Para probar 
la resistencia de un material, un investigador registra los valores de la deformacion (alar- 
gamiento) que corresponden a diferentes esfuerzos (cargas). El croquis de la Figura 6.15 
es un diagrama ti'pico de esfuerzo y deformacion para una muestra de un material elas- 
tico como el caucho (o hule) vulcanizado. (N6tese que los valores del esfuerzo corres¬ 
ponden a las marcas en la direccidn vertical.) En la figura se ve que cuando la carga 
aplicada al material (el esfuerzo) aumenta, el alargamiento (indicado por flechas en la 
grafica coloreada) aumenta hasta que el material se ha estirado a un tamaflo cinco ve¬ 
ces mayor que el original. Cuando la carga disminuye, el material regresa a su longitud 
original, pero a lo largo de otra grafica, que se muestra en negro en la figura. Este feno- 
meno se llama histeresis elastica. (Algo parecido ocurre en el estudio de los materiales 
magneticos, en donde se llama histeresis magnetica.) Las dos curvas de la figura for- 
man un lazo (o ciclo ) de histdresis del material. El area incluida dentro de este lazo es 
numencamente igual a la energia disipada dentro del material elastico (o magnetico) 
durante la prueba. En el caso del caucho vulcanizado, cuanto mayor sea el Area tanto 
mejor serd el material para absorber vibraciones. 


FIGURA 6.14 




ERCICIOS 6.1 

icios 1-20: Represente la regibn acotada por las 
ficas de las ecuaciones, muestre un rectingulo ti- 
vertical u horizontal y calcule el Area de la regibn. 

y= l/* 2 , -x 2 , x = 1, x = 2 


FIGURA 6.15 


Diagrama esfuerzo-deformacion 
de un material elastico 



2. y = >fx, y = -x, x = 1, x = 4 

3. y 2 = -x, x — y = 4, y = — 1, y = 2 

4. X = y 2 , y - x = 2, y = -2, y = 3 

5. y = x 2 + 1, y = 5 6. y = 4 - x 2 , y = - 4 
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lim Yw,' 2 Ay,; [-5,-2] 


S x 2 , y = 4x 


g. y = X 3 , y = X 1 


7. y 

9 . y . 1 - x 2 , y = X - 1 
10. X + y = 3, y + X 2 = 3 
it. y 2 = 4 + x. y 2 + X = 2 

12. x = y 2 . x - y - 2 = 0 

13. y = x, y = 3x, x + y = 4 

14. x-y+l-Q. 7x — y-n = 0, 2x + y + 2 = 0 

15. y = x J - x, y = 0 

16 . y = x 3 - x 2 - 6x. y = 0 

17. x = 4y - y 3 , x = 0 

18. x = y 2 ' 3 , x = y 2 

19 . y = xv'CT. y = 0 

20. y = x\[x*~—9, y = 0, x = 5 

21. Sea K la regi6n acotada por las grAficas de 
H x - 2y = 0, x - 2y - 4 = 0, y = 3 y y = 0- 

Grafique R y exprese su area /I como un l.m.te 
de sumas. Calcule A usando (a) integracidn y 
(b) una fdrmula de la geometria. 

22 Sea R la regibn acouda por las grAficas de x = 

T ? y x = 0. Represente R grAficamente y 
exprese su Area A como un Umite de sumas. Cal¬ 
cule A sin integrar. 

Fiercicios 23-24: Exprese el Area A de la regibn R aco¬ 
uda por las grAficas de la o las ecuaciones como un 
Umite de sumas. Calcule A sin integrar. 

23. (x - 4) 2 + y 1 = 9 

24. 2x + 3y = 6, x = 0, y = 0 

Ejercicios 25-32: La express es un limite de sumaS 
de Riemann de una funcibn ft n el mtervatola. b, 
que representa el Area A de una regton. Descnba 
regidn y calcule A. 

25. Km £(**’* + l * Ax * : t 0, 

nni-o k 

26 . Hm I(w,-w* 3 )Ax*; [0.1] 

IlFU-O k 

27. lim £ (4-w* 2 ) Ay*; [0.1] 

IIPII-O k _ 

28. Km £ 4- I Ay k ; [0< 0 

IlfU- 0 k 

29. Km £ [ w k/^ w k + Ax * ; *- 2, 5 -* 

II p u“*° * _ _ 

30. lim I(5 w*a/9W)Ax*: [I. 4 ] 

IIFH-0 k 

31. Km £ [(5 + >A^k)/V w k] A - v *’ 

IIFII-O k 


32. 

||F||-0 k 

Fiercicios 33-36: Calcule el irea de la regidn que » 
entre U< de / y « « 

lervalo la, *1- ( Sugerencia: Vease la Figura 6.1 .) 

33. /(x) = 6 - 3x 2 . six) = 3x; [0. 2] 

34. /(x) = x 1 — 4, (Kx) = x + 2; [1.4] 

35. /(x) = x 3 - 4x + 2, frtx) = 2; [ - L 3] 

36. /(x) = x 2 , a(x) = x 3 , [-1,2] 

37 En la figura se muestra la forma de un diagram: 

' particular de esfuerzo y deformacibn v^ase el ul- 
timo pArrafo de la seccibn). Estime las ordena- 
das de la grAfica y calcule aproximadamente e 
Area de la regibn acotada por el lazo de histire 

Js usando, conn = 6. (a) la Regia del Trapect. 

y (b) la Regia de Sin 



38. Suponga que los valores functonales de/y I c, 
aparecen en la tabla se obtuv.eron empmcamen- 
te Suponiendo que/y son contmuas, calcule 
aproximadamente el Area entre sus gntfica*V 
de x = l y x = 5 usando, con n = 8, (a) la Re 
gla del Trapecio y (b) la Regia de Simpson. 


X 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

3.5 4 

4.5 

5 J 

/(x) 

3.5 

2.5 

3 

4 

3.5 

2.5 2 

2 3 1 

y(x) 

1.5 

2 

2 

1.5 

l 

0.5 1 

1.5 

1 j 


39 En la figura se muestra una grAfica tipica de U 
fasa de crecimiento de los nibos. La menctona- 
da tasa R (en cm/abo) estA dada como una ftrn- 

cibn de la edad t en afios. 

(a) ;,QuA representa el Area bajo la grAfica de 

,= 10af = 15? 

(b) Use la Regia del Trapecio con n - 6 M 
tabla siguiente para estimar el Area en la par 

te (a). 























6.2 Solidos de revolucibn 


w 


t (aftos) 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

R (cm/afio) 

5.3 

5.2 

4.9 

6.5 

9.3 

7.0 


I EJERGGO 39 



41. La figura muestra el perfil de profundidad de una 
especie de zooplancton. La densidad p(x) (en 
cantidad por m 3 ) aparece como una funcibn de 


la profundidad x (en metros) del mar a la que s* 
tomb la muestra. La integral 

jr d% 

representa la cantidad total de zooplancton en la 
columna de agua , columna de 1 m 2 de base pro- 
yectada verticalmente desde el fondo oceanico. 
Obtenga un valor aproximado de esta integral 
usando la Regia de Simpson con n = 8. 

EJEROQO 40 



PROFUNDIDAD 


(m) 


6.2 


SOLIDOS DE REVOLUCION 


El volumen de un objeto desempefta un papel importante en muchos problemas de las 
ciencias fisicas, como los de determinar centros de masa y momentos de inercia. (Mbs 
adelante se estudiaran estos conceptos.) Como generalmente es muy difi'cil calcular el 
volumen de un objeto de forma irregular, comenzaremos con objetos de formas sim¬ 
ples. Dentro de esta categoria se incluyen los sblidos de revolucibn que se estudian en 
esta seccibn y en la siguiente. 

Si una regibn de un piano gira alrededor de una recta / del piano, genera un cuerpo 
geometrico solido que se llama sblido de revolucibn. La recta / se denomina eje de revo¬ 
lucibn. Si una regibn R acotada por la grbfica de una funcibn / continua no negativa, 
por el eje x y por las rectas verticales x = a y x = b (vease la Figura 6.16) gira alrede¬ 
dor del eje x y se genera un sblido como el que se muestra en la Figura 6.17. Por ejem- 
plo, si /es una funcibn constante, digamos, f(x) = k , entonces la regibn R es rectangular 
y el sblido que genera es un cilindro circular recto. Si la grbfica de /es una semicircun- 


F1GURA 6.16 * FIGURA 6.17 
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ferencia con los extremos de uno de sus diAmetros en los puntos ( a , 0) y (b, 0) con b > a y 
entonces el sdlido de revolucidn es una esfera con diAmetro b — a. Si la regidn dada 
es un tri Angulo rectAngulo con un cateto en el eje x y dos vertices en los puntos ( 0 , 0) 
y (b y 0), entonces genera un cono circular recto. 

Si un piano perpendicular al eje x corta al sdlido de la Figura 6.17, la interseccidn 
es una seccidn transversal circular. Si el piano pasa por el punto en el eje x con abscisa 
w, como se indica en la figura, entonces el radio del drculo es f(w) y su Area es 
x [/(w)] 2 . Se puede obtener una definicidn a partir del volumen de un sdlido de revo- 
lucidn como Aste usando sumas de Riemann como se emplearon para calcular Areas en 
la seccidn anterior. 

Sea /continua y no negativa en [ 0 , b], SeaX* f(w k )Ax k una suma de Riemann, 
donde w k es un numero arbitrario en el *-6simo subintervalo [x k - u x k ] de una parti- 
cidn P de [ 0 , b]. Esta es una suma de Areas de rectAngulos como los que se muestran 
en la Figura 6.18. El sdlido de revolucidn generado al girar este poligono rectangular 
alrededor del eje x se muestra en la Figura 6.19. 


FIGURA 6.18 


FIGURA 6.19 



Obsdrvese que el *-6simo rectAngulo genera un disco circular (o rodaja) (es decir, un 
cilindro circular recto de corta altura) cuyo radio de la base es f(w k ) y su altura, 0 
“grosor”, es Ax k = x k - x k -\. El volumen de este disco es igual al Area de su base mul- 
tiplicada por la altura, es decir, ir[f(w k )] 2 Ax k . La suma de los volumenes de todos 
estos discos es igual al volumen del sdlido que se muestra en la Figura 6.19 y estA dada por 

£ ”[/K )] 2 Ax,. 

Esta suma es una suma de Riemann para r [/(x)] 2 . Se ve que si ||/*|| tiende a cero, 
entonces la suma tiende al volumen del sdlido de revolucidn. Por lo tanto el volumen 
del sdlido de revolucidn se define como el limite de estas sumas. 


DEFINICION (6.3) 


Sea /continua en [ 0 , b] y sea R la regidn acotada por 
la grAfica de /, el eje x y las rectas verticales x = 0 y 
x = b. El volumen V del sdlido de revolucidn generado 
al girar R alrededor del eje x es 

rh 

V= lim X Jt[/(W,)] J Ax k = J n[/(x)] 2 dx 
Ill’ll - 0 ‘ Ja 

















6.2 Solidos dc revolucibn 


»1 


El hecho de que el limite de las sumas en la Definicibn (6.3) es igual a JJ x[f(x)] 2 dx 
se obtiene de la definicibn de la integral definida. De ahora en adelante, al considerar 
los limites de sumas de Riemann, no se enunciarbn explicitamente los significados de 
simbolos como \\P\\, w k y Ax k . M&s aun, en general no se especificardn las unidades 
de medida del volumen. Si la medida es centimetros, entonces el volumen resulta en 
cm 3 . Si x estb en pulgadas, entonces V estarb en pulg 3 , etcbtera. 

El requisito de que f(x) no sea negativo se omitib en la Definicibn (6.3). Si /es 
negativa para algunos x , como se ilustra en la Figura 6.20, y la regibn acotada por las 
grbficas de /, x = a, x = b y el eje x se hace girar alrededor de si mismo, se forma 
un sblido como el que se muestra en la Figura 6.21. Este sblido es el mismo que el que 
se genera haciendo girar la regidn bajo la grbfica de y - \ f(x) | entre ay b alrededor 
del eje x. Como |/(x)| 2 = [/(*)] 2 , el limite en la Definicidn (6.3) da el volumen. 


FIGURA 6.20 


FIGURA 6.21 




EJEMPLO 1 Sea f(x) - x 2 + 1. Calcular el volumen del sdlido de revolucidn que 
se genera al girar la regidn bajo la grafica de /entre x = -1 y x = 1 alrededor del eje x. 



Solucion El solido se muestra en la Figura 6.22 junto 
con un rectbngulo tipico y el disco que bste genera. Como 
el radio del disco es w k + 1, su volumen es 

»(**'* + l ) 2 A** 


y por la Definicidn (6.3), 

V = lim Y n(w k 2 + l) 2 Ax k 

IIPII-0 k 

= n(x 2 + l) 2 dx = n (x 4 + 2x 2 -h 1 )dx 




11.7 • 


Usando la simetria de la grdfica del Ejemplo 1 se podria calcular el volumen inte- 
grando de 0 a 1 y multiplicando el resultado por 2. 
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Para aplicar los m&odos anteriores a los sdlidos que se generan haciendo girar re- 
giones del piano alrededor del eje y , se debe integrar con respecto a y. Consideremos 
una regidn acotada por las rectas horizontales y - c y y = d> por el eje y y por la 
gr&fica de x = g(y ), donde g es una funcidn continua y no negativa en [c, d]. Si esta 
regidn gira alrededor del eje y, genera un sdlido cuyo volumen V se puede calcular in- 
tercambiando los papeles de x y y en la Definicidn (6.3). Asi, sea P la particidn del 

intervalo [c, d] determinada por los numeros c = yo* y\* •••*>'« = ^ ean = 
y k — y k _j y w k cualquier numero en el ^r-esimo subintervalo. Consideremos los rectan- 
gulos de longitud g(w k ) y altura A y k que se ilustran en la Figura 6.23. El sdlido gene- 
rado al girar estos rectangulos alrededor del eje y se ilustra en la Figura 6.24. 

El volumen del disco generado por el *-esimo rectdngulo es v[g(w k )] 2 Ay k . Me- 
diante un limite de sumas se obtiene 


(6*4) 



FIGURA 6.25 



EJEMPLO 2 La region acotada por el eje y y las grafica: 
dey = x i t y = 1 y v = 8 gira alrededor del eje y. Calcula. 
el volumen del sdlido resultante. 

Solucion El sdlido estd en la Figura 6.25 junto con u: 
disco generado por uno de los rectdngulos horizontales tip 
cos. Como vamos a integrar con respecto a y , despejamos 
de la ecuacion y = x l y obtenemos x = y l/3 . Si tomamo 
x = g(y) = y l/ 3 , entonces el radio del disco es g(w k ) = 
w k /3 y su volumen es ir(w k /3 ) 2 A y k . Aplicando (6.4) co 

g(y) = y u \ 


y= Hm Y, 7i ( w i /3 ) 2 &yk 

IIPII-0 k 






























6.2 S6Jidos de revolucion 


893 


- j; * - * j; jr*» 

-!«[/'•][-58.4. 

Consideremos ahora una regidn acotada por las rectas verticales x = a y x = b 
y por las grdficas de dos funciones continuas /y g con f(x) ;> g( x ) > 0 para todo 
x . en o], como se muestra en la Figura 6.26(i). Si esta region gira alrededor del 
eje x, genera el sdlido que se ilustra en (ii) de la figura. Ndtese que si g(x) > 0 para 
todo x en [a, b), entonces el solido tiene un hueco o agujero central. 

El volumen V puede calculate restando el volumen del sdlido generado por la re- 
gidn pequefla del volumen del sdlido generado por la regidn mis grande. Usando la 
Defimcion (6.3) se obtiene 

V = f 4/(x)] 2 dx - j; 4tf(-v)] 2 dx = j; 7r{[/(x)J 2 - [erf*)] 2 } dx. 

Esta ultima integral tiene una interpretaci6n interesante como limite de sumas. Como 
se ilustra en la Figura 6.26(iii), un rectdngulo que va de la grdfica de g a la gr£fica de 
/ pasando por los puntos con abscisa w k genera un sdlido en forma de arandela 
(o rondana) cuyo volumen es 

*[./K)] 2 A** - n[y(w k )] 2 Ax k = 7r{[/(w,)] 2 - [^(w k )] 2 } Ax*. 

Sumando los volumenes de todas las arandelas y tomando el limite, se obtiene la formula 
con la integral. A1 resolver problemas de este tipo, es conveniente usar la siguiente f6r- 
mula general. 


(6-5) 


Volumen de la arandela = 

x [(radio exterior) 2 - (radio interior) 2 ] • (espesor) 


En los problemas de integracidn el espesor est4 dado generalmente por Ax k o por Ay*. 
Para calcular el volumen se toma el limite de sumas de los volumenes de las arandelas. 
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EJEMPLO 3 La regi6n acotada por las gr£ficas de las ecuaciones x 1 = y - 2 y 2y - 
x — 2 = 0 y por las rectas verticales x = 0 y x = 1 giradas alrededor del eje x. Calcu- 
Jar el volumen del sdlido resultante. 

Solucion En la Figura 6.27 aparece la regidn con uno de ios rectdnguJos t/picos. 
Como queremos integrar con respecto a x, despejamos y de las dos primeras ecuacio¬ 
nes en t^rminos de x obteniendo >> = x 2 + 2y.y=ix+l.La arandela generada 
por el rectangulo esti ilustrada en la Figura 6.28. 


FIGURA 6.97 



FIGURA 6.23 



Como el radio exterior de la arandela es w} + 2 y su radio interior es | w* + 1 
por (6.5), su volumen es 

jr[(w^ + 2) 2 - (K + l) 2 ] Ax t . 

El limite de las sumas de estos volumenes da 


K = j* 0 ‘ n[(x 2 + 2) 2 -(ix+ D J ]dx 


HOUR A 6.M 



: 11 Jo + “ X + 3) dX 




EJEMPLO 4 Calcular el volumen del sblido generado al gi- 
rarVa regidn descrita en el Ejemplo 3 alrededor de la recta 

>> = 3. 

e.i.i^inn La reeidn y uno de los rectingulos aparecen 

SS.en i Xu.” junto c." «' * 0' 

v = 3 En la Figura 6.30 aparece la arandela generada por 
el rectangulo. Ndtese que los radios de la arandela son. 

Radio interior = 3 - (w 2 + 2) = 1 - w t • 

Radio exterior = 3 - (iw t + 1) = 2 - jhv 




















6.8 Sblidos de rcvolucidn 


FIGURA 6.30 



De acuerdo con (6.5), el volumen de la arandela es 
7t [(2 - H) 2 - (1 - w?) 2 ] bx k . 

El limite de las sumas de estos terminos es 

V = S»n[(2-ix) 2 -U-x 2 ) 2 ]dx 

= n J 0 * [(4 - 2x + ix 2 ) - (1 - 2x 2 + x 4 )] dx 
= n JJ (3 — 2x + Jx 2 — x 4 ) dx 


-•[-.©-a 

= n[3-l+J-|]=^jt% 8.01 


Intercambiando los papeles de x y y se pueden aplicar los metodos anteriores al 
cdlculo de volumenes de sdlidos generados cuando giran regiones planas alrededor del 
eje y, como se hace en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 5 La regidn en el primer cuadrante acotada por las gr&ficas de y = £x 3 
y y = 2x gira alrededor del eje y. Calcular el volumen del sdlido resultante. 

Solucion La Figura 6.31 muestra la regidn y uno de los rectdngulos tfpicos. Quere- 
mos integrar con respecto a y y por lo tanto despejamos en las ecuaciones dadas x en 
terminos de y, obteniendo 

x = \y y x = 2y 1/3 . 


Como se muestra ep la Figura 6.32, los radios interior y exterior de la arandela ge- 
nerada por el rectdngulo son \ w k y lwl n 9 respectivamente. Como el espesor es Ay*, 
a partir de (6.5) se obtiene que el volumen de la arandela es 

n [(2w* l/3 ) 2 - (iw k ) 2 ] A y k = n [4w 2/3 - iw 2 ] A y k . 

El limite de las sumas de estos terminos es 

v = So n [V ' 3 - i^ 2 ] dy = X [Vy 5/J - hy 3 ]l 

= *[¥ (8 5/3 ) - ,V (8 3 )] = W* * 107.2 


FIGURA 6.31 


FIGURA 6.38 



















CAPI'TULO 6 


apucaciones de la integral definida 


EJ ERCICI OS 6.2 

Ejercicios 1-12: Represente la regi6n R acotada por 
las grdficas de las ecuaciones y calcule el volumen del 
sdlido generado al girar R alrededor del eje indicado. 
Trace un rectiingulo tlpico asi como el disco o la aran- 
dela que genera. ( Observacidn: Aunque los sdlidos des- 
critos son objetos matemdticos, muchos de los objetos 
que se encuentran en la vida real tienen formas pa- 
recidas.) 

1# y - 1/x, X = 1, X = 3, y = 0; alrededor del 
eje x. 

2 y = Vx, y — 0, x = 4; alrededor del eje x. 

3 y = x 2 y = 2; alrededor del eje y. 

4 y = \/x , * = 0, y = 1, y = 3; alrededor del 
eje y. 

3 y _ x 2 - y = 0; alrededor del eje x. 

6 y = x 3 , x = -2, y = 0; alrededor del eje x. 

7 y i __ x 2y = x\ alrededor del eje y. 

g y = 2x, y = 4x 2 ; alrededor del eje y. 

9 ^ = x 2 , y = 4 - x 2 ; alrededor del eje x. 

10 x = y\ x 2 + y = 0; alrededor del eje x. 

11 x = y 2 , y - x + 2 = 0; alrededor del eje y. 

12 . x + y = 1, y * * + 1, x = 2; alrededor del 

eje y. 3 

13. La regibn acotada por las grificas de x = y » 
x = 8 y y = 0 gira alrededor de la recta x = 8. 
Calcule el volumen del sblido resultante. 

14. La regibn acotada por las gr&ficas de y = x y 
y - 1 gira alrededor de la recta y - L Calcule 
el volumen del sdlido resultante. 

15 La region descrita en el Ejercicio 13 gira alrede- 
' dor de la recta y = 3. Calcule el volumen del sd¬ 
lido resultante. 

16. La regidn descrita en el Ejercicio 14 gira alrede¬ 
dor de la recta x = 2. Determine el volumen del 
solido resultante. 

17. Calcule el volumen del sdlido generado al girar 
la regidn acotada por las gr&ficas de y = x y 
y = 4 (a) alrededor de la recta y = 4; (b) alre¬ 
dedor de la recta y = 5; (c) alrededor de la rec¬ 
ta x = 2. 

18. Calcule el volumen del sdlido generado al girar 
la regidn acotada por las gr&ficas de y = vx, 
y = 0 y x = 4 (a) alrededor de la recta x = 4; 
(b) alrededor de la recta x = 6; (c) alrededor de 
la recta y = 2. 


Ejercicios 19-24: Represente la regidn R acotada por 
las grificas de las ecuaciones en (a) y luego plantee 
las integrals (pero no las evalue) que se nqcesitan pa¬ 
ra calcular el volumen del sdlido que se obtiene al gi¬ 
rar R alrededor de la recta dada en (b). Como de 
costumbre, trace rectangulos tipicos y los discos o 
arandelas correspondientes. 

19. (a) y = x 3 , y = 4x 

(b) y = 8 

20. (a) y = x 3 , y = 4x 
(b) x = 4 

21 . (a) x + y = 3, y + X 2 = 3 
(b) x = 2 

22 . (a) y = l - x 2 . x - y = 1 

(b) y = 3 

23. (a) x 2 + y z = 1 
(b) x = 5 

24. (a) y * x 2 ' 3 , y = x 2 
(b) y = -1 

Ejercicios 25-28: Obtenga una formula para el vo¬ 
lumen del sdlido indicado usando una integral de- 
finida. 

25. Un cono circular recto de altura h y radio de la 
base r. 

26. Una esfera de radio r. 

27. Un cono circular recto truncado de altura h , ra¬ 
dio de la base inferior R y radio de la base supe¬ 
rior r. 

28. Un segmento esfdrico de altura h y radio de la 
esfera r. 

Ejercicios 29-30: La expresibn corresponde a un limi- 
te de sumas de una funcibn /definida en un inte ™f* 
lo [0, 11, que representa el volumen V de un solido 
de revolucibn. Describa el sblido y calcule V. 

29. Km L AXk 

Ilf*II—o k 

30. Km £ n{w k — w?) Ay* 

HFlI-o k 

31. Use la Regia del Trapecio con n = 6 para calcu¬ 
lar aproximadamente el volumen del sblido que 
se obtiene al girar la regibn que se muestra en la 
figura, alrededor del eje x. 


EJERC1CIO 31 


6.3 


Determinacion de volumenes mediante envolventes cilmdricos 


*97 



32. Use la Regia de Simpson con n - 8 para calcu- 
lar aproximadamente el volumen del sblido que 



se obtiene al girar la regibn indicada en la figu- 
ra, alrededor del eje x. 


L&J determinacion de volumenes mediante 

ENVOLVENTES CILINDRICAS 


HGURA 6.33 



Los metodos de la Seccion 6.2 son dificiles de aplicar en al- 
gunos casos. Hay otro metodo que usa anillos cilmdricos de 
poco grosor denominados envolventes (o cortezas), como se 
ilustra en la Figura 6.33. 

El volumen de una envolvente de radio exterior r 2 , ra¬ 
dio interior r, y altura h es xr\h - xrfh. Esta expresion tam- 
bi6n se puede escribir como 

n(rl - rf)h = n(r 2 + r,)(r 2 - rjh = h(r 2 - r,). 


r - ( r 2 + r,)/2 (el radio medio de la corteza), y sea Ar = r 2 - r, (el erosor 
misma). Entonces el volumen de la corteza es litrhAr. Por lo 


tanto. 


( 6 . 6 ) 


Volumen de una envolvente = 2ir(radio medio)(aItu- 
ra)(grosor). 


Sea / una funcibn continua y no negativa en [a, 6], donde 0 s a < b. Sea R la 
regibn acotada por la grdfica de /, el eje x y las rectas verticales x = a y x = b como 
se .lustra en la Figura 6.34(i). El sblido generado al girar R alrededor del eje^se'ilustra 
en (u) de la figura. Nbtese que si a > 0. entonces el sblido tiene un agujero. Sea P una 
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particibn de [a, b] y consideremos el rectdngulo cuya base es el intervalo, [x*_j, x k ] 
y su altura, /(w*), donde w* es el punto medio de [x*_j, **]• Cuando este rectdn- 
gulo gira alrededor del eje y entonces, como se ilustra en la Figura 6.34(iii), se obtiene 
una envolvente ciUndrica con radio medio w k , altura f(w k ) y espesor Ax k = x k - x*.,. 
Segun (6.6), su vo/umen es 

2 xw k f(w k ) Ax*. 

Sumando los volumenes correspondientes a todos los subintervalos de la particibn resulta 

£ 2rcw k /(w k ) Ax k . 

Esta suma representa el volumen de un sblido como el que se ilustra en la Figura 6.34(iv) 
Cuanto menor sea la norma ||P|| de la particibn, tanto mejor ser£ la aproximacibn a 
volumen V del sblido generado por R (que se muestra en (ii) de la figura) dada por li 
suma. Esto motiva la siguiente definicibn. 


DEFINICION (6.7) 


Sea / continua y no negativa en [a, b] para 0 ^ a < 
b. El volumen V del sblido de revolucibn generado al gi- 
rar la regibn acotada por las grdficas de /, x = a,x — b 
y el eje x, alrededor del eje y es 

V = | Um o ^2TW*/(w*)Ax* = 2irxf(x)dx. 


La ultima igualdad en la Definicibn (6.7) se obtiene de la definicibn de la integral 
definida (5.8). Puede demostrarse que cuando los mbtodos de la Seccibn 6.2 tam- 
bibn se pueden aplicar, entonces llevan al mismo resultado (vbase el Ejercicio 52 de la 
Seccibn 9.1). 


FIGURA 6.35 



EJEMPLO 1 La regibn acotada por la grbfica de y = 2x - 
x 2 y por el eje x gira alrededor del eje y. Calcular el volu 
men del sblido resultan^. 

Solucion La grdfica de y = 2x - x 2 (una parabola 
aparece en la Figura 6.35. En ella tambibn se muestran la re 
gibn que gira y la corteza generada por un rectangulo ti 
pico donde w k es el punto medio de fc-bsimo subintervah 
[x*_|, x*] de una particibn de [0, 2]. El radio medio de 1 j 
corteza es w*, la altura es 2w* - w$ y el espesor es Ax*. D 
acuerdo con (6.6), el volumen de la envolvente es 

27 rw k ( 2 w k — w k ) Ax k . 


Entonces, por la Definicibn (6.7), el volumen V del sblido es 
V = lim Y* 27rw k (2w k — w k ) Ax k 

IIPII-o k 











6.3 Determinacion de volumenes mediante envolventes cilfndricos 


w 


= J 0 2 2nx(2x - X 1 ) dx = 27t £ (2x 2 - x 3 ) dx 



Este volumen Ktambiin puede calculate usando arandelas, pero los cilculos son mis 

complicados porque hay que despejar x de la ecuacidn y - 2x - x 2 en tirminos 
de y. • 


EJEMPLO 2 La regidn acotada por las grificas de y = jc 2 y y = x + 2 gira 

— alr ededor de la recta x = 3. Expresar el volumen del sdlido resultante como una inte¬ 
gral definida. 


FIGURA 6.36 



Solucion La regidn se muestra en la Figura 6.36 junto 
con uno de los rectangulos tipicos; w k es el punto medio del 
Ar-6simo subintervalo x k ). En la Figura 6.37 se ilustra 
el anillo cilindrico generado por el rectdngulo. Esta ciscara 
tiene las siguientes dimensiones: 


altura = ( w k + 2) - w} 
radio medio = 3 - w k 
espesor = Ax k . 



FIGURA 6.37 


Entonces de acuerdo con (6.6), el volumen de la ciscara es 


2t( 3 - »*)[(** + 2) - w k ] Ax k . 

. El de las sumas de estos tirminos da 

v = , 2 ”0 ~ x){x + 2 -x 2 )dx . 


La integral definida del ejemplo anterior se podrfa evaluar multiplicando primero 
los factores del integrando y calculando despues la integral de cada termino. Como ya 
SC co " s,d f rado ta,es mtegraciones anteriormente, no seria muy instructive llevar 
a cabo todos los detalles. Por conveniencia, al proceso de expresar Ken tirminos de 
una integrai se le llamard plantear la integral para V. 

Intercambiando los papeles de x y y se pueden usar a veces las envolventes e integrar 
con respecto a y t como se ilustra en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 3 La regidn contenida en el primer cuadrante y acotada por la grifica de 
la ecuacidn x - 2y - y y por el eje y, gira alrededor del eje *. Plantear la integral 
para el volumen del solido resultante. 


















FIGURA 6.39 
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Colucion La regi6n se tiene en la Figura 6.38 junto con 

un rectangulo (horizontal) tipico La Figura6. oj^envol- 
corteza cilindrica generada por el rectangulo. D.cha envo 
vente tiene las siguientes dimensiones: 

altura = 2w* - 
radio medio = vv* 
espesor = A.y*. 

Entonces de acuerdo con (6.6), el volumen es 
2irtv*(2w* J - wi) Ay*- 
El limite de las sumas de estos terminos da 

V = 2ny(2y 3 - y 4 ) dy • 

Vale la pena notar que en el ejemplo anterior fue necesa- 
rio usar envolventes e integrar con respecto a >’ pues usar «*n- 
delas e>tegrar con respecto a x requerina desp^ar y de la 
ecuacidn x = 2y J - y\ cual-es muy dificil. 



EJERCICIOS 6.3 


Ejercicios 1-10: Represente la regi6n R acotada por 
las grdficas de las ecuaciones y aplique los mitodos 
de esta secc.on para calcular el volumen del sdhdoge- 
nerado al girar R alrededor del eje indicado. Trace un 
rectangulo tipico junto con la envolvente ctlmdnca que 
genera. 

1. y . Vx, x = 4 , y - 0 ; alrededor del eje y. 

1. y = 1/x, x = 1, x = 2, y = 0; alrededor del 
eje y. 

3 y = x 2 t y2 = 8x; alrededor del eje y. 

4 y = x 1 - 5x, y = alrededor del eje y. 

5 . 2 x-y- 12 = 0» x- 2>> - 3 = 0, x = 4 ; alrede¬ 
dor del eje y. 

6 . y = X J + 1, x + 2y = 2, x = 1; alrededor del 
eje y. 

7 x i _ 4 y^ y = 4 ; alrededor del eje x. 

8 v j _ x y = 3, x = 0; alrededor del eje x. 


, y m 2x, y = 6 , x = 0 ; alrededor del eje x. 

10 . 2 y = X. y = 4, x = 1; alrededor del eje x. 

11. La region acotada por las graficas de yx 2 = L 

„ _ i yy = 4 gira alrededor de la recta y 5. 
Calcule el volumen del sdlido resultante. 

12. La region acotada por las graficas de y - x, 

' 0 y = -1 yy = 1 gira alrededor de la rec- 

la y i 2. Calcule el volumen del sdlido re- 
sultante. 

13. Determine el volumen del sdlido generado al gi¬ 
rar la regidn acotada por las grdficas de y 

*2 + = o,x = 2yy = 0; (a) alrededor de 

la recta x = 3; (b) alrededor de la recta x - 1 • 

14. Determine el volumen del sdlido generado al gi¬ 
rar la regidn acotada por las grdftcas de y 

4 _ x 2 y y = 0; (a) alrededor de la recta x » 
(b) alrededor de la recta x - - 3 . 

15 -26. Use los metodos de esta seccidn para resolver 
los Ejercicios 17-28 de la Seccidn 6.2. 







302 CAPITULO 6 • APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

la Figura 6.41, es aproximadamente igual al volumen de un cilindro con drea de base 
A{w k ) y altura Ax*, es decir, A(w k ) Ax*. El volumen V del sdlido se puede aproximar 
por las sumas de Riemann 

£ ^(w^AXfc. 
k = 1 

Como la aproximacidn mejora cuando ||P|| disminuye, el vo¬ 
lumen V del sdlido se define como el limite de estas sumas. 


FORMULA PARA EL 
CALCULO DE VOLUMEN 
MEDIANTE ELEMENTOS 
DE SECCION 





Ax k = 

1 


j : am 


dx 




EJEMPLO 1 Calcular el volumen de la pirdmide recta de altura h con base cuadrada 
de lado a. 

Solucion Se determina una recta coordenada / a lo largo del eje de la pirdmide con 
el origen O en el vertice, como se muestra en la Figura 6.42. Las secciones transver- 
sales correspondientes a pianos perpendiculares a / son cuadrados. Si 0 £ x £ h f en- 
tonces el drea A(x) de la section transversal es 

A{x) = (2 y) 2 = 4 y 2 


FIGURA 6.48 




donde y es la distancia indicada en la figura. Usando tridn- 
gulos semejantes, 

y _ \a 
x h 


o bien 


y = 2h 


y por lo tanto, 
Aplicando (6.8), 


/t(x) = 4y 2 = 


, 4a 2 x 2 a 2 2 


' = Jo AWdx = io(p) 



TTll^rl = T" 


w 


EJEMPLO 2 Un sdlido tiene como base la regidn circular 
<en el piano xy acotada por la grdfica de x 2 + y 2 = a 2 , con 
a > 0. Las secciones transversales correspondientes a los pia¬ 
nos perpendiculares al eje x son todas tridngulos equildteros 
que tienen un lado contenido en la base del sdlido. Calcular 
el volumen. 

SolllCion La Figura 6.43 muestra una seccidn transver¬ 
sal tipica correspondiente al piano que pasa a x unidades del 
origen. Si el punto P(x, y) estd en la circunferencia y y > 
0, entonces las longitudes de los lados del triingulo equildtero son ly y la altura es V5 y. 
Por lo tanto, el area ,4(x) del tridngulo es 


/4(x) = i(2y)(V3y) = W = VV - x 1 ). 












6.4 Determinaci6n de volumenes por cortcs transversales 
Aplicando (6.8), obtenemos 
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EJERCICIOS 6.4 

1. La base de un sdlido es la regidn circular conte- 
nida en el piano xy acotada por la grAfica de 
x 2 + y 2 = a 2 y donde a > 0. Calcule el volu- 
men del sdlido suponiendo que todas las seccio- 
nes transversales correspondientes a pianos per- 
pendiculares al eje x son cuadrados. 

1 Resuelva el Ejercicio 1 suponiendo que las sec- 
ciones transversales son triAngulos isdsceles con 
su base en el piano xy y con altura igual a la lon- 
gitud de la base. 

La base de un sdlido es la regidn del piano xy aco¬ 
tada por las grAficas de y = 4 y y = x 2 . Calcule 
el volumen del sdlido suponiendo que las seccio- 
nes transversales que se obtienen al cortarlo con 
pianos perpendiculares al eje x son triAngulos rec- 
tangulos isosceles cuya hipotenusa estA en el pia¬ 
no xy. 

4 Resuelva el Ejercicio 3 suponiendo que las sec- 
ciones transversales son cuadrados. 

5 Calcule el volumen de una pirAmide como la de 
la Figura 6.42 suponiendo que su altura es h y 
que su base es un rectAngulo de lados ay la. 

* La base de un sdlido es la regidn en el piano xy 
acotada por las grAficas de y = x y y 2 = x. 
Calcule el volumen del sdlido suponiendo que las 
secciones que se obtienen al cortarlo con pianos 
perpendiculares al eje x son semicirculos cuyo diA- 
metro estA en el piano xy. 

La base de un sdlido es la regidn del piano xy aco- 
rada por las grAficas de y 2 = 4x y x = 4. Cal¬ 
cule el volumen del sdlido suponiendo que la 
seccidn que se obtiene al cortarlo con un piano 
perpendicular al eje y es un semidrculo. 

| La base de un sdlido es la regidn del piano xy aco- 
*-ada por las grAficas de x 2 = 16yyy = 2. Cal- 
roie el volumen del sdlido suponiendo que la 
* Kccidn que se obtiene al cortarlo con un piano 
f perpendicular al eje y es un triAngulo cuya altu- 
t ra es el doble de la longitud del lado contenido 
I cd el piano xy. 


9. Un tronco que tiene la forma de un cilindro cir¬ 
cular recto de radio a estA tendido de lado. Se 
le quita un pedazo en forma de cufla mediante 
un corte vertical y otro a un Angulo de 45°, de 
manera que la interseccidn de los cortes es un diA- 
metro del tronco (vAase la figura). Calcule el vo¬ 
lumen de la cufla. 

EJERCICIO 9 


10. Los ejes de dos cilindros circulares rectos de radio 
a se intersecan en Angulo recto. Calcule el volu¬ 
men del sdlido acotado por los cilindros. 

11. La base de un sdlido es la regidn circular del pia¬ 
no xy acotada por la grAfica de x 2 + y 2 - a 2 , 
donde a > 0. Calcule el volumen del sdlido su¬ 
poniendo que la seccidn que se obtiene al cortar¬ 
lo con un piano perpendicular al eje x es un 
triAngulo isdsceles de altura constante b. ( Su - 
gerencia: Interprete J 0 .,, v a 2 — x 2 dx como un 
Area.) 

12. Las secciones transversales que se obtienen al cor- 
tar un sdlido en forma de trompeta con pianos 
perpendiculares a su eje son drculos. Suponga 
que una seccidn que se encuentra a s centimetros 
del extremo menor del sdlido tiene un diAmetro 
de 15 + s 2 /90 centimetros y que la longitud del 
sdlido es de 60 cm. Calcule el volumen. 

13. Un tetraedro tiene tres caras perpendiculares en- 
tre si y tres aristas tambiAn perpendiculares de 2, 
3 y 4 cm de longitud, respectivamente. Calcule 
su volumen. 

14. Un sdlido esfArico de radio r se perfora y se hace 
un agujero que tiene un diAmetro d y de manera 
que el eje del hueco coincide con un diAmetro de 
la esfera. Calcule el volumen del sdlido resultante. 

15. La base de un sdlido es un triAngulo rectAngulo 
isdsceles cuyos lados iguales tienen longitud a. 
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Calcule el volumen suponiendo que las secciones 
transversales que son perpend.culares a ta base 
y a uno de los lados iguales son semidrculos. 

16 Repita el Ejercicio 15 suponiendo que las seccto- 
nesTmasversales son hexigonos regulares con un 

lado en la base. 

n. Un prisma, aide es un sdlido con la 

que las areas de las secciones que se obuenen 
cortarlo con pianos paralelos a un plano j y 
a una distancia x de este ultimo, estan dadas por 
ax 1 + bx + c, donde a, bye son numeros tea¬ 
ks. Demuestre que el volumen Kde un pnsma- 
toide est£ dado por 
h 
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nos paralelos a sus bases a la misma dis " de 
ellas, tienen la misma 4rea. entonces los sdl.dos 
tendran el mismo volumen (vfctse la figura). De- 
tre el teorema de Cavalieri. 

19 Demuestre que los mdodos de discos y arande- 
las'presentados en la Seccidn 6.2 son casos espe- 
dales de (6.8). 

20 Una piscina circular tiene un di4metro de 28 pie^ 
La profundidad del agua aumenta lentamente d 
3 pie en un punto /l en un lado de la p.scma 
a 9 pie en un punto B diametralmente opuesto 
,4 (vease la figura). La siguiente tabla muestra 
las medidas de las profundidades (en pres) oma- 
das'alo largo del didmetro A B, donde x es la dis- 
tanda (en pies) desde A. 


18. 


v = 4(8, + B* + 4B > 

6 

donde B, y fl 2 son las ireas de las bases, B es el 
4rea de la seccion parale.a a las bases que se en- 
cuentra a la mitad de la distancia entre ellas, y 
h es la distancia entre las bases. Demuestre que 
un cono circular recto truncado de altura * yCU ‘ 
yas bases tienen radios r, y r 2 , es un pnsmatoi- 
de. Calcule su volumen. 

El teorema de Cavalieri afirma que si dos s61i- 
dos t"nen la misma altura y todas las secaones 
transversales que se obtienen al cortarlos con pla 


X 

o 4 8 12 16 20 24 28 

Profundidad 

del agua 

3 3.5 4 5 6.5 8 8.5 9 


Use la Regia del Trapecio conn = 7paracalcu 

lar aproximadamente el volumen del1 agua en 1 
piscina. Estime el numero de galones de agu q 
hay en la piscina (1 gal * 0.134 pi K 


EJEROOO 20 


EJEROOO 18 




p„. problemas +£?££, 

graficas (o curvas). Por e i el " pl °’ P “ i p0 dado , o bien la longitud de un trozo e 
cohete recorre durante un intervalo de tie tK & enderezar y me dir su longitud 

alambre doblado. Si el alambre | in embarg0 , si el alambre no es flexP 

con una regia (o con la Fdrmulade la D > de f m ir la longitud de una 8 r4fica e > 

ble, se requiere usar otro ^todo La dave ^ ^ ^ ^ medio de un se gmento 
dividirla en muchas partes pequen de j as longitudes de todos los segmen 














6.5 Longitud de arco y superficies de revolucion 


Una funcibn /es alisada en un intervalo si tiene una derivada /' continua en todo 
el intervalo. Esto quiere decir, mas o menos, que un cambio pequefto en x produce un 
cambio pequefto en la pendiente /'(*) de la recta tangente a la grdfica de /. Entonces, 
la gr&fica no tiene vertices. A continuacibn se definira la longitud de arco entre dos 
puntos A y B de la grafica de una funcibn alisada (o suave). 

Si /es una funcibn alisada en un intervalo cerrado [ a , b), 
los puntos A(a y f(a)) y B(b , f(b)) se llaman extremos de 
la grdfica de /. Sea P la particibn de [a> b] determinada por 
a = x 0 , x u x 2 y ..., x n = b y y sea Q k el punto con coorde- 
nadas (x ki f(x k )). Esto da n + 1 puntos Q 0 , Qu Q 2 , .... 
Q n sobre la grifica de /. Si se une cada Q k . j con Q k median- 
te un segmento rectilmeo de longitud d(Q k . j, Q k ) y como se 
ilustra en la Figura 6.44, entonces la longitud L P de la h'nea 
poligonal formada por los segmentos es 

Lp = X d(Q k - ly Qk). 

*= 1 

Si la norma ||P|| de la particibn es pequefta, entonces Q k - { est£ cerca de Q k para 
todo k y L P es una aproximacion a la longitud de arco entre A y B. Esto da una 
idea para definir la longitud de arco. Concretamente, esto se har£ mediante el limite 
de las sumas L P . 

Segun la Fbrmula de la Distancia, 

d(Qk- 1 . Qk) = s/(-** - Xk- 1) 2 + [/(x») - /(x t - 1 )] 2 • 


FIGURA 6.44 



Aplicando el Teorema del Valor Medio (4.12), 


/(**) ~ /(**- 1 ) = /'(w k )(x k - x k _ t ) 


donde w k est£ en el intervalo abierto (x k - u x k ). Sustituyendo esto en la fbrmula ante¬ 
rior y tomando Ax k = x k - x k - Xi se obtiene 

d(Qk - 1 , Qk) = V(Ax 4 ) 2 + [/'(w„) Ax»] 2 
= n/ 1 + [/'(^t)] 2 Ax t . 


Por lo tanto, 

Lp= X s/l + [/'K)] 2 Ax,. 

k= 1 

Notese que L P es una suma de Riemann para g(x) = + [/'(x)] 2 . Adem&s g es con¬ 

tinua en [dy b 1 porque /' es continua. Como se dijo antes, si la norma ||P|| es peque¬ 
fta, entonces la longitud L P de la poligonal es una aproximacibn a la longitud de la 
grdfica de / entre A y B. Es de esperar que esta aproximacibn mejore a medida que 
|| P|| disminuye y por tanto la longitud (tambien llamada longitud de arco) de la gr£fi -« 
ca de / entre A y B se define como el limite de las sumas L P . Como g = V 1 4- (f) 2 
constituye una funcibn continua, el limite existe y es equivalente a la integral definida 
\/l 4 - [/'(x)] 2 dx. Esta longitud de arco se denota por L b a . 
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DEFINICION (6.9) 


Sea /una funci6n alisada en un intervalo cerrado [a, 6]. 
La longitud de arco de la grafica de /entre A(a, f(o}) 
y B(b, /(£>)) es 

h + lnx)fix, 

_ 



L b a = 




En el Capitulo 13 se generalizard la Definici6n (6.9) a otras grdficas. Si una funci6n 
/ estd definida implicitamente por una ecuacidn en x y y, se puede hablar de la longi 
tud de arco de la grdfica de la ecuacion. 


EJEMPLO 1 Sea /( x) = 3JC 273 - 10. Calcular la longitud de arco de la grdfica de / 

del punto /4(8, 2) al punto #(27, 17). 


FIGURA 6.45 



Solucion La grdfica de / estd en la Figura 6.45. Como 

/'(*) = 2x-‘' 3 =^, 

aplicando la Definicidn (6.9), obtenemos 

- r * - r £+7 ** 


srj- 


.2/3 


-1-4 


r 2/3 


dx. 


- /, 27 V* 2,s + 4 i*t 


Para evaluar esta integral, se sustituye 

u = x 2/3 + 4, du = \ x~ 1/3 dx = \ —173- dx. 

3 3 x 1/J 

La integral puede expresarse en una forma mas adecuada para la integracidn introdu- 
ciendo el factor* j en el integrando y multiplicando la integral por \ para compensar. 
Asi, 

Si x = 8, entonces u = (8) 2/3 + 4 « 8. Si x ■ 27, entonces u = (27) 2/3 + 4=13. 
Haciendo la sustitucion y cambiando los lfmites de integracidn, 

L 27 = \ J 8 13 yfadu = u 3 / 2 ]; 3 = 13 3/2 - 8 3/2 « 24.2 • 


Intercambiando los papeles de x y y en la Definicidn (6.9) se obtiene una fdrmul 
de integracidn con respecto a y. Concretamente, sea g una funcidn alisada en el intern 


















6.5 Longitud de arco y superficies de revolucion 


lo [c, d ] del eje La longitud de arco de la grdfica de x = g(y) entre el punto (g(c), c I 
y el punto (g(d), d) es 


( 6 . 10 ) 



L d c - f'yj 1 + [aW]* dy. 


Los integrandos J\ + [/'(x )] 2 y + [g'(y)Y de las fdrmulas (6.9) y (6.10) mu- 
chas veces son expresiones que no tienen antiderivadas faciles de evaluar. En esos ca- 
sos, puede usarse integracidn numSrica para calcular la longitud de arco, como se ilustra 
en el siguiente ejemplo. 


F1GURA 6.46 



EJEMPLO 2 Plantear una integral para calcular la longi¬ 
tud de arco de la grafica de y 3 - y - x = 0 de >4(0, -1) a 
B( 6, 2). Utilizar la Regia de Simpson (5.37) con n - 6 para 
obtener un valor aproximado de la integral con una preci¬ 
sion a una cifra decimal. 

Solucion La Definicion (6.9) no se puede aplicar direc- 
tamente porque la ecuacion no es de la forma y = /(*). Sin 
embargo, escribiendo x = y* - y, se puede usar (6.10) con 
9(y) = y 3 - y- La grafica de la ecuacidn estd en la Figura 
6.46. Usando (6.10) con c = -1 y d = 2, 


Ll! - Vl + (V - l ) 2 dy 
= J_\ W - 6/ + 2 dy. 

Para aplicar la Regia de Simpson, sea f(y) = — 6y 2 + 2 y se organiza el traba- 

jo como en la Seccidn 5.6 obteniendo la tabla siguiente. 


k 


/(y») 

m 

™ /(y») 

0 

-1.0 

2.2361 

1 

2.2361 

1 

-0.5 

1.0308 

4 

4.1232 

2 

0.0 

1.4142 

2 

2.8284 

3 

0.5 

1.0308 

4 

4.1232 

4 

1.0 

2.2361 

2 

4.4722 

5 

1.5 

5.8363 

4 

23.3452 

6 

2.0 

11.0454 

1 

11.0454 


La suma de los numeros de la ultima columna es 52.1737. 

Por la Regia de Simpson con a = -1, b = 2 y n = 6, 

J 2 1 W - 6? + 2 dy « i [52.1737] * 8.7 • 

Si una grafica puede dividirse en un numero finito de partes, cada una de las cuales 
es la grafica de una funcidn alisada, entonces la longitud de arco de la grafica se define 
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como la suma de las longitudes de arco de cada una de las partes. Una funcidn de este 
tipo se dice que es alisada parte por parte en su dominio. 

Para evitar confusiones en el siguiente andlisis, se denota por t a la variable de inte¬ 
gration. Entonces la fdrmula de la longitud de arco dada en la Definicidn (6.9) se con- 
vierte en 

l> = f vi + [.no ] 2 dt. 

Si ft s alisada en la, b], entonces f\o es en la, x] para todo 
x en la, b] y la longitud de la grafica del punto A(a> f(a )) 
al punto Q(x , /(*)) es 


=r 


j i+[.no] 2 dt. 


Cambiando la notation y usando el simbolo s(x) en vez de 

- - -►. L x at puede considerarse a s como una funcidn con dominio 

[a, b] y pues a cada * en [a, b] le corresponde un unico nu- 
mero s(x). Como se muestra en la Figura 6.47, s(x) es la 
longitud de arco de la griifica de /entre A(a, /(a)) y Q(x , f(x)). La funcion s se lla¬ 
ma funcion longitud de arco de la grafica de / y se define formalmente a continuacion. 


DEFINICION (6.11) 


Sea / una funcion alisada en [a, b]. La funcion longi- 
tud de arco 5 de la grdfica de /en [a, b] estd definida por 

s(x>* fvi+[mi’ 

para a <> x < b. 


Si 5 es una funcidn longitud de arco, entonces la diferencial ds = s' (x) dx se deno- 
mina diferencial de longitud de arco. El siguiente teorema muestra como determinar ds. 


TEOREMA (6.12) 


! 

Sea / alisada en [a, b) y s la funcion longitud de arco 
de la grafica de y = f(x) en [a, b\. Si dx y dy son las 
diferenciales de x y y, entonces 

(i) ds = /I + [/'U)T dx (ii) (ds) 2 = (dx) 2 + (dy) 2 . 

___ 


Demostracion Por la Definicidn (6.11) y el Teorema (5.25), 

s'(x) = D x (s(x)] = D x [J; v ; l + [/'(')] 2 dt] = Vl + [/'(x)] 2 . 
Aplicando la Definicidn (3.22), 

ds = s'(x) dx = v 1 “I" [f \ x )Y dx. 


Esto demuestra (i). 




















6.5 


Longitud de arco y superficies de revolucibn 


309 


Para demostrar (ii) se elevan al cuadrado ambos Iados de (i) y se ohtiene 

(ds) 2 = {1 + [/'(x)] 2 }(rfx) 2 
= (t/jc) 2 + [ f'(x)dx] 2 
= (dx) 2 + ( dy ) 2 . 

La ultima igualdad es consecuencia de la Definicidn (3.22). • • 


HGURA 6.48 

Ms ) 2 = idx ) 2 + {dy ) 2 



El Teorema (6.12) (ii) tiene una interpretacidn geometrica util 
e interesante. Sea y = f(x) y sea Ax un incremento de x. 
Sean Ay el cambio en y y As el cambio en la longitud de arco 
correspondientes a Ax. Estos incrementos se ilustran en la 
Figura 6.48. N6tese que dy es el ascenso o descenso vertica- 
les de la tangente cuando la variable independiente cambia 
de a: a a: + A* (vbase tambien la Figura 3.13). Puesto que 
(ds) 2 = (dx) 2 + (dy) 2 , ds puede considerarse como la lon¬ 
gitud de la hipotenusa de un triangulo rectangulo con lados 
\ dx \ y \dy\ t como se ilustra en la Figura 6.48. Se ve que 
si A* es pequeno, entonces ds puede ser una buena aproxi- 
macion al incremento As de la longitud de arco. 


EJEMPLO 3 Usar diferenciales para calcular aproximadamente la longitud de arco 
de la grdfica de y = at 3 + 2x entre A( 1, 3) y 5(1.2, 4.128). 

Solucion Sea f(x) = at 3 4- 2x. Entonces por el Teorema (6.12) (i), 

ds = N /l + (3x 2 + 2) 1 dx. 

Podemos evaluar una aproximacion tomando x = 1 y dx = 0.2. Asi 

ds = N /1 -f 5 2 (0.2) = v 26 (0.2) 1.02 • 


Sea / una funci6n que no es negativa en todo el intervalo [a, b). Si la grafica de 
J gira alrededor del eje x, se genera una superficic de revolucion (vease la Figura 6.49). 

contmuacion se obtiene una f6rmula para el Area de esta superficie. Por ejemplo, 
si jlx) - v r - x donde r es una 'constante positiva, entonces la grafica de fen 


FIGURA 6.49 

r 



FIGURA 6.50 
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[—r, r] es la mitad superior de la circunferencia x 2 + y 2 = r 2 , y al girarla alrededor 
del eje x se obtiene una esfera de radio r cuya superficie tiene un 4rea 4 tt r 2 . 

Si la grdfica de /es el segmento que se muestra en la Figura 6.50, entonces la super¬ 
ficie que genera es un cono truncado con radios de las bases r, y r 2 , y longitud de ge- 
neratriz (o altura inclinada) s. Se puede demostrar que el irea de esta superficie es 

Jtlr, + r 2 )s = 2 tt ^ 

Es conveniente recordar la formula anterior en estos terminos: 


13) 




* . "i- 

Area de la 

■, p „ * * = 2x (radio medio)(longitud de generatriz) 

de un cono 

truncado 

_ 


En la siguiente discusidn se usa este hecho. 

Sea /una funcidn alisada que no es negativa en [ a , b]. Consideremos la superficie 
generada al girar la grdfica de /alrededor del eje x (v£ase la Figura 6.49). Se obtendra 
una fdrmula para el area S de esta superficie. Para ello, sea P una particion de [a> b] 
determinada por a = x 0t X\, .. x„ = b y, para cada k , sea Q k el punto ( x k , f(x k )) 
sobre la grafica de /(vease la Figura 6.51). Si la norma || P|| tiende a cero, entonces la 
linea poligonal l P que se obtiene al unir Q k - { con Q k para cada k , se aproxima a la grd- 
fica de /; entonces el &rea de la superficie generada por l P debe tender a S. El segfrien- 
to Q k -\Q k genera un cono truncado con radios de las bases /(**_,) y f(x k ) y longitud 
de generatriz d(Q k - 1 , Q k ). De acuerdo con (6.13), el area de esta superficie es 


2n 


/(*»- 1 ) + f(x k ) 
2 




^umando los terminos de esta forma desde k = 1 hasta k = n se obtiene el &rea S P 
de la superficie generada por la poligonal l P . Usando la expresidn para d(Q k -\ y Q k ) de 
la pdgina 305, se tiene 


S P = t 271 


f(x k -i)+f(x k ) 


>/l + [/'(w fc )] 2 Ax* 


FIGURA 6.51 



donde X k -\ < W k < x k . El area 5 de la superficie de revolu- 
ci6n se define como S = lim \\ P \\-+qS p . De la forma de S P es 
razonable esperar que el limite sea 

^^f^Mjr+uWdx 

Ja 2 

o bien 

2uf(x)\j 1 + [/'(x)J 2 dx. 


La demostraci6n de este hecho requiere resultados del calculo avanzado y no se dara 
aqui. La siguiente definicidn resume lo expuesto. 
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DEFINICION (6.14) 


Si /es alisada y no es negativa en (a, b), entonces el 4rei 
S de la superficie generada al girar la grdfica de /alrede 
dor del eje x es 

S = X* 2t/(jc) j* +~l/Wpdx. 

___ 


cie ? £ e r gat,Va alglin * Cn [ °' b] entonces - P ara calcular el 4rea de la superfi- 
cie 5 > puede usarse la siguiente generalizacidn de la Definicidn (6.14): 

s-Zvuwjr+vw*. 

” ay “ na manera de recordar facilmente la fdrmula para S de la Definicidn (6.14) 
Sud de Lco PU 3 an0 dC 13 8rafica de f - Co " sid eremos la diferencial de la lon- 

ds = \f\ + [/'( jc )] 2 dx. 

como en el Teorema (6.12)(i) (vease la Figura 6.52). Ahora, consideremos ds como la 
longuud de generatnz de un cono truncado con radio medio y = f( X ) (vease la Figura 
6.50). De acuerdo con (6.13), el area de la superficie de este cono es 2ir/(*) * = 2wvds. 
La integracion de x - a ax = b puede considerarse como sumar los terminos 2xf(x) ds 
y tomar s.mult4neamente el Umite de estas sumas, con lo que se obtiene 


S — X 2n f(x) ds = 2zr>’ ds. 


FIGURA 6.59 



FIGURA 6.53 





S = J! 2n d(y)\'l + [g'(y)¥ dy. 


EJEMPLO 4 El arco de la parabola y 2 = 
del eje x. Calcular el 4rea de la superficie 


*que va de (I, 1) 
resultante. 


a 


(4, 2) gira alrededor 
















312 CAPITULO 6 • APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

figura 6.54 Solucion La superficie se ilustra en la Figura 6.54. Usan- 

do la Definicibn (6.14) con y = f(x) = x 1 ", 

s -s:^J^W) dx . 

= j* 2nx lli dx = n j* v'4x + 1 dx 

= |(4x+ l) 3/2 l 4 =^(17 3 ' 2 -5 3 ' 2 ) 

6 Ji 6 

* 30.85 unidades cuadradas. • 



EJERCICIOS 6.5 

Ejercicios 1-4: Use la Definicidn (6.9) para calcular 
la longitud de arco entre A y B de la grifica de la 
ecuacibn. 

1. 8x 2 = 27y 3 ; 4(1,$), «8,§) 

2. (y + l) 2 = U - 4) 1 ; 4(5,0), B<8, 7) 

3 . y = 5-Vi 3 ; 4(1,4). B( 4, -3) 

4. y = 6i/x* + I; 4(—1,7), B( — 8,25) 

5-6. Resuelva los Ejercicios 1 y 2 mediante (6.10). 

Ejercicios 7-10: Calcule la longitud de arco entre A 
y B de la grafica de la ecuacion. 

7 . y = T 2 +l x' 

g v + — 4- X — = 0; 4(2, U), B( 3, W) 

4x 3 

9. 30xy 3 - y 8 = 15; 4<£, 1), B(§& 2) 

,0. x = ^ + ^r; 4(1,-2), **.-!) 

16 2y 

Ejercicios 11-12: Plantee la integral para la determi- 
nacibn de la longitud de arco de la grifica de la ecua- 
ci6n entre 4 y B (pero no la evalue). 

11. 2y 3 - ly + 2x - 8 = 0; 4(3, 2), B( 4, 0). 

12. llx - 4x 3 - ly + 7 = 0; 4(1, 2), B{ 0, 1). 

13. Calcule la longitud de arco de la gr&fica de 
x vi + yi/i _ i ( Sugerencia: Tome en cuenta 
la simetria con respecto a la recta y = x.) 

14. Calcule la longitud de arco de la grafica de y = 


(3x 8 + 5)/(30x 3 ) del punto (1, f) al punto 

(2, Hi). 

15. iCudl es la funcibn longitud de arco s correspon- 
diente a la funcibn /definida por f(x) = yfx* ? 
Calcule As y ds suponiendo que x aumenta de 
1 a 1.1. 

16. Resuelva el Ejercicio 15 para /(x) = V* 3 . 

17. Utilice diferenciales para calcular aproxima- 
damente la longitud de arco de la gr&fica de 
y = x 2 entre 4 (2, 4) y 5(2.1, 4.41). IlustreVa- 
ficamente esta aproximacibn y complete con 
d(A , B). 

18. Use diferenciales para calcular aproximada- 
mente la longitud de arco de la grafica de y + 
x 3 = 0 entre 4(1,-l)y *0.1,-1.331). lustre 

gr&ficamente la aproximacibn y compdrela tam- 
bi6n con d{A> B). 

Ejercicios 19-22: Use la Regia de Simpson con n - 4 
para evaluar aproximadameijne la longitud de arco de 
la grafica de la ecuacibn entre 4 y 5. 

19. xy = 2; 4(1, 2), B( 2, 1) 

20. y = x 2 + x + 3; 4(-2, 5), B( 2,9) 

21. y = x 3 ; 4(0, 0), B(2, 8) 

22. 4y = x 4 ; 4(0, 0), B( 2, 4) 

Ejercicios 23-26: La parte de la grafica de la ecuacibn 
dada que se encuentra entre 4 y * gira alrededor del 
eje x. Calcule el Area de la superficie generada. 

23. 4x = y 2 \ 4(0, 0), B{ 1,2) 
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24. y = x 3 ; 4(1. 1), B( 2,8) 

25. 8y = 2.x 4 + x' J ; 4(1, |), B(2,^) 

26. >> = 2>/x + 1; 4(0, 2), B(3,4) 

Ejercicios 27-28: La parte de la gr£fica de la ecuacibn 

que se encuentra entre A y B gira alrededor del eje 

y. Calcule el £rea de la superficie generada. 

27. y*2</x; ,4(1,2), B<8,4) 

28. x = 4v>\ A(4, 1), B( 12,9) 

29. El menor de los arcos de la circunferencia x 2 + 
y 2 = 25 entre los puntos (-3, 4) y (3, 4) gira al¬ 
rededor del eje y. Calcule el &rea de la superficie 
generada. 

30. Calcule el area de la superficie que se genera cuan- 
do el arco descrito en el Ejercicio 29 gira alrede¬ 
dor del eje x. 


31. Use la Definicibn (6.14) para demostrar que ei 
drea de la superficie de un cono circular recto de 
altura a y radio de la base b es nh x a 2 + b 2 

32. Demuestre que el &rea de la porcibn de superfi¬ 
cie de una esfera de radio a contenida entre dos 
pianos paralelos que cortan a la esfera, depende 
unicamente de la distancia entre los pianos. 

33. Demuestre que si la grafica de la Figura 6.51 
gira alrededor del ejey, entonces el brea de la su¬ 
perficie generada estb dada por 

JJ 2nxyJ\ + [/'(x)] 2 dx. 

(Indication: £Cu61 es el radio medio de un cono 
truncado?) 

34. Use el Ejercicio 33 para determinar el brea de la 
superficie generada al girar la parte de la grafica 
de y = 3 {fx que se encuentra entre y4(l, 3) y 
B( 8, 6), alrededor del eje y. 


03 TRABAJO 


El concepto de fuerza se puede considerar como la entidad fisica que describe la acci6n 
de empujar o tirar de un objeto. Por ejemplo, para empujar o arrastrar muebles sobre 
el piso de una habitacibn, para levantar del suelo un objeto o para mover una particula 
cargada elbctricamente a traves de un campo electromagnetico, se requiere de una fuerza. 

Si un objeto tiene un peso G (fuerza de gravedad) entonces, por definicion, la fuer¬ 
za que se requiere para levantarlo (o sostenerlo en el aire) es igual a G (en kilogramos 
fuerza, etc.). Una fuerza de este tipo es una fuerza constante porque su magnitud no 
cambia mientras estd aplicada al objeto. 

El concepto de trabajo en fisica se origina cuando una fuerza mueve un objeto de 
un lugar a otro. La si^uiente definicibn se aplica al cash mds simple en que el objeto 
se desplaza a lo largo de una linea recta en la misma direccibn en que la fuerza se aplica. 


DEFINICION (6.15) 


Si una fuerza constante F se aplica a un objeto y lo des¬ 
plaza una distancia d en la direccibn de la fuerza, enton¬ 
ces el trabajo W realizado sobre el objeto es 

W = Fd. 

_ 



En fisica suelen emplearse dos unidades para la fuerza, una del sistema cgs 
(centimetro-gramo-segundo) y otra del sistema mks (metro-kilogramo-segundo). En el 
primero (ya poco utilizado) se define la dina (din) como la fuerza que aplicada a una 
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masa de 1 g (gramo) le produce una aceleracion de 1 cm/s 2 . Si F se expresa en dinas 
y d en centimetros, entonces la unidad de trabajo es la dina-centimetro (din • cm) o 
ergio. En el sistema mks se define el newton (N) como la magnitud de la fuerza que 
se requiere para impartir una aceleracidn de I m/s 2 a una masa de 1 kg. [Un kilogra- 
mo fuerza (kgf) es la fuerza con que la gravedad atrae a una inasa de I kg. Como la 
gravedad produce una aceleracidn (en la localidad normal) de aproximadamente 
9.81 m/s 2 a todos los cuerpos, resulta que 1 kgf es igual a 9.81 N.] Si F se expresa en 
newtons y d en metros, entonces la unidad de trabajo es el newton-metro (N * m) o 
joule (J). Se puede determinar que 1 J = 10 7 ergios. (Si F se expresa en kilogramos 
fuerza y d en metros, entonces la unidad de trabajo es el kilogrdmetro (kgf * m), equi- 
valente a 9.8 J.). El sistema mks se llama ahora universalmente Sistema Internacional 
de Unidades (SI).* En el sistema ingles, cuando la fuerza F se mide en libras (fuerza) 
(lb) y la distancia den pies, la unidad de trabajo es la libra-pie (lb • pie). Si Fse expre¬ 
sa en libras y d en pulgadas, entonces la unidad de trabajo es la libra-pulgada (lb • pulg). 
Se puede calcular que 1 J * 0.74 lb • pie. 


EJEMPLO 1 Calcular el trabajo realizado al empujar un automovil sobre una carre- 
tera horizontal de un punto A a un punto B a 7 metros de A, con una fuerza constante 
de 40 kgf. 


FIGURA 6.55 

FUERZA = 40 kgf 

A B 



Solucion El problema se ilustra en la Figura 6.55. 
Como la fuerza constante es F = 40 kgf y la distancia que 
el automdvil recorre es d = 7m, de acuerdo con la Defini- 
ci6n (6.15), el trabajo realizado es 

W = (40)(7) = 280 kgf • m = 2744 J. 


A veces se necesita determinar F antes de aplicar la Definicidn (6.15). En el siguien- 
te ejemplo se usa la segunda ley de Newton F = ma , donde m es la masa y a es la acele¬ 
racion de un objeto. 


EJEMPLO 2 Calcular aproximadamente el trabajo realizado al elevar un objeto de 
15 kg de masa verticalmente a una altura de 4 m. 

Solucion La fuerza requerida Festa dada por F = ma. Si la masa m se mide en 
kilogramos y la aceleracion a en m/s 2 , entonces F resulta expresada en newtons. En 
este ejemplo, a es la aceleracidn de la gravedad ( 0 ), que en el sistema mks (o SI), es 
aproximadamente 9.81 m/s 2 . Entonces, 

F = ma * (15X9.81) = 147.15 N. 

Aplicando la Definicidn (6.15) y este sistema de unidades, 

W = Fd * (147.15)(4) = 588.6 N * m = 588.6 J. 


* (N. del R) Esta parte se adapt a para su mcjor comprensidn en los pai'ses de habla espaflola. En esta version 
se siguen las normas metroldgicas modernas para las aplicaciones del CtUculo en fisica. 
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La f 6 rmula de la Definicion (6.16) puede servir para calcular el trabajo realizado 
al estirar o comprimir un resorte. Para resolver este tipo de problemas es necesario uti- 
lizar la siguiente ley de la fi'sica. 


LEY DE HOOKE (6.17) 


---- 

La fuerza f(x) que se requiere para estirar un resorte 
* unidades a partir de su longitud natural es 

f(x) = kx 

donde k es una constante Uamada constante de fuerza. 


La fdrmula de (6.17) tambien se emplea para calcular el trabajo que se efectua al 
comprimir un resorte x unidades a partir de su longitud natural. 


EJEMPLO 3 Para estirar un pequeflo resorte de su longi¬ 
tud natural de 6 cm a una de 8 cm se necesita una fuerza de 
9 dinas. Calcular el trabajo realizado al estirar el resorte (a) de 
su longitud natural a una de 10 cm y (b) de una longitud 
de 7 cm a una de 9 cm. 

Solucion (a) Comenzamos por introducir una recta 
coordenada / como se muestra en la Figura 6 . 57 , con uno de 
los extremos del resorte sujeto a algun punto a la izquierda 
del origen, y el extremo movible colocado en el origen. De 
acuerdo con la ley de Hooke (6.17), la fuerza /( x) que se 
requiere para estirar el resorte at unidades a partir de su lon¬ 
gitud natural es f(x) = kx para una k constante. Usando los datos, /( 2 ) = 9. Sustitu- 
yendo en f(x ) = kx, obtenemos 9 = k ■ 2 y entonces la constante de fuerza es igual 
a ?• Por tanto, la ley de Hooke para este resorte tiene la forma 

fix) = f*. 

De acuerdo con la Definicion (6.16), el trabajo realizado al estirar el resorte 4 cm es 

-4 9 9 v 2“|4 

W = | - x dx = - — =36 ergios. 

Jo 2 2 2 Jo 

(b) Usando la misma funcion / pero en el intervalo [1, 3], obtenemos 

fa 9 j 9 * J ? 81 9 

"'“J, 2 xix = ll\ l m ~A~A~ 18ergl0S - * 


EJEMPLO 4 Un tanque que tiene la forma de un cono circular recto de 20 pie de alto 
y radio de la base de 5 pie, tiene su vSrtice al nivel del suelo y su eje vertical. El tanque 
esta lleno de agua que pesa 62.5 lb/pie 3 . Calcular el trabajo realizado al bombear toda 
el agua y hacer que saiga por arriba del tanque. i 


FIGURA 6.57 

LONGITUD , 

| NATURAL | 

“ A" 7" 8” 9" 10" 

0 12 3 4 

LONGITUD DE 
ALARGAMIENTO H 







6.6 Trabajo 


3n 


FIGURA 6.5R 


Solucion Comenzamos por introducir un sistema coor- 
denado como se muestra en la Figura 6.58. El cono corta d 
piano xy en la recta de pendiente 4 que pasa por el origen. 
Esta recta tiene ecuacidn y = 4x. 

Sea P la particion del intervalo [0, 20] determinada por 
los numeros 0 = yo* y\* y 2 * •. y„ — 20 , sea A y k = y k — 
yk- 1 » y sea *k la abscisa del punto sobrey = 4x con ordena- 
da y k . Si el cono se divide con pianos perpendiculares al eje 
y en cada y ki puede considerate que la masa de agua se par¬ 
te en n discos delgados. Como se ilustra en la Figura 6.58, 
el volumen de la Ar- 6 sima rodaja o rebanada es aproximada- 
mente igual al volumen xx k Ay k de un disco circular que, como x k = y k / 4, es igual a 
?r(y*/4) 2 Ay*. Entonces, 





Ay* 


Ay* 


Volumen de la Ar-esima rodaja 

Como el agua pesa 62.5 lb/pie 3 , tenemos que 

Peso de la *-esima rebanada % 62.5^ 

Segun (6.15), el trabajo que se efectua al elevar el disco de la figura hasta la parte de 
arriba del tanque es el producto de la distancia 20 - y k por el peso. Esto da la siguien- 
te aproximacidn: 

Trabajo realizado para elevar la A:-£sima rodaja ^ (20 - y*) 62 . 57 r^~^ Av*. 

Como este numero es una estimacidn del trabajo efectuado al levantar la Ar^sima reba¬ 
nada hasta la parte superior del tanque, el trabajo realizado al vaciar todo el tanque 
es aproximadamente 

El trabajo exacto W se obtiene calculando el Hmite de estas sumas cuando la norma 
de la particion tiende a cero. Esto da 


W 


".IT * 20 -yWS*(fydy 

2.Sn jio (20vj2 _ dy 


16 


62.571 

r 

16 

L 


[”©-?r 


62.5jt /40,000\ 

= (— 3 — ) * 163 625 lb • pie. 
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EJEMPLO 5 La presibn p (en N/m 2 , din/cm 2 , etc.) y el 
volumen v (en m 3 , cm 3 , etc.) de un gas encerrado en un re- 
cipiente estdn relacionados por la formula pv m = c, donde 
m y c son constantes. Demuestre que si el gas se expande de 
v = a a v = b y entonces el trabajo realizado (en joules, er- 
gios, etc.) esti dado por 

w =S! pdv - 

Solucion Como el trabajo realizado es independiente de 
la forma del recipiente, podemos suponer que el gas esta en¬ 
cerrado en un cilindro circular recto de radio r y que la ex- 


pansibn se realiza por el desplazamiento de un pistbn, como 
se ilustra en la Figura 6.59. Sea P una particibn del intervalo de volumenes [a, b] deter- 
minada por a = v 0 , v„ .... v„ = b, y sea Av k = v* - v*.,. Consideremos que la ex- 
pansibn se realiza con incrementos de volumen AV|, Av 2 , ..., Av n y sean S\, s 2 , • • •* 
s n los desplazamientos correspondientes del pistbn (vease la Figura 6.59). Resulta que 
para cada k 

Av k = nr 2 s k o bien s k = I —^ ) At; k . 


Si p k representa un valor de la presibn p correspondiente al k-e simo incremento 
de volumen Av*, entonces la fuerza sobre el pistbn es el producto de p k y el area de 
la cara util del pistbn, es decir, p k *r 2 . Entonces, el trabajo realizado durante este in¬ 
cremento es 

(p*7rr 2 )s* = Al?k = Pk AVk 

y por lo tanto, 

W % X p k Au k . 

k 


Como la aproximacibn mejora cuando Av* tiende a cero, concluimos que 
W — li'rn Y p k Av k = f p dv • 

IIPII-o k 


EJ ERCI Cl OS 6.6 


1. Un resorte con una longitud natural de lOpulg 
se alarga 1.5 pulg bajo un peso de 8 lb. Calcule 
el trabajo efectuado al estirar el resorte (a) de su 
longitud natural a una longitud de 14 pulg y 
(b) de una longitud de 11 pulg a una de 13 pulg. 

2. Para comprimir un resorte de longitud natural 
0.80 m a una longitud de 0.75 m se requiere una 
fuerza de 25 N. Calcule el trabajo realizado al 
comprimir el resorte desde su longitud natural a 
una de 0.70 m. 


3. Compare el trabajo realizado al estirar un resor¬ 
te de su longitud natural de 12 a 13 cm con el efec¬ 
tuado al alargarlo de 13 a 14 cm. 

4. Para estirar un resorte desde una longitud de 6 cm 
hasta una de 7 cm se requiere un trabajo de 60 
ergios, y para deformarlo de 7 a 8 cm se requie- 
ren 120 ergios. Calcule la constante de fuerza del 
resorte y su longitud natural. 

5. Una pecerar tiene una base rectangular de 2 pie 






6.6 


Trabajo 


de ancho y 4 pie de largo, y sus lados rectangu- 
lares tienen una altura de 3 pie. Si el recipiente 
estd lleno de agua, ^cudnto trabajo se requiere 
para extraer toda el agua desde arriba del tanque? 


6. Generalice el Ejemplo 4 de esta seccibn al caso 
de un tanque cbnico de altura h y radio de la ba¬ 
se a que estA lleno de un liquido que tiene un pe¬ 
so espectfico (peso por unidad de volumen) y. 

Un elevador de carga (montacargas) que tiene una 
masa de 1500 kg de masa estA sostenido por un 
cable de 4 m de largo y una masa de 7 kg por me¬ 
tro lineal. Calcule aproximadamente el trabajo 
que se requiere para hacer subir el ascensor 3 m 
enrollando el cable en un torno o malacate. 

4 Una persona de 75 kgf de peso escala un poste 
vertical de 15 m de alto. Calcule el trabajo que 
por unidad de tiempo realiza si llega al tope en 

(a) 10 s (segundos), (b) 5 s. 

Un tanque cilfndrico vertical de 3 pie de diAme- 
tro y 6 pie de altura esta lleno de agua. Calcule 
el trabajo de bombeo que se requiere para extraer 
toda el agua (a) por la parte superior del tanque, 

(b) a travbs de un tubo que sube 4 pie por arriba 
de la citada parte superior del tanque. / 

Resuelva las partes (a) y (b) del Ejercicio 9 supo- 
rnendo que el tanque estd lleno de agua sdlo has- 
ta la mitad. 

ftl Un canalbn de 8 pie de largo cuyos extremos son 
Jiangulos equilAteros de 2 pie de ancho, estA lle¬ 
no de agua. Calcule el trabajo que se requiere pa¬ 
ra extraer toda el agua por encima del borde del 
j canalbn. 


Lna cisterna que tiene la forma de la parte infe- 
nor de una esfera de 1.80 m de radio, estA llena 
de agua. Calcule el trabajo que se requiere para 
bombear el agua hasta un punto que se encuen- 
1.2 m arriba de la parte superior de la cisterna. 

fuerza (en dinas) con la que dos electrones se 
es inversamente proporcional al cuadra- 
de la distancia (en cm) que los separa. 
Calcule el trabajo realizado al mover un 
dectrbn a lo largo del eje x desde el origen 
hasta el punto (3, 0) mientras otro se man¬ 
ure fijo en el punto (5, 0). 

Calcule el trabajo realizado al mover un 
dectrbn a lo largo del eje x desde el origen 
nasta el punto (3, 0) mientras otros dos elec- 



31? 

trones se man tienen fijos uno en el puoti 
(-5, 0) y otro en el punto (5, 0). 

14. Un cable uniforme de 12 m de largo y 30 kg d< 
masa cuelga de un sistema de poleas montado en 
la azotea de un edificio (vAase la figura). ^Que 
trabajo se requiere para levantar hasta lo alto una 
viga de acero de 250 kg de masa que estA sujeta 
al extremo inferior del cable? 


EJERCICIO 14 



15. Un recipiente con agua se eleva verticalmente con 
una velocidad de 1.5 pie/s mediante una cuerda 
de peso despreciable. Mientras se eleva, se le va 
saliendo el agua a razbn de 0.25 Ib/s. El recipiente 
pesa 4 lb cuando estA vado y tenfa 20 lb de agua 
cuando se empezb a elevar. Calcule el trabajo rea¬ 
lizado al elevar el recipiente 12 pie. 

16 . Calcule el trabajo que se requiere en el Ejercicio 
15 para subir el recipiente hasta que se le ha cai- 
do la mitad del agua. 

17. El volumen y la presibn de cierto gas varian de 
acuerdo con ia ley pv 12 =115, donde las uni- 
dades bAsicas de medida son la pulgada y la li¬ 
bra. Calcule el trabajo realizado cuando el gas 
se expande de 32 a 40 pulg 3 . ( Sugererteia: V6ase 
el Ejemplo 5.) 

18. La presibn y el volumen de una cierta cantidad 
de vapor de agua estAn relacionados por la fbr- 
mulapv 1 14 = c, donde ces una constante. Su- 
poniendo que la presibn y el volumen iniciales son 
Po y v 0f respectivamente, encuentre una fbrmu- 
la para el trabajo realizado cuando el vapor se 
expande al doble de su volumen. ( Sugererteia: 
Vease el Ejemplo 5.) 

19. La ley de Ia gravitacibn de Newton afirma que 
la fuerza F de atraccibn entre dos particulas 
que tienen masas m i y m 2 , estA dada por F = 
Gm l m 2 /s 2 , donde G es una constante y s es ta 
distancia entre las particulas. Considerando a 
la masa m, de la Tierra como concentrada en d 
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centro de la misma, obtenga una fbrmula gene¬ 
ral para el trabajo realizado al llevar un cohete 
de masa m 2 verticalmente hacia arriba desde la 
superficie terrestre (a 6400 km del centro) hasta 
una altura h (vease la figura). 

EJEROGO 19 



20. En electricidad se usa la fbrmula F = kq/r 2 , 
donde k es una constante, para expresar la fuer- 
za (en dinas) con la que qna carga positiva Q de 
q unidades elect rostdticas (ues) repele a una car¬ 
ga positiva unitaria que se encuentra a r cm de 
Q. Calcule el trabajo que se requiere para mover 
la carga unitaria de un punto a d cm de Q a otro 
a ^dcm de Q. 


Ejercicios 21-22: Suponga que los valores de la tabla 
para la fuerza f(x) que actua sobre un punto con 
coordenada x en una recta coordenada / se obtuvie- 
ron experimentalmente. Use la Regia del Trapecio para 
calcular aproximadamente el trabajo realizado a lo lar¬ 
go del intervalo [ a , b ], donde ay b son el valor mlni- 
mo y m&ximo de x, respectivamente. 


xpie 

fix) lb 

22. x m 

/(*) N 

0 

7.4 

1 

125 

0.5 

8.1 

2 

120 

1.0 

8.4 

3 

130 

1.5 

7.8 

4 

146 

2.0 

6.3 

5 

165 

2.5 

7.1 

6 

157 

3.0 

5.9 

7 

150 

3.5 

6.8 

8 

143 

4.0 

7.0 

9 

140 

4.5 

8.0 



5.0 

9.2 




23. Demuestre que si la funcibn fuerza es constan , 
entonces la Definicibn (6.16) se reduce a la Dt - 
nicibn (6.15). 


m FUERZA EJERCIDA POR UN UQUIDO 

En fisica, la presidn p a una profundidad h en un fluido (liquido o gas) se define como 
el peso del fluido contenido en una columna de altura h cuya seccibn transversal tiene 
un area de una unidad cuadrada. La presibn tambibn se puede considerar como la fuer¬ 
za ejercida por el fluido por unidad de brea. 


DEFINICION (6.18) 


Si el peso especifico (peso por unidad de volumen)* de 


un fluido se denota por 7 , entonces la presibn p a una 


profundidad h es 



EJEMPLO 1 El peso espedfico del agua de un lago es de 62.5 lb/pie 3 . Calcular la pre 
sibn a una profundidad de (a) 2 pie, (b) 6 pie. 


* (N. del R.) El peso espedfico 7 es el producto de la densidad p (masa por unidad de volumen) y la 
cibn de la gravedad g\ es decir, 7 = pg. En hidrostdtica intervene siempre 7 y no p. 



















6.7 Fuerza ejercida por un Ifquido 


Solucior: Usando la Definicidn (6.18) con y = 62.5, obtenemos 

(a) p = y h = (62.5)(2) = 125 lb/pie 2 

(b) p = yh = (62.5)(6) = 375 lb/pie 2 . . 


- “ pn " c,p, ,° dC PasCa ‘ en hidros *atica afirma que la presidn en un fluido a una pro¬ 

fundidad h es la misma en todas direcciones. Asi, si una placa plana se sumerge en un 
Hu.do la presion en un punto de la placa a una profundidad h es yh , independiente- 
mente de si la placa esta colocada en direccidn vertical, horizontal o inclinada (vease 
a igura 6.60, en donde la presidn en los tres puntos es yh). 


HGURA 6.60 


t 







°GURA 6.61 




Si un tanque rectangular como por ejemplo un acuario, 
se llena de agua, la fuerza total ejercida por el agua sobre 
la base (horizontal) puede calcularse multiplicando la presion 
en el fondo del tanque por el Area de la base. Por eiemplo, 
si la profundidad del agua es 2 pie y el drea de la base es 
12 pie-, como se ve en la Figura 6.61, entonces del Ejem¬ 
plo 1(a), la presidn en el fondo es 125 lb/pie 2 y la fuerza 
total sobre la base es (125)( 12) = 1500 lb. Esto corresponde 
a 12 columnas de agua con section transversal de 1 pie 2 de 
drea, cada una de las cuales pesa 125 lb. 

Es mas complicado calcular la fuerza ejercida sobre uno 
de lo^lados del acuario, porque en ella la presion no es cons- 
tante sino que aumenta con la profundidad. En lugar de re¬ 
solver este problema consideremos la siguiente situation que 
es mas general. 

Supongase que una placa plana estd sumergida en un li- 
quido cuyo peso especifico es y, de manera que la cara de 
la placa es perpendicular a la superficie libre del liquido. In- 
troducimos un sistema de coordenadas como se muestra en 
la Figura 6.62, donde la placa se extiende sobre el intervalo 
k, d] del eje><. Supongase que para cada y en [c, d], la pro¬ 
fundidad en el liquido y la longitud de la placa estin dadas 
por h(y) y L(y), respectivamenie, donde h y L son funcio- 
nes continuas sobre [c, d\. 

Sea P una particion de [c, d\, w k cualquier mimero en 
el Ar-esimo subintervalo 1 y^-i, y k ] y consideremos el rec- 
tangulo horizontal de longitud L(w k ) y anchura Ay k = 

yk-\i como se ve en la Figura 6.63. Si la norma || P || 
es pequefla (cercana a cero), entonces Ay* es muy pequeflo 
y todos los puntos del rectangulo estan mas o menos a la mis¬ 
ma profundidad h(w k ). Entonces por la Definicidn (6.18), 
la presion en cualquier punto del rectangulo es casi yh( w k ). 
Como el area del rectangulo es L(w k )Ay k , l a fuerza total so¬ 
bre el rectangulo es alrededor de yh(w k ) • L(w k )Ay k y, 
por lo tanto, la fuerza sobre la placa es alrededor de 

Y.yh( w k) • E(Wj) Ay*. 
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Comoesta aproximaci6n debe mejorar cuando IIPII tiendea cero, seobtiene la siguiente 
f6rmula. 


DEFINICION (6.19) 


La fuerza Pejerdda por un fluido de peso especifico cons- 
tante y en una regidn sumergida como la que se ilustra 
en la Figura 6.64 es 

f = j U|n o Z7*( M '*) • u w k)*y>c = J i*04 ■ L (y) d y- 




Una regidn mis complicada se puede dividir en subregiones de este tipo y para cal- 
cular la fuerza sobre ella se aplica (6.19) a cada subregidn y se suman los resultados. 
El sistema coordenado puede introducirse de varias maneras. En el Ejemplo 3 se esco- 
gerd el eje x a lo largo de la superficie del liquido y en la direccidn posit.va del eje y 
hacia abajo. 

A veces es conveniente usar la siguiente formula para calcular aproximadamente 

la fuerza de un fluido sobre un rectingulo horizontal angosto: 


( 6 . 20 ) 


Fuerza = (peso especificoKprofundidad)(area del rec- 
tingulo). 


Despufe de aplicar (6.20) se toma un limite de sumas (o se integra) para obtener la fuer- | 
za total sobre la region. 


FIGURA 4.44 


EJEMPLO S Los extremos de un abrevadero de 8 pie de Ion- 
gitud tienen la forma de trapecios isdsceles de 4 pie de alto, 
base inferior de 4 pie y base superior de 6 pie. Calcule la fuerza 
total sobre uno de los extremos cuando el abrevadero estd 
Ueno de agua. 

Solucion La Figura 6.64 muestra uno de los extremos 
del abrevadero colocado sobre un sistema coordenado y con 
las dimensiones mencionadas en la discusidn anterior. Usan- 
do la Forma de Punto y Pendiente (1.15), se puede ver que 

V = 4x - 8 o. equivalentemente, * = * (y + 8) >es la ecuacidn de que p “* 

por los puntos (2, 0) y (3. 4). De la Figura 6.64, se ve que la profund.dad h(y) y 
loneitud L(y) correspondientes a un rectingulo tipico son 



Hy) = 4 - y 

y L(y) = 2x = 2i(y+8) = i(y + 8). 

Usando la Definicidn (6.19) con y = 62.5, obtenemos que la fuerza es 


F = J o 4 (62.5)(4 - y) • }(y + 8) dy 















6.7 Fuerza ejercida por un liquido 


323 


= 31.25 J* (32 - 4y - y 2 ) dy = 31.25 j^32y - 2y» - ^ 
= 31.25^28 - 32 2333 lb . 


Como se indica en el ejemplo anterior, la longitud del abrevadero no afecta la fuer¬ 
za en Ios extremos. Lo mismo sucede para el tanque de aceite del ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 3 Un tanque cilfndrico de 2 m de diametro y 3 m de largo yace de costado 
y esta lleno hasta la mitad con aceite que pesa 930 kg/m 3 . Calcular la fuerza ejercida 
por el aceite sobre uno de Ios extremos del tanque. 

Solucion Introducimos un sistema coordenado de manera que el extremo del tan¬ 
que sea un drculo de 1 m de radio con centro en el origen. La ecuacion de la circunfe- 
rencia respectiva es x 2 + y 2 = 1. Si elegimos la direction positiva del eje y hacia abajo, 
entonces y representa la profundidad de los puntos de un rectangulo horizontal tipico, 
como se muestra en la Figura 6.65. La anchura L(y) del tanque est£ dada por 

Hy) = 2 * = 2 yTTP. 

Usando la Definition (6.19) con y = 930, obtenemos 

F = J o ' 930>Wl ~y 2 )dy. 

Podemos evaluar esta integral usando la sustitucibn 




9 


u = 1 - y 2 , du - -2 y dy. 

Observese que si y = 0, entonces u - 1 y que si y = 1 , en¬ 
tonces u = 0. Esto lleva a 

F = 930 J 0 ‘ Vl-y 2 2 y dy = -930 J o ' Jl-y 2 (~2y) dy 

ro u 3/2 "l° 

= -930 J ( u il 2 du= -930 — I 
-- J y 5 |0-1 M I- 620 kg. . 


klERCICIOS 6.7 


Un acuario de vidrio tiene una longitud de 1 m 
y extremos cuadrados de 30 cm de lado y esti Ue- 
9 de agua. Calcule la fuerza ejercida por el agua 
[ fr) sobre un extremo, (b) sobre un lado. 

Suponga que uno de los extremos cuadrados del 
tanque del Ejerricio 1 se divide en dos partes me- 
diante una diagonal. Calcule la fuerza ejercida 
cd cada una de las partes. 


3. Los extremos de un abrevadero de 2 m de largo 
tienen forma de triangulos isosceles cuyos lados 
iguales miden 0.6 m y el tercer lado que se en- 
cuentra en la parte superior del abrevadero mide 
(0.6)V3 m. Calcule la fuerza que el agua ejerce 
en uno de los extremos del abrevadero si (a) esta 
lleno de agua, (b) esti lleno hasta la mitad. 

4. Resuelva los incisos (a) y (b) del Ejerricio 3 »- 
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poniendo que la altura del triingulo es h y 
0 < h < 0.6. 

5. Un tanque cilfndrico de 4 pie de diametro y 5 de 
largo yace de costado. Suponga que el tanque esti 
Ueno hasta la mitad con aceite cuyo peso es de 
60 lb/pie 3 . Calcule la fuerza que el aceite ejerce 
sobre uno de los extremos del tanque. 

6. Una presa tiene una compuerta rectangular de 
1.5 m de ancho y 1 m de alto. Suponga que la 
compuerta es vertical y que su parte superior es¬ 
ti 2 m abajo de la superficie del agua y es para- 
lela a ista. Calcule la fuerza que el agua ejerce 
sobre la compuerta. 

7. Una piscina rectangular tiene 12.5 m de ancho y 
25 m de largo. La profundidad del agua aumen- 
ta uniformemente de 1 m en un extremo a 3 m 
en el otro. Calcule la fuerza total que el agua ejer¬ 
ce sobre el fondo de la piscina. 

8 . Calcule la fuerza que ejerce sobre uno de los la- 
dos de la piscina descrita en el Ejercicio 7. 

9. Una placa que tiene la forma de un trapecio is6s- 
celes con base superior de 1.5 m y base inferior 
de 3 m se sumerge verticalmente en el agua de ma- 
nera que las bases permanecen paralelas a la su¬ 
perficie. Suponga que las bases inferior y superior 
distan de Ja superficie del agua 3.75 m y 2.25 m, 
respectivamente. Ca/cu/e la fuerza que el agua 
ejerce en una de las caras de la placa. 

10. Una placa circular de 1 m de radio se sumerge 
verticalmente en el agua de manera que la dis- 
tancia de la superficie del agua al centro de la 
placa es de 3 m. Calcule la fuerza que el agua ejer¬ 
ce sobre una cara de la placa. 

11. Los extremos de un abrevadero tienen la forma 
de la regidn acotada por las grificas de y = x 2 
y y = 4, donde x y y se miden en pies. Suponga 
que el abrevadero esti lleno de agua y calcule la 
fuerza sobre uno de sus extremos. 


12. Se sumerge verticalmente en agua una placa pla¬ 
na que tiene la forma de la regidn acotada por 
las grificas de y = x 4 y y = 1, donde x y y se 
miden en metros. Suponga que la parte recta de 
la frontera de la placa es la mis cercana a la su¬ 
perficie del agua y es paralela a ella. Calcule la 
fuerza que el agua ejerce sobre una cara de la pla¬ 
ca suponiendo que la parte recta de la frontera 
dista 4 m de la superficie. 

13. Una placa rectangular de 3 pie de ancho y 6 pie 
de largo se sumerge verticalmente en aceite. Su¬ 
ponga que los lados mis cortos son paralelos a 
la superficie y que el mis cercano se encuentra 
a 2 pie de ella. Calcule la fuerza total que el acei¬ 
te ejerce sobre una cara de la placa suponiendo 
que este pesa 50 lb/pie 3 . 

14. Suponga que la placa del Ejercicio 13 se divide 
en dos por medio de una diagonal. Calcule la 
fuerza ejercida sobre cada una de las partes. 

15. Una placa de forma irregular esti sumergida ver¬ 
ticalmente en agua (vease la figura). Las medi- 
ciones de su anchura tomadas a profundidades 
sucesivas con incrementos de 0.5 pie aparecen en 
la tabla siguiente. 


Prof, en el agua (pies) 

I 1.5 2 2.5 3 3.5 4 

An. de la placa (pies) 

0 2 3 5.5 4.5 3.5 0 


Calcule aproximadamente la fuerza que el agua 
ejerce en una de las caras de la placa usando (con 
n - 6) (a) la Regia del Trapecio, (b) la Regia de 
Simpson. 



. 


6.8 


MOMENTOS y CENTROS DE MASA DE UNA LAMINA 


En esta secci6n se presentan m£todos para calcular los momentos y los centros de masa 
de una lamina , es decir, de una placa plana y delgada. Como motivacidn, consideremos 
primero particulas o masas puntuales. 
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Sea /una recta coordenada yPun punto de /con coordenadax. Si una particula 

J m “ C ° ° Ca en P - entonces el momen to (mas precisamente, el primer momen- 

mL m f 1 C ° n r SPe , Ct ° 31 ° rigen ° SC define COmo el P roducto «*• Suponga- 

alrededor d^Od'onT ’ Cl6 " P ° Si ‘ iVa CS 3 la derecha y P uede « irar 'ibremente 

a rededor de O donde se supone un punto de apoyo, como se muestra en la Figura 6 66 

^' a "! aSa , W| dC Un ° bjeto esta concentrada en el punto de coordenada positiva *„ 
nces el momento m,x, es positivo y / girarfa en el sentido del reloj. Si un objeto 
de masa m 2 se encuentra en un punto de coordenada negativa x 2 , entonces su momen¬ 
to m 2 x 2 es negativo y / giraria en sentido contrario al del reloj. Se dice que el con- 
junto formado por los dos objetos esta en equilibrio si m,*, = m 2 \x 2 \ Como x, < 0 
esto es equivalente a m,x, = -m 2 x 2 , o bien 2 ' 


m ] x ] + m 2 x 2 = 0 ; 


es dear, la suma de los momentos con respecto al origen es cero. Esto se asemeja a 
un balancin o subibaja con punto de apoyo O que queda en equilibrio si dos personas 
con masas m, y m 2 se colocan como se indica en la Figura 6 . 66 . 


FIGURA 6.66 


o 


FIGURA 6.67 

Ml) 

m O 


IU. 


0 * 

I —lx, - f- i_ r, - i— J 


Si las particulas no estan en equilibrio, entonces hay un punto Pde “balance” con 
coordenada x, tal que 

m t (xi ~x) = m 2 \x 2 - x\ = -m 2 (x 2 - x) 

como se ilustra en la Figura 6.67. (N6tese que \x 2 - x\ = ~(x 2 - x) ya que x 2 <x) 
Para localizar P se despeja x como sigue: " ’ 

m i( ,c i — ■*) + m 2 (x 2 - x) = 0 

m,x, + m 2 x 2 - (m, + m 2 )x = 0 

(m, + m 2 )x = m,x, + m 2 x 2 

, _ m,x, + m 2 x 2 
m, + m 2 

Entonces, para calcular x se divide la suma de los momentos con respecto al origen 
entre la masa total m = w, + m 2 . El punto con coordenada x se llama el centro de 
masa (o centro de gravedad) de las dos particulas. La siguiente definicion cs una 
generalizaci6n de este concepto para mas de dos particulas. 


DEFINICION (6.21) 


Sea / una recta coordenada y S un conjunto de n par¬ 
ticulas de masas m it m 2 , ..., m„ localizadas en los pun- 
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apucaoones de la integral definida 


tos de coordenadasx,, x 2 , . x„, respectivamente. Sea 

m = la masa total. 

(i) El momento de 5 con respecio al origen es 

LZ-t "«* *•**• 

(ii) El centro de masa (o centro de gravedad) de S es el 
punto con coordenada x, tal que 

_ -1 m k x k_ Q jjj en = L m k x k . 

m *=> 


El ntimero mx en la Definicion (6.21) se puede considerar como el momento r« 
pecto al origen de una particula de masa m colocada en el punto con coordenada x 
Entonces, la fdrmula (6.21 Xii) afirma que x da la posicion en la que la masa tota 
m podria concentr arse sin que cambie el momento respecto al ongen. E punto cor 

coordenada res el punto de balance (en el sentido del subibaja o balancm). S. x- a 
coorueiwua -» «<- v Q v se dice que el conjunto S esta en 

entonces por la Defimcion ( 6 . 21 ), L k ^ t m k x k - u y sc 4 
equilibrio. En este caso el origen es el centro de masa. 


EJEMPLO 1 Tres particulas con masas de 40, 60 y 100 gramos estan fotoadas « 
los puntos con coordenadas -2, 3 y 7, respectivamente de una recta coordena . 
terminar el centro de masa. 

en la Figura 6.68, con x x - A *2 - * y *3 

v Afb\ rAntrn d(* masa CS 


FIGURA 6.68 

m, « 40 m, - W) m, = KX) 

- 4 - I I < I 1 > I - 

-2 0 3 T 


4 0(-2) + 60(3)+ 100 (7) 

40 + 60+100 

-80+ 180 + 700 800 = 4 . 

200 200 


FIGURA 6.69 


PU,.*) 


Si una particula de masa m, esta colocada en un punto 
P(X \, y x ) de un piano coordenado, como se ilustra en la Fi- 
gura 6.69, entonces los momentos M, y M, de la particula 
con respecto al eje x y al eje y se defincn por 

m x = wuri y m j = m ' x " 

*1 

respectivamente. Notese que si x, y y, son ambos positivos, 
entonces para calcular M x se multiplica la masa de la particula por su distancia y, a 
eje x y para calcular M y se multiplica la masa por la distance x, al eje y. S , 
es negativo, entonces M x o M y tambien cs negativo. 

Para calcular los momentos M x y M, de un conjunto de part,cu * s ** 
momentos de las particulas individuales, como se hace en la s.gu.ente defimco 
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DEFINICION (6.22) 


Sea S un conjunto de n particulas de masas m u m 2 , .. ., 
m nt ubicadas en los puntos />,(*,, y x ) 9 P 2 ( x 2 , y 2 ), .. . j 
»»^/j)» respectivamente de un piano coordenado y 
seam = £?«la masa total. 

(i) Los momentos y de S con respecto al eje x 
y al eje y son 

M * = *?, y M y = 

respectivamente. 

(ii) El centro de masa (o centro de gravedad) de S es el 
punto P( x % y) dado por 

= M v y my = M x . 

-- — - 


6.70 



Los numeros mx y my en la Definicidn (6.22) son los 
momentos con respecto al eje y y al eje * de una particula 
de masa m colocada en el punto />(*, y). Por lo tanto, las 
ecuaciones en la Definicion (6.22) (ii) implican que el centro 
de rpasa es el punto en el que se puede concentrar la masa 
total sin cambiar los momentos M x y M y . Si consideramos 
a las n particulas como conectadas con el centro de masa P 
mediante barras sin peso, como los rayos de una rueda la co- 
nectan con el eje, entonces el conjunto S quedana balancea- 
do si se sostuviera con una cuerda fija a />, como se ilustra 
en la Figura 6.70. Esto daria la apariencia de un sistema gi- 
ratorio que tiene todos sus objetos en un mismo piano hori¬ 
zontal. 


EJEMPLO 2 Cuatro particulas con masas de 4, 8, 3 y 2 kg estin colocadas en los puntos 
Pi( 2, 3), P 2 (2 , 6), Pj(7, -3) y P 4 (5 , 1), respectivamente. Calcular los momentos M x 
y My, y las coordenadas del centro de masa del sistema. 



SollJCion Las particulas se ilustran en la Figura 6.71, 
donde tambten se ha marcado por anticipado la posicidn de 
(x, y). Aplicando la Definicion (6.22), 

M x = (4)(3) + (8)( — 6) -I- (3)( — 3) + (2)(1) = -43 


M y = (4)( — 2) + (8X2) + (3)(7) + (2)(5) = 39. 


Como m-4 + 8 + 3 + 2= 17, se deduce de (6.22) (ii) 
que 


_ M y 39 „, 

x = — = 7= % 2.3, 
m 17 


- M x 
y = — 

m 


43 
" 17 


-2.5 
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FIGURA 6.7® 


F1GURA 6.73 


P 




b 


Consideremos ahora una hoja delgada de material (una lamina) que es homogenea, 
es decir, que tiene densidad constante. El centro de masa P se puede definir de manera 
que si se coloca la punta de un lapiz en P, como se indica en la Figura 6.72, la lAmina 
queda balanceada horizontalmente. Es claro que si una lAmina homogenea tiene forma 
de rectAngulo, entonces su centro de masa estA en el centro de tal figura, es decir, en 
el punto de interseccidn de sus diagonales. Daremos por supuesto que si un rectAngulo 
se encuentra en el piano xy, entonces su masa (o mis correctamente, la de una lamina 
rectangular coincidente) puede considerate concentrada en el centro sin que cambien 
los momentos con respecto al eje x o al eje y. 

Por facilidad consideramos primero una lAmina que tiene la forma de una region 
como la que se ilustra en la Figura 6.73, con/continua en el intervalo cerrado [a, ft]. 
Consideremos una particion de [a, ft] dada por a = x 0 < *i < ‘' < x n = b. Para 
todo k, sea w k el punto medio del subintervalo [x*_i, x*]; es decir, w k = (x k _i + x k )/2. 
La suma de Riemann £*=. /(**) Ax* puede considerarse como la suma de las Areas 
de los rectAngulos del tipo que se muestra en la Figura 6.73. 

Si la densidad superficial (o masa por unidad de Area) se denota por 6, entonces 
la masa correspondiente al k-6 simo rectAngulo es 5f(w k )Ax k y, por lo tanto, la masa 
del poligono rectangular asociado a la particidn es la suma Ax*. Cuando la 

norma de las particiones tiende a cero, el Area del poligono formado por los rectAngu¬ 
los tiende al Area de una cara de la lAmina, y la suma debe tender a la masa de dicha 
lAmina. De modo que se define la masa m de la lAmina por 



El centro de masa de la It-Asima lAmina rectangular ilustrada en la Figura 6.73, se 
encuentra en el punto C*( w*. |/(w*)). Si suponemos que la masa estA concentrada 
en C k , entonces su momento con respecto al eje x puede calculate multiplicando la 
distancia \ /(w*) de C k al eje x por la masa 6f(w k ) Ax*. Usando la propiedad aditi- 
va de los momentos, se obtiene que el momento del poligono de rectAngulos asociado 
a la particidn es £* i /("*) * «/(w*)Ax*. El momento M x de la lAmina se define co¬ 
mo el limite de estas sumas, es decir, 



IIPII-0 k 


AnAlogamente, usando la distancia w k del eje y al centro de masa del Ar-Asimo rec¬ 
tAngulo, se obtiene la definicidn del momento M y de la lAmina con respecto al eje y. 
Concretamente, 
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Como para las particulas (vease la Definici6n (6.22)), las coordenadas x y y del 
centro de masa de la lamina se definen por medio de mx = M v y my - M x . 

La siguiente definicidn resume este andlisis. 


DEFINICION (6.23) 


Sea /una funcidn continua y no negativa en [a, b], Si 
una lamina homog£nea con densidad superficial 5 tiene 
la forma de la regidn bajo la grafica de / entre a y b, 
entonces 


(i) la masa de la Idmina es m = 6 f(x)dx. 


(ii) los momentos M x y M v de la ldmina son 

M y = S £ \f(x) J(x)dx y My - 6 jjjr • f(x)dx 


(iii) el centro de masa (o centro de gravedad) de la lamina 
es el punto P(x , y) tal que 


mx = M y y my = M x . 


/ 


Sustituyendo las formas integrales de (i) y (ii) en (iii) de la Definicion (6.23) y 
despejando x y y, se obtiene 

_ = My = 3 £x-ft*) d x 

6 £ fix) dx 

<> J a b \Ax) ■ Ax) dx 
S £ Ax) dx 

Como la constante 6 en estas fdrmulas se puede cancelar, se ve que las coordenadas 
del centro de masa de una lamina homog£nea son independientes de la densidad 5; es 
decir, las coordenadas dependen s61o de la forma de la lamina y no de su densidad. 
Por esta razon, el punto (3c, y) se llama a veces el “centro de masa” de una region del 
piano o mejor dicho el centroide de la regidn. Se pueden obtener fdrmulas para los mo¬ 
mentos y los centroides tomando 6 = 1 en la Definicidn (6.23). 



EJEMPLO 3 Encontrar las coordenadas del centroide de la region acotada por las gra- 
ficas de y = x 2 + 1, x = 0, x = 1 y y = 0. 
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Solucion La region se indica en la Figura 6.74. Usand< 
(i) y (ii) de la Definition (6.23) con 5 = 1, 

m = / 0 V + = [ix 3 + x]^ = f 

M, = S: ^ x * + •) • U 2 + 1) dx = i J 0 ‘ (x 4 + 2x 2 + I) dx 

= i[ix’ + ix3 + x]:=H 

M 9 = x(x J + 1) dx = (x 3 + x) dx 

= [K + ix^ = J. 

Por lo tanto, de la Definicidn (6.23) (iii), 

_ _ M y _ 3/4 _9_ _ _ M, _ 14/15 _ 7 

m 4/3 16’ ^ m 4/3 10 



Se pueden obtener formulas similares a las de la Defini- 
ci 6 n (6.23) para regiones mds complicadas. Consideremos una 
lamina de densidad constante b que tiene la forma que se 
muestra en la Figura 6.75, donde fyg son funciones conti- 
nuas tales que /( x) ^ y(x) para todo x en [a, b). Toman- 
do una particidn de [a, b], escogiendo w k como antes y 
aplicando la Fdrmula del Punto Medio, se ve que el centro 
de masa de la k-e sima lamina rectangular indicada en la Fi¬ 
gura 6.75 es el punto 

iL/M) + trtw k )]). 

Con un razonamiento analogo al anterior se obtiene que el momento del fc- 6 simo rec- 
tangulo con respecto al eje x es igual a la distancia de C k al eje x multiplicada por la 
masa, es decir, 



i[/(w*) + f/(vv fc )] • <5[/(wg - 3 (w k )] Ax k . 

Sumando y tomando el limite cuando la norma de la partition tiende a cero, resulta 

M x = 6 £ i[/(x) + <Kx)] • [/(x) - g(x)] dx 

= <5 £ H[/M] 2 - IX*)] 2 } dx. 

Analogamente, 

My = S £ x[/(x) - glxf] dx. 

Para calcular x y y se pueden utilizar las fdrmulas en (6.23) (iii). 
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EJEMPLO 4 Calcular las coordenadas del centroide de la regidn acotada por las gra- 
ficas de y + x 2 = 6 y y + 2x - 3 = 0 . 



Solution La regidn es la misma que se considcro en el 
Ejemplo 2 de la Seccion 6 . 1 , en el que se calculo su area 
y se obtuvo ^ como valor. En la Figura 6.76 aparece de nue- 
vo un croquis de la regidn. Tomando /( x) = 6 - x 2 y 
g(x) = 3 - 2x entonces, como en la discusidn anterior, con 
* = 1 , 

M x = J?, i[(6 - X 2 ) + (3 - 2x)][(6 - X 2 ) - (3 - 2 x)] dx 
= 2 /-i t (6 “ x2 > 2 “ ( 3 - 2*) J ] dx 
= i J. 3 , (x* - 16x 2 + I2x + 27) dx. 


Podemos verificar que M x = Por lo tanto, 


Andlogamente, 


__ M x 416/15 _ 13 
' m 32/3 ~ 5* 


M y = J 3 ( xf (6 - x 2 ) - (3 - 2x)] dx 
= x(3 - x 2 + 2x) dx 

= J; ) (3x - x 3 + 2x 2 ) dx 


de donde se obtiene que M y = En consecuencia. 


« M y 32/3 
x = —- = —— = • 

m 32/3 


Pueden obtenerse tambten fdrmulas para los momentos de regiones de otro tipo y con 
integrals respecto a y\ sin embargo, es recomendable recordar el mttodo para calcular 
los momentos de las laminas rectangulares, que consiste en multiplicar la distancia a 
un eje por la masa, en vez de memorizar las fdrmulas para todos los casos. 

Si una Idmina homogenea tiene la forma de una regidn con un eje de simetria, en¬ 
tonces su centro de masa debe estar en dicho eje. En el siguiente ejemplo se aprovecha 
este hecho. 


EJEMPLO 5 Encontrar el centro de masa de la region R con forma de semicirculo 
dc radio a que se muestra en la Figura 6 . 77 . 
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F1GURA 6.77 



- x 3 


Por lo tanto, 


Solucion Por simetria, el centroide est& en el eje y, es 
decir, x = 0. Entonces, s6Io falta calcular y. Usando la 
Definicibn (6.23) (ii) con h = 1 y f(x) = sja 2 - x 2 , 

M x = J a W fl2 ~ x 2 ' \! al ~ x 1 dx = i (a 2 — x 2 ) dx 

= - i* 3 ]" B = i [(" 3 - i« 3 ) - (-a 3 + ia 3 )] 

= i[f« 3 ] = f« 3 - 

M x fa 3 4 a 

y = — = r-r = i % 0Acl - 

m \na z in 


De modo que el centroide es el punto (0, §a 3 / 7 r). 


EJERCICIOS 6.8 


1. Tres particulas con masas de 2, 7 y 5 kilogramos 
estin colocadas en los puntos A (4, -1), B(- 2, 0) 
y C(-8, -5), respectivamente. Calcule los mo- 
mentos M x y M y y las coordenadas del centro de 
masa del sistema. 

2. Cinco partfculas con masas de 10, 3, 4, J y 8 gra- 
mos est£n colocadas en los puntos A(- 5, -2), 
fl(3, 7), C(0, -3), £>(-8, -3) y 0(0, 0). Calcule 
los momentos M x y M v y las coordenadas del 
centro de masa del sistema. 


Ejercicios 3-12: Represente la regibn acotada por las 
graficas de las ecuaciones y encuentre el centroide de 
la regibn. 

3. >’ = x 3 , y = 0, x = I 

4. y = yfx, y = 0, x = 9 

5. V = 4 - x 2 , y = 0 

6 . 2x + 3y = 6, y = 0, x = 0 

7. y 2 = x, 2y = x 

8. y = x 2 , y = x 3 

9. y = 1 — x 2 , y — x — 1 

10. y = X 2 , x + y = 2 

11 . x = y 2 , x - y = 2 

12. x * 9 - y\ x + y = 3 


13. Determine el centroide de la regibn contenida en 
el primer cuadrante y acotada por la circunferen- 
cia x 2 + y 1 - a 2 y los ejes coordenados. 

14. Sea R la regibn del primer cuadrante acotada por 
la parte de una parbbola y 2 = cx con c > 0, el 
eje x y la recta vertical que pasa por el punto 
( a , b) de la parabola, como se muestra en la fi- 
gura. Realice la demostracibn de que el centroi¬ 
de de R es (fa, 

EJERQQO 14 



15. Una regibn tiene la forma de un cuadrado dc la- 
do la coronado por un semidrculo de radio a. 
Localice el centroide. ( Sugerencia: Use el Ejem- 
plo 5 y el hecho de que los momentos son 
aditivos.) 

16. Sea 0 < a < b y sean P, Q % R y S los puntos 
con coordenadas (- b , 0), (-a, 0), (a, 0) y (b, 0), 
respectivamente. Encuentre el centroide de la re¬ 
gibn acotada por las grdficas de y = yfb 2 — x 2 , 
y = sfa 2 — x 2 , y los segmentos PQ y RS. (Suge¬ 
rencia: Use el Ejempio 5.) 
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Demuestre que el centroide de un tridnguio coin¬ 
cide con el punto de interseccidn de sus media- 
nas. ( Sugerencia: Coloque los vertices en los 
puntos (0, 0), (j, b) y (0, c), con a, b y c po- 
sitivos.) 


18. Una region tiene la forma de un cuadrado de 
lado a coronado por un tridngulo equilAtero tam- 
bien de lado a. Encuentre el centroide. (Sugeren¬ 
cia: Use el Ejercicio 17 y el hecho de que los 
momentos son aditivos.) 



OTRAS APLICACIONES 


Las integrales definidas se pueden aplicar en la mayoria de los campos que usan las 
matematicas como herramienta. En esta seccidn se presentan varias aplicaciones que 
ilustran la flexibilidad de este concepto tan importante. 

Debe ser evidente del contenido de este capitulo que una cantidad que se puede apro- 
ximar por una suma de muchos t£rminos es un buen candidato para ser representado 
por medio de una integral definida. El requisito principal es que a medida que el nume- 
ro de t£rminos aumente, la suma tienda a un limite. De manera semejante, una canti¬ 
dad que se puede interpretar como el area de una regidn en el piano puede representarse 
por medio de una integral definida (vease por ejemplo la discusion sobre histeresis al 
final de la Section 6.1). Reciprocamente, las integrales definidas permiten representar 
algunas cantidades fisicas como areas. En los ejemplos que siguen, aparecen cantidades 
que son numericamente iguales al area de una region; es decir, sin tomar en cuenta las 
unidades de medicion , tales como cm, lb • pie, etcetera. 

Sea v(/) la velocidad al tiempo t de un objeto que se mueve sobre una recta coorde- 
nada. Si s es la funcidn de position, entonces s'(t) = v(r) y 



Si v(f) > 0 en todo el intervalo [a> b], entonces esta ecuacion muestra que el drea bajo 
la grdfica de la funcion v entre ay b representa la distancia recorrida por el objeto, 
como se ilustra en la Figura 6.78. Esta observacidn es util para el ingeniero o el ftsico 
que no pudiera tener una expresidn explicita de v(0 sino contar solamente con una grd- 
fica (o una tabla de valores) de la velocidad en diversos tiempos. En tal caso la distancia 
recorrida puede aproximarse por el drea bajo la grdfica. 

Si v(/) < 0 para algunos instantes o tiempos en [a, b ], la gnifica de v podria seme- 
jar a la de la Figura 6.79. La figura indica que el objeto se mueve en la direccion negati- 
va de t = c a t = d. La distancia que recorre durante ese tiempo estd dada por 


FIGURA 6.78 


FIGURA 6.79 



VELOCIDAD 1 v ~ vm 


y 


TIEMPO 


TIEMPO 
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JJ | v(r)| dt. Resulta que JJ |v(/)l dt es la distancia total queel cuerpo recorre en [ a , b] 9 
independientemente de si v(/) es positivo o negativo. 


EJEMPLO 1 Mientras un cuerpo recorre una trayectoria recta se registra su veloci- 
dad v(/) (en m/s) al tiempo t cada segundo durante seis segundos. Los resultados se 

dan en la tabla. 


t 

0 1 2 3 4 5 6 

m 

1 3 4 6 5 5 3 


FIGURA 6.80 



FIGURA 6.81 



x 

DISTANQA 


Calcular aproximadamente la distancia recorrida por e 
objeto. 

Solucion En la Figura 6.80 se han situado los punto 
(/, v(0)- Si suponemos que v es una funcion continua, en- 
tonces, como se vio en la discusidn anterior, la distancia re- 
corrida durante el intervalo de tiempo [0, 6] es jS v(t)dt. 
Ahora estimamos esta integral definida usando la Regia de 
Simpson con n = 6. Entonces por (5.37), 

So * t)dt 

& [i*0) + 4 d( 1) + 2«(2) + 4u(3) + 2t*4) + 4i>(5) + v(6)\ 

3 • 6 

+4-3 + 2-4 + 4-6 + 2-5 + 4-S + 3] 

= 26 m. • 


Bn se def\n\6 e\ viatoa^o W leaUxaido por una Cuer- 

za variable f(x) cuando su punto de aplicacidn se desplaz; 
sobre una recta coordenada desde x = a hasta x = b, como 
W - J b a f(x)dx. Supongamos que f(x) > 0 en todo el in¬ 
tervalo [a, b]. Si se traza la gritfica de /, entonces el trabajo 
W es num6ricamente igual al drea bajo la grafica de /entre 
a y by como se ilustra en la Figura 6.81. 


EJEMPLO S Un ingeniero obtiene la gr&fica de la Figura 6.82 que muestra la fuera 
(en newtons) que actua sobre un vehiculo cuando £ste se desplaza 25 m sobre un terrene 
horizontal. Calcular aproximadamente el trabajo realizado. 

Solucion Suponiendo que la fuerza es una funcidn continua / para 0 ^ x < 25, 
el trabajo realizado es 

w-g'm** 
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No contamos con una forma explicita para /(*), pero podemos calcular a ojo los valo- 
res de la grafica y estimar W por medio de una integration numerica. 

Aplicamos la Regia del Trapecio con a = 0, b = 25 y 
n = 5. Calculando aproximadamente los valores de la fun- 
ci6n a partir de la grafica se obtiene la siguiente tabla. 



k 


/(*») 

m 

mf[x k ) 

0 

0 

. 45 

1 

45 

I 

5 

35 

2 

70 

2 

10 

30 

2 

60 

3 

15 

40 

2 

80 

4 

20 

25 

2 

50 

5 

25 

10 

1 

10 


La suma de los numeros de la ultima columna es 315. Como 

(b - a)/In = (25 - 0)/l0 = 2.5 

de (5.35) se deduce que 

w = f(x) dx « 2.5(315) % 788 N • m. 

Para obtener mayor precisidn podriamos usar un valor mayor de n o la Regia 
de Simpson. • 

Supdngase que la cantidad de una entidad fisica o de otra naturaleza como aceite, 
agua, potencia etectrica, dinero, bacterias o flujo sangutneo, aumenta o disminuye de 
alguna manera y que /?(/) es su rapidez de cambio al tiempo /. Si Q(t) es la cantidad 
presente al tiempo t y la funcidn Q es derivable, entonces de la Seccidn 3.3 se tiene que 
Q (t) = /?(/). Si R(t) > 0 (o /?(/) < 0) en un intervalo de tiempo [ a , b], entonces 
el incremento (o decremento) de la cantidad entre / = a y / = b es 

Q(b) — Q(a ) = £ Q'(t) dt = R{t) dt. 

Este numero se puede representar como el drea de la regidn del piano ty acotada por 
las grdficas de /?, t = a, / = b y y = 0. 


EJEMPLO 3 Se comienza a bombear petroleo a un tanque de almacenamiento a las 
9:00 a.m. a razon de (150/ ,/2 + 25) L/h (litros por hora), donde t es el tiempo (en 
horas) a partir de las 9:00 a.m. ^Cuantos litros se habran bombeado al tanque a la 
1:00 P.M.? 

Solucion Aplicando lo que se dijo en la discusidn anterior a R(t) = 150/ 1/2 + 25, 
obtenemos 

J*(I50/ 1/J + 25) dt = 100f 3 ' 2 + 25fj* 

= 100(4) 3 ' 2 + 25(4) = 100(8) + 100 = 900 L (litros). 
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figura 6.83 Las integrales definidas se pueden aplicar a los m6todos 

de dilucidn de tinte o rastreo que se usan en las puebas fisio- 
ldgicas y en otras dreas. Un ejemplo de esto es la medicidn 
/** del rendimiento cardiaco, es decir, el flujo sanguineo en la 

aorta. La Figura 6.83 muestra un modelo simple para expe- 
rimentos de rastreo. En ella un liquido (o un gas) entra al 
agitador tanque por A y sale por B, con un flujo constante F(en litros 

por segundo). Supongamos que al tiempo t = 0 se introdu- 
cen por A al tanque Q 0 gramos de un trazador o tinte, y se 
tiene un agitador que mezcla perfectamente la solucidn. En el punto B se mide la con¬ 
cent racidn c(t) (en gramos por litro) del tinte al tiempo t. Entonces la cantidad de tinte 
que pasa por B al tiempo t es F • c(t) g/s. 

Si la cantidad de tinte en el tanque al tiempo t es Q(t ), donde Q es una funcidn 
derivable, entonces la rapidez de variacidn Q\t) de Q csti dada por 

e'(r)= -Fc(t) 

(el signo negativo indica que Q disminuye). 

Si Tes un tiempo en el que todo el tinte ha salido ya del tanque, entonces Q{T) = <J 
y, por el Teorema Fundamental del Calculo, 

J o r 0'(O^ = Q(f)]; = Q(r)-Q(O) 

= 0 — Q 0 = -Qo. 

Tambien se puede escribir 

j: m dt = J 0 T [ ■- F ew] dt = —F j; at) dt. 


Esto da la fdrmula siguiente. 


(6.24) 



00 = F 


_ 





Normalmente no se tiene una expresion explfcita para c(t ) sino solamente una tabU 
de los valores de la funcion. Se puede calcular aproximadamente el flujo Fusando inte- 
gracidn numerica (v^anse los Ejercicios 7 y 8). 

Consideremos ahora otro aspecto del flujo de liquidos. Si un liquido fluye por un 
tubo cilindrico y su velocidad es una constante v 0 , entonces el volumen de liquido que 
pasa por un punto fijo por unidad de tiempo esta dado por VqA, donde A es el drea 
de una seccidn transversal del tubo (v£ase la Figura 6.84). 

El estudio del flujo de sangre por una arteriola requiere de una fdrmula mas com- 
plicada. En este caso, la sangre fluye en capas tubulares como se muestra en la Figura 
6.85. En la capa mds cercana a la pared de la arteriola, la sangre tiende a adherirse 
a ella y su velocidad es practicamente cero. La velocidad aumenta a medida que las 
capas se acercan al centro de la arteriola. 

Para las operaciones de c&lculo se puede considerar que el flujo sanguineo consta 
de capas cilindricas delgadas que se deslizan unas respecto a otras de manera que la 
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F1GURA 6.64 




F1GURA 6.85 


capa exterior no se mueve y la velocidad de las capas aumenta a medida que su radio 
disminuye (v£ase la Figura 6.85). Si se considera que la velocidad en cada capa es cons- 
tante, entonces de la teorfa de los liquidos en movimiento, se sabe que la velocidad v(r) 
en una capa de radio medio r es 

t(r) = ~(R 2 -r 2 ) 

4 vl 

donde R es el radio de la arteriola (en cm), / es la longitud de la arteriola (en cm), P 
es la diferencia de presiones entre los dos extremos de la arteriola (en din/cm 2 ) y v es 
la viscosidad de la sangre (en din-s/cm 2 ). N6tese que de acuerdo con la formula, la ve¬ 
locidad es cero cuando r = R y la velocidad maxima es PR 2 /(4vl) y se alcanza cuan- 
do r = 0. Si el radio de la £-6sima capa es r k y su espesor es A r k , entonces por (6.6), 
el volumen de sangre en esta capa (que circula por unidad de tiempo) es 


2nr k v(r k ) A r k = (R 1 - r t 2 ) A r k . 


Suponiendo que hay n capas en total, el flujo sanguineo en la arteriola es aproximada- 
mente igual a 


I 

k = 1 


2xr k P 

4v/ 


(« 2 - ri) Ar k . 


Para evaluar el flujo total F, es decir, el volumen de sangre que pasa por la arteriola 
por unidad de tiempo, hay que tomar el limite de estas sumas cuando n tiende a infini- 
to. Esto conduce a la integral definida siguiente: 




r 2nrP 


4 v/ 


( R 2 - r 2 ) dr 


2nP 
4 v/ 


j*{R 2 r- r')dr 


nP 
2v/ 



Sustituyendo los limites de integracidn se obtiene 


F = 


nPR 4 
8v/ 


ctn 3 . 


Esta fbrmula para F no es exacta porque las capas no se pueden hacer arbitrariamente 
delgadas. De hecho, el limite inferior del espesor es el di&metro de un globulo rojo. 
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que mide aproximadamente 2 x lO' 4 cm. Sin embargo, se puede suponer que la fbr- 
mula da una estimation razonablemente buena. Es interesante observar que un peque- 
fto cambio en el radio de la arteriola puede producir un cambio muy grande en el flujo 
sanguineo, pues Fes directamente proporcional a la cuarta potencia de R. Un cambio 
pequeflo en la diferencia de presiones no tiene un efecto tan importante pues P aparece 
en la formula elevada a la primera potencia. 

En muchos trabajos los operarios o trabajadores realizan repetidamente una mis- 
ma tarea. Por ejemplo, un empleado de una tienda de bicicletas tiene que armar bicicle- 
tas nuevas. A medida que arma m&s bicicletas le toma menos tiempo hacerlo hasta llegar 
a un tiempo limite. Otro ejemplo de este proceso de mejoramiento de la eficiencia por 
repeticibn es el de un capturista de datos que ha de ingresar informacibn de unos for- 
matos manuscritos a un sistema de cbmputo. El tiempo requerido para procesar cada 
forma disminuye al crecer el numero de datos. Como un ultimo ejemplo, el tiempo que 
toma a una persona recorrer un camino por un laberinto disminuye con la practica. 

Consideremos una situation general en la que una tarea 
se repite muchas veces. Supongamos que la experiencia de- 
muestra que el tiempo requerido para realizar la tarea por 
£-esima vez esta dado aproximadamente por f(k ), donde / 
es una funcibn continua decreciente en un cierto intervalo. 
El tiempo total requerido para realizar la tarea n veces est£ 
dado por la suma 

i m=m+f(2)+ --+f(n). 

*= i 

Considerando la grafica de /que se ilustra en la Figura 6.86, se ve que la suma es iguaJ 
al drea del pol/gono de rectdngulos inscrito que se muestra en la figura y, por lo tanto, 
se puede aproximar por la integral definida \ n 0 f(x)dx. Evidentemente, la integral dara 
una buena estimacibn de la suma si/disminuye lentamente en [0, n\. Si /varia rdpida- 
mente con cada cambio unitario de x , no se debe usar la integral para estimar la suma. 

EJEMPLO 4 Una compaftia que realiza encuestas mediante entrevistas telefbnicas, en- 
cuentra que el tiempo que le Ueva a un empleado efectuar una entrevista depende del 
numero de entrevistas realizadas anteriormente por el mismo. Se sabe que para cierta 
encuesta, el numero de minutos requeridos para llevar a cabo la fc-bsima entrevista esta 
dado aproximadamente por f(k) - 6(1 + A )“ 1/5 . Usar una integral definida para cal- 
cular aproximadamente el tiempo que un empleado requiere para realizar 100 y 200 en¬ 
trevistas. Suponiendo que un entrevistador recibe $4.80 (dolares) por hora, calcular qu£ 
tanto mas costoso resulta pagar a dos empleados por 100 entrevistas cada uno que pa- 
gar a un empleado por 200 entrevistas. 

Solucion De la discusibn anterior, el tiempo requerido para realizar 100 entrevis¬ 
tas es aproximadamente 

J 0 ,0 ° 6(1 + x)-»' 5 dx = 6 |(1+ x) 4 ' 5 ] ( '°° 

= ¥[(I01) 4/5 .- •] 

% 293.5 min. 


FIGURA 6.S6 
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El tiempo requerido para 200 entrevistas es aproximadamente 

J 0 2 °° 6(1 + x )- 1,5 dx = ^[( 201) 4 ' 5 - 1 ] 

^ 514.4 min. 

Como un entrevistador recibe SO.08 por minuto, el costo de que un empleado realice 
200 entrevistas es aproximadamente ($0.08)(514.4) o sea $41.15. Si dos empleados rea- 
lizan 100 entrevistas cada uno, el costo es aproximadamente 2($0.08)(293.5) o $46.96, 
que es $5.81 mas que el costo con un solo empleado. Ndtese que, por ctra parte, el 
ahorro de tiempo al usar dos personas es de aproximadamente 221 minutos. 

Con una computadora se puede demostrar que 

too 

X 6(1 + A:)- 1/5 % 291.75 

k = 1 
200 

y X 6 <! + *)” 1/5 * 512 . 57 . 

k = 1 

Los resultados obtenidos por integracion (las Areas bajo la grafica de /) son aproxima¬ 
damente 2 minutos mayores que el valor de la suma correspondiente (las areas de los 
poligonos de rectangulos inscritos). • 

En la economia, el proceso mediante el cual una empresa aumenta su riqueza acu- 
mulada se llama acumulacion de capital. Si el capital K al tiempo t estd dado aproxima¬ 
damente por K = /(/), donde ft s una funcidn derivable, entonces la tasa o razdn 
de cambio de K con respecto a t se llama flujo neto de inversidn. Entonces, si I denota 
el flujo de inversidn. 



Reciprocamente, si / estd dado por </(/), donde gts una funcidn continua en un inter¬ 
val [ a , b], el incremento de capital durante este intervale de tiempo es 

j>) dt = f(b) — f(a). 

EJEMPLO 5 Una compaftia desea tener un flujo neto de inversion dado aproximada¬ 
mente por g(t) = / l/3 , donde t esta en aftos, y(t) se mide en millones de dolares por 
ano y t = 0 corresponde al momento actual. Calcular aproximadamente la acumula- 
ci6n de capital durante los proximos ocho aftos. 

Sollicion De la discusidn anterior, el incremento de capital durante los proximos 
ocho aftos es 

J>* = J 0 V 3 ^ = |f 4 ' 3 ]®= 12. 

Por lo tanto, la acumulacidn de capital es de $12 000000. • 

Se han dado solamente unos cuantos ejemplos de las aplicaciones de la integral de- 
finida. El lector interesado podra encontrar muchos mas en libros de fisica, biologia. 
economia y administracion, y aun de areas como sociologia y ciencias politicas. 
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EJERCICIOS 6.9 


1. La figura muestra la velocidad (en mi/h) de un 
automdvil que viaja por una autopista durante 
12 min. Calcule aproximadamente la distancia re- 
corrida. 

EJERQQO 1 



2. La figura muestra la aceleracidn (en m/s 2 ) de un 
automdvil durante un intervalo de 8 s (segundos). 
Calcule aproximadamente el cambio neto de ve¬ 
locidad en ese intervalo de tiempo. 


EJERQQO 2 



<s) 

3. La tabla siguiente se obtuvo registrando la fuer- 
za /(x) (en dinas) que actua sobre una particula 
mientras esta se desplaza 6 cm sobre una recta 
coordenada de x = 1 a x = 7. Calcule aproxi¬ 
madamente el trabajo realizado aplicando (a) la 
Regia del Trapecio con n = 6, (b) la Regia de 
Simpson con n = 6. 


X 

1 2 3 

4 

5 

6 

7 

fix) 1 

20 23 25 

22 

26 

30 

28 


4. Un ciclista pedalea al subir por una cuesta y re- 
gistra su velocidad v(/) (en m/s) cada dos segun¬ 
dos. Usando los resultados registrados en la tabla 
siguiente, calcule aproximadamente por integra- 
ci6n numerica la distancia recorrida. 


r 

0 2 

4 

6 

8 

10 

v{t) 

8 7.5 

5.3 

3.1 

0.6 

0 


5. Una lancha de motor consume gasolina a raz6n 
de t \/9 — t 2 litros por hora. Si el motor se en- 
ciende en t = 0, £cu4nta gasolina consume en 
dos horas? 

6. La poblacidn de una ciudad ha aumentado des- 
de 1985 a raz6n de 1.5 + 0.3V7 + 0.006/ 2 mi¬ 
les de habitantes al afto, donde t es el numero de 
aflos a partir de 1985. Si esta tasa de crecimiento 
continua hasta 1994, <,cu&l sera la poblacibn en 
ese aflo si en 1985 era de 50 000 habitantes? 

7. Consulte (6.24). Para calcular el rendimiento car- 
diaco F (el numero de litros de sangre por minu- 
to que el corazdn bombea por la aorta) se inyecta 
una dosis de 5 mg de un tinte de indocianina verde 
en una arteria pulmonar y se realizan medicio- 
nes de la concentracidn (en miligramos por litro) 
del tinte en una arteria periterica cercana a la aor¬ 
ta, cada minuto. Los resultados aparecen en la 
tabla siguiente. Use la Regia de Simpson con 
n = 12 para calcular el rendimiento cardiaco. 


t (min) 

c(t) (mg/L) 

0 

0 

1 

0 

2 

0.15 

3 

0.48 

4 

0.86 

5 

0.72 

6 

0.48 

7 

0.26 

8 

0.15 

9 

0.09 

10 

0.05 

11 

0.01 

12 

0 


8. Consulte (6.24). En un punto A de un rio se mez- 
clan con el agua 1200 kg de dicromato de sodio 
y en un punto B rio abajo se toman muestras ca¬ 
da 30 s para medir la concentracion de esa sus- 
tancia. Los resultados aparecen en la tabla si¬ 
guiente. Calcule aproximadamente el flujo (o 
caudal) Fdel rio usando la Regia del Trapecio 
con n - 12. 
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6.10 Repaso 


/(*) 

c(0 

(g/m 3 o mg/L) 

0 

0 

30 

2.14 

60 

3.89 

90 

5.81 

120 

8.95 

150 

7.31 

180 

6.15 

210 

4.89 

240 

2.98 

270 

1.42 

300 

0.89 

330 

0.29 

360 

0 


* La figura muestra un termopar simple en el que 
el calor se transforma en energia eldctrica. Para 
determinar la carga total Q (en coulombs) trans- 
ferida al alambre de cobre en un intervalo de 3 s 
(segundos), se registraron los valores de la co- 
rriente (en amperes) cada medio segundo. Los re- 
sultados se muestran en la tabla. 


t (segundos) 

^ 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

/ (amperes) 

0 0.2 0.6 0.7 0.8 0.5 0.2 


Use el hecho de que / = dQ/dt y la Regia del 


AMPeRIMETRO 



Trapecio con n = 6 para calcular aproximada- 
mente la carga total transferida al alambre de co¬ 
bre durante los tres primeros segundos. 

10. Consulte el Ejemplo 5. Calcule la acumulacidn 
de capital sobre los intervalos de tiempo [0, 5] 
y [5, 10] suponiendo que el flu jo de inversidn esti 
dado aproximadamente por g(t) = 2/(3f + 1), 
donde g(t) se mide en miles de ddlares. 

11. Un capturista de datos recibe en hojas man us - 
critas los datos de las inscripciones de los estu- 
diantes de una universidad, y los transfiere a un 
archivo electrdnico. El numero de minutos que 
le lleva teclear la £-esima incripcidn es aproxima¬ 
damente f(k) = 6(1 + k)~ wi . Use una integral 
definida para evaluar aproximadamente el tiem¬ 
po que lleva (a) a una persona teclear 600 inscrip¬ 
ciones, (b) a dos personas teclear 300 inscripcio¬ 
nes cada una. 

12. El numero de minutos que toma a una persona 
recorrer un camino en cierto laberinto sin equi¬ 
vocate es aproximadamente f(k) = 5Ar 1/2 , 
donde k es el numero de intentos exitosos ante- 
riores. Aproximadamente, £cu£nto tiempo se re¬ 
quire para recorrer 10 veces el camino sin 
equivocate? 

13. Un fabricante calcula que el tiempo que requie- 
re un trabajador para armar cierto aparato de- 
pende del numero de aparatos que el trabajador 
ha armado anteriormente. El tiempo t (en minu¬ 
tos) que le lleva armar el £-esimo aparato estd 
dado por f{k) = 20(A: + l)" 04 + 3. Calcule 
aproximadamente el tiempo que le tomara armar 
(a) 1 aparato, (b) 4 aparatos, (c) 8 aparatos, 
(d) 16 aparatos. 

14. Calcule aproximadamente la suma 

too 

£ k(k 2 + 1) _1/4 

k= l 

mediante una integral definida. 


KM REPASO 


Defina 0 analice lo siguiente. 

E entre las graficas de dos funciones conti- 

>s de revolucidn. 


3. Metodos para determinar el volumen de un soli- 
do de revolucidn. 

4. Cdlculo de volumenes por cortes transversales (rc- 
banadas). 
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5. Funciones alisadas. *' Superficies de revolucidn. 

6. Longitud de arco de una grafica. 9. Trabajo. 

7. Funcion longitud de arco. I®- Fuerza ejercida por un liquido. 


EJERCICIOS 6.10 

Ejercicios 1-2: Represente la region acotada por las 

graficas de las ecuaci'ones y calcule el area (a) integran- 
do con respecto a x, (b) integrando con respecto a y. 

1. y = -x 2 , y = x 2 - 8 

2. y 1 = 4 - x, x + 2y - 1 = 0 

Ejercicios 3-6: Calcule el area de la regibn acotada por 
las gr&ficas de las ecuaciones. 

3. x = y 1 , x + y = 1 

4. y + x 3 = 0, y = vx, 3y + 7x - 10 = 0 

5. y = x 3 - x 2 - 6x + 3, y = 3 

6. y 3 - 2 y 2 - y = x - 2, x = 0 

Ejercicios 7-10: Represente la regibn R acotada por 

las grdficas de las ecuaciones y calcule el volumen del 

sblido generado al girar R alrededor del eje indicado. 

7 . y = >/4xT”l,> = 0,x = 0,x = 2; alrededor 
del eje x. 

g y - y = 0, x = 1; alrededor del eje y. 

9 y _ x 3 + x = 0,y = 2; alrededor del eje y. 

10. ^ = >/x, ^ = Vx; alrededor del eje x. 

11. Calcule el volumen del sdlido generado al girar 
la regibn acotada por las graficas de las ecuacio¬ 
nes y = 4x 2 y 4x + y - 8 = 0 (a) alrededor del 
ejex, (b) alrededor de la recta x = 1, (c) alrede¬ 
dor de la recta y = 16. 

12. Calcule el volumen del sblido generado al girar 
la regibn acotada por las graficas de y = x\ 
x = 2 y y = 0 (a) alrededor del eje x, (b) alre¬ 
dedor del eje y t (c) alrededor de la recta x = 2, 
(d) alrededor de la recta x = 3, (e) alrededor de 
la recta y = 8,(0 alrededor de la recta y = -1. 

13. Calcule la longitud de arco de la grafica de la 
ecuacibn (x + 3) 2 = 8(^ - l) 3 entre A(-2, j) 
y B( 5, 3). 


14. Un sblido tiene como base la regibn del piano xy 
acotada por las grdficas de y 1 - 4x y x = 4. 

Halle su volumen si las secciones transversales co- 
rrespondientes a pianos perpendiculares al eje x 
son tri&ngulos rectangulos isbsceles con uno de 
los catetos iguales en la base del sblido. 

15. Una piscina elevada tiene la forma de un cilin- 
dro circular recto de 4 m de diametro y 1.5 m de 
altura. El agua tiene una profundidad de 1.2 m. 
Calcule el trabajo de bombeo requerido para va- 
ciar la piscina extrayendo el agua por la orilla en 
la parte superior. 

16. Mientras un cubo se eleva 10 m desde el tondo 
de un pozo, pierde agua uniformemente. Calcu¬ 
le el trabajo realizado si dicho cubo (o balde) con- 
tenia originalmente 12 litros de agua y se pierde 
una tercera parte de ella. Suponga que el peso 
del balde vacio es de 2 kg, que el peso de la cuer- 
da es despreciable y que un litro de agua pesa un 
kilogramo. 

17. Una placa cuadrada de 4 pie de lado se sumerge 
verticalmente en agua de manera que una de sus 
diagonales queda paralela a la superficie. Calcu¬ 
le la fuerza ejercida por el agua sobre una cara 
de la placa si la distancia de la superficie al cen- 
tro de la placa es de 6 pie. 

18. Use diferenciales para calcular aproximadamen- 
te la longitud de arco de la gr&fica de y = x en¬ 
tre los puntos con abscisas 1 y 1.1. 

Ejercicios 19-20: Represente la regibn acotada por las 

grdficas de las ecuaciones y calcule su centroide. 

19. y = 1 + x 3 , x + y+ 1*0, x = 1 

20. y = I + x 2 , y - x = 0, x = - 1, x = 2 

21. Evalue el irea de la superficie que se genera cuan- 
do la parte de la grafica de la ecuacibn 12 y = 
4x 3 + (3/x) que se encuentra entre A(\* V 2 ) y 
B( 2, U), gira alrededor del eje x. 
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22. La forma del reflector de un faro se obtiene ha- 
ciendo girar una parabola alrededor de su eje. 
Calcule el area de la superficie de un reflector que 
mide 4 pie de di&metro y tiene una profundidad 
de 1 pie. 

^ERGCIO 22 



La velocidad v(/) de un cohete que viaja direc- 
tamente hacia arriba est£ dada en la tabla siguien- 
te. Calcule aproximadamente por integracibn 
num£rica la distancia recorrida por el cohete en- 
ire t = 0 y t * 5. 


<S) 

0 1 2 

3 

4 5 

\t) (m/s) 

100 120 150 

190 

240 300 


El electricista de un hotel sospecha que el medi- 
dor que contabiliza el consumo total de electri- 
cidad Q en kilowatts-hora (kW • h) no esta 


funcionando correctamente. Para verificar la pre- 
cisibn, mide directamente el consumo por minu- 
to R cada 10 min y obtiene los resultados de la 
tabla siguiente. 


/(min) 

0 10 20 30 40 50 60 

R (kW - h min) 

1.31 1.43 1.45 1.39 1.36 1.47 1.29 


(a) Use la Regia de Simpson para calcular apro¬ 
ximadamente el consumo total durante este 
periodo de una hora. 

(b) ;,Que debe concluir el electricista si la lectu- 
ra del medidor antes del experimento fue de 
48792 kW • h y despu^s del mismo fue 
de 48887 kW * h? 

Ejercicios 25-28: Suponga que Ax k 

representa un limite de sumas de una funcibn /en el 

intervalo [0, 1J. 

25. Calcule el valor del limite. 

26. Interprete el limite como el £rea de una regibn 
en el piano xy. 

27. Interprete el limite como el volumen de un sbli- 
do de revolucibn. 

28. Interprete el limite como el trabajo realizado por 
una fuerza. 













FUNCIONES EXPONENCIALES 
y LOGARITMICAS 


este capitulo se definen las funciones exponencial y 
logaritmica y se estudian algunas de sus propiedades. Como las 
funciones logaritmo y exponencial son inversas una de la otra, 
el capitulo se inicia con una discusion sobre funciones inversas. 
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CAPfTULO 7 • FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 


7.1 


FUNCIONES INVERSAS 


FIGURA 7.1 


<0 y = f(x) 


(ii) x * g[y) 

r \ . 


Sea / una funci6n biumvoca con dominio D y contradomi- 
nio E. Entonces, para cada numero/ en E hay exactamente 
un numero x en D tal que f(x) = y t como se ilustra con la 
flecha en la Figura 7.1(i). Como x es unico , se puede definir 
una funcidn cj de E a D tal que 

. Ay) = x. 


Como en la Figura 7.1(ii), g invierte la correspondence dada por /. Como 

g(y) = x y f(x) = y 
donde x estd en D y y en E, se ve que, por sustitucidn 

g(J\x)) = x y f(giy)) = y. 

La funcidn g se llama funcion inversa de /y se denota por f~\ como se especifica en 
la siguiente definicion. 


DEFINICION (7.1) 


Sea /una funcion biumvoca con dominio D y contrado- 
minio E. Una funcidn /“‘con dominio E y contradomi- 
nio D es la funcidn inversa de / si 

/“'(/(a*)) = x para todo x en D 

y Ar'W) = y P ara t0( *° y en £• 


El simbolo 1 que se usa en la notacion f 1 no debe confundirse con un exponen- 
te, es decir, f~'(y) no significa W[f(y)]* El reciproco \/[f(y)\ se denota por 
[/(>’)]"'• 

Es importante recordar que para definir la funcion inversa de una funcion / es ab- 
solutamente esencial que f sea biumvoca. Los ejemplos mas frecuentes de funciones 
biunivocas son las que son crecientes o decrecientes en sus dominios, pues en estos ca- 
sos, si a # b en el dominio, entonces f(a) * f(b) en el contradominio. 

Una funcidn biumvoca /tiene solamente una funcion inversa f~ ] y adem£s 
es biunivoca (veanse los Ejercicios 20 y 21). De la Definicidn (7.1) se deduce que / es 
la funcion inversa de / _l . Se dice que / y /"' son funciones inversas una de la otra. 
La siguiente relacidn (que se ilustra en la Figura 7.1 con q = /"') siempre se da entre 
una funcion biunivoca / y su funcion inversa f~ l . 


(7.2) 


y = f(x) si y solo si x = f~\y). 


* (N. del R.) Este seudoexponente (*') se utiliza en muchos casos para dcnotar una relaci6n de correspon- 
dencia inversa o anticorrespondencia. Asi, / es una funcion y f~ x es su inversa o anlifuncion. 
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Como a menudo x denota un numero arbitrario en el dominio de una funcion, cuan- 
do la funcion es /~\ se desea considerar f~\x) para x en el dominio E de f~\ Enton¬ 
ces, las dos formulas de la Definicion (7.1) se pueden escribir 

f~ l (/(x)) = x para todo x en D 
y /(./ ~ *(*)) = x para todo x en E . 

La Figura 7.1 incluye una sugerencia para obtener en algunos casos la funcion in- 
versa de una funcion biunivoca: si es posible, se despeja x en ttrminos de y de la ecua- 
cidn y = /(at), con lo cual se obtiene una ecuacion de la forma x = g(y). Si las dos 
condiciones g(f(x)) = x y f{g(x)) = x se satisfacen para todo x en los dominios de 
f y g, respectivamente, entonces g es la funcion in versa f~ l buscada. La siguiente guia 
resume este procedimiento. En el paso 2, anticipando que se va a encontrar f~\ se es¬ 
cribe at = f~\y) en lugar de x = g(y). 

GUfA PARA (7.3) 

OBTENER r 1 
EN CASOS 
SENCILLOS 


El que este metodo se pueda llevar a cabo depende de la naturaleza de la ecuacidn 
y ~ /(*). Pues se necesita poder despejar x en terminos de^. Esto es lo que se deno- 
mina casos sencillos en el titulo de la guia. 


1. Verificar que / es una funcion biunivoca (o que /es 
creciente o decreciente) en todo su dominio. 

2. Despejar x en terminos de y de la ecuacidn y = /(x), 
obteniendo una ecuacion de la forma x = f~ l (y). 

3. Verificar las condiciones 

f ~'(/(•*■)) = AT y /(/-'(*)) = Jf 

para todo x en los dominios de / y f ~\ respecti- 
vamente. 


EJEMPLO 1 Sea /(x) = 3x - 5. Encontrar la funcion inversa de/. 

Solucion Seguiremos los pasos de la Guia (7.3). Primero notamos que la grafica 
de la funcion lineal / es una recta con pendiente 3 y, por lo tanto, / es creciente en 
todo IR. Entonces la funcion inversa /“' existe. Como ademas el dominio y el contra- 
dominio de/es IR, lo mismo sucede para 
Como en el paso 2, despejamos x de 

y = 3x - 5 

obteniendo 

y + 5 


Formalmente escribimos 
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Como no importa el simbolo que se usa para la variable, tambi£n podemos escribir 

x + 5 


r l w = 


3 


Finalmente, verificamos que se satisfacen las dos condiciones 

f~ *(/(*)) = x y /(/" l (x)) = x 

Asf, 


/' , (/(x)) = /" 1 (3x-5) = 


(3x - 5) + 5 


Tambi£n, 




Esto demuestra que la funcion inversa de / est£ dada por 

/-w-^ • 


figura 7.8 EJEMPLO 2 Encontrar la funcidn inversa de la funcidn J 

dada por /(x) = x 2 - 3 para x ^ 0. 

Solucidn La grdfica de /estd en la Figura 7.2. Su domi- 

nio D es [0, <») y el contradominio E es [-3, °°). Como / 
es creciente en D, tiene una funcidn inversa f~ ] con domi 
nio E y contradominio D. 

Aplicando el paso 2, consideramos la ecuacidn 

y = x 2 - 3 

y despejamos x de ella, obteniendo 
x = ±\fy + 3. 

Como x no es negativo, descartamos la solucidn x = —Vy + 3 y se toma 

/” = yfy + 3 o, equivalentemente, f~ l (*) = >/x + 3. 

En ultimo tSrmino, se verifica que / -, (/(x)) = x para x en D - [0, <»), y que 
f(f~\x)) = x para x en E = [-3, 00 ). De modo que 

f~ *(/(*)) = f~ l (* 2 - 3) = yj{x 2 - 3) + 3 = jx* = x para x ^ 0. 
y 

)) = f(sjx + 3) = (y/x + 3) 2 - 3=(x + 3)~3 = x para x > -3. 

Esto demuestra que la funcidn inversa est& dada por 

/~ l (x) = y/x + 3 para x ^ -3 • 

Hay una relacidn interesante entre las gr£ficas de una funcidn / y la de su funcidr 
inversa f~ l . Notese primero que b = f(a) significa lo mismo que a = f~\b ). Estas 
ecuaciones implican que el punto ( a , b) esta en la grafica de/si y solo si el punto ( b , o' 
esta en la grdfica de / _l . 
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En el Ejemplo 2 se vio que las funciones f y f~ x dadas por 


/(■*) = x 2 - 3 y / '(•*) = -Jx + 3, 



son una inversa de la otra, siempre y cuando la variable x 
este debidameme restringida. Aigunos de los puntos de la gra- 
fica de /son (0, -3), (1, -2), (2, 1) y (3, 6). Los puntos co- 
rrespondientes sobre la grafica de f~ x son (-3, 0), (-2, 1), 
(1, 2) y (6, 3). En la Figura 7.3 aparecen los croquis de las 
graficas de / y f~ x sobre los mismos ejes coordenados. Si 
se dobla la hoja a lo largo de la recta / que biseca los cua- 
drantes I y III (indicada por linea punteada en la figura), las 
graficas de / y f~ ] coinciden. Nbtese que y = x es la ecua- 
cion de /. Cada grafica es un reflejo de la otra con respecto 
a la recta /. Esto sucede siempre que se tengan las graficas 
de una funcibn / y de su funcibn inversa f~ l (vease el Ejcr- 
cicio 22). 


ICIOS 7.1 

1-4: Dcmuestre que /y g son funciones in- 
una de la otra y trace las graficas en un mismo 
coordenado. 

* 7* + 5; 0(x) = }(x - 5) 

:) = x 2 - 1, x £ 0; g(x) = s/xT\ y x > -1 
ll*> = V’2x - 4, x > 2; g(x) = j(x 2 4- 4), x > 0 
JfW = X 3 + I; </(x) = tjx - 1 

ios 5-18: Encuentre la funcion inversa de /. 
fix) = 4.x - 3 6. fix) = 9 - 7.x 

1 

--x > —< 

2x 4- 5 2 



20. Demuestre que si / es una funcibn biunivoca con 
dominio D y contradominio £*, entonces /"' es 
una funcion biunivoca con dominio E y contra¬ 
dominio D. 

21. Demuestre que una funcibn biunivoca tiene so- 
lamente una funcibn inversa. 

22. Demuestre que la grafica de f~ ] es el reflejo de 
la gr£fica de / con respecto a la recta y - x ve- 
rificando (a)-(c): 

(a) Si P(n, b) esta en la grafica de /, entonces 
Q(b , a) esta en la grafica de 

(b) El punto medio del segmento PQ esta en la 
recta y - x. 

(c) La recta PQ es perpendicular a la recta 


fix) = 


I 

3x — ! ’ 


*> i 


y = x. 


fix) = 9 — x 2 , x > 0 
fix) = 4x 2 + L x ^ 0 

fix) = 5x 3 - 2 12 . fix) = 7 - 2x 3 

fix) = v/3x - 5, x £ | 

/(*) = \J 4 - x 2 , 0 ^ x < 2 

fix) = </x 4-8 16 . fix) = (x 3 4- I) 5 

nx) = x 18 . /(x)=-x 

(a) Demuestre que la funcibn lineal definida por 
f(x) = ax + b, donde a± 0, tiene una 
funcibn inversa y encuentre /"‘(x). 

(b) ^Tiene funcibn inversa una funcibn constan- 
te? Explique su respuesta. 


Fjercicios 23-26: La figura muestra la grafica de una 
funcibn biunivoca. Use la propiedad de reflexibn pa¬ 
ra trazar la grafica de /"*. Determine los dominios y 
los contradominios de f y f~ l . 


23. 
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FUNCION LOGARITMO NATURAL 


Si a es un numero real positivo, es facil definir a r para cualquier numero racional r y 
pero la extensidn al caso de exponentes irracionales requiere de conceptos matem&ticos 
avanzados. Por ejemplo, para definir a r , se puede expresar t como un decimal infini¬ 
te) 3.14159... y considerar las aproximaciones sucesivas 


a 3 -' 


„ 3.14 .. 3.141 


Es de esperarse que las potencias sucesivas tiendan a a r y por lo que parece natural 
definir 

a n = Hm a r 

r-*n 

donde r se restringe a los numeros racionales. Desgraciadamente, hay problemas serios 
en este tipo de definicidn. Ademds de demostrar que el Ifmite existe y es unico, habria 
que demostrar que las leyes de los exponentes a u a v = a u + v y (a u ) v = a uv y etcetera, se 
cumplen para todos los numeros reales u y v, lo cual es sumamente dificil. Dada la difi- 
cultad de tal demostracidn, a menudo en las matematicas anteriores al calculo se supo\ f 
ne que si a > 0, entonces a u existe para todo numero real u y que las reglas de los 
exponentes son validas para todos los numeros reales. El logaritmo de base a se define 
como sigue: 

u = log a v si y s61o si a u = v. 

Entonces, las propiedades de los logaritmos se pueden deducir de las leyes de los expo¬ 
nentes (que fueron previamente aceptadas). Aunque este camino para desarrollar el lo¬ 
garitmo es adecuado en el algebra elemental, no resulta apropiado para los cursos 
avanzados en los que el nivel de rigor matematico es superior. 

En este capftulo se dan definiciones de log^x para todo numero real positivo jc y 
de a x para todo numero real x. Nuestro enfoque comienza usando una integral defini- 
da para definir la funcion logarttmica natural que se denota por In. Luego se usa la 
funcion logaritmo natural para definir la funcion exponencial natural denotada por exp. 
Finalmente, se definen a x y log a Jt. Este planteamiento permite obtener resultados so- 
bre la continuidad, las derivadas y las integrates de estas funciones de manera relativa- 
mente simple, y demostrar las leyes de los exponentes que se aceptaron en las matematicas 
anteriores al Calculo. 

Sea /una funcidn continua en un intervalo cerrado [a y b], Como en la demostra- 
cion de la parte 1 del Teorema Fundamental del Calculo (5.22), se puede definir una 
funcion F por 

F(x) = fjU)dt . 
















7.2 Funcidn losaritmo natural 


nGURA 7.4 



para todo mimero at en [a, b). Si /(,) > 0 en todo [a b\ 
entonces Fix) es el area bajo la grafica de /en.re y* co 

* nde rt es un numero racional y /7 # -1 S e nucde en 

r“£r " P " Ci,a P " a " ^ - ia css 


fw -r 


r dt = —. t 

n + I 


-■r 


--r(x" 

n + 1 ' 


siempre y cuando t” estt) definido en todo [ a , *]. Se debe excluir ft/) = \/, _ ,-t 

SSbidL * "rZ^vZ'T pa,a * ■ Has,a ah °™ "° «l»n deierminado „! 
“ de /u > - 1/Jr - A “ mi "“ac.6n sc define nna funddn cnya deri.ad, es I/". 


DEFINICION (7.4) 


La funcidn logaritmo natural, denotada por In, se defi- 

ne nnr 

1 


ne por 

In* = f*-L dt. 

Jl t 

para todo x > 0. 






La Figura 7.5 ilustra la interpretacidn de In* como un drea, para el caso * > 1. 

La expresion In * se llama logaritmo natural de *. La res- 
tnceton * > 0 es necesaria porque ft (1 /t)dt no existe para 
* - El mot,vo P° r el cual a esta funcidn se la llama loea- 

T°* 3Clarard maS adelan,e cuando se demuestre que 
In satisface las leyes de los logaritmos estudiadas antes del 
Calculo (vease el Teorema (7.7)). 

Del Teorema (5.25) se deduce que 

Jl t x 

para todo * > 0 (vease el Ejemplo 5 de la Seccidn 5.4). Esto 
da el siguiente teorema. 


D r 



TEOREMA (7.5) 


Entonces, In* es urn, antiderivada de I/*. Como In* es derivable y su derivada 
1/xes posttiva para todo* > 0, de los Teoremas (3.5) y (4.3) se deduce que lafuncidn 
ogantmo natural es contmua y creciente en todo su dominio. N6tese tambi/n que 


Dl (in *) 
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es negativo para todo x > 0. Entonces por (4.16), la grafica de la funcion logarit- 
mo natural tiene concavidad hacia abajo en todo punto P(c, Inc) sobre la grdfica. 

Para trazar la grafica de y = In x se calculan las ordenadas de sus puntos usando 
la integral de la Definicibn (7.4). En particular, si x = 1, entonces por la Definicibn 
(5.10), 

In 1 = Jj 1 | dt = 0. 

Por lo tanto, la grdfica de y = In x tiene abscisa en el origen 1. Como In es una funcibn 
creciente, resulta que para x > 1, el punto (x, y) de la gr&fica se encuentra arriba del 
eje x, y para 0 < x < 1, (x, y) est & abajo del eje x. Para calcular aproximadamente 
y cuando x ^ 1, se puede aplicar la Regia del Trapecio o la Regia de Simpson. Si x = 2, 
entonces del Ejemplo 2 de la Seccibn 5.6, 

In 2= P-dfw 0.693. 

Ji t 

En el Teorenja (7.7) se demostrara que si a > 0, entonces In a r = r\na para todo 
numero racional r. Usando este resultado se obtiene 

In 4 = In 2 2 = 2 In 2 * 2(0.693) * 1.386 

In 8 = In 2 3 = 3 In 2 % 2.079 

In £ = In 2~ 1 = -ln2* -0.693 

In i = In 2~ 2 = -2 In 2^ -1.386 

In § = In 2 -3 = — 3 In 2 « -2.079. 


FIGURA 7.6 


La Tabla C del Apbndice III es una lista de los logaritmos naturales de muc^os otros 
numeros calculados con una precisibn de tres decimales. Tambien se pueden usar calcu- 
ladoras para estimar los valores de In. 

Situando los puntos correspondientes a las ordenadas ya 
calculadas y usando el hecho de que In es continua y crecien¬ 
te se obtiene el croquis de la Figura 7.6. (Nbtese la conca' 
dad hacia abajo en cada punto de la grifica.) 

A1 final de esta seccibn se demostrard que 



Hm In x = oo 


iim In x = 

x-0* 


-oo. 


De modo que lnx tiende a infinito cuando x -* °°, y el eje > 
es una asintota vertical de su grafica (vease la Figura 7.6). 
El siguiente resultado generaliza el Teorema (7.5). 


Si u = tf(x), donde .c/esderivabley g(x) > 0, entonces 


TEOREMA (7.6) 
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Demostracion 


Tomando y = In u y u = g(x) y aplicando la Regia de la Cadena, 


n . dy dy du 1 
D, In u = = — — = -D 

dx du dx u x 


Obs6rvese que si u = x, entonces el Teorema (7.6) se reduce a (7.5). 


EJEMPLO 1 

(*) Encontrar f '(x) para /( x) = In (at 2 + 6). 
(b) Encontrar y' para y = ln\/x + 1 y x > -1. 


Solucion 

(») Tomando u = x 2 + 6 en el Teorema (7.6), 

f'{x) = D x In (x 2 + 6) = -j i-— D x (x 2 + 6) = - 

x 2 + 6 x 2 + 6 

( 1>) Tomando u = -Jx +1 en el Teorema (7.6), obtenemos 

y' = D x In -Jx + 1 


D x Vx + 1 = • 1 (x + 1) _,/2 


yjx + 1 

1 1 1 


2 ' 
l 


v^TT is/TTi 2(x + i) 


El siguiente teorema afirma que los logaritmos naturales satisfacen las mismas le- 
yes que los logaritmos estudiados en los cursos de matemdticas anteriores al calculo. 


TEOREMA (7.7) 



Demostracion 

(i) Si p > 0 entonces aplicando el Teorema (7.6) con u = px, 

D x In (px) = — D x (px) = — p = -. 

px px r x 
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Como lnpx tiene la misma derivada que lnx para todo x > 0, del Teorema (4.32) se 
deduce que estas expresiones difieren por una constante, es decir, 

lnpx = lnx + C 

para algun numero real C. Sustituyendo x por 1 se obtiene 

In p = in 1 + C. 

Como In 1 =0, resulta que C = lnp y por lo tanto, 

lnpx = lnx + lnp. 

Sustituyendo x por q en la ecuacidn anterior se obtiene 

In pq = In <7 + lnp, 
que es lo que se queria demostrar. 

(ii) Usando la fdrmula lnp + In <7 = lnp^ con p = \/q y se ve que 

In - + In q = In Q • ^ = In 1 =0 


y por lo tanto, In - = —In q. 

V 

Entonces, 

In - = In ( p • - | = In p 4 - In - = In p - In q. 
Q \ V <1 


(iii) Si r es un numero racional arbitrario y x > 0, entonces por el Teorema (7.6) con 
u = x r f 


D x (lnxn = ±D x (x') = ±rx'~ l = 



Sin embargo, por los Teoremas (3.11) y (7.5), tambien se puede escribir 


D x (r In x) = r D x (In x) = r 



Por lo tanto, &x 0 n ( r 1° *)• 

Como lnx r y rlnx tienen la misma derivada, difieren solo por una constante (vease el 
Teorema (4.32). Entonces, 

lnx r = rlnx + C 

para algun C. Poniendo x = 1 en la fdrmula anterior se obtiene 

In 1 = rln 1 + C. 
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Como In 1 = 0 , esto implica que C = 0 y por lo tanto, 

\nx r = rlnx. 

En la Secci 6 n 7.5 se generalizara esta ley a exponentes irracionarios. • • 

El siguiente ejemplo ilustra el hecho de que a veces es conveniente aplicar el Teore- 
ma (7.7) antes de derivar. 


EJEMPLO 2 Encontrar f \x) para f(x) = In [ v 6x - 1 (4x + 5) 3 ] y x > ± . 

Solucion Primero escribimos V6x - T = (6x - I ) l/2 y usamos (i) y (iii) del Teore- 
ma (7.7), obteniendo 


f(x) = In [(6.x - 1) I/2 (4 x 4- 5) 3 ] 

= In (6x - l )*/ 2 4 - In (4x 4 - 5) 3 
= i In (6x - 1) 4- 3 In (4x 4 - 5). 

l/sando el Teorema (7.6), 


m -\ 6,'-, 161 + 3 4,' + l' 41 


12 


84.v 4- 3 


6x — / 4x 4* 5 (6x — l)(4x 4- 5) 


En los siguientes ejemplos y ejercicios, cuando una funcidn se define en t^rminos 
de la funcidn logaritmo natural, no se especifica explicitamente su dominio. Se supone 
que x se restringe a los valores para los que la expresion dada tiene sentido. 


EJEMPLO 3 Encontrar y' para y — In 3 


lx 2 - I 

X 2 + 1 


Solucion Usamos primero el Teorema (7.7) para cambiar la forma de y, como sigue: 


= i[In (x 2 — 1 ) — In (x 2 + 1 )]. 
Ahora se aplica el Teorema (7.6) y obtenemos 

1 


.![_!_ 

3 Lx 2 - 


t ( 2 x) -:x 2 ^ 


(2x)J 


= 2 ^r_j_ l l 

3 |_X 2 - 1 X 2 + I | 

= 2x] 2_7 4x 

3 [(x 2 - iXx 1 + 1)J 3(x 4 - 


1) 
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En el ejemplo siguiente se da una aplicacidn de los logaritmos naturales al proceso 
de crecimiento. En muchos otros ejemplos y ejercicios de este capitulo, aparecen pro- 
blemas prdcticos en los que interviene la funcion logaritmo natural. 


EJEMPLO 4 El Modelo de Count es una f6rmula empmca que sirve para predecir 
la estatura de un nifto en edad preescolar. Si h denota la estatura (en cm) y x la edad 
(en aftos), entonces 

h = 70.228 + 5.104* + 9.222 In* 


para \ ^ * < 6. 

(a) Pronosticar la altura y la rapidez o tasa de crecimiento de un nifto ti'pico de dos aftos. 

(b) iA qu6 edad se alcanza la mayor rapidez de crecimiento? 

Solucidn 

(a) Si * = 2, entonces la altura es 

h = 70.228 + 5.104(2) + 9.22 In 2 
% 70.228 + 10.208 + 9.222(0.693) * 86.8 cm. 

Por la Definici6n (3.19), la tasa de cambio de h con respecto a * es 
dh 

— = 5.104 + 9.222 
dx 

Si * = 2, entonces 

~ =5.104 + 9.2220 = 9.715. 



Entonces, la tasa de crecimiento a la edad de dos aftos es aproximadamente 9.7 cm/aflo. 
(b) Para calcular el valor maximo de la tasa de crecimiento dh/dx buscamos primero 
los numeros criticos de dh/dx. Derivando luego dh/dx obtenemos 



que existe en todo el intervalo [ £ , 6] y no es cero. Por lo tanto, dh/dx no tiene nume¬ 
ros criticos en este intervalo. Como d 2 h/dx 2 es siempre negativa, del Teorema (4.13) 
se deduce que dh/dx es decreciente en [ J, uj. Por lo tanto, dh/dx tiene un mdximo 
en la frontera en * = \ , es decir, la maxima rapidez o tasa de crecimiento se alcanza 
a la edad de 3 meses. • 


Para terminar esta seccibn se estudia el comportamiento de In * cuando * -* «> y 
cuando * -♦ (T. Si * > 1, la integral ft (1//) dt = In * puede interpretarse como el drea 
de la regibn que se muestra en la Figura 7.7. La suma de las areas de los tres rectdn- 
gulos que aparecen en la Figura 7.8 es 




13 

12 ’ 
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FIGURA 7.7 


FIGURA 7.8 


y 




X 


2 3 4 


Como el area bajo la gr£fica de y = \/t entre / = 1 y t = 4 es In 4, se ve que 

In 4 > > 1. 

12 

Resulta que si M es un numero racionai positivo arbitrario, entonces 
A/ In4 > M o bien ln4 M > M. 

Si x > 4 m , entonces como In es una funcidn creciente, 

In* > ln4 M > M. 

Esto demuestra que se puede lograr que In x sea tan grande como se quiera, escogiendo 
x suficientemente grande, es decir, 

lim \nx = 00 . 

Para estudiar el caso x 0 + se ve primero que 


In— = In 1 - Injc = 0 - \nx = -\nx. 
x 


Entonces, 



Cuando x tiende a cero por la derec’na, \/x tiende a infinito y tambien In (\/x) tiende 
a infinito. Por lo tanto —In (1 /jc) tiende a menos infinito, es decir, 


lim In* = -°°. 

x-+Q' 




La expresibn dada. 
L In (9x -f 4) 

L In (2 — 3x) 5 


9. In ^4x 2 + lx 


10. (In x ) In (x + 5) 


2. In (x 4 + 1) 11. * ln * 

4. ln (5x 2 + l) 3 13. In Vx + >/ln x 


12. x 2 /(ln x) 

14. In x 3 -I- (In x) 3 


In V7- 2X 5 




L In (3x 2 — 2x + I) 
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17. In (5x — 7) 4 (2x + 3) J 

. x/?Tf 
19 ,n (fcr4P 

, 

n * '"VFTT 

23. In (x + s/x 1 — 1) 

25. (In Jx 2 + 1 ) 2 


27. s /ln (v 2 + I) 


18. In ifix - 5(3x + 8) 2 
x\2x - I) 3 


20. In 


U + 5) 2 


22. In (In x) 

24. In (x -I- yjx 2 + 1) 
26. (ln\/x)/ v ln x 

28. In | x| 


coordenadas de todos Ios puntos de inflexidn de 
la gr£fica. 

EJERCICIO 40 



Ejercicios 29-34: Encuentre y’ por derivation im- 

plitita. 

29. 3y — x 2 + In xy = 2 

30. y 2 + In (x/y) - 4x + 3 = 0 

31. x In y - y In x = 1 32. v 3 + x 2 In y = 5x + 3 

33. y - In (x + y) 34. (In x)(ln y) = xy - 1 

35. Halle la ecuacidn de la recta tangente a la gr£fi- 
ca de y - x 1 + In (2x - 5) en el punto de la 
grafica con abscisa 3. 

36. Encuentre la ecuacidn de la recta tangente a la 
grafica de y - x + In x que sea perpendicular 
a la recta 2x + 6y = 5. 

37. Encuentre los puntos de la grafica de y = x 2 + 

4 In x en los que la recta tangente es paralela a 
la recta con ecuacidn y - 6x 4- 3 = 0. 

38. Obtenga una ecuacidn de la recta tangente a la gra¬ 
fica de x 3 - xlny + y 3 = 2x + 5 en el pun¬ 
to (2, I). 

39. La figura muestra una grifica generada por 
computadora de y = 5 In x - \x para x > 0. 
Calcule las coordenadas del punto m&s alto de 
la grifica y demuestre que 6sta tiene concavidad 
hacia abajo para x > 0. 

EJERCICIO 39 



40. La figura muestra una grafica generada por 
computadora dey = In (x 2 + 1). Encuent-e las 


41. La funcidn de position de un punto que se mue- 
ve sobre una recta coordenada esti dada por 
$(/) = t 2 - 4 In (f 4- 1) para 0 ^ t ^ 4. Calcu¬ 
le la velocidad y la aceleracidn al tiempo t y des- 
criba el movimiento del punto durante el intervalo 
de tiempo [0, 4). 

42. En el andlisis de un tipo particular de reaccidn 
quimica aparece la ecuacidn 

1 fe(fl - s) 
c{a - b) a(b — x) 

donde x es la concentracibn de una sustancia al 
tiempo ty a, by c son constantes. Demuestre que 
dx/dt = c(a - x)(b - x). 

43. La edad T (en aftos) de una ballena azul hembra 
se puede calcular aproximadamente a partir de 
su longitud L (en pies) usando la fdrmula T = 
-2.57 In [(87 - L)/63]. Una ballena azul fue des- 
cubierta por un barco de investigacidn y se esti- 
ma que su longitud es de 80 pie. Calcule aproxi¬ 
madamente el error m4ximo que se comete al es- 
timar T usando diferenciales, si el error en la 
estimacidn de L puede ser de 2 pie. 

44. La relation de Ehrenberg In W = In 2.4 -f 1.84 h 
es una fdrmula empirica que relaciona la altura 
h (en cm) con el peso W (en kg) para niftos ma- 
yores de 5 aflos y menores de 13. Esta fdrmula 
se ha verificado en muchos paises encontrdndose 
sdlo diferencias pequeftas en las constantes. De¬ 
termine la relacidn entre las rapideces de varia- 
cidn dW/dt y dh/dt al tiempo t (en aflos). 

45. Un cohete de masa m, lleva un abasto de com¬ 
bustible de masa m 2 , que se quemari segun una 
rapidez constante de b kg/s. El cohete expulsa los 
gases con velocidad constante y la distancia s(t) 
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(en metros) que el cohete ha recorrido a los t se- 
gundos, estd dada por 

40 = ct + Um,+m t - bt) In (~ bt \ 
P \ *1+*! / 

para una constante c > 0. 

(a) Calcule la velocidad inicial y la aceleracion 
inicial del cohete. 

(b) El combustible se agota al tiempo t = 
fn 2 /b. Calcule la velocidad y la aceleracibn 
en ese momento. 

I^ EI numero esperado S(N) de especies diferentes 
en una muestra de un numero grande A^de mari- 
posas o palomillas colectadas en una cierta loca- 
iidad estd dado aproximadamente por la formula 
S(N) = flln [( a + N)/a\ para a > 0. 

(a) Demuestre que 5(0) = 0 y 5(1) = 

(b) ln [> + 

Trace la grdfica de 5 analizando S' y S" para 
V > o. 


49 Describa la diferencia entre las graficas de y = 
ln(x 2 ) y y = 2lnx. 

50. Demuestre que si 0 < a < b , entonces la fun- 
cibn logaritmo natural satisface las hipbtesis del 
Teorema del Valor Medio (4.12) en [ a , b] y en- 
cuentre una formula general para el numero c en 
la conclusibn de (4.12). 

Sea f(x) = In x. Encuentre una formula para la 
rr-esima derivada f-\x) para todo entero posi- 
tivo n . 

Demuestre que para 0 < x < 1, In x es igual al 
negativo del drea bajo la grdfica de y = 1// en¬ 
tre / = x y / = 1 (vease la Figura 7.5). 

53. Demuestre que para todo x > 0 se tiene que 

(x — \)/x ^ In* ^ x— 1. 

54. Use cl Ejercicio 53 para demostrar que 


la Tabla C o una calculadora para ayudarse 
a trazar la grdfica de y = In x (vbase la Figura 
7.6). Calcule la pendiente de la recta tangente a 
.a grafica en los puntos con abscisa 1, 5, 10, 100 
y 1000. Describa el comportamiento de la pen¬ 
dente cuando la abscisa a del punto de tangen- 
oa tiende a infinito. ^Qub sucede si a tiende a 0? 

» Trace las grdficas de (a) y = In |*|; (b) y = 
'Ihurl. 


Ejercicios 55-58: Verifique la formula por derivacibn. 

55. Jin xdx = x In x — x + C 

56. J"(In x) 2 dx = xr(ln x) 2 - 2x ln x + 2x + C 
1 


• dx = In (x + sfx 2 + a 2 ) + C 


57. f- 

^ Vx 2 + a 2 

58 - / ~ i * 2 dx = ±l n + c, a 2 > x 2 
J <> - x 2 2a a-x 


Q 


FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 


En la Secci6n 7.2 se vio que 

Urn Injf = oo y Iim lax _ _ 0O 

Jr “* x—O* 

Estos hechos se emplean 


TEOREMA (7.8) 


Dcmostracidn Veamos primero el caso x = 0. Como ln 1 = 0 y ademds ln es una 
tuncion creciente, 1 es el unico valor de y para el cual ln.y = 0. 

Si x es positivo, se puede escoger un numero b tal que 

In 1 < x < ln b. 


en la demostraefon del siguiente resultado. 


A todo numero real x le corresponde un unico numero 
real positivo y tal que Iny = x. 
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Como In es continua, toma todos los valores entre In 1 y In b (ver el Teorema del Valor 
Intermedio (2.28)). Por lo tanto, hay un numero y entre 1 y b tal que \ny = x. Como 
In es una funcidn creciente, tambien este numero es unico. 

Finalmente, si x es negativo, existe un numero b > 0 tal que 

In b < x < In 1 

y como antes, existe un unico numero y entre b y 1 tal que ln.y = x. • • 

Del Teorema (7.8) se deduce que el contradominio de In es U. Como In es una fun- 
cidn creciente, tambien es biunfvoca y por lo tanto, tiene una funcidn inversa, a la que 
se le da un nombre especial en la siguiente definicidn. 


DEFINICION (7.9) 


El motivo de usar el nombre exponential en esta defini- 
cidn se aclarard m£s adelante. Como exp es la funcidn inver¬ 
sa de In, su dominio es U y su contradominio es el conjunto 
de los numeros reales positivos. Ademas, como en (7.2), 

y = exp* si y sdlo si x = In y 

donde x es cualquier numero real y y > 0. De acuerdo con 
la Definicidn (7.1), tambien puede escribirse 

In (exp x) = x y exp (In y) = y. 

Como se seftald en la Seccidn 7.1, si dos funciones son 
una la inversa de la otra, entonces una de las grdficas es la reflejada (o reflexidn) de 
la otra con respecto a la recta y = x. Entonces, la gr&fica de y = exp x puede obtener- 
se reflejando la gr&fica de y = In x con respecto a esta recta, como se ilustra en la Figu- 
ra 7.9. Evidentemente, 

lim expx = °° y lim exp* = 0. 

X-+BO 

Por el Teorema (7.8), existe un numero real positjvo unico cuyo logaritmo natural 
es 1. Este numero se denota por e. El gran matem£tico suizo Leonhard Euler (1707-1783) 
fue uno de los primeros en estudiar a fondo sus propiedades. 


F1GURA 7.9 



La funcidn exponencial natural, que se denota por exp, 
es la inversa de la funcidn logaritmo natural. 


DEFINICION DE e (7.10) 


La letra e denota al numero real positivo tal que In e = 1. 


En la Seccidn 7.2 se calcularon algunos valores de In. Usando la Regia del Trapecio 
se puede demostrar que 


r 7 i*<i< r'i* 

Ji t Ji t 
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(vease el Ejercicio 13 de la Section 5.6). Entonces por la Definicidn (7.4), 

In 2.7 < lne < In 2.8 

lo cual implica que 

2.7 < e < 2.8. 

M&s adelante, en el Teorema (7.25), se demostrara que el numero e puede expresar- 
se como el siguiente Hmite: 

e = Hm (1 + h) l/h . 

h—0 

Esta fdrmula se puede usar para calcular el valor de e con el grado de precision que 
se desee. En particular, con una precision de cinco decimales (vease la pagina 380). 

e * 2.71828. 

Puede demostrarse que e es un numero irrational. 

Si r es cualquier numero rational, entonces por el Teorema (7.7) (iii). 

In e r = r\ne = r(l) = r. 

Esta ecuacidn sirve para motivar la definicidn de e x para todo numero real x. Concre- 
umente, se definird e x como el numero real y tal que ln^ = jc. El siguiente enunciado 
equivalente es util para recordar este hecho. 


DEFINICION DE e' (7.11) 


Si x es cualquier numero real, entonces 

e x = y si y s61o si ln>^ = x. 


Recordando la Definicidn (7.9) puede verse que 

exp* = y si y s6Io si In>> = x. 

Comparando esta relacidn con la Definicidn (7.11) se ve que 

e x = exp x para todo x. 

Estc es el motivo por el que se dice que exp es una funci6n exponencial y se la llama 

funcidn exponencial con base e o funcion exponencial natural. El hecho de que 

In (expor) = x para todo x , y exp (In*) = * para todo * > 0, puede expresarse ahora 
como sigue: 


TEOREMA (7.12) 



El siguiente teorema afirma que las potencias del numero e satisfacen las ieyes co- 
nocidas de los exponentes. 
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TEOREMA (7.13) 



Demostracion Usando los Teoremas (7.7) y (7.12), 

\ne p e q = \ne p + \ne q = p + q = \ne p + q . 

Como la funcidn logaritmo natural es biunfvoca, se tiene que 

e p e q = e pJrq . 

Esto demuestra (i). Las demostraciones de (ii) y (iii) son parecidas. En la Seccidn 7.5 
se demostrard que (iii) tambten se cumple para r irracional. • • 

No es diffcil demostrar que si n es un entero positivo entonces (como en el Algebra 

elemental) e n - e ’ e . e con n factores, todos iguales a e , al lado derecho de 

la iguaJdad. De modo que el Teorema (7.12), 

e° = e lnl = 1 y e 1 = e lne = e. 

Luego, del Teorema (7.13), 

e 2 = e l + l = e l e l = ee , e 3 = e 2+l = e 2 e' = ( ee)e , 

etcetera. Los exponentes negativos tambien tienen las propiedades usuales, es decir, 



para todo entero positivo n. Las potencias racionales de e tambien pueden interpretarse 
como en el Algebra elemental. 

La grifica de y = e x es la misma que la de y = exp* ilustrada en la Figura 7.9. 
De aqm en adelante se usard e x en vez de exp * para denotar los valores de la funcidn 
exponencial natural . 

En las matem£ticas anteriores al Calculo, las graficas de ecuaciones como y — 2 X 
y y - trazan suponiendo que estas expresiones exponenciales estdn defmidas pa¬ 
ra todo numero real xy aumentan cuando * crece. Usando este punto de vista intuitivo, 
se puede obtener un esquema burdo de la grdfica de y = e x graficando y = (2.7)*. 

En la Seccidn 1.1 se demostrara que la funcidn inversa de una funcidn derivable 
es derivable. Aceptando este resultado por anticipado, puede encontrarse la derivad 1 * 
de la funcidn exponencial natural por derivacidn implicita. De modo que, si 

y = e x t entonces In y = x. 

Derivando esta ecuacidn implicitamente se obtiene 

D x Gn^) = D x (*) o bien — D x y = 1. 

y 
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cribir la concavidad de su grdfica, encontrar los puntos de inflexion y trazar la grifica 
de /. 

Solucion Por el Teorema (7.15), 

fix) = e ~ x1 ' 2 D x = e ~ x * 12 ^-yj = -xe~ x1 ’ 2 . 

Como e' xln es siempre positivo, el unico numero critico de /es 0. Si x < 0, entonces 
f '(x) > 0, y si x > 0, entonces f (x) < 0. Del Criterio de la Primera Derivada se de¬ 
duce que /tiene un maximo local en 0. El valor del maximo es /(0) = e~° = 1. 
Aplicando la Regia del Producto a /'(*), 


f\x) = — xe~ x2,2 ( — 2x/2) — e~ x2/2 

— e -x*/2^ x 2 _ 


y por tanto la segunda derivada es cero en -1 y 1. Si -1 < x < 1, entonces /"(*) < 
0 y, de acuerdo con (4.16), la grafica de /tiene concavidad hacia abajo en el intervalo 
abierto (-1, 1). Si x < -1 o bien x > 1, entonces f"(x) > 0 y, por lo tanto, la gra¬ 
fica tiene concavidad hacia arriba en los intervalos infinitos 
(-°°, “1) y (1, °°). Entonces, P(-l, e~ ]/2 ) y Q( 1, e“ l/2 ) 
figura 7.io son puntos de inflexidn. Escribiendo 



i y 

fit) = e ^ 

(0. 1) 



P(~ 


—~t T-1- 

+>r "T' 


/(*) = 


. J ^/2 ! 


es evidente que a medida que el valor absoluto de x aumenta, 
f(x) ti^nde a 0. Puede demostrarse que h'm x _* oo y -oo, 
es decir, due el eje x es una asintota horizontal. La grafica 
de / se tiene en la Figura 7.10. • 


Las funciones exponenciales desempefian un papel importante en el campo de la 
radioterapia , es decir, el tratamiento de tumores por radiacidn. La proportion dc las 
ctiulas de un tumor que sobrevive a un tratamiento, o sea la proporcion o fraccion so - 
breviviente , depende no solamente de la naturaleza/ energia de la radiacidn sino tam- 
bitii de la profundidad, tamafio y caractertsticas del tumor mismo. La exposicidn a la 
radiacidn puede considerarse como un conjunto de sub^sos potencialmente daninos de 
los que basta un impacto para matar una celula del tumor. Supongamos que una celuia 
tiene exactamente un bianco u objetivo al que se debe acertar. Si k denota el tamaflo 
medio del bianco de una celula deHumor-y jrts el numero de eventos daftinos (la do- 
sis ), entonces la fraccidn sobreviviente f(x) esta dada por 


f(x) = e kx . 


A esto se le llama fraccion sobreviviente de un bianco y un impacto. 

Supongamos que cada celula tiene n blancos y que un acierto a cualquiera de ellos 
produce la muerte de la celula. En este caso, la fraccidn sobreviviente de n blancos y 
un impacto est£ dada por 

f(x) = 1 - (I - e- kx ) n . 


En el siguiente ejemplo se analiza el caso n = 2. 
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EJEMPIO 4 Si cada celula de un tumor tiene dos objetivos, entonces la fraccion so- 
breviviente de dos blancos y un impacto esta dada por 

f(x) = 1 - (1 - e~ kx ) 2 

donde k es el tamabo medio de la celula. Analizar la grafica de / para determinar el 
efecto que tiene un incremento de la dosis * en la disminucion de la fraccidn sobrevi- 
viente de celulas del tumor. 

Solucion N6tese primero que si x = 0, entonces /(0) = 1, es decir que si no hay 
dosis, todas las c£lulas sobreviven. Derivando obtenemos 


/'(x) = 0 - 2(1 - *-**) D x (1 - e~ ix ) 

= -2(1 - e' kx )(ke~ kx ) 

= — 2ke~ kx (i -e~ kx ). 

Como f (x) < 0 y f (0) = 0, la funcion f es decreciente y la grafica tiene una recta 
tangente horizontal en el punto (0, 1). Podemos verificar que la segunda derivada es 

/"(x) = 2*V**(1 - 2e~ kx ). 

Evidentemente, /"(x) = 0 si 1 - 2^^ = 0, es decir, si e kx = \ o, equivalcnte- 
mente, -kx = In j = -In 2. Esto da 


x = -f- In 2. 

k 

Se puede demostrar que si 0 <s * < (1/A:) In 2, entonces /"(*) < 0 y la grafica tiene 
concavidad hacia abajo. Si x > (1/A:) In 2, tenemos que /"(*) > 0 y la grafica tie¬ 
ne concavidad hacia arriba. Lo anterior implica que hay un punto de inflexion con abs- 
cisa (1 /A:) In 2. La ordenada de este punto es 




En la Figura 7.11 esta la grafica para el caso k = 1. La ‘io- 
ma” de la curva alrededor del punto (0, 1) muestra que el 
efecto del tratamiento es practicamente nulo si la dosis es pe- 
quena, pues elimina muy pocas celulas del tumor. Notese tam- 
bibn que si x es muy grande, un incremento en la dosis cambia 
muy poco la fraccion sobreviviente. Para determinar la do¬ 
sis ideal que debe administrate a un paciente, los especia- 
listas en terapia de radiacidn deben tener en cuenta tambien 
el numero de celulas sanas que mueren durante el trata¬ 
miento. • 
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EJERCICIOS 7.3 

Ejercicios 1-24: Encuentre f\x ) para /(*) dada por 


la expresibn. 



1. 

e" 5 * 

2. 

e 3 * 

3. 

e 3 * 2 

4. 

e 1 -* 2 

5. 

Vi + ^ 

6. 

l/(e* + 1) 

7. 


8. 

xe~“ 

9. 

x 2 e~ 2x 

10. 

s/e 2x + 2x 

11. 

e*Hx 2 + 1) 

12. 

xie 1 

13. 

(e Xx - 5) 3 

14. 

e 3x -e - }x ) 

15. 


16. 

+ si? 

17. 

e* - e~ x 
e* + e~* 

18. 

e (e* ] 

19. 

e~ 2x In x 

20. 

gX In x 


e* + 1 

22. 

In (e x + 1) 

21. 

In——r 
e* — 1 

In (e x - 1) 

23. 

Vln {e 2x + e- IX ) 

24. 

In yje 2x + < 


Ejercicios 25-28: Use la derivation implicita para eva- 

luar y\ 

25. e xy - x 3 + 3y 2 = 11 

26. xe y + 2x-\n (y + I) =3 

27. y 3 + = 3x 2 - 10 28. xe>' - ye* = 2 

29. Encuentre la ecuacibn de la recta tangente a la 
grdfica de y = (x - \)e x + 3 In * + 2 en el pun- 
to P(l, 2). 

30. Encuentre la ecuacibn de la recta tangente a la 
grdfica de y = x - e~* que sea paralela a la rec¬ 
ta 6x - 2y = 7. 

31 . La figura muestra una grdfica generada por 
computadora de y = e' x In x para x > 0. 

(a) Demuestre que algun numero critico satis- 
face la ecuacibn xlnx = 1. 

EJERCICIO 31 


(b) Explique por qu6 x In x = 1 tiene una solu- 
cibn linica y estimela por el metodo de New¬ 
ton con aproximacibn de dos decimales. 

32. En la figura aparece una grdfica generada por 
computadora de y = (1 — lnx) 2 . 

(a) I>etermine los puntos correspondientes a los 
maxim os y minimos relativos. 

(b) Investigue la concavidad de la grdfica y en¬ 
cuentre las coordenadas de todos sus pun¬ 
tos de inflexibn. 

EJERCICIO 32 



Ejercicios 33-38: Calcule los mdximos y minimos lo¬ 
cales de /. Determine dbnde / es creciente y dbnde 
es decreciente, djscut*4aj:oncavidad, encuentre los 
puntos de inflexibn y trace la gnifica de /. 

33 . f(x)/xe* \f(x) = x 2 e~ 2x 

35. f{x)L e - 2x 36. f(x) = xe~* 

37. f(x) txlnx 38 * A x ) = e x + e 

39. Una sustancia radiactiva decrece (o decae) dc 
acuerdo con la fbrmula q(t) = q$e c \ donde q { 
es la cantidad inicial de la sustancia, c es una 
constante positiva y q{t) es la cantidad restante 
cuando han transcurrido t unidades de tiempo 
Demuestre que la rapidez con la que la sustancia 
decrece es proporcional a q{t). 

40. La corrientt /(/) al tiempo t en un circuito elbc 
trico esta dada por /(/) = he Rt/L , donde R e 
la resistencia, L la inductancia e Iq la corrient 
al tiempo / = 0. Demuestre que la rapidez de va 
riacion de la corriente en Cuakjuier tiempo 1 c 
proporcional a /(/)• 

41. Si un medicamento se inyecta en la corriente san- 
guinea, su concentracibn t minutos despues esta 
dada por 
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q<) = — 

a — b 

donde a, b y k son constantes positivas. 

(a) iEn que momento se alcanza la concentra- 
ci6n maxima? 

(b) iQue se puede decir de la concentracibn 
cuando ha transcurrido un tiempo largo? 
(Justifique su respuesta.) 

42. Si un rayo de luz de intensidad k se dirige verti- 
calmente hacia abajo a traves del agua, entonces 
su intensidad /(*) a una profundidad de x me¬ 
tros es /( x) = ke~ X Ax . 

(a) iCudl es la razon o tasa de cambio de la in¬ 
tensidad con respecto a la profundidad a 
I m? iA 5 m? 10 m? 

(b) iA qub profundidad el valor de la intensi¬ 
dad es la mitad del valor en la ’superficie? 
iUna decima parte? 

4J El Modelo de Jenss esti considerado como la 
fbrmula mis precisa para predecir la estatura de 
nihos en edad preescolar. Si h es la altura (en cm) 
y x la edad (en aftos), entonces 

h = 79.041 -I- 6.39x - e y26i '°"* x 

para J s x 6 (vbase el Ejemplo 4 de la Sec- 
don 7.2). 

(a) Calcule la altura y la rapidez (o tasa) de cre- 
cimiento de un nifio tipico de un afio de 
edad. 

D ) qub edad es mayor la rapidez de creci- 
miento? iA qub edad es menor? 

Para los elefantes africanos hem bras, el peso 
w (t) (en kg) a una edad / (en aft os) esta dado 
aproximadamente por la funcion de crecimiento 
de von Bertanlanffy , W\ especificamente 


tan determinadas por f(x ) = cx n e~ ax para x > 
0, donde n es un entero positivo, a es una cons¬ 
tant positiva y c = a" + l /n. En la figura se 
muestran las grificas correspondientes a a = 1 
con n = 2, 3 y 4. 

(a) Demuestre que /tiene uno y sblo un mixi- 
mo local. 

(b) Determine donde crece mis ripidamente 
/( x) cuando n - 4. 

EJERCICIO 45 



46. El numero relativo de moleculas de un gas con- 
tenido en un recipiente que viajan a velocidad 
v cm/s se puede calcular usando la distribucidn 
de velocidades de Maxwell y Boltzmann F( v) = 
c *y 2 e W/ < 2 * r > > donde T es la temperatura (en kel- 
vins, K), m la masa de una molecula, y c y d 
son constantes positivas. Demuestre que Falcan- 
za su miximo absoluto cuando v = yjlkf/m. 

47. Un modelo de densidad urbana es una fbrmula 
que relaciona la densidad de poblacibn (en habi- 
tantes por km 2 o por mi 2 ) con la distancia r (en 
kilbmetros o millas) al centro de la ciudad. Se ha 
encontrado que la fbrmula D = <*r Ar+cr2 , don¬ 
de a, b y c son constantes positivas, es adecuada 
para algunas ciudades. Determine la forma de la 
grifica para r ^ 0. 



W(t) = 2600(1 — 0.51e” OO75f ) 3 - 

(a) Calcule el peso y la tasa o rapidez de creci¬ 
miento de un ejemplar recien nacido. 

(b) Suponiendo que una hembra adulta pesa 
1800 kg, calcule su edad y su rapidez de cre- 
cimiento actual. 

(c) Calcule e interprete Ifm^* W(t). 

t i) Demuestre que la rapidez de crecimiento al¬ 
canza su miximo entre los 5 y los 6 aftos de 
edad. 

Las llamadas distribuciones gama son impor- 
tantes en los estudios sobre el control de trinsito 
de vehiculos y en la teoria de la probabilidad. Es- 


48. El efecto de la luz en la rapidez con que se pro¬ 
duce la fotosintesis se puede describir por 

para x > 0. 

(a) Demuestre que /tiene un maximo absoluto 
en x = 1. 

(b) Deduzca que si x 0 > 0 y > 0, entonces 
9( x ) - yof( x / x o) tiene un maximo abso¬ 
luto g(x 0 ) = y 0 . 

49. La rapidez R con la que un tumor crece esti re- 
lacionada con su tamafto x por la ecuacibn 
R = rx In ( K/x ), donde r y K son constantes po¬ 
sitivas. Demuestre que el tumor crece mis ripi- 
damente cuando x = e~ x K. 
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50. Si p denota el precio de venta de un articulo y 
x es la demanda correspondiente (en numero de 
articulos vendidos al dia), entonces la relacidn en- 
tre p y x esti dada por p = Po*"™, donde p 0 y 
a son constantes positivas. Suponiendo que p = 
300e’° ^ calcule el precio de venta que produci- 
ra el mayor ingreso diario (vease la pagina 119). 

51. En la estadistica se define la funcidn de distribu¬ 
tion normal f por medio de 

= * c (-i;2MC*-M)/gi 2 

(7yJ27l 

donde n y a son constantes y a > 0. (La cons- 
tante n es la media y a es la desviacidn estdndar.) 
Calcule los mdximos y minimos locales de fy de¬ 
termine en dbnde es creciente o decreciente. Ana- 
lice la concavidad, encuentre los puntos de infle- 
xi6n, calcule /(*) y lim x __«/(x) y trace 

la grafica de / (v6ase el Ejemplo 3). 

52. La integral JJ e~* 2 dx tiene aplicaciones en esta¬ 
distica. Use la Regia del Trapecio con n = 10 y 
una calculadora para estimar esta integral con 
a = 0 y b = 1. 


53. Los impulsos nerviosos del cuerpo humano via- 
jan a lo largo de las fibras nerviosas que constan 
de un axdn , que transporta el impulso, y una cu- 
bierta aislante alrededor del ax6n llamada capa 
de mielina (vease la figura). La fibra nerviosa se 
parece a un cable aislado cilindrico para el que 
la velocidad v de un impulso est£ dada por v = 
- k{r/R ) 2 In ( r/R ), donde r es el radio del cable, 
y R , el de la cubierta aislante. Determine el va¬ 
lor de r/R que produce el valor mdximo de v. (En 
la mayoria de la fibras nerviosas r/R * 0.6.) 

EJERCICIO 53 


CAPA DE MIEUNA 



54. Trace la grAfica de la fraccidn sobreviviente de 
tres blancos y un impacto (con k = 1) dada por 
f{x) = 1 - (1 - er x Y (v6ase el Ejemplo 4). 


QQ DERIVACION E INTEGRACION 

El siguiente teorema generaliza la formula que se present6 en la Secci6n 4.2 para la 
derivada de In u. 


TEOREMA (7.16) Si m = g(x ), donde ^es derivable y * 0, entonces 




Dx In |«| = 7- D x u. 


_ 


Demostracion Si x < 0, entonces In |x| = In (-at) y por el Teorema (7.6), 


D x ln(-x) = —Lo i (-x)= r -L (-!)= ' 


(-x) 


(-x) 


Por lo tanto. 


D x In | x | = - para todo x * 0. 


Para completar la demostracidn se define y = In |u|, u = g(x) y se aplica la Regia 
de la Cadena como sigue: 

. . , ay dy du 1 

-£-7uT>~u D - u ” 
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Obs6rvese que si u = g(x) > 0, entonces el Teorema (7.16) se reduce a (7.6). 

EJEMPLO 1 Encuentre f'(x) para f(x) = In |4 + 5x - 2x 3 |. 

Solucion Usando el Teorema (7.16) con u = 4 + 5x - 2x 3 , 

f’(x) = D x In 14 + 5x — 2x 3 1 

__ I ,, , 2 . 5 — 6x 2 

4 + 5x — 2x 3 ‘ X 4 + 5x — 2x 3 

Se pueden usar las fdrmulas de derivacion de In para obtener reglas de integracidn. 
En particular, como 

Dx ,n l^ x) l = ^j»' (x )’ 

se tiene la siguiente formula de integracion. 


TEOREMA (7.17) 

Si w = </(x) # 0, y g es derivable, entonces 


f — du = In | u | 4* C. 

J w 


For supuesto, cuando u > 0 se puede omitir el simbolo de valor absoluto. Como un 
caso especial del Teorema (7.17), se tiene 

J — dx = In | x | + C. 

EJEMPLO 2 Evaluar f - * dx. 

J 3x 2 — 5 

Solucion Se efectua la sustitucion 

u = 3x 2 — 5, du = 6x dx . 

Multiplicando el integrando por 6 y usando el Teorema (7.17), 

f T~ 2 ~—£ dx = ^ f ^ tt—- 6x dx = ^ f - du 
J 3x 2 - 5 6 J 3x 2 - 5 6 J u 

= 2 ln|u| + C = 2 ln| 3x 2 — 51 + C. 

6 6 

Otro metodo para llegar al resultado consiste en reemplazar la expresidn xdxen la inte¬ 
gral por £ du y luego integrar. • 

EJEMPLO 3 Evaluar f 4 ■ ^ - dx. 

J2 9 - 2x 

Solucion Como 1/(9 - 2x) es continua en [2, 4], la integral definida existe. Un 
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metodo para evaluar la integral consiste en encontrar una antiderivada de 1/(9 - 2x) 
mediante una integral indefinida. Tomamos 

u = 9 — 2x, du = ~2 dx 

y procedemos como sigue: 




= —- In 19 — 2x | + C. 

Aplicando el Teorema Fundamental del C£lcuIo, 



—^ [In 1 - In 5] = -In 5. 


Otro metodo seria utilizar la misma sustitucidn en la integral defimda y cambiar 
los Hmites de integration. Como u = 9 - 2x, vemos que 


si x = 2, entonces u = 5; 
si x = 4, entonces u = 1. 


Por lo tanto, 




— ~ [In l - In 5] = - In 5 


r v In x j 

EJEMPLO 4 Evaluar J dx. 


Solucion Si se realiza la sustitucidn 




( 3/2 


= ? (In x) 3 ' 2 + C 


entonces 
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Como D x p"* * — £' #u ’ q (jr), se obtiene la siguiente formula de integracion para la 
funcion expo, encial natural. 


TEOREMA (7.18) 


Si u = g(x) y q es derivable, entonces 

P „ j. 


f e u du = e u + C. 



Como un caso especial del Teorema (7.18), si u = x, entonces 

J 'e x dx = e* + C. 

EJEMPLO 5 Evaluar 
Solucion Se realiza la sustituci6n 


u = 


3 



dx. 


El integrando puede escribirse en la forma (7.18) multiplic&ndolo por -3. Haciendo 
esto y multiplicando la integral por — i para compensar, resulta 

S e ^ dx= -\S e 3 lx (-^) dx= -\S e, ‘ du 

__1/ I f ^ p^i x 4 . c • 

3 3 

EJEMPLO 6 Evaluar f" £ T dx. 

Ji x 2 

Solucion En el Ejemplo 5 encontramos una antiderivada. Aplicando el Teorema 
Fundamental del Calculo, 





Este ejemplo tambien se puede resolver con el metodo de sustitucion. Como en el 
Ejemplo 5, tomamos u = 3/x, du = (-3 /x 2 )dx y y notamos que si x = 1, entonces 
u = 3 y si x = 2, entonces u = §. Por lo tanto, 


r 2 e* /x 

Ji x 2 


—^rdx = 



dx 


1 T3/2 

3 J 3 


du 
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EJEMFtO 7 

y = y = 


F1GURA 7.IB 


Calcular cl Area de la regldn acotada por las grAficas de las ecu ad ones 

x - 0 y x = 1. 

Solucion La Figure 7.12 mucstra la regidm y uno de Ids 
reel Angulos fipicos que se conskkraron tn cl Capitulo 6. El 
Area A es 



.4 = lim V ie Wk — *Jw k ) &x k 
imi-o I 

= Jo {S-x' ^dx 

= (e - i) - le° -0) = * - J, 

Si sc desca una aproximacion, ententes 

A * 2.72 - LG7 » L05 


con aproximaddn a tin eem£simo. 


Dad a y - fix), a vcces puede encontrarse D M y pm dm vac inn logarilmkia. Este 
metodo es especial me nte util ctsando f(x) ineluye producing cocicntcs o potencies 
complicadas. El procedimieruo sc describe a continuacibn, supontendo que /{*} > 0, 


Pasos para la Derivation Logaritmica 


1. y = /U) 

2. Iny — Infix) 

3. D ± [In >] = D r [In f(x)] 

4. iD t y-D,[la/f*a 

5. i>, v - fix) D, [iti /(.v)] 


I Dad a) 

(Tomar (ogaritmm naiuralcs y stoplifkar) 
(Deri var impUcitamenie) 

(Por cl Teorema (7 P 6)J 

(Mulliplicar por y - /(*)). 


For supucsio h para conupletar la soKucidn hay que deriv&r In f{x) en algun moment 
to despuis del paso 3, Si f(x) < 0 para algun x, entonccs d paso 2 no cs vilido porque 
In f(x) no esiA defmido. Sin embargo, en esie case puedc cambiarsc el paso 1 por 
j^| *= |/(x}| y tomar log&ritmos nat urates. obteniendo In \y\ = in |/lx)j Derivqndo 
luego implicatamcTUc y usando el Teorema f7DG), se llega at paso 4. Enlonces, los valo- 
res negfltivos de fix) no cambian d resultado, por io que no hay que ptcocuparse tie 
si fix) es positive o negativo. El tnetodo no debt empkarse para calcular f ‘(u)u 
/{a} — 0 r pues lnO no estA defmido* 

EJEMPLO 8 Csar la derivaddn logaritmica para deter minar D M y, donde y = 

(5x - 4) 3 
\jixTi ' 

Solution Como dice el psm 2 t tomamos el logammo natural a ambos lados y sin 
plificamos, obteniendo 
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In y = 3 In (5x - 4) - (^j In (2x + 1). 

Luego derivamos a ambos miembros de la ecuacibn con respecto a x: 

2 5x + 1 9 
(5x - 4)(2x +1)' 

Finalmente, sc multiplican ambos lados de la ecuacion por y , es decir, por 

(5x - 4) 3 /V^x + I 


n ,, _ __25x4 L 19 (5x - 4) 3 

(5x — 4)(2x + 1) 72iTT 

_ (25x + 19)(5x - 4) 2 
(2x + 1 ) 312 

El resultado puede verificarse aplicando la Regia del Cociente a y. 


BERCICIOS 7.4 

nxicios 1-28: Evalue la integral. 



f 1 


dx 


r x 3 

4 - 


6 . 


j: 


X 

x*—■ 5 * 

• (2 + In x) 3 

- dx 

x 

2 3x 


X 2 + 4 
0 1 


dx 


. f° - dx 

J ~ 1 4 — 5x 


12 . f^- 1 , 4x 

+e~ 3x )dx 

,6 - / 

18. JJ e u * 3 dx 

20. J xe*‘ dx 


21. 

j e * 

22. J 

23. 

r;-<> 

J e + e 

U - J 

25. 

f x 2 + 2x + 1 

26. J 

27. 

r 2x 2 - 5x - 7 

_ dx 

• x — 3 

28. J 


(e*+ 1) J 
e~ 


dx 


x 1 dx 

e x + 1 
(x 2 - 4) 2 
2x 


dx 


x 2 + 3x -|- 1 


dx 


Ejercicios 29-32: Calcule el *rea de la region acotada 
por las grificas de las ecuaciones dadas. 

29. y = e lx y y = 0, x = 0, x = In 3. 

30. xy = 1, y = 0, x = 1, x = e. 

31. y - e' x y xy - 1 , x = 1 , x * 2. 

i 

32. = e~ 2r , >- = x = 0, x = 2. 

33. La region acotada por las grificas de y - e~ x \ 
y = 0, x = Oy x - 1 gira alrededor del eje y. 
Calcule el volumen del sblido resultante. 

34. La regibn acotada por las grdficas de.y = I/Vx, 
^ = 0, x = 1 y x = 4 gira alrededor del eje x. 
Calcule el volumen del solido resultante. 
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fcjercicios 35^10; Eneuentrc dyfdx por derivation lo- 

Barit mica . 

35. y = (5* + 2)\te + l) 3 

36. y = v'4x 4 7t* - 5f 
57. ^ = U J 4- 3)7 y'x + I 

3*. > = U f 1ft* 4 2ft* + If 

39. >> - v (3.* 3 + 2}V 6 js - 7 

4*1. j « (jtf 1 + ~ 4f/y* 

I'J^rcicio't 41-42: Determine fix). 

41* / {x} = In |3 — 2x[. 

42. /U> = In |4 - 5* J | 3 - 

4.1. El calor espedCico r dc un met a] como la ptara 
es constable a tempera! uras 7 por encuna dr Ids 
200 °K. Si La tempera! ura del met a] lumen t si de 
r, a r 2k d &rea bajo la graiica de^v = t s /7, en- 
ire T| y r lP sc llama carnbio de in entrapia 
y cs una medida del incremento cn el desorden 
de las mottciilw del sistema. Express &S en ter- 
mi nos de 7, y 7*. 

44. La funtibn de emto marginal para ticrics articu 
loses C\xj - L5O/{0Jj + 2). Cflfcule el coiio 
de produtif dd dbdmo al vigesimo dc din* 

45. Sc predice que la corriente /(f) al (tempo f cn un 
circuit o que oonticnc una baieria d&.-trica dc 12 V 
(voKi), una resislenein y un capacitor [ooonden- 
sudor}. serd de I{t) = 10*^ amperes. Si QU) 
cs la carga del capacitor ten could mb^h em on¬ 
ce^ / * dQ/dr. 

(a) Del ermine QtnsuponLendo que QW 0. 

jbi CalcuLe la carga cn el capacitor cuando ha 
pasado un liempo largo. 


4*. tin pais que actualmetlte enema con imu reserva 
de ?G millones dc tonefadas de carbbn* consumid 
d afro anterior 6.5 mi Lionel de toneladas. roman- 
do en client a las predictiones sobre d cTetimieii- 
io de la pohlarion, sc espera que la rasa dc con- 
sumo R (en mi Hones de lonelada^ por alia} nu- 
mertte de acuerdo con is ibrmuta R =■ (j r 5e <UI1/ . 
Si cl pais sblc usa sus rtservas, ^cufimos afios 
durarin? 

47 . Una perticu La rs rtrica mny pequdla i con un dii- 
rnetro de ttnos 5 micrometres t^ml o (micrones) 
sc Lanza al airc en reposo con tma velotidad ini¬ 
tial de r tt m/s. Su velocidad dkminuye debido a 
las fucr/^s de rraiscentia, y a les r segundos esti 
dada por v(0 = v c tr f donde k cs utia cons¬ 
table posiliva. 

(si Exprcsc La diftanda rtcornda por la partlcula 
como una luncidn dc f. 

(b> Halle La dlstancia tolaJ que recorre La par¬ 
tial La antes de llcgar al reposo, expresando* 
La cn cd-minos dc v 0 y If, 

4S. La presion p y d volumen v de un gas cn cxpllP- 
sidn esian relacionadoft por La ccuadbn pv = k, 
dondc A cs um Constance. Demucstrc que et tra- 
ba|o reaLizado euando d gas se expandc de v 0 I 
v p CS k In ( vy' v$}. (Sugertncia: Vease el Eiempto 
5 dc la Secct^n 6.6.} 

r j*tl Ltius 49-50: Una l uncibn no negativa /deHnidg 
cn un interval ccrrsido [tf, cs una funcidn demy 
dad deprobebilidod si jl f{x)dx = ]. Determine d 
valor que debe lener c para que la funcibn sea una |W 
dbEi densid&d de probubijidad. 

4». fix) = j; c * 4 pa^ 0 £ ,t s J. 

50. /(jr> - cxe*' para 10. 



FUNCIONES lOGARiTMICAS Y 
EXPONENCIALES GEHERALES 


A la largo de esia secdon K a denotari un numero real posiiivo. Comenzamos por defi- 
nir a* para todo ntknero real _ x. Si el exponents es un numero rational r, cqlonces apli- 
cando el Tcorema [7/12)fli) y e* Ttorema '(7.7)(tii). 


, r In ti 


Esta formula motiva la sigufcnte dcfmiddn dc a\ 
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DEFINICION DE a* (7.19) 



La funci6n /definida mediante f(x) = a x se llama Funcion exponencial de base 
a. Como e ' es positivo para todo x, tambien lo esa*. Para obtener valores aproxima- 
dos de a\ se puede usar una calculadora o consultar las tablas de las funciones loea- 
ritmo y exponencial. 

Ahora ya se puede demostrar que la ley de los logaritmos enunciada en el Teorema 
(7.7) (iii) es vdlida tambien para exponentes irracionales. De modo que si u es un nu- 
mero real , entonces por la Definicidn (7.19) y el Teorema (7.12) (i). 

In a u = ]ne uhla = u In a. 

El siguiente teorema afirma que las propiedades de los exponentes racionales en 
el algebra elemental tambien se cumplen para los exponentes reales. 


LEYES DE LOS (7.20) 
EXPONENTES 



Demostracidn Para demostrar que a u a v = a u+v , se usan la Definicion (7.19) y el 
Teorema (7.13) (i) como sigue: 

a“a" = e“' na e c,na 

= In a + r In a 
_ ^(u + «:) In a 


Para demostrar que (a")' = a uy , se usa primero la Definicion (7.19) con a u en lu- 
gar de a y v = x, para escribir 

(a u y m e , tna - 

Usando el hecho de que a" = u In a y aplicando luego la Definicion (7.19), se obtiene 
que 

(a u Y = e vu,na = o v " = a uv . 

Las demostraciones de las propiedades restantes se dejan como ejercicio. • • 



TEOREMA (7.21) 








jyg - CApiTULQ T * FWOONfS EXPONENCIALES V LOGARITMICAS 

Deinostracion Aplicando la Ceftnicidn (7.19) y el Teorema (7.15), 

D, (a*) = (e J *") 0,(xtn«> = ^ fl) - 

Usando de nuevo (7.19). se obtiene que 

O, (<r*) = a“ In u. 

Esto demueslra <i). La fbrmula <«) se deduce de la Regia de la Cadena. . . 

Ndtese que >i = #, entouees el Teorema (7.21 HU * reduce a (7.14) puesto que 

lfl * I B l '> 1. enlaces lnd>Oyporlo unto D, (O > 0. touta emonces que a' 

-*>< 

iodn x cuafldo 0 < a < l> 


flfcU** 7 13 



nauft* 7.1* 



Las grAficas dc y - 2* y y - <}>' - cr las Figuras 7.13 y 7.14 pucden ira- 
zarsc situando puntos. La grAlica dc y = <r T dene la forma general que tt ilusira er 
la Figura 7.13 o 7.14 si tf > lo bien 0 < a < I, respectivamcnte. 


EJEMPLO 1 
Solution 


Dctermin&r y para y = 3' 1 - 
Usando el Teorema (7.21)(ii) con a = 3 y u 

3 vi In 3 


/ -(3*'In 3) 


(!x-) 


ijx 


Vjt. 


Si h = tfU), es muy importante distinguir las toprtskms de la forma a“ de la; 
dc U forma /. Par a derivar a" se usa (7.2!), pero para derivar hay que utdizar 1. 
Regia de la Poicneia, como se ilustra en el ejemplo siguientc. 


EJEMPLO 2 Hallar y para y — (Jf 1 + l)’“ + 10 

Solution Usando la Regia de la Potencia para Funcioncs y el Teorema (7,21). 

/ , lotx 1 + i) ? a*) + no ll+l mi0M2Jf) 

= 20*1 (x 1 + + ,0 '* (n l0 l* ’ 

La fdrmula de mtegracidn en (i) del siguienie teorema puede verificarse demoslrai 
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do que el integrando es la derivada de la expresidn al lado derecho de la ecuacion. La 
fdrmula (ii) se deduce del Teorema (7.21) (ii). 


TEOREMA (7.22) 



f a ‘ dx - (lib) 


®J 

)a x + C 

fflj 

‘ (ik) 

\a u + C para u = g(x). 


EJEMPLO 3 Evaluar J3 X *x dx. 
Solucion Hacemos la sustitucidn 


u = x 2 , 


du = 2x dx 

y procedemos como sigue: 

J dx = ~ J 3* J (2x) dx = x - J3“ du 

-Ko>- +c -(nb) 3 ’ ,+c 


EJEMPLO 4 Los oceandgrafos estudian la cantidad de luz que penetra en las profun- 
didades del mar. La ley de Beer-Lambert afirma que la cantidad de luz (equivalente) 
(en cal/cm 2 /s) que llega a una profundidad x (en metros) est£ dada por f(x) = f 0 a x , 
donde a es una constante positiva. 

(a) <,Cu£l es el significado de / 0 ? 

(b) Demostrar que la tasa de variacidn dl/dx a una profundidad x es directamente pro- 
porcional a /(*). 

(c) Calcular aproximadamente la cantidad media de luz que hay entre la superficie del 
oceano y 5 m de profundidad suponiendo que a = 0.4 e 7 0 = 10. 

(d) Demostrar que l(x) = I 0 e kx para una constante k. 

Solucion 

(a) Si x = 0, entonces 7(0) = I 0 a {) = 7 0 . Por lo tanto, 7 0 es la cantidad (o intensidad) 
de luz en la superficie del oc£ano. 

(b) Derivando /( x), 

I\x) = I 0 (a x In a) = (In a)(I 0 a x ) = (In a)I(x). 

Por lo tanto, la razdn de cambio dl/dx a una profundidad x es directamente proporcio- 
nal a I(x) y la constante de proporcionalidad es In a. 

(c) Si f(x) = 10(0.4)*, entonces por la Definicidn (5.21), el valor medio de I (o sea 
Aned) en el ii^ervalo [0, 5] es 

= sU Jo l0(a4r dX = 2 Jo < 0 ^ dx 
- 2 [mU ( 0 ' 4I ’I - i^4j »# - - It. 
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CAWTULQ7 ■ fONCKJNES EXPOMENClAteS V LOGARITM/CAS 
(4) Usando la Definici6n <7.19). 


/(*> = ! ( y= t a e*'"‘ = l n S’ 


con k = In a. 


Si a ^ 1 y f{x) - a*, ententes / cs una funcion biunjvoca. Su fundon invcrsa 
« dcnota por logj y sc llama funcion logariimo en base a. Olra niancra de enundar 
esta relation es la siguiemc- 


DEFINICION DE (7.23) 
tog.jf 


y = log fl Jt si y sblo Si x ~ <?\ 




La expresitin log ff x se llama lo&aritmd en base a de x. Usando esta terniinoiogia, 
los Logaritmos naturales son logaritmo* en base e, cs dedr. 

In jr = Eog^of, 

La dernostrad6n de que las Jcyes de Eos LpgaritmoS del Teorema (7.7) tambien son yili- 
das para los logaritmos cn base a. se deja como ejereieio. 

Para oblener la relacidit entre log 0 y In, se considers y = Eog fl x o* equivalentemen- 
1C, X - \ Tommdo kgariimos nsiumks en umbos Isdos de est* dkinm ecuaddn, sc 

obtiene liur = yin a, o bien y - (Jn^)/(lufl). Esto demuestra que 

\nx 


log* .if = 


In a 


Deriv&ndo en am bos tmembros de esta ccuacidfl, sc llcga a (L) del teorema siguieme. 
Usando 9a Regia de La Cadena y toman do en enema los valores absolutes como en cl 
Teorema (7,16), sc obtiene (ii>. 


TEOREMA (7,24) 


fi> Djog^x = 
(ii) ZJ,log 0 | <i| 


1 


jf In u 

= — ! — 

it Ln a 


D, it para u - y{x} # 0, 


Los loguritmos en base 10 son utiles en diversas apJtcactones (veanse los Ejerdeios 
40*43 y 45) y se llaman logarilmos countries. Para abreviar el simbolo logj,jjrsc usb el 
sinibolo log jt. En el siguienic cjempJo sc usa esta notariAn. 


EJEMPLO 5 Evaluar para fix > = log v'|2.\ + 5) 2 . 

SoluciOP LJtilizando la Icy logt< r - rlogii (vease el Ejerddo SO(iii)} junto eon 
{2x + 5f = \2x + 5\\ obtenemos 

fix) “ i log (2 jc + S^ 2 

3 1 log |Ik + 5] 1 - i Log [2x + 5|. 
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Para terminar esta seccidn sc express d niimcro e como un [finite. 


TEOREMA (7.25) 

(i) Hm (1 + A) 1 '* = f 

(ii) K= (' + i) = *■ 





Dcmostracion Aplicando la formula de la dcrivada (24) a /(x) = In x y usando la? 
pr&piedades de los logaritmos, sc uhtiene 

. .. In (x + h) - In x i x + h 

fix} = Mm- 7 —--= hm - In —— 

R-+0 " k-Q n X 

= Mm | In ( 1 + * ) = Um In (l + -) , 

V xj i- fl \ x) 

Como f\x) = 1/x, para x = 1 se liene 

I =BbsUH1 + A) 1 *. 

i-Q 

Usando d Teorcma (7,12), puede escribirse 

(I + + 

Como b fund6n exponential natural cs continue en I* dd Tcorcma (2*27) se deduce que 

Mm || + A)** - 

*-*0 i-*0 

| lim in <1 * frfi *1 . 

= f*-® ' = e‘ = e 

Esto demuestra Ja parte (i) dd ttorema, El Mmite en la pane (ii) se obliene con d cam- 
bio de variable n - |/A, * * 


A veces sc utili/an las formulas del 1 eorema (7.25) para definir d numcro c. Es 
instructive) calcular (1 + h) 1 h para valorcs pequdlios dr A, La sigukmc tabla da algu- 
nos valorcs aproximados de csta expresidn. 


h 

(i + A} 1 ' 1 

h 

(1 + h)'* 

0.01 

2.704814 

-0.01 

2731999 

0.001 

2.716924 

-0.001 

2719642 

0.0001 

2.718146 

-0,0001 

2.718418 

0.00001 

2.718263 

-0.00001 

2718295 

aoooooi 

2.718280 

-0.000001 

2718283 


Con una precision o aproximacion de cinco decimalcs, e =* 2.71S2S. 


EJERCICIOS 7.5 


Eitrckk* l*33s Encucntrc / (x) para la Cxprcsidn f{x) 
dada. 


L 7* 


h « il+l 

s. to* ijt* + -t- n 

7. 5 S ^* 


l. 5 J 


4. 9*' 

6, log^ | 6 a - 7 | 
t. J 5 - 1 
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9. 

(x 2 + 

1)10*" 

10. 

(10* 

+ I0-*) 1 

11. 

y v x* + <) 

12. 

x/(6 

* + X 6 ) 

13. 

log (3x 2 -I- 2) ! 

* 14. 

log yjx 2 + 1 

15 


6x 4- 4 

16. 


1 -X 2 


l°8s 

2.x-3 


log 

2 - 5x 3 

17. 

log In x 

18. 

In log x 

19. 

X* + 


20. 

xV 

t 

21. 

(X + 

D x 

22. 

x' J< 

4 


Ejercicios 23-34: Evalue la integral. 


is. ) l0 3x dx 

24. 

J 5 Sx dx 

25. ('x(3“*‘)<<x 

26. 

r<2*+ if , 

J 2* dX 

27 f ^ dx 

28. 

f 3 ‘ dx 

J 2 X + 1 d 

s/y + 4 

». j;s->’d X 

30. 


31. Jx^’dx 

32. 

/t* 

C. J(3*+ 3 -)*dx 

34. 

J 4*(4* + l) 3 dx 

55. Calcule el drea de la regibn acotada por las gra- 
ficas de y = 2*, x + y - 1 y x - 1 . 

H- La regibn bajo la grdfica de y 

= 3'* entre x = 1 


y x = 2, gira alrededor del eje x. Calcule el vo- 
lumen del sdlido resultante. 

Un economista predice que el poder de compra 
B(t) de cierta moneda disminuird de acuerdo con 
la f6rmula B(t) - (0.95V, donde / es el tiempo 
en afios. 

(a) iCo n que rapidez estard disminuyendo el 
poder de compra dentro de dos arios? 

(b) Calcule aproximadamente el poder de com¬ 
pra medio durante los prbximos dos anos. 

Se predice que cuando una persona ingiere una 
tableta de 100 mg de un medicamento contra el 
asma, la rapidez R con que 6ste penetra en la san- 
gre esta dada por R = 5(0.95)' mg/min. Supo- 
niendo que no hay traza del medicamento en la 
sangre en el momento en que la tableta se ingie¬ 
re, calcule el numero de minutos que tardan en 
ingresar en la sangre los primeros 50 mg. 

. Se introducen mil truchas de un afio de edad en 
un estanque grande. Se predice que el numero de 


peces que siguen vivas a los t aftos es N(t) = 
1000(0.9)'. 

(a) Calcule aproximadamente la tasa o rapidez 
dN/dt con que mueren en los tiempos t = 1 
y / = 5. iCon qud rapidez estard disminu¬ 
yendo la poblacibn cuando N = 500? 

(b) Se espera que el peso W(t) (en kg) de una 
trucha aumente de acuerdo con la fbrmula 
W(t) = 0.1 + 0.7/. los cuantos afios se 
tiene la mayor cantidad de kilos de trucha 
en el estanque? 

40. La presibn de vapor P (en lbf/pulg 2 ) de un liqui- 
do, que es una medida de su volatilidad, estd re- 
lacionada con la temperatura T (en °F) por la 
ecuacion de Antoine log P = a + \b/(c + T)], 
donde a, by c son constantes. La presibn de va¬ 
por aumenta rdpidamente al elevarse la tempe¬ 
ratura. Encuentre condiciones sobre a, by c que 
garanticen que P sea una funcibn creciente de T. 

41. Los quimicos usan un numero denotado por pH 
para describir cuantitativamente la acidez o alca- 
linidad (basicidad) de las soluciones. Por defini- 
ci6n pH = -log [H + ], donde (H + ] es la concen- 
tracibn de iones hidrbgeno en moles por litro. Se 
estima que (con un error porcentual maximo de 
0.5%) para cierta marca de vinagre (H + ) * 
6.3 x 10" 3 . Calcule el pH y use diferenciales 
para estimar el error porcentual maximo en el 
cdlculo. 

42. En la escala de Richter, la magnitud R de un sis- 
mo o terremoto de intensidad / esta dada por /«. 
donde R * log(/// 0 ) es una cierta intensidad 
minima. Se estima que la intensidad de un sismo 
fue 100 veces mayor que I 0 y el error porcentual 
maximo en la estimacibn es de 1%. Obtenga el 
error porcentual mdximo en el cdlculo de R usan- 
do diferenciales. 

43. Sea /?(x) la reacci6n de una persona a un esti- 
mulo de intensidad x. Por ejemplo, si el estimu- 
lo x es la salinidad (en gramos de sal por litro) 
de una solucibn, R(x) puede ser la estimaci6n 
del individuo acerca de cudn salada o salobre sa- 
be la solucibn segun una escala de 0 a 10. La 
fbrmula de Weber-Fechner es una funcibn que 
se ha propuesto para relacionar R con x y est/i 
dada por R - a log (jc/Xq), en donde a es una 
constante positiva. 

(a) Demuestre que R = 0 para el estimulo um- 
bral x - Xq. 

(b) La derivada S = dR/dx es la sensibilidad 
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CAPiTULO 7 - fUNCSONfS EXbONENClAtfS Y LOGABITMICAS 


dl nivc3 dc cstimulo x y midc 1 m aptitud para 
dctcctar cambios. pequeftos cn el nivel de kart 
esctnusLo. PeffiUttlrequc £rs Lnversamence 
prOpCircidnai a xy compart S< x) con S(LrL 

44. Si un eapiial F se invierte en una cuenta de aho* 
nos durance r aflos y cl interns arvuai r tea presi¬ 
de* tn decimalcs} sc capitakza (o comportc) n voces 
al aila. cnionces el mmtto A que hay en fa cuen- 
ta a Jos i aflos CfU dado por La formula del inte¬ 
rns computet# A =■ Fjl + ^r/fl)] rtr . 

(a) Sea h * r/tt, Drmuestrcque In >1 - hi F 4 
ri In (J + h?'\ 

(h) Use la L-xpresidn en la perfe (a) v toaga ten 
der n a infinite para ohtener la formula n “* 
™ del iflTeres compuesdo CGntimmmmte. 

45. El vutumen o fuCrza dc un snmdo que perribe 
cl tfldo hinoano depende de *u huensidad. Para 
cakniiar d nivel de inceasidad a (en decibels) que 
correspondc a una inicnsidad de semido /, se usa 
la formula a = SO log {/// 0 >^ domic e) valor cs- 
peria I t a dc / es el sonido mis debil que cl oido 
humano puede detectar en cicnai condiciones. 
Dec ermine la Casa dc cainbio de u con respect® 
a Mi 

(a) / es 10 veces mayor que l ftr 
(b> I es IIXX) or mayor que l Q . 


(c) / es Id 000 veces mayor que / fl . lEsta es la 
inienlidad norma] de Ja voz.J 

46. Dcmuestre el Teorema (7 r 2J)(ii) uuindo cl timi- 
te en la pane fi) y cl cam bio de variable n - I /k. 

47. Dcmuestre que lim T _„|l 4 {xfn }]* - e M 10- 
mando h -- x/n y TOutdo el Teorema 17.25 j (i>. 

48. En la leorin dc la prfrbabiltdad se usa La aproxi- 
macion (1 - p) n « cnando p es pequcfto y 
np tiene un valor intermedin, 

(a) Sea .4 = (I — p) n , Dcitiueslrc que In A ® 
np In (l -p)' ». 

(b) Use el Bjercicio 47 para dcducif que In A ** 

P tsti ecrca dc 0. 

4^ Dcmucsirc que si a > d y h > () T emonccs para 
lodos Los nujneroft reales u y v: 

(i) (ahr = a*b* 

(M) a*/a* = ii M r 

(lit) {a i, ) v = a vv 

5U. Demu«tre las Lcyes dc los Logaritmos: 

(i) ]pg rt («v) = log,w + log, v 

(iij loe ff Y =s lo^ u - log, v 

Cili) k% u r = r log, u 


EH LEYES de crecimiento y decrecimiento 

Suponganias que una can [j dad fisica varia en el liempd y que su magiiiiud al tiempi 
t estd dada po r donde q es una funcion derivable con q(f ) > 0 para lodct /. La 
fierivada q (t) es ta rasa de cambio dc ^(r> con respeeio al tfernpo. En mnclias aplica- 
ciones, esta rapidez de variacton es direciamenlc proportional a la maguiiud de la ean- 
tidad al tietnpo ( t Esta relation puede espresarse por medio de la ecuacion dilcreneial 

q\i) * cq(f) 

donde c es una constantc, El numero de baeterias se comporta de es(a manera en algu- 
nos euliivos. Si cl numero dc bacicnas es pequeilo* entonces su tasa dc crecimiemo 
« pcquefta, sin embargo, a medlda que el numero dc bacicrias aumenta, tambi^n 
la las# de cneeimien /0 $c deva, El decreeimienLo de una sustancia radiactiva obedecc 
una Icy similar, pues a inedida que la cant id ad de materia disminuye. La tasa de decreei- 
miento —y por tanto T la activtdad o radiaci6n— tambicn dinminuye, Como uti ultimo 
cjemplo considercmo^ la descarga de un condensador elcctrico. Si la earga en cl 
mento es muy grande cuando seempieza a descargar T entonces La rapide* de la descarp 
es muy elevada, pero a medida que la carga se debil it a, el condensador o capadtor %f 
va descargando mas lentamente. 
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En las aplicaciones, la ecuacion q (t) = cq(t) se expresa a menudo en terminos 
de diferenciales. Asf, y = q(t) se puede escribir 

dy 

-jjj- = cy o bien dy - cydt. 

Dividiendo ambos lados de la ultima ecuacion entre y , se obtiene 


— dy = cdt. 

y 


Como las variables >> y / se pudieron separar en esta ecuacion diferencial, es decir, apa- 
rece s61o una en cada lado de la igualdad, la ecuacion dy/dt = cy se llama ecuacion 
diferencial separable. Mds adelante se estudiaran estas ecuaciones con mayor detalle 
y se demostrara que sus soluciones se pueden encontrar integrando ambos lados de la 
ecuacidn “separada” (1 /y)dy = cdt . De modo que. 


y, suponiendo que y > 0, 



ln.y = ct + d. 


Las dos constantes de integration se combinaron en una sola constante d. Se deduce que 


y — gCt + d __ gdgd 


Si y 0 denota el valor inicial de y (es decir, el valor correspondiente a t = 0), entonces 
poniendo t = 0 en la ecuacidn anterior se obtiene 

y 0 = e d e° = e d 

y por lo tanto, la solution y = e d e c ' puede escribirse 

y = y<t a - 

Se ha demostrado lo siguiente. 


TEOREMA (7.26) 


Sea y una funcion derivable de t tal que y > 0 para todo 
t y sea y 0 su valor en t = 0. Si dy/dt = cy para una 
constante c, entonces y = y 0 e ct . 


Este teorema establece que si la tasa o razon de cambio de y = q(t) con respecto 
a t es directamente proporcional a y, entonces y se puede expresar mediante una fun- 
cion exponencial. Si al aumentar / tambien aumenta y, entonces la fdrmula y = y 0 e ct 
es una ley de crecimiento; si y disminuye, entonces la formula es una ley de decrecimiento. 


EJEMPLO 1 El numero de bacterias en un cultivo aumenta de 600 a 1800 en 2 horas. 
Encontrar una fdrmula para el numero de bacterias al tiempo t y suponiendo que en ca¬ 
da momento la tasa de crecimiento es directamente proporcional al numero de bacte¬ 
rias. ^Cual ser& el numero de bacterias al cabo de cuatro horas? 
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Solution Denotemos par v * q(i) cl numero de bacteria* a las ( boras. EntMCtt, 
y a ™ q( Q) ™ 60fi y <y{2) = 1800. For hipdEcsis. 



Siguiendo los pasos de la demostracidn del Teorema (7.26), obtencmos 

y = y^ = 60Qf tT . 

Como _y = 1800 cuando t - 2, 

S800 = GOOe 2 * o bien - 3, 

For lo tamo, 

2c = In 3 a bien t ** j In 3 + 

y la formula para y es 

y « 60Qe l<|/2Jitt3] ', 

Usando el hecbo de que e lTlJ - 3 (v£ase la Definiddn (7,U)) T esta ley dc credmiemo 
sit puedc exprcsar en tdminos de una lunciAn exponential de base 3 como signer 

y <= *= fi00(3) f/1 . 

En particular> al cabo de 4 boras el rmmcro de bacteria* serd 
600<3^ - 600(9) = 5400, 


EJEMPLO 3 El radio dcereee cxponencialmenle y tiene una semivida (a <l vida me¬ 
dia^} deaproximadameme 1600 aflos; es decir 1 dada una camidad 1 al eabo de 1600 aftos 
sc habri dcsintegrado ta mi fad tic U cantidad original de la sustancia radiactiva. En^ 
contrar una 1 drmula para la camidad y de radio quc queda a los t aflos de una muestra 
de 50 mg de radio puro, ^Cuindo quedex^n 20 mg? 

Solution Suponietido que y - qUh 

y Q - tfQ) = 50 y ^(1600) = i(50) - 25, 

Como dy/dt = cy para alguna constante c, del Teorema (7.26) se deduce que 

y »5 W* 

Como y =■ 25 cuando t — 1600, 

25 = 5 Ge 160( * o bien e 1 * 00c -f 

Ententes, 

1600c = in i = In 1 - In 2- -In 2 


y 


For lo tanto. 


In ,2 

<rm 1600 
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Como en el Ejemplo 1, podemos escribir esta fdrmula en terminos de otra base como 
sigue: 

y — 50(f 


o sea y = 50(2)-' /l600 . 

Para obtener el valor de t en que y = 20, se despeja de la ecuacion 

20 = 50(2) _,/1600 obien 2" ,600 =f. 

Tomando el logaritmo natural a ambos lados, 

t , , , 5 1600 In | 

——In 2 = In- o sea t = —,— i . 

1600 2 In 2 

Podemos obtener un valor aproximado usando una calculadora o la Tabla C, 
t * 1600(0.916)/(0.693) = 2115 aiios. 


EJEMPLO 3 La ley de Newton del enfriamiento afirma que la rapidez con que un 
objeto se enfria es directamente proporcional a la diferencia de temperaturas entre 
el objeto y el medio que lo rodea. La temperatura de un objeto baja de 125°F a 100°F 
en media hora, estando rodeado por aire a una temperatura de 75°F. Calcular su tem¬ 
peratura al cabo de otra media hora. 

SolllCion Si y denota la temperatura del objeto cuando lleva t horas enfridndose, 
entonces por la ley de Newton, 


dy 

ir = c(y-15) 


donde c es una constante. Separando variables, 


— Jy.cdr 

Integrando ambos lados, obtenemos 

In (>» - 75) = cl + b 


donde b es una constante. Esto equivale a 

y - 75 = e c,+b = e b e c '. 

Si definimos k = e b , entonces la ecuacion anterior se puede escribir 

y = Are" + 75. 


Como y = 125 cuando t = 0, se ve que 

125 = ke° + 75 = k + 75 o bien k = 50. 
Entonces, y = 50e „ + „ 

Como y = 100 cuando 0.5 horas, 

100 = 50e c ' 2 + 75 o sea e" 2 = = i 
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Esto implies que 


c = 2 !n | = In J. 


For Ip radio, la letnperaiura v a las t horas csta dada por 

y _ SrV-dW + 75 


En particular, si r = 1, 

y = 50e , " t,i *’ + 75 
=» 50<i) + 75 = 87.5 ’F • 


Eii muchos casos, cl crccimicmo natural es mis tnodcrado que la siiuation dcscriia 
por cl Teorsma (7.26). Algunas siiuarioncs tipicas tn las que cslo sueede estan rclado- 
nadas con poblacioncs venias de ptoduetos y valores de inversioncs. En biologia, para 
caloular la magnitud de una cantkiad al liempo I, se usa a veces una funcidn G dada por 

Git)^ke' A * m ' 

donde k m A y B son con stances positive La fund on G tt Ea funcion de trecimiMilo 
de Gnmperiz. Siempre es posUiva y credence pera tiende a un limiie cu&ndo t tiende 
a infinite!. La grafica dc Ci es urta curva de crecimitnlo de Gomperti 


EJEMPIO 4 Analizai la grifica de la fumiidn dc credmienio de Gompertz G y i.razarla. 

Solution Qbservemos primero qtie La ordenada en ei origen cs GIO) = ke~ A y que 
GO) > 0 para lode t. Dcnvajido obtenemos 

G[f| = k?~ A * m} &A-A? 0J > 

^ ABht' 

y G i y\= ABke' * *' m '- Ae~*) 

= ABk{-B+ ABe m te * T M 

Como G {() > 0 para lodo f, la funcidn G es crecktite en [0, ■»). La segunda dcri- 
vada G (r) es cero si 

-B + ABe~ m - 0 o bien e** 1 - A, 


Despcjando f de La ultima ccuaddn obtenemosjf = (l/£?Hn d, que es uu numero criti* 
to de la funddn G . Queda eomo ejemrio dcmosirai que en esie tiempa Id tasa de ere- 
amiento G dene un miximo Bk/e. Tambien sc puede de- 
mostrar que 



Jim G (t) = 0 y Hm G(r ) - k. 

Por Lo tanto, cuando i tiende a mtinito, la iasa dc crecimien- 
to tiende a 0 y la grAfka de G tkne una asmtoia horizon¬ 
tal y - k. La Figura 7.15 muesira una de las grificas tipi- 
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EJERCICIOS 7.6 


t- El numero de bacterias en cierto cultivo crece de 
5 000 a 15 000 en 10 horas. Suponiendo que la 
tasa o rapidez de crecimiento es proporcional al 
numero de bacterias* encuentre una formula pa¬ 
ra el numero de bacterias en el cultivo al tiempo 
t. Calcule el numero al cabo de 20 horas. <,Cu4n- 
do llegar£ a 50 000 el numero de bacterias? 

2. El isbtopo de polonio 2,0 Po tiene una semivida 
(o periodo medial) de 140 dias; aproximada- 
mente. Si una muestra pesa inicialmente 20 mg, 
icudnto queda t dias despues? Aproximadamen- 
te, icuanto quedara despues de dos semanas? 

3. Si la temperatura es constante, entonces la razdn 
de cambio de la presibn atmosterica p respecto 
a la altura h es proporcional a p. Suponiendo que 
p = 762 mmHg al nivel del mar y p = 737 mm 
Hg a 300 m de altitud, calcule la presibn a una 
altitud de 1500 m. 

4. La poblacibn de una ciudad crece a razbn de 5% 
al afto. Si la poblacibn actual es 500000, ^cudl 
sera la poblacibn dentro de 10 afios? 

Los agronomos calculan que se necesitan 1000 m 2 
de tierra para proveer de alimentos a una perso¬ 
na. Por otro lado, se calcula que hay 40 * 
10 12 m 2 de tierra laborable en el mundo y, por lo 
tanto, se puede sostener a una poblacibn maxi¬ 
ma de 40 000 millones de personas si no hay nin- 
guna otra fuente de alimentos. La poblacibn de 
la Tierra en 1980 era de 4500 millones de habi- 
tantes. Suponiendo que la poblacibn crece a ra- 
zon de 2% al afto, ^cuando se alcanzar£ la po¬ 
blacibn maxima que la Tierra puede alimentar? 

I 4. Una placa de metal se enfria de 80°C a 65°C en 
20 min al estar rodeada de aire a una temperatu¬ 
ra de 15 °C. Use la ley de Newton (v6ase el Ejem- 
plo 3) para estimar la temperatura al cabo de una 
hora de enfriamiento. ^Cuando llegara la tem¬ 
peratura a 40°C? 

■ 

► Un termometro exterior registra una temperatu¬ 
ra de 4°C. Cinco minutos despu^s de introducir- 
I ( lo en una habitation donde la temperatura es de 
20°C, el termbmetro marca 15°C. ^Cu&ndo mar- 
car* 18°C? 

^ La rapidez con la que la sal se disuelve en el agua 
es directamente proporcional a la cantidad de sal 
no disuelta. En un recipiente con agua se ponen 


5 kg de sal y en 20 min se disuelven 2 kg. ^Cu*n- 
to tiempo tardara en disolverse 1 kg m*s? 

9. Segun la primera ley de Kirchhoff para los cir- 
cuitos etectricos, V = RI + L{dl/dt) % donde las 
constantes V, R y L denotan la tensibn (o volta- 
je), la resistencia y la inductancia, respectivamen- 
te, e / denota la corriente al tiempo t (vease la 
figura). Demuestre que si la tensibn se anula en 
el tiempo / = 0 y la corriente en ese momento 
es / 0 , entonces / = ltfT RUL . 



L 


10. Un fisico encuentra que cierta sustancia radiac- 
tiva produce 2000 marcas o cuentas por minuto 
en un contador Geiger. Diez dias mis tarde la sus¬ 
tancia produce 1500 cuentas por minuto. Calcu- 
le aproximadamente su semivida o “vida media”. 

11. La presion atmosf^rica P (en atmbsferas) a una 
altitud de z metros sobre el nivel del mar satisfa- 
ce la ecuacibn diferencial dP/dz = -9.81 />U), 
donde p(z) es la densidad del aire a una altitud 
z. Suponiendo que el aire satisface la ley de los 
gases ideales, la ecuacibn diferencial puede escn- 
birse como dP/dz — —0.0342/ > /7", donde T es 

la temperatura (en kelvins, K) a una altitud 3. 

Exprese P como una funcibn de z suponiendo 
que la presibn al nivel del mar es de 1 atm y que 
r = 288 - O.Olz. 

12. Durante el primer mes de crecimiento de ciertos 
cultivos como el maiz, el algodon y la soya, la 
rapidez de crecimiento (en gramos por dia) es pro¬ 
porcional al peso actual W. Para una especie de 
algodon, dW/dt = 0.21 W. i,Cual seri el peso 
dentro de un mes (/ = 30 dias) de una planta que 
actualmente pesa 70 mg? 

13. El material radiactivo estroncio 90, a ^Sr, que 
tiene una semivida de 29 aftos, puede causar can¬ 
cer en los huesos de los seres humanos. La sus¬ 
tancia se encuentra en la Uuvia acida, penetra en 
el suelo y se introduce en la cadena alimenticia. 
El nivel de radiactividad en cierto terreno de cul¬ 
tivo es 2.5 veces el nivel maximo S que se consi- 
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tier a aim no datiino, i Durante cuintos afios sc- 
£iiirs comaminado esc terteno? 

14 . E3 indicador rodlactivo 5l Cr, que ticnc una semi- 
vida d period* medial dc 27,B dias, sc usa a ve- 
ees en pruebas m£d teas, para Localizar ta postcidn 
de la placenta en mujeres embaimadas. EL indi- 
cador sc pide a un laboratofio de product mi- 
dices y la ttitrega de un pedicle? tarda dos dias. 
^ Cudntas unidadrs sc deben solidtar par a hacer 
una de eat as pruebai si se necesiian 33 uni dude* 
en el moment* de La ptueba? 

15. Los veterinanos ane&tesian ammales con pento¬ 
barbital sddko. Para ancsEesiar a un perro sc rc- 
quicrcn 30 mg pur eada k Llogr aniu dc su peso. El 
citado pentobarbital sddko se elimma exponen- 
cialmente de ta sangre. En 4 boras la cantidad 
baja a la mi rad. Calculc d ramaflo dc una dosis 
imiea para uncsecsiar durante 43 min a un perm 
que pesa 2Q kg. 

tfr r En la fisiologia pulmonar se us* la siguientc ecus 
cion para desmbir el transport e de um suscan- 
esa a travfe de la pared dc ud vase capilar; 

dft Y / h \ 

iff" Q\k + h) 

dondc h cs ta conecntracidn de hormone en la 
sangre at tiempo f, V es la rapidiv minima dc 
traupOfte, £?es et volumcn del capilar y A es una 
cOnsiantc que mide ta afinidad entre las hormo¬ 
nal y las enzi.nias que contribuyen al process de 
transports. Determine la soluddn general de la 
ecuaeiOn diferendal. 

17. Se dispara un coheie ftparial desde la Ticrra. Si 
sc dcsprccia La resistencia del aire* su velooidad 
a partir del memento en que se termini ci com¬ 
bustible, estA dad a por la ecuacidn diferEnciaJ 
v( dv/dy) = —Ay 1 , dondc y es Ea distanda des¬ 
de et centro dc la Ticrra y k es una consume po- 
sftiva. Sea y n la distancia desde dkho centro en 
el memento cn que sc Eermina cl combustible y 
v 0 la veloddad correspondiente. Exprese v como 
una ftmeibn de y, (Sugerencio: Separe Las varia¬ 
bles y y y.J 

tft. A. alias [emperamras. el didxido dc mtrOgeno 
NOj sc dcscompone en NO y O s , Si yU) fcs la 
concentracton de NO, (en moles por lilro) y La 
icmpcratura cs dc 600 K, cntonocs y(t) cambia 
de acuerdo con la ky de reaction de teg undo or- 
den dyfdt - -0.03^, dondc f es cl licmpo (en 


segundosl- Express y cn itrminos de * y de la con 
cemrsicidn inicial y ^ 


|9, 1 a cdrtd de Ins especifticncs gcoLdgicqs o atqucn 
l6gico$ se delcrmi n a con el metodo del carbon! 
14. Estc m£todo dc dataej^n se basa en d hecho 
dc qua cl CtK de la amioftfcra conticne derta 
camidad del isdtopo Lnesiable car bo no M ( j4 Q„ 
Las plama.\ absorben carbono dc La aimO&fera y 
cuando mueren la cant triad dc M C que ban acu- 
mutado comicnza a decrecer (o decaer] eon una 
semmda de 5?00 aflos aproximadamriitc. Mt- 
diencJo fo iranddad dc [ *C que queda cn un es 
pccimcn, puede estimarse ly feeba cn que el or 
ganismo inurifS. Cakuk aprosimadamenEe 1 
edad de utt hueso F6sit que presenfa del l4 ^ 
que contkne un hueso actual* 


24 ). Cons□ be el Ejcrddo 19, El istSiopo {H rtnuo} 
del htdrAgeiio, que ft radiaertivo y tiene una se¬ 
mi vida dc 12J aftas, es producido cn la atmtis- 
Lera por los rayos cOsmicos y Elddo a la Tiern 
por la lluvta. Los muros dc madera de una ea&a 
vie>a contienen 10% del que tienen los dc 
una easa nueva. Calcule la edad de 3a uasn vie]a 

2\. En la ley del ireamiento fagistico se supone 
que a| tiempo / la Easa de aedmiento f f (t} de 
una eiena cantidad f{i) csld dada por /'( t ) =- 
4/(/>[ji -/(;>)» dondc A y son constantcs. 
Demuesire que si f(Q} = C t eatonces 


m 


BC 

C + (B -CjT * 


23. Ciertos piocesos de aptendizaje sc dcscriben cop 
la gr^Hca rie/(jr| = a + b(l - dondc a, 
b y c son constanies positivas. Un fabneante 
calcula que una operana nueva puede produar 
clnco ardculos en su primer dia de trabajo, 4 
medtdia que se vuelve mis efkiente, su produce 
ci6n diarta aumenta ha&w Ucgar u un maxima. 
El ndincro /(>} dc articulos que produce en e. 
n-csimo dta de trabajo esti dado por La ftirmuii 
f(n) p* 3 + 21*1 

(a? CaIcuIc el riumcro dc articulos que produce 
el quinto. el noveno, el vig£simo y el trig^ 
simo dfos dc Erabajo. 

- (b) Trace ta grdfkade/entre n Dy n * JC 

(Este tipo dc gfdEcas sc liftman n;rv>zj & 
aprendizaje y sc ulilizan a menudo ert ed*- 
cacidn y psicologia.) 

(c) iQue sucede u^n una n muy grande? 

U J Una ccEula csfcrica ttcnc votumen Vy el irea die 
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ui superficic esS. Un modelo simple para el cre- 
cimiento de las celulas antes de la mitosis supo- 
ne que la tasa de crecimiento dV/dt es propor- 
cional al drea de la superficie de la celula. De- 
muestre que dV/dt = kV v * para k > 0 y 
exprese V como una funcion de /. 

14 En el Teorema (7.26) se supone que la rapidez 
de variacidn de una cantidad q{t) al tiempo / es 
directamente proporcional a q{t). Demuestre que 


si la rapidez de cambio es proporcional a 
[<7(0] 2 , entonces hay un tiempo /, para el cual 

25 ' En el Ejemplo 4 verifique que (a) Bk/e es un ma- 
ximo de G ; (b) lim,^, G'(/) = 0; 

(c) lim^co G(r) = k. 

Trace la grafica de G en el Ejemplo 4 para k = 
10, A = J y B = 1. 


UH DERIVADAS DE LAS FUNCIONES INVERSAS 

En la Secci6n 7.1 se definio la funcion inversa/- 1 de una funcion /. En esta seccidn 
se demuestran algunos teoremas sobre funciones inversas y se encuentra una formula 
para obtener sus derivadas. 


TEOREMA (7.27) 


Si una funcibn / es continua y creciente en un intervalo 
[a, 6], entonces /tiene una funcibn inversa que es 
continua y creciente en el intervalo [/(<?),/(£)]. 

Demostracion Si /es creciente. entonces /es biun.'voca y, por lo tanto, f x1 existe 
Para demostrar que r es creciente se debe demostrar que si tv, < tv, en [ fla) 1(b )] 
entonces / (tv,) < / (tv 2 ) en ( a , b\. Se demostrara este hecho por contradiccion. Su- 
pongamos que f (tv 2 ) < / (tv,). Como / es creciente. se tiene que /(/ ’(tv,)) < 

r^rZ) tant ° QUe “ Una contradicci6n - Por consiguiente, 

Tambi^n hay que demostrar que f x es continua en \f(a),f(b)\. Se sabe que 

l /*/ ( \ y S ° ° S1 X ~ f En P articular > si y 0 esta en el intervalo abiertO 

^ in,erVa '° ( °’ b) tal que *> = /<*> equivalence- 
mente, x 0 — f (y 0 ). Debemos demostrar que 

(,) ““ f\y) = r\yo) = * 0 - 

La Figura 7.16 muestra una representacion geometrica de/y de su funcidn inversa 
/ semejante a la de la Figura 7 1. El dominio \a, b \de /esta representado por pun- 
os sobre un eje jry el dominio \f(a),f(b)} de/-' por puntos sobre un eje y. Para 
representar las func.ones se han dibujado flechas de uno de los ejes al otro Para de¬ 
mostrar (*), se considera un intervalo (*„ - £ , * 0 + £ ) con £ > 0. Hay que encontrar 


FIGURA 7.16 



l 
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FIG1JRA Htf naUllA Ml 



un interval® (y Q - £, y& + A) com® el qtic sc indica en fa Figura 7.17, taf que .siempr* 
qiic y estc en (j^ - fi, y Q £), entonces f~'{y) esia en (x Q - £. x Q + f). Sc puedc su- 
poner que x$ - i y Xq + £ esian ambus en b |» Como en la Figura 1A 8, scan 5; - 
“ /(Xg f) y S : - /{Xo + f) — y& Como /deiermma una correspond end a biunf- 

voca entre Ins niimeros dc los imervalos {x & - t T Xq + i) y { >'o “* &i. > P o + h)* 1 04 
valorem de k fundon /' ] que corresponded a l®$ numcroi eu i_v n - A [f y c + £j), dc- 
ben estar en [x i} - i t x$ + tj. Sea 6 el mini mo entre A\ y A?. Se deduce que si y tsk 
en (yu - 5, v 0 + A), cntoiicea/“'{>) mb en (x ff - £, jr n + i), que cs 1o que se quena 
demostrar. 

La conlinuidad en los extremes f(a\ y fib) del dominie de /"’ se dtmutstra de 
man-era an&loga usando Ifmites uniJaierales. - * 

La demosiraddn del siguiente resulradc es similar a la del Teorema (7.3.7). 


TIOREMA ( 7 * 28 ) 


Si una functors/es cominua y decreciente en un interva¬ 
le [a, 61 , entonees / itene una funcion in versa que esttin- 
tinua y decreciente en el mtervak? f/ffrl, /(a)], 

- - . — ■■ . ■—— 


EJEMPLO t Vendear el Teorema {7.27) para fix) = x 1 - 3 en cl intervale [0, 6) 

Solution Del Ejemplo 2 de la Secdon 7.1, /esti dada por 


j - s x + 3, para x £ - 3. 


En este ejemplo el dominio de / 1 es [/(0h /(blj, es deeir, [-3, 331- 

Las grdfieas de f y /"' apareeen en la Figure 7.3 y estan rep resent ad as nuevamcn- 
te en la Figura 7,19, 

Como / es un polinomio, es una fnncidn cominua en 
[0. 6j. Mas aun, como fix} = 2x . f{x) > 0 para codo X 



en t0. Gj y t por lo tanto L /es creclcnlc en JO, 6j. 

Como lfntj^v'v+3 - ^i + 3 para todo a en 
(-3, 33], es cominua en esie inlervalo. Tambien es con 
tinua en -3, Finaimente, come la derivada 


DtfHx) 


1 

x - 3 


es positive cn {-3, 331, se deduce que /"' « credente en 
1-3, 33). 






















7.7 Derivadas de las funciones inverses - W 

El teorema siguiente da un metodo para encontrar la derivada de una funcion inversa. 


TEOREMA (7.29) 


Si una funcion derivable / tiene una funcidn inversa g 
y si f * 0, entonces g es derivable en c y 

n i ri — ■■■■ ^ 


ff(c) = 






Demostracion 


De la Definici6n (3.1'), 


#'(£’) = lim 

x—c 


ffM - g(c) 
X — c 


Sea z una nueva variable tal que z = g(x) y sea a = g(c). Como fy g son funciones 
inversas una de la otra, 

g(x) = z si y solo sif f(z) = x, 


y 


gic) = a si y solo si f(a) = c. 


La expresibn x c bajo el limite en la formula se puede sustituir por z a, pues si 
x -+ c, entonces g(x) g(c), es decir, z -+ a. Por otro lado, si z a, entonces 
f(z) f(a). Por lo tanto, se puede escribir 


g'(c) = Hm 


z — a 
m-f(u) 


- Km 


1 


/(*)-/(«) 


— a 


1 _ 1 

f'(a) J\g{c)Y 


Es conveniente enunciar el Teorema (7.29) en la siguiente forma equivalente. 


TEOREMA (7*30) 


Si g es la funcibn inversa de una funcion derivable fy 
si f'{y(x)) * 0, entonces 

g'(x) - —^^ 

— 


/(.</(*)) ‘ 


EJEMPLO 2 Usar el Teorema (7.30) y el hecho de que la funcibn exponencial natural 
es la funcibn inversa del logaritmo natural para demostrar que D x e x = e x . 

Solucion Sean f(x) = \nx y g(x) = e x . Entonces, 

/'(x) = - y f'igix)) = f'(e x ) = 4- 
x e 

Por lo tanto, de aeuerdo con el Teorema (7.30), 


g'(x) = 


0/e x ) 
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EJEMPLO 3 Sea fix) = x 3 + 2x — 1. Dcmostrar que /tiene una luneidn inversa 
li> y calcukr la pcndiente dc la recta tangeme a la gr&fica de g en el punto P(2, 1). 

Solucion Ndtesc que /es eqniinua y /'(*} = Jjc 2 + 2 > 0 pa r & todo x. Enton- 
ces, por el Teorema (7.27), /tiene una fuaci6n in versa g. Como /(I) = 2, resulla que 
^(2) = I y por lo tanto, el punto P{ 2. 1) esti en la gr£fica de g. Aplicando d Teorema 
(7 JO), oblenemos que la pcndiente de la recta tangenie en P(2, 1} es 

■ 7 1 1 1 

^ 2) ~ 7W))* fin = s 

Para recordar ficilmente el Teorema (7.30) es convenitnte considerar y - /lx). 
Si ft es la fund6n inversa dc /, entonres <H.y) = fl(/(X>) = x. De (7.30), 

que en notacidn diferenciat se escribe 



Esxo demuestra que, en rierto seitlido, la denvada de la funcidn inversa g es d redpro- 
co a inverse dc la defivada de /, La desventaja dc usar las dos ultimas formulas es 
que ambas estan expresadas cn id-minos de la variable independieme de la funridn / 
cn vez de esiar cn terminus de la variable indcpcndieiUe dc la funcidn inversa. Si cn 
el Ejemplo 5 se toma y = x 3 + 2x - I y X - tHyh entonccs 

* ** = L. = - 

dy ~ dyfdx W + 2 ' 

es decir t ( j 

(,</l = lx 1 + 2 = + 2' 

Esto tambi£n puede cscribirsc en !a forma 

0(x) “ adtx^Tj* 

Por consiguiente, para encontrar </U) st ticcesita conocer jr(jf) igual que cn d Teore 
ma (7.30). 


EJERCICIOS 7.7 

Ej«mrio* 1-lH: Demuestre que la funddn/dcfimda 
en cl intervale dado tiene una fundtin inversa /"' y 
encucnire su domink)- Eticuenire /(Jf). Obienga 
Dj~ l {x) diiectuiente y tambini aplicando el Tenre 
mu (7,30). 

I, /|*| m v 2* + 3, [1,11] 


2. ftx\ = i/5x + 3. [0 T 5] 

). /lx) - 4 - * J , [0, 7] 

/■(!) = i 1 -4s + 5. [-1.1] 
5. /(jt| = I/*, |Q. eel 
*. fix) = j9-x\ [ 0 . 3 ] 
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7. f(x) = [0, oo) 

8 . /(x) = In (3 - 2 x), (-oo,f) 

9. J\x) = e x - e~ x , (-oo, oo) 

10 . fix) = e* +1 \ [ 0 , oo) 

Ejercicios 11-14: Demuestre que / tiene una funcibn 
in versa en cualquier intervalo cerrado [a, b\ y 
calcule la pendiente de la recta tangente a la grafica 
de / -1 en P. 

U. f(x) = x 5 + 3x 3 + 2x - 1, P(5, 1) 

12. fix) = 2 — x — x 3 , Pi- 8,2) 

13. fix) m ie 2x - l)/(e 2x + 1), P(0. 0) 


14. fix) = e 2 ~ 3x , P(l/e, 1) 

Ejercicios 15-18: Demuestre que si el dortiinio de fes 
M , entonces /no tiene una funcibn inversa. Demues¬ 
tre tambibn que si el dominio se restringe convenien- 
temente, entonces f~ l si existe. 

15. /(x) = x 4 + 3x 2 -»- 7 16. fix) = |x - 2| 

17. fix) = 10“* J 

18. /(x) = In (x 2 -f I) 

19. Complete la demostracibn del Teorema (7.27) 
mostrando que /"' es continua en f(a) y fib). 

20 . Demuestre el Teorema (7.28). 


EfiJ REPASO 

Defina o discuta lo siguiente. 

1. Funcibn inversa. 

2. Funcibn logaritmo natural. 

3. Leyes de los logaritmos. 

4. Funcibn exponencial natural. 

5. El numero e. 

0. Fbrmulas para derivar In u y e u . 

7. Derivacion logaritmica. 

EJERCICIOS 7.8 

Ejercicios 1-24: Encuentre f\x) para la funcibn fix) 
dada por la expresibn. 


!• (1 - 2x) In 11 - 2x| 
(3x + 2) 4 x/6x - 5 


3. In 


8 x — 7 


2. \ ln v x 

4 | 2 - 9x 

4. log 


1 - x 2 


In (2x 2 + 3) 


6 . 


In x 

e 2x + 1 


8 . a* para a > 0 . 

log.. 

10. Fbrmulas para derivar log a u y a u . 

11. Funcibn potencia general. 

12. Leyes de crecimiento y decrecimiento. 

13. Derivadas de las funciones inversas. 


19. 

10 *"* 

20 . ix 2 + l) 2 * 

21 . 

In | x 2 — 5x - 31 

22 . 7 »«|*| 

23. 

(In i)"’ 

24. In [(In x)*] 


Ejercicios 25-26: Encuentre y '. 

25. 1 + xy = e** 

26. In (x + y) + x 2 — 2 y 3 = 1 


7. + D 

*• In (e 4 * + 9) 

Ejercicios 27-44: Evalue la integral. 

9. 10 * log x 

10. In Vx/(3x + 5) 

27 - J 

r <• + , 

1 , 2 , dx 

M. j 

£ e 3x * 2 dx 

11 . x'"‘ 

13. x 1 e > \ x ‘ 

12. 4 ’' 17T3 

14. n/ 7 3 * + e" 3 * 

29 - J 


30. j 

r . dx 

1 x In x 

•5. 2 ‘ '"/(x 3 + 4) 

11 - (1 + sfx)‘ 

16. 5 3 * + (3x ) 5 

18. In e vJC 

31. j 

r * 

J 

C 2 X 2 + 1 

1 x 3 + 3x 
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33, 


34, 

/$*• 

J5, 

J n ' x4-‘ J\ 


te a» + 

J dX 

37. 

f 1 dx 

31. 

r_ x - dx 

^ ms fiat* 



39. 

r x * + ' dx 

40 

r ^ 


j i +«- 

41. 

J 3V J' 

42. 

J jcI 0*‘ d.x 

43. 

J* x' dx 

44. 

fyj\ + y<Lt 

45. 

Una purlieu la 

se mueve sobre una recta coot- 


Jen Lida con cicrta acelerackm a I liempo f de 
e ( ■' cm/s 1 , fcn t = 0 la partieula « cncucnEra cn 
d orifcn y su vdocidad es de ficm/s, iQu* dis- 
tancia reeorrc dura me eL intervals de Mem pci 
|0 T 4|? 

44. Rea Lice cl cilculo dc Los. mAximos v mini mo*- lo¬ 
cales dc /(.J) * X 1 In x para x > 0. .-\nalice la 
comravidad, tncuentre los pun cos de inflexidn y 
trace la grdfiea de /. 

47. Encuemre una ecnacidn para La recta EangcnEc a 
la grafica de >■ = xf 1 ' 1 * + In |2 - x J | cn d pun- 
to P{], e). 

41. Cikafc el irea dc la region acoi^da pot \m grift- 
cas de las ecuariones y = c*\ * Ut 

jf - 0 y x * 1. 

49. 1.3 tegidn acoiada par las ftrfHcaft de y = ^ 4, l 
jr -2 , a = -3 y y = 0 gin al rededot del eje 
x. Cftlcule el volumen del stilido resultante- 

511. (■ it L9N0 la poblacLon dc la India era de umts *5 1 
ms I tones dc habiiances y se sabe que ha estado 
anmenLando a razbn de 2^ al afto Encuentre 
una formula para la poblacion NU) (cn miiLo- 
nes de habit antes) al tiempo r (en aftos transcu- 
rridos a parin' de I9&t>). Suponiendo que este 
rftpldo crecimiento continue iqu£ poblftdbn ten¬ 
dril la India en el aflo 2000? 

51 , Ciena sustanda radiactiva tienc una setiuvida (a 
penodo de scniidesiDteflJwAii) de ditcfi dfu* 
f,Cuinto i omari a una caruidad A desinicgrarse 
hasta que quede sdlo un l*k de ,47 

52. Para predcrir la edad T (cn aftas) de up fosil me¬ 


diant e la seentea del car boro 14* se us a la ceua- 
d4n r ”83lDln^ donde lOOi csd porecniaje 
de carbono que idn queda en e! especimen (via- 
se el Ejercicio 19 dc la Sec cion 7.4) 

(a) CaLcule La edad de un fosil con una preci¬ 
sion de 1000 aflos suponiendo que cn esie 
case* x = 0.04. 

tb> Eslime el error maxima en el cilculo dc 7 
cn la pane (a) usando diferenctaki, supo- 
npcndo que el error cn la «[trttact6n de x pu- 
do haber sido hasta dc 0,005. 

53. La rapidez con que el ftzucir sr dUudve cn agua 
es propordonal a La cantidad sin disc]verse. Si 
IQ kg de azticar se vienen en un recipientr con 
a&ua 1 La UOO^.M.i se encuentran que a las 
4;00 p.M , ya sc ha disudlo La ittHad. 
i.Li| ^Cudnto taidarln en disolverse 2 kg mis? 

(b) de tos 10 se habrin di^ueko a 
las 8:00 p.m ? 

54 Segusi La ley de Newton del enfri am Lenta k La ra^ 
pidez con que ttn objrto « enfrin es dir ecc amen- 
te proporcEonaJ a la diferencia dc tempcraiuras 
entre cl abjeto y cl medio que 3o rodca. Demues- 
Irt que si f(i) denota la cemperatura at Liempo 
/ p cntorcci f{t) =* T + [/(0) - T]? **. donde 
fes la tcmpcFaEurA del medio que rodea a] ob)e^ 
to y Jt es una constante positive. 

55 La bspanieidn dc la bacteria £. coh ocurre a pro- 
xLmadamenEc cad a 20 minutos. CaLule el m'micFo 
de bacteria-s que se tendrin a las dos boras de que 
babul 100 000. 

La ecuacidn difrrcnciaE p + ovrfjp = 0, don’ 
de p es la presibn. v d volumen y c una constant 
tc, describe el com porta tniento adiahatko del 
aire. Kcsitelva La ecuacidn expresando p como 
una funcidn de v. 

57. Sea f{x) = - 8* +■ Sen |-l, L]. DemueS’ 

ire que/ tiene una funcidn in versa g w y cal cult 

uni 

51, Sea f{x) * £ 2 * + 2e* + l para x 0. 

(a) Demuesirc que/tiene una fuitci^n i ft verst 
/"' y describe xu dominio. 
tb> Encuentre /"H^^ V L3 r /^(*M 

(c) Chlcule la pendiente de La recta tangente i 
la grfifica de fen el punto {Q t 4) y la pen 
diCftte de ia recta ttingcme a la gr^flca di 
/-' en (4, m 
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FUNCIONES TRI60N0METR1CAS 


En la geomeiria se dice que un Angulo estA determinado por d o% rayos a senrtirreeta.* / t 
V 4 que benen el misrno puma inicial O, Dos; pumps A y B &obrc f t y t Zt respectiva- 
mtntc (vease la Figura 8. I h detcrmilian et Angulo AOB . Un angulo tamhiAn se puede 
considcrar comn do* teg memos rectiUneos Furnas con un puma extrcmo en comun. 

En la irigonometria los Angulos se interpret*!* tomo rotaciones de rayos. Se co- 
mienza con un rayo fijo 4 qu t ticne un extreme O y que gira alrcdcdnr de Q sobre un 
piano hasia oira posicitin especificada por el rayo / 2 , A /, se Se llama ludu iniciiiL a t 2 
I ado final y a O vArtice del Angulo AOB. La magnitud y el sentido de la rotacidn no 
se reslringeti de ninguna mantra, Sc puede hacer que 4 de varias vudtas o revolucio- 
nes aJrcdedor de O en uno u otro de los dos Semitic* antes de llegar a la posidtin 4 . 
Asi\ hay muchos angulos difcrentes que ticnen los mismos lados inicial y final. 

En un sisrema de coordenada^ rectangularcs, se dice que un Angulo estd en su po«ii- 
cion normal (0 esEiimhir} si tiene el v^rtice en el origen y su lado inicial 4 coincide con 
la parte posit iva del eje x. Si 4 gira en el semido comrario al del reloj para llcgar 
a la posickki final 4. se considera entonces que el Angulo es positive, mientras que si 4 
gira en el sentido dd reloj, cl Angulo es negafivo. La direccidn del movimienlo de las 
maned lists del reloj se llama sentido negative, y la contrary vtntidu posltivo. Los an¬ 
gles suelen denotar se por let res grtegas mimbcutftl y su sentido (o direeddn) sc especi 
fica mediantc un area circular, □ una curva espirai, con una puma dc flccha en un extreme 
fvease la Figure 8.2). 

La inagnitud de un Angulo se puede espresar en grades o en radiants. Un giro ds 
1/360 de una vudla en el sentido positive es un Angulo de un grade, o 1°. En CAkulo 
la unidad usual para medlr angulo* csel radian (rad). Para definjr un nidiAn se conside¬ 
ra una circunferencia unit aria U con centro en el origen de un sisiema de courdcnadai 
tec tan gu lares* y se roma un Angulo & en la position normal (vease la Fjgura 8 .3). E 
Angulo & sc genera al girar al reded or de O un rayo coi incident e con La parte positive 
del eje x. Cuando dicho rayo gira hacia el lado final dc 0 , su punto de interseccidn coi 
U rccorre una cierta distancia circular t antes de Alegar a su posiddn Final P(x t j^}. & 
considera que / es positive para rotaciones posilivas, y negative para rotadones negati 
vas, Es natural asignar al angulo fit d mimero t como su medkhi. Se dice que & es ui 
Angulo de f radiant* y se escribe & = f o bien & - ( radianc*. As(, 0 denota al angulo 
o especificarntntc a su medida, En la Fjgura 8.3. I es la longitud del arco AP que e 
Angulo d intercept a. 


FIGU*A t.t 


FIGURA a s 


HOURA 8 3 

9 = ( radiums 
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FIGURA 8.4 





Si 8 1 (es dear, si 8 es un angulo de 1 rad), entonces 8 intercepta o abarca un 

arco de longitud unidad sobre la circunferencia unitaria £/(vease la Figura 8 4) La no- 
taaon 8 = -7.5 significa que 8 es el angulo generado por un giro en el sentido negativo 
en e que el punto de inierseccion del eje x con la circunferencia unitaria U recorre 7.5 
umdades. Como ei perimetro de U es 2x, resulta que si 8 = x/2, entonces 8 se obtiene 
por un giro de J de vuelta completa en el sentido positivo. AnSlogamente, si 8 = -x/4 
entonces 8 se genera con | de vuelta en el sentido negativo. La Figura 8.4 muestra es- 
tos angulos con sus valores (o medidas) en radianes. 

Si un angulo en la posicion normal es generado mediante media vuelta en la direc- 
ci6n positiva, entonces su medida en grados es 180° y su medida’en radianes es x Esto 
da las siguientes relaciones. 


RELACIONES ENTRE (8.1) 
GRADOS y RADIANES 


Mediante una calculadora se pueden evaluar aproximadamente x/180 y 180/x ob- 
teniendo 



1° = 0.0174533 rad y 1 rad = 57.29578°. 

El siguiente teorema es una consecuencia de las formulas anteriores. 


TEOREMA 


( 8 . 2 ) 


(i) Para convertir un valor en radianes a uno en grados 
hay que multiplicar por 180/x. 

(ii) Para convertir un valor en grados a uno en radianes 
hay que multiplicar por x/180. 


Cuando se considere un angulo expresado en radianes, no se indicard esta unidad. 
Asi, si un angulo tiene una medida en radianes igual a 5, se escribe 8 = 5 en vez de 
8 = 5 rad. Esto no debe causar confusidn respecto a las unidades usadas para expresar 
un angulo, pues si 8 tiene un valor en grados igual a 5, se escribe 8 = 5° y no 8 = 5. 
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UIMPLO t (n) CakufaHamedidacn radmncsdL^para^ = -I5G* y para 0 = 225°. 
Ih> Calcular la medida en grados de B para & — 7x/4 v para 0 = ^ir/3. 

Solution 

(n> Por el Teoretna (8.2)<i) t la equivalences en radian es de -15{J° se caJcula mtiliipli- 
cando -J5D par r/JSO, A 



Analogamenie, 



(bj Por el Teorema equivalence en grados de 7x/4 radianes se determine 

multiplicand a por IBO/x- De modo que 


7e = 7w A80\ 
4 " 4 \ n } 


315 . 


Analogamente, 



La siguientc tabla expense In relacido entre valorem en radianes y en grades de slgu- 
nos Angulos comunes, I os dates de la labia sc pueden verifies! usaadoel Teorema {8.2}, 


Radianes 

0 It/6 n/4 s/3 s/2 2s/3 -3 s/4 5*/6 it 

Grados 

r 30“ 45" 60- 90* 120“ 135“ ISO’ 180“ 


FIGUM 8 5 



La medida en rad janes de an angulo sc puede obttiier 
a partir de una circunfercneia con cualquief radio. En lo que 
sigue t la expression angulo central de una circunfereneia sc 
refiere a un Angulo cuyo vert ice e*t& en el centre de esta cur- 
va. Sea 9 un anguio central de una circunferencia de radio 
r que determine un area en la circunferencia cuya Ion git ud 
es s, donde 0 < s < 2*r. Para calendar la medida o valor 
cn radianes dc 0, sc coloca 9 en la posicidn normal sobre un 
sislema dc coordetiadas rectangularcs y se sobrejxmc una dr 
eunferencia unitaria U\ coma su muesira en la Figura 8.5. Si 
0 in e creep! a un arco dc longitud / en U , entottces t por defini- 
cidn, se puede cscribir 0 = t, Dc la geometria plana, la 


razdn de los arcos en la Figura 8.5 cs igual a la razdn de los radios correspondents, 


es decir, 


i 


j 


1 

r 


o bien t 


s_ 

t 
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Sustituyendo t por 6 se obtiene el siguiente resultado. 


TEOREMA 


(8.3) 


Si un angulo central 8 de una circunferencia de radio r 
intercepta un arco de longitud s , entonces la medida en 
radianes de 8 es 

e = 

r 

——-J 


La formula 8 — s/r para la medida en radianes de un angulo es independiente del 
tamafto de la circunferencia. Por ejemplo, si el radio de tal curva es r = 4 cm y un an¬ 
gulo central 0 , abarca un arco de 8 cm de longitud, entonces la medida en radianes de 8 es 

8 = — ■• c f n = 2 . 

4 cm 


Si el radio de la circunferencia es de 5 km y la longitud del arco es de 10 km, entonces 


10 km 

5 km 


= 2 . 


Estos calculos indican que la medida en radianes de un angulo no tiene dimensiones 
y se puede considerar como un numero real. Es por esto que se usa la notacibn 8 = / 
de preferencia a 8 — t radianes. 

La fbrmula 8 = s/r se puede usar para calcular la longitud del arco abarcado por 
un angulo central 8 de una circunferencia. A veces, en este tipo de problemas es conve- 
niente usar la fbrmula equivalente 

s = r8. 


F1GURA 8.6 


Hay dos metodos que se usan normalmente para definir 
las funciones trigonometricas: uno mediante una circunferen¬ 
cia unitaria y el otro por medio de triangulos rectangulos. Co- 
menzaremos por el enfoque de la circunferencia unitaria. Las 
descripciones de las funciones trigonometricas en terminos 
de triangulos rectangulos, aparece en (8.9). 

Sea U una circunferencia unitaria, es decir, una circun¬ 
ferencia con radio 1 y centro en el origen O de un sistema 
de coordenadas rectangulares. Entonces, U es la grafica de 
la ecuacibn x 2 + y 2 = 1. Dado cualquier numero real /, de- 
notemos por 8 al Angulo (en la posicion normal) cuya medi¬ 
da en radianes es t. La Figura 8.6 muestra un caso posible 
con 0 < 8 < 2 x. En ella, P(t) denota el punto de interseccion del lado final de 8 con 
la^circunferencia unitaria U. Usando la formula s = r8 con r - 1, se ve que el arco 
AP que el dngulo 8 intercepta tiene longitud s = t. Entonces, el numero real t puede con¬ 
siderate como la medida en radianes del angulo 8 o la longitud del arco AP de V . 

Para todo t > 0 se puede pensar que el angulo 8 fue generado al girar un rayo coin- 
cidente con la parte positiva del eje x alrededor del origen en el sentido positivo. En 
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este caso, t es la distaneia sobre U que el puntn P(0 rccotre antes de llegar a su pO£t- 
ridn final. Si t < 6, enhances |r| tsla distanda recorrida por P(t) sobre Um cl sentido 
negative. 

La discusibn anterior indica como se puede asodar a cada numero real f. un punio 
unko Pit) en U. El punto Pit) se llama purtto de la cireunferenria imilunu V que co¬ 
rrespond* i i. Las seis fundone* (rigonometricas !>e pueden definir a partir de las coor- 
denadas (jr* y ) de P(ty Estas funrionesson el seno, el coseitn. la tangent*, la cotangent* 
}■ sci-unle y la eosecanle y sc denotan por los simbolus sen, cos, (an, cot, set y esc 
respect! vamente, SU es un numero real, la fund An seno asoda a t oito niimero rea* 
que se denota por sen ff), o bien sen (. Para las otras cinco funciones sc usa una nota- 
d6n similar. 

Para lomar en cucma las coordenadas rcciangulates de P(i} f se usa la notaribn 
P(x t y) cn vei de PU) y se dice que P(*> y) es cl punto de la dreunfereneia unitaria 
que corresponds a f. Esta notadbn sc usa en la siguiente definkibm 


LAS FUNCIONES (8.4) 
TRIGONOMETRICAS 
DEFINIDAS POR 
MEDIO DE UNA 
CIRCUNFERENCIA 
UNITARIA 


Debido a que estas formulas eitlfl dadas en ifirminos dc las coordenadas de un puntc 
sobre una dreunferenda unit aria, a voces se llarcmn fund ones circular** a las fundo 
lies* trigonomdrfcas, 

El dominio de las funciones setio y coseno es R t porque senr = x y cos* = j 
cxisten para todo mimero real t. 

Hn las definkioncs dc las funciones tan gen te y secame, aparece x cn cl denomina 
dor, y por tamo sc deben excluir lo$ valores de / para los que x cs 0; es dedr, los valore: 
dc f a los que corresponden los puntos (0 t 1} y (0, -1) sobre d ejt>. Results que a 
dominio de las funciones tangente y secante consta de todos los numeros reaks excepto 
ix/2) + nr para todo entero n. En particular, se excluyeti ±x/2, ±3^/2, ±5xV2* etcetera, 

Para cot / = x/y y c$c f I//, e! numero y aparece en d denominador, y por tan- 
to hay que cxcluir los valores de / que dan los puntos (1,0) y (“ 1. G) sobre d eje x. 
Entonces, cl dominio dc tas funciones cotangent* y cosecante consta dc todos los nu- 
meros reales excepto 0, ±2x p ±3x y T cn general, nx para todo enicro n. 

Ndtesc que P( x, y) es un punto de la dreunferenda unitaria U y. por consiguiente. 
jjr| S 1 y l/| £ I* £sto tmpliea que 

|senfj s t, |cos/1 s L |cscf| s L |WC^[ a i 
para todo t cn los dominio* de estas fundoncs. Bn la Secddn 8,2 se ver^ que sen I \ 


Si t « un niiraerti real y Pix, v) cs cl punto de una cir 

cuut'erencia unitaria U que corresponde a t. enionccs 

sen / - v 

esef = 1 1 para y * 0| 

cos t = x 

sec r = ~ < para x * 0) 

tan r = (para x ^ 0} 

cot r - “ (para y * 0» 

. 
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cos t toman todos los valores entre “1 y 1. Tambi£n se puede demostrar que el contra- 
dominio de las funciones tangente y cotangente es U y el contradominio de las funcio¬ 
nes cosecante y secante es (-<», -1] U [1, oo). 

EJEMPLO 2 Calcular los valores de las funciones trigonometricas en 

(a) / = 0 (b) t = x/4 (c) t = x/2 

Solucion Los puntos P(x, y) de la circunferencia unitaria U que corresponden a 
los valores dados de /, aparecen localizados en la Figura 8.7. 


FIGURA 8.7 

(a) t = 0 

, V 

P 

/ 

/ 

\ m.O) 

U ' 

X 


(b) t = n/A ( C ) t = */2 



(a) Para / = 0 tomamos x = 1 y y = 0 en la Definicidn (8.4) y se obtienen los valores 
en el primer rengldn de la tabla de abajo. N6tese que, como y - 0, csc^ y coty no 
estan definidas, lo que se indica con rayas o guiones en la tabla. 

(b) Para / = x/4, la recta que pasa por O y P biseca el primer cuadrante y P tiene 
coordenadas de la forma (x, x). Usando la ecuacion x 2 + y 2 = 1 para U , obtenemos 
P(V 2/2, V2/2). Utilizando las coordenadas de Pen la Definicidn (8.4) obtenemos el se- 
gundo renglon de la tabla. 

(c) Finalmente, sustituimos x = 0 y y = 1 en la definicidn. Los resultados para 
t = 7r/2 estdn dados en el ultimo rengldn de la tabla. 


t 

(X, y) 

sen t 

cos t 

tan / esc t 

sec/ 

cot t 

0 

(1,0) 

0 

1 

0 

1 

— 

71 

4 

(M) 

V2 

2 

V2 

2 

1 V2 

V2 

1 

7t 

2 

( 0 , 1 ) 

1 

0 

1 

— 

0 


Los valores correspondientes a t = x/6 y t = x/3 se obtendrdn en el Ejemplo 3. 
Se pueden obtener los valores correspondientes a cualquier numero real / con el grado 
de precision que se desee usando los metodos que se desarrollan m4s adelante en el li- 
bro. Se supondra que el lector sabe c6mo usar las tablas trigonometricas (vease el Apen- 
dice III) o una calculadora para obtener los valores aproximados de las funcio¬ 
nes trigonometricas. 

Si P(x, y ), en la Definicion (8.4), esta en el cuadrante I, entonces xyy son ambos 
positivos y por lo tanto, todos los valores de las funciones trigonometricas son positi- 
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vos. Si P(x* yl csi4 cn el euadrante II, entonces x « negatives, y e$ positive*, y por lo 
tamo sen t y csc i son positives, rniemras que las otras cuatro ftmeianes son negadvai. 
Se pueden hacer observactones similares con respeeLo a los oiros cuadrantes* 

Como el perimetro de la drctinferencia uni t aria C/es 2ir t se obticnc d mismo punto 
P(x, y) con f + 2xn para todo emero n H Es deeir t los valores de las funciones trigono- 
metricas se repilen en intcrvalos sucesivos de longitud 2*. Se dice que una funciun / 
con dominio D es periodica si existe un numero red positive k tal que r + k esti en 
D y f(t + it) = f(i) para todo t en D. Oeometricamente esto signifies que la grifka 
de / se repite cuando las abscisas, dc los punt os toman valores en.irslervalos sueesivos 
de amplitud k. Si existe un mlnimo numero real positive it con esla propiedad, se dice 
entonces que k cs el periodo de /, Pnedc demostrarse que las funeiones seno, comog, 
cosccanlc y secante tienen periodo 2ir y que Ja tangent c y la cotangenle tienen periodo x. 

Las grifkas de las funeiones irigonom&rieas que se muestran en la Figura 8,8 se 
pueden obtener analizando lo que sucede a las coordenadas de! punto P(x , y) cuando 
P se itiueve alrededor de 9a circunferencia urticaria U en la Figura 8.6 y se iocalizan at- 
gunos puntos. 


nw*A «.« 


(0 r = %«i je 

•J 



(II) y = cqi * (HI) y - (aa * 



(Hr) y = cac ,jl 


(f) y ■= «k * 



J.U.U 


t i t t —*—h- 

nr 


(ri) y * cot x 



Si P(x 1 y) cl punto dc la ctrcunfemiria unitaria U cones pondienie a L entonct 
coma sc ilustra en la Figura 8.9, P(x* - y ) correspondc a —L 
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FICURA 8.9 



Por consiguiente, sen( /) — y — sen/ y cos(—/) = x = cos/. Analogamente, 
tan(-/) = -tan/. Esto da las siguientes formulas para el negativo de un dngulo: 

FORMULAS (8*5) 

TRIGONOMETRI CAS 
PARA EL NEGATIVO 
DE UN NUMERO 


Si /(/) = cos/, entonces de (8.5), 

/(-/) = cos (-/) = cos / = /(/). 

De modo que la funcion coseno es par y, de acuerdo con el Teorema (1.23), su grafica 
es simetrica con respecto al eje y (vease la Figura 8.8). Analogamente, las funciones 
seno y tangente son impares y sus graficas son simetricas con respecto al origen. 

Hay muchas relaciones entre las funciones trigonometricas. Las formulas que apa- 
recen en el recuadro siguiente son, sin lugar a dudas, las identidades trigonometricas 
mds importantes porque se usan para simplificar y unificar varios aspectos del tema. 
Como las formulas son validas para cualquier valor permitido de / y son parte de los 
fundamentos de la trigonometria, se llaman Identidades Fundamentals. 

En tres de las citadas identidades intervienen cuadrados como (sen/) 2 y (cos/) 2 . 
En general, si n es un entero diferente de -1, potencias como (cos/)" se escriben en 
la forma cos" /. Los simbolos especiales sen -1 / y cos -1 / est£n reservados para las fun¬ 
ciones inversas de las funciones trigonometricas, que se estudian en la Seccibn 8.5. 


sen (-/) =r -sen / 
cos (-/) = cos / 
tan (-/) = -tan / 
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CAPflUtOS * OT«A&FUNOO«£S TRASCENOENIES 


De most ration Las demos r r at: iones « dcduccn de las definiciones de las fund ones 
rngonomdricas. 


I 1 

csci=-« — , 
y sen t 


I 1 
sec / = — = ■ 


X cos f 


cot f — ^ ^ 

y y/x tan i 1 


y sen / 
tan t = * 

x cos j 


x cos f 
cot I — — — -- t 
y sen f 


sientpre y cuando ninguno de los denominadores sea ccto. 

Si (x, y) es un pun to de la dreunferenda uni [aria U, entonces 

y 2 + r 1 = L 

Como y = stnf y x = cost. se obtiene 

(sem) 2 + (cos r) 2 = l 

o equivalentemcnte* 

sen 2 r + cos 2 1 ^ J. 

Si cos I # 0, entonces dividiendo ambus lados dc la ultima ecuadcn entre nos 2 1 
results 

1 


+ I 


/sen t 

^cos 


iY + i-C LY. 

t) \mij 


cos J r cos^ f 

h 

o bien 

Como tan t - sen //cos/ y sec t - 1/cosf, se ve que 

tan^f + J = s ec*f. 

La demostraddn de la ultima ideniidad fundamental se deja eomo cjercirio* 


En aJgunas apUcadones es conveiuente cambiar d dominjo de un* funcidn trigone 
metrics dc un subconjunto de R a im con junto de angulos. Esto se k>gra mediant 
la sigiaicnte definkton. 


DEFINKION 


(8.7) 


Sea <f un Angulo con medida / en radiants. El valor de 
una fundiYn trigonumetrics en 8 es su valor en el rume 
ro real r. 


J>e ta Definiridn (8,7) se deduce que sen# = «it f> cofttf - cmf t etcetera, donde 
l es la medida od valor cn radianes de 8. Para actarar mas que uni cl ad dc medrda angu¬ 
lar se utiliza, cada vcz que cl angulo este medido en grad os se pane explfdumetue d 
simbolo de grades, como en sen 65* o tan 150*. Los numeros a los que no se agn-ga 
un simbolo de unidad, como en cos 3 y esc (ir/6), indican valores de Angulos en radia- 









8.1 Funciones trisonomAtricas 


IGURA 8.10 



m 

nes. Esto es consistente con lo que se hizo previamente, don- 
de por ejemplo, cos 3 significaba el valor de la funcion cose- 
no en el numero real 3, pero por definition, el coseno de un 
Angulo que mide 3 rad es identico al coseno del numero real 3. 

Sea 0 un Angulo en la posicidn normal y sea Q(a, b) un 
punto arbitrario en el lado final de 0, como se ilustra en la 
Figura 8.10. El siguiente teorema muestra c6mo se pueden 
usar las coordenadas del punto Q para determinar los valo- 
res de las funciones trigonometricas de 0.* 


FUNCIONES (8.8) 
TRIGONOMETRICAS 
DE ANGULOS 


Sea 0 un angulo en la posicidn normal sobre un sistema 
de coordenadas rectangulares y sea Q(a t b ) cualquier 
punto distinto de O sobre el lado final de 0. De modo 
que si d(O y Q) = r, entonces 


sen 0 = — 
r 

cos 0 = 1L 
r 

tan 0 = ~ (para a # 0) 


esc 0 

sec 0 

cot 0 


= ~ (para b * 0) 

llllis 

= — (para a * 0) 
a 

= x / para b # 0). 
b 


Cuando r = 1 el Teorema (8.8) se reduce a (8.4) con a = x t b = y\ 6 = t. 

En el caso de Angulos agudos, los valores de las funcio¬ 
nes trigonometricas pueden interpretarse como razones (o co- 
cientes) de las longitudes de los lados de un tri£ngulo 
rectangulo. Recordemos que un triangulo de este tipo es aquel 
que tiene un Angulo recto. Un angulo agudo 0 se puede con- 
siderar como uno de los Angulos de un triAngulo rectAngulo 
y se puede hablar de las longitudes de la hipotenusa, del ca- 
teto opuesto y del cateto adyacente. Para abreviar se usarAn 
los simbolos hip, op y ady, respectivamente, para denotar es- 
tos numeros. 

Si un triAngulo rectAngulo se coloca en un sistema de coordenadas rectangulares, 
como en la Figura 8.11, entonces las longitudes del cateto adyacente y el cateto opuesto 
a 0 son, respectivamente, la abscisa y la ordenada del punto £), que es el vertice del 
triAngulo donde se unen la hipotenusa y el cateto opuesto. Del Teorema (8.8) se obtiene 
lo siguiente. 


* Mas detalles pueden verse en: E.W. Swokowski: Algebra y Trigonometria eon Geometria Analitica, 
2a. edicidn (Grupo Editorial Iberoam£rica, Mexico, D.F., 1988), Seccidn 6.5. 


blGURA 8.11 
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tAMTULOa * OTHA5 FUNOONtS TIASCEMDEWTES 


PROPIEDADES DEI (8,9) 
TRIANGULO 
ft ECT ANGULO 



Estas formulas son muy important* para trabajar con trita*»U» rectos. El si- 
guienlc cjemplo iluitra c^oio w usan, 

EJEMPIO 3 Calcolar sen 6. cosfl y tan0 para los siguienies vglores de fl: 

<»i 9 = 60° <b> 6 = 30“ (c> 0 = 45° 

Solution Considcremos un tningulo equilitero cuyos ladoi licnen Icmgnud 2 U 

SEv« ™“ „n wnte* i- «p-» n —f *■»*>** 

... en | a Figura 8.12 Por d Tcorema de Pildgoras. la long.imi de est.i ®edhM«VJL 
Usando (8 9) con rcspecto ai iriangulo color-do. obtcnemos los s.guicntes valorem 

y'3 

(g) sen fttl = -j-, 


A) sen 30 = 


flGUKA b it 


1 

r 



1 

cos 60 = ^* 

tan 60 1 = 

s/3 

co5 30“ = ^ . 

1 

tan 30 c = —; 
V’ 


F1GURA a.1 J 


A 


&L - 1 


£ 

' 3 


s»^ssrstT;=s=ssssa 

Emonces, R \ 

sen 45“ -4* C ° 8 45 °’ lan45, “ = T = ' * 

v2 2 

Alenas de las identidades irigonomdrkas sigtiicmes serin de utilidad a lo lar t 


FORMULAS PARA (8,10) 
SUMAS V REST AS 
DE ANGULOS 


sen (u + v | - sen u cosv + cos u sen v 
cos (u + v> = cosu cos v - *icn u seti ir 
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tan (h + v) 


tan h - 1- tan v 

1 - tan u tan v 




■ : ■ 

sen (u - v) - sen u cos v - cos u sen v 
cos (m - v) = cos u cos v + sen u sen v 

tan (h — v) = 

1 + tan u tan v 


FORMULAS PARA (8.11) 
EL DOBLE DE 
UN ANGULO 


sen 2 u = 

2 sen u cos u 

T,.iU m 

cos 2 u « 

cos 2 u - sen 2 u - 1 

- 2 sen 2 u - 2 cos 2 u - 1 




tan 2u =■ 

2 tan u 


1 - tan 2 u 



FORMULAS PARA (8.12) 
LA MITAD DE 

un Angulo 


sen 2 | = 

1 - cos w 

rn ,2 u _ 1 + COSH 

2 

C0S 2 ' 2 

tan 4- “ - 
2 

1 - cos h 

sen u 

sen« 

l + COSH 


FORMULAS PARA (8.13) 
PRODUCTOS 


sen u cos v = \ | sen (u + v) - f sen (« - v)| 

cos u sen v = J [sen (u + v) - sen (u - v)} 

cos u cos v = l [cos (« + v) 4- cos (« - v)) 

sen u sen v = £ [cos (u + v) - cos (u - v)] 


FORMULAS DE (8.14) 
FACTOR1ZACION 






































CAPITULOB - OTRA5 FUNOONES TRASCEUMNTES 


EJERCKIOS 8.1 


1. Verlfique los daios en lit labia dc TUdianes y gra 

dos dc la pigina 39S. 

2. Demuesirc quc I + cot- f = cstr!. 

3. Encuentre cl cuadrantc quc comiene a & suponicn- 
do qlit 

(a) seed < 0 y sen # > 0. 

(b) cold > 0 y cscfl < 0 + 

(c) cos# > 0 y land < U. 

4. Calcule los valorem dc tas otras funeiortes trigo¬ 
nometrical dado que 

(a) sen f - - J_ y coi f = i 

(b) esc t *= yf 13/1 y coi f » -A 

5. CaEcule kH valores dc \m funciones trigonome¬ 
trical cn los sigtrientes ntimeros rales, sin osar 
tabli* ni cakutodora: 

{*} 9x/2 (b) -HM (c) 0 (d) llir/C 


17- (1 + casual - cos a) = sen 2 a 

IB. cos 1 x {see 1 x — M = i *n 1 x 

19. cos 1 1 —sen 1 1 - 2 cos 1 r - I 

10. (Urn & + col fl) tan if = see 1 0 

sen! cos t 

21 . -+—- = ! 

CSC I fiCC i 

22. I - 2m 2 * - 2 cos 1 t- I 

23. 11 + .sena|(1 — sen Sj = 1,‘sec 2 a 

24. U —sen 1 i)f 1 + Ian 2 t\ * I 

25. see fi - cos ft - lan fi sen£f 
sen w + cos w 


2 ||. 

27, 


cos w 
esc 1 fl 
1 + 1BT1 1 0 


= 1 + lan w 
= cot 3 fl 


ft. Calcule el valor to mcdidal en radianes corrfi- 
pondicnie al valor en grades dado, Jin osar cal- 
culadoTa. 

m\ 405", —ISO*. 240*. 36 D 

7, Determine el valor en grades coirnpoodienLe al 
valor en rad lanes dads, sip usar cakuladorai 

0*/2, ~2*/3. lx/4. Sir, t/5 

g, Un Angulo central G abate* un arco dc 20 cm de 
Eongicud sebre una drcuivferencia dc 2 m de ra¬ 
dio . iCuAI es eE valor de G en rsjdianes? 

9. Calcule los valom de las ms funcioncs itigono- 
nklrieas en un Angulo G que estA en La position 
normal y mis face las conditioner dados. 

(a J El puntd (30, -40) estd en cl iadfl final de 0. 
(b) El lado final de # estJ en el cuadranic It y 
cs paraielo a la recta 2x + 3y +■ 6 » 0. 
(cj & - -r. 

10. Calcule cadi valor sin utilizer tab las ni caku- 

bdora, 

(a) cos 225" (b) tan 150" (c) sen (-t/6) 
{d) uc (4w/3) (e) coi (7 t/ 4> (f) esc (J00*> 


IS. sen * + c* col x « esc x 
24. sene (esc i - sen i| = cos* f 

30, coi t + tan t = esc f see r 

Cjmfeioa 31*42: (a I Encuentre las solocioncs de las 

ecuacLones da das dentro del Unervalo [0, ZtI, y (hi 
calcule el valor en grades dc eada solucidn. (Para 
los Ejcrcieios 39*42 con suite las Idcnlidades <8.11) y 

31. 2 cos J 9 — cos 0 » 0 
31. 2 cc»s a + lan x = sec a 

33, sen ft = tan 6 34. esc' 0 - A esc 0 = 0 

35. 2 ctra* l + cos 2 j - 2 cos I - 1 = 0 

30. cos je cot’t cos x 

37, sen 0 + 2 cos 1 fi = I 

3H. 2 see m sen m + 2 * 4sen u + see u 

39* cos lx + 3 ,t + 2 = 0 

40. sen 2u = senw 

41* 2 cos 1 J# — 3 cos f? = 0 

42 <&£ lx esc 2x = 2 C?C lx 


Ejrrcicios 11-30: Veriflque la Identidad. 

11. cos 0 sec fl =i l 11. tan a cot a - 1 

13. sen if sec N - lan 9 14 + sen a coi a = cos a 
( 5 . ^ CX = cotx t4, col|3 seed = esed 


Ejerdci&s 43*51: Suponiendo quc & y ^ son inguloi 
ugudos Ukt que esc 9 - J y cos ^ , uc Slice las 

idcniida4es <B. I0H8.12) para ealealar los numcfO 4 
dados. 

43, seni^ + y?) 


sec x 


44. cos(#4^1 
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*■ ta n(9~<p) 46. sen (<p-9) 

!»• ^ 2f 48. cos 2*> 

lan 29 50. sen (9/2) 

9. tan (9/2) 

Expresecos(t» + 0 + 7) en terminos de funcio- 
nes de a, y y. 

cExiste un numero real t tal que 7 sen / = 99 
plique su respuesta. 

*4. <,Existe un numero real t tal que 3 esc t = 1 ? Ex- 
plique su respuesta. 

Ejercicios 55-56: Sean /y g las funciones dadas En- 
cuentre (a)/(<,(*)) y (b) <,(/(*)). 

55 • /(0 = cost , g{t) = r/4 


56. /(/) = tan t, g(t) = //4 


Ejercicios 57-60: Use la Figura 8.8 y los resultados so- 

bre desplazamientos verticales y horizontales, amplia- 

ciones y renexiones para trazar la gr^fica de / para 

0 < * ^ 2ir. y P 

57. (a) fix) = 4 sen x 
(b) /(*) = - £ sen jc 

5*. (a) f(x) = i cos x 
(b) f(x) - -3 cos x 

59. (a) f(x) = sen (x - }*) 

(b) fix) — sen x ~ L* 

60. (a) fix) = 2 cos (jc 4- *-) 

(b) fix) = 2 cos jr + t 


LIMITES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

tan** C l ,t ^ ,OS ' lmiteS dC l3S expresiones figonom^tricas en que intervienen sen / cos* 


TEOREMA (8.15) 



Sea U la circunferencia de radio 1 con centre en el origen de 
un sistema de coordenadas rectangulares y sea A el punto 
(1, 0). Si Fix, y) es el punto de U tal que AP = /, como se 

In*'? e "' a „ Fi8Ura 814 > entonces la medida en radianes del 
dngulo AOP es /. En la figura se ve que 


FIGURA 8.14 



o, como y = sen /, 


0 < y < t 


0 < sen t < t. 


En vista de que 
Iim,_ 0 , sen / = 0. 


0. del Teorema de Intercalation (2.22) se deduce que 
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FIGURA B IS 

d 

4 


Para completar Ea demosEracibn basta prober quc lim^-scn/ = 0. Si -w/2 < 
f < 0, entonees 0 < -/ < *72 y por !o tamo, dc la primera parte dc la dcmostraridn, 

0 < sen (—/) < - f. 

Multiplicand!) por -1 la ultima desjguatdad y usando La identidad trigonom&rica 
$en(-i) -sen/, sc obticne 

/ < sen / < Q. 

Como limj^o- / - 0, del Teorema de IntercaJacidn se deduce que sen f = 0. 


CORO LARI O (8+16) 


Dcmostraciin Debido a que sen 3 / 4- cos 2 / - l t rcsulta que cos f - ±J\ - sen 2 / 
Si “r/2 < / < t/2, cmonces cos f es positive y por lo tanto cos r - yf\ — Por 

coitatguienic, 

!im cos t = Itm v t -sen 2 r = (1 -stn J r) 

mj 0 i-Q 

= yfl - 0 = L 


Sim ens t = 1. 

r -o 


En La Seccidn 8,3 ser& necesario conocer los Limitcs de {sen/)// y {I - cos/)// 
Luando t liende a 0, Estos se presentan en Los Teoremas (ft. 18) y (8.19). En la demos- 
tracidn del Teorema (8.18) se usa el siguieme result ado. 


TEOREMA (8*17) 


Si $ es el valor en radtanes de un Angulo central de una 
circuit ferenei a de radio r , ententes e( Area A del sector 
circular dctcrmuiado por fl es 



A = \ r H. 




Demoitracibn En la Figura 8.15 sc rmiestra un angulo central tfpico 6 y el sector 
circular quc determ ina. El Area dc! sector circular cs directametitc proportional a B, 

c$ dear* 

A = k& 


para algun numcro real k , Por ejemplo, el Area deter mi nada 
por un Angulo de 2 rad es et doble que la detertninada pm un 
Angulo de ! rad. En particular, si 0 — 2r, entonccs el sector 
circular es todo el circulo y A = tt r 1 . De modo que 


nr 2 = o bicn k = 
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y por lo tanto 


A = {r 2 0 


TEOREMA (8.18) 


Iso 


RA 8 16 



Por lo tanto, 


Oemostracion Si 0 < t < x/2, se tiene la situacion ilus- 
trada en la Figura 8.16, donde P{x , y) es el punto de la cir- 
cunferencia unitaria U tal que A? = /, y M es el punto 
(x, 0). Si es el area del triangulo AOP , A 2 el area del sec¬ 
tor circular AOP y A } el area del triangulo AOQ y entonces 

A\ < A 2 < A 3 . 

Usando la formula para el area de un triangulo y el Teorema 
(8.17), se obtiene 

A x =i(IW(M, P) = \y = \seiu 

A 2 = \i\) 2 t = ' 2 t 

Ai = I )d{A, C?) = 2 bin t. 

4 sen t < ^ < I tan f 


Usando la identidad tan / = (sen/)/(cos/) y dividiendo entre ^ sen/, se obtiene 


o, equivalcntemente, 



sen / cos/ 


<*) 

Si 


1 > 


sen/ 


7t/ 2 < / < 0, entonces 0 < -/ < t/2 

sen (-/) 


1 > 


-/ 


> cos/. 

y de los resultados ya establecidos, 

> cos(-/). 


Como sen (-/) = -sen / y cos (-/) = cos /, esta igualdad se reduce a (*). Esto demuestra 
que (*) tambien se satisface para -x/2 < / < 0, y por lo tanto, para todo / en el inter¬ 
val abierto (-x/2, tt/ 2), excepto / = 0. Como lim^ocos / = 1 y (sen/)// esta siem- 
pre entre cos / y 1, del Teorema de Intercalacidn se deduce que 

lim *«!! = !. • • 

/-o / 


En otras palabras, el Teorema (8.18) dice que si / esta cerca de 0, entonces (sen /)// 
est4 cerca de 1. Otra manera de enunciar esto es escribir sen / « / para valores peque- 
ftos de /. Es importante recordar que si / denota un angulo, entonces en el Teorema 












m 


CAPiRILOS * OTRAS FUNCIOMES TI^SCENDENTES 


(R TS) t dcbe cxpresarse en radianes y lo mismo para la ftirmula de aproximadon 
sen ( *= t. Por pjempJo, de las lahla* irigonometricas o eon una calculators pucdc ver¬ 
se qne 

sen (0,06) * 0.05996 
sen (0,05) - 0,049% 
sen (0.04) * 0,03999 
sen (0.03) * 0.030GQ 

con una precision de dnco ded males. 


TIOREMA (8.19) 


lim 

/-o 


1 -<X>5f 

t 


0, 


Dcmoitfddon Se pm-dc cambiar la forma de f I - cos/}/* catno signe: 

I — cos i I — cos f I 4- cns t 
i t I + cos f 


Por consign icnte* 


I — cos 1 ( 
d I 4- cos n 

sen 1 r sen t sen f 

f(l+cost| f l + cosf 



EKMPLO 1 Calcuiar tim 

JH* 2x 

Solucion No cs posible aplicar direcLamemc el Tcorcma (8.J83 porque la expresidn, 
dada no csli en la forma (sen/)//. Sin embargo, podemos llcgar a ella (con t - 5,r) 
hacienda las siguientes manipulaciones algebraical: 


sen 5* t . I sen 5 a 
Jim — = lim - 

2,v x-n 2 x 
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De la defimcidn de limite se deduce que jr — 0 se puede sustituir por 5x — 0 Por lo 
tanto, aplicando el Teorema (8.18) con t = 5*, obtenemos que 

.. sen 5.x 5 5 

lim —— = -(l) = - . 

jc-*o 2x 2 2 

EJEMPLO 2 Calcular lim — y * . 

o 2 / 

Solucion Usando el hecho de que tan t = sen//cost, 

lim = lim (- ■ Se — • 

r -0 2 1 r —o \2 t cos tj 

-I 1 - 1 -! • 

EJEMPLO 3 Calcular lim l*-± 1 ~ 

*-0 ix 

Solucion Vamos a usar el Teorema (8.19). Para ello comenzamos aislando la parte 
del cociente que contiene (1 — cos x)/x y luego se procede como sigue. 

2.x + 1 — cos 


lim 

x—0 


- -— = Km f^- + —~ cos 

3* x-o \3x 3.x ) 

,, 2 1 1 - cos .x 

= lim - + - lim- 

x — 0 3 3 x-+Q X 

-H-! 


EJERCICIOS 8.2 

Ejercicios 1-26: Calcule el lfmite si es que existe. 


lim - 

2. 

.. sen x 

lim 

x-o senx 


ifx 

sen 3 i 

lim 

r-0 (2/) 3 

4. 

,, 30 +sen 0 

lim — 

ff-o 0 

„ 2+senx 

lim — 

'6. 

„ 1 — cos 3/ 

lim 


_ 2 cos 0-2 

lim 

s—o 30 


r-o t 

v 2 -f 1 

8. lim— 

x -0 x + cos x 


9. ,o. \ sen ' 

4x *- 0 X 2 +l 


1 — COS X 


* 2/3 


11. lim 

x-0 X* 

I — 2.x 2 — 2 cos x + cos 2 x 


12. lim 

x -0 x 

.1 ./ 4/ 2 + 3rsen/ 

13. lim--- 

i-o r 

15. Km-^i 
r—o 1 - sen/ 

i7. 

i—o sen / 

... x + tan x 

19. lim- 

x-o senx 


14. lim 


x cos x — x 2 
2x 
sent 


16. lim 

1-0 I -I- cos t 

18. 1 

x —0 X 

2«. Um sen ^ 

(-o r 
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21, lim Jt col x 

I -4l 

23, Km i 1 tsc J a 

a 'O 


JS, lim 

4.-0 


oos(r + in] 


22 . 


, esc 2* 

Km 

r-fl colx 


ILjercicios 27-JO' Peimiestrc la iguaidad dd limite pa¬ 
ra todos los rumtros rtales ay h diferttucs de cero 



sen It 


,, send* a 


„ 1 - COS dJX 

24. 

Lim , 

27. 

Lim - 

2S. 

lim - = 0 


, sen5* 


^-•5 ft* ft 




„ sen 2 \x 




,, cos fl* 

26. 

lim 

29; 

^ Sdii/.i a 

30. 

hm = L 


*-a sen j 


, .n sen ft* ft 


, -n cos ft.K 


OERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

A conlinuacidn sc present an las derivadas dc Sas seis funciones ifigonomttricas. En d 
enunciado del teorema se supone que if = donde q es uno furtct6n derivable y 

x sc restringe a los valares para los que la fimcidn irigonom^irka esta defmida, 


TIOREMA (8.20) 


= (cos u) />* u 


U,cos u = (-senw]D,if 


0* (an u - (sec 2 w 1 D k u 


D t esc if « (-esc w cot u) D t v 


D.secti - (seen ianif}£>, w 


£>, cot u = i-c$c 2 n)D x t4 



Dtmostraddn Para la piimera formula basta, demosirar que D s sen x - cos x ya qu 1 
D T sen if sc puede cncontrar usando la Regia dc Id Cadena, Sea pucs f{x} = sen x. * 
f(x) ex isle, entonccs 

fix + h\ -fix) 


fW = lim 

k^Q 


tim 


senl t + ft) - senx 


LJsando La ftirtniila para el seno de una sums (vease (E.lQUt 

sen* cos ft + cos x senft - sen* 


fix} = iim 


- lim 

= Jim 

0 


senx{cos h - I) + cos x senft 


sen x 


/cos ft - l \ /wnJiV 

(-nr- ) +eos *br) 


De los Teoremas (8.18) y (8.19), 


/ cos fc - I \ 

J 5 Vj 


sen ft 

y Inn —r— = i 
i-fl ft 
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8.3 Derivadas de las funciones trigonom&ricas 
Por lo tanto, 

f\x) = (senx)(0) + (cos x)(l) = cos x, 

es decir, _ 

D^senx = cosx. 

Se demostro que la derivada de la funcidn seno cs la funcion coseno. 

Si y = sen u y u = g(x ), entonces por la Regia de la Cadena, 

dy dy du du 

di~ dudx = C ° S “ di' 

Usando la notacidn D x esto puede escribirse 

D x senu = cos uD x u. 

Para obtener la derivada de la funcidn coseno se toma /(x) = cos x. En este caso, 

. t , cos (x + h) - cos x 

/(x) = hm - --. 

fr-0 h 

Usando la formula para el coseno de una suma, 

, ,, cos x cos h - senx sen h — cos x 

f(x) = lim- - - 

A-o h 

,, cos x(cos h— 1) — senx sen h 
= lim-—- 


f /cos h 1 \ 
= lim cos x (- ) 

c-oL V h ) 


senx^ 


( sen/?\1 

*~Al' 


De los Teoremas (8.18) y (8.19), 

/'(x) = (cos x)(0) - (senx)(l) = —senx, ^ 

es decir, 

D x cos x = —senx. 

Por lo tanto, la derivada de la funcion coseno es el negativo de la funcidn seno. Para 
encontrar D x cosu se puede usar la Regia de la Cadena como se hizo para senw. 

Para hallar la derivada de la funcion tangente se utiliza la identidad fundamental 
tanx = senx/cosx y se aplica la Regia del Cociente como sigue: 

^ _ /senx\ 

D x tan x = D x [ -) 

\cos x / 

_ cos x(D x senx) — sen x{D x cos x) 
cos 2 x 

_ cos x(cos x) — senx (-senx) 


cos 2 x -I-sen 2 x 


cos 2 x 
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Anaioganneme, para la fupci6n sccontc. 

D x see x - D. ( — ] 

\co5x/ 

= Ceos x}(D, l |-(HP,(cos x) 

COS 2 X 

_ (cos jf)( D) - (-senxl 
cos 2 x 

sen* 1 sen x 
cos 2 x cos jc cos x 

= sec x tan x 

St deja al lector la verifkad6n de las formulas para las derivadus dc cotx y esex. 


Ii| Teorema (8.20) puedc servir para obtener information acetca de la contmuidad 
de las June tones trigonometrical. Pot cjcmplo, comp las fund ones seno y coscno son 
dormbles cn todo mimero real* del Teorema (3.5) se deduce que esias fundone? 
son continual eo todo Analog ament e h la funcidn tangefttees conlinua en los sntcr- 
valm abiertos (-t/ 2, */2) t (x/2, 3tt/ 2). etcetera ya que es derivable cn cad a niimerc 
de eslos intervatos. 

EJEMPtO 1 Eraconrrar para y = — 5611 * —* 

l + tosx 

Sol MCI on Pe |a Regia del Codente y el Teorema (8,20) (con u = x), 

, _ 11 + cos x) D x \ sen \) - (senx) D h { 1 + cos x) 

(I + cos x) 2 

_ (I + cos x)(co$ x) - (scnxXO sen t] 

|1 + cos x) 2 

cos i + cos - x 4 - seir x 
! I +■ cos xt 2 

cos x + 1 

(I + cos xf 

I 

I + eo$ v 


En la soluddn del fijcmplo I se iis6 la identidad fundamental CO* 1 * + scn 2 x = I. 
£sta y otras identidades tnganom^tricas sc usan a menndo para resolver problemas cn 
los que aparecen las derivadas de las f undone* trigonom&rieas. 


EJEMPLO 2 Encontrar fl'(x) para g(x) = secx tanx. 














8.3 Derivadas de las funciones trigonometricas W! 

Solucion Aplicando la Regia del Producto y el Teorema (8.20) (con u = x), 

g'(x) = (sec x)(D x tan x) + (tan x)(D x sec x) 

= (sec x)(sec 2 x) + (tan x)(sec x tan x) 

= sec 3 x -l- sec x tan 2 x 
= sec x (sec 2 x + tan 2 x). 

La fdrmula para g (x) se puede escribir de muchas otras maneras. Por ejemplo, como 

sec 2 x = tan 2 x + I o bien tan 2 x = sec 2 x — 1 

puede escribirse 

g'(x) = sec x (2 tan 2 x -I- 1) o bien ^'(x) = sec x (2 sec 2 x - 1) • 


EJEMPLO 3 Encontrar k(d) para k(6) = sec0 cot0. 

Solucion Podrfamos usar la Regia del Producto como en el Ejemplo 2, sin embar¬ 
go, es mis ficil cambiar antes la forma de k(d) aprovechando las identidades funda¬ 
mentals como sigue: 


m 


— sec 0 cot 0 = 


1 cos 0 
cos 0 sen 0 


sent) 


= CSC 


0 . 


Aplicando el Teorcina (8.20), 

k'(0) = D e (esc 0) — —esc 0 cot 0 • 


dy 

EJEMPLO 4 Encontrar para y = cos (5x 3 ). 

Solucion Aplicando la fdrmula para D x cos u en el Teorema (8.20), con u = 5x\ 

dy 

D x y = D x cos (5x 3 ) = [- sen(5x 3 )] D x (5x 3 ) 

= [-sen(5x 3 )](15x 2 ) 

= — 15x 2 sen(5x 3 ) • 


EJEMPLO 5 Encontrar f'(x) para /(x) = tan 3 Ax. 

Solucion Notamos primero que /(x) = tan 3 4x = (tan4x) 3 . Aplicando la Regia 
de la Potencia para Funciones (3.28) con u = tan4x y n = 3, 

f'{x) = 3 (tan 4x) 2 D x tan 4x = (3 tan 2 4x) D x tan 4x. 

Luego, por el Teorema (8.20), 

D x tan 4x = (sec 2 4x) D x (4x) = (sec 2 4x)(4) = 4 sec 2 4x. 

Por lo tanto, 

/'(x) = (3 tan 2 4x)(4 sec 2 4x) = 12 tan 2 4x sec 2 4x . 


EJEMPLO 6 Encontrar /'(x) para (a) /(x) = e 3x tan 2x; (b) /(x) = sec 2 (3x - 1). 
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So lu cion 

(a) Csando primcrn la Regia del Producto y luego los Teoremas (8.20) y (7 r 14) t 
/ lx) - i- u D m tan 2 * + (tan 2 x| D x e~** 

* e~ iJ (sftc 2 2xj(2) + (tan 2xKe -1) 

- e~ J *(3 see 1 2x — 3 tan lx) 

<b) Aplkando h Regia dc )a PotcncLa y cl Teorema (8.20) obtenemos 

/(x) = 2 see (3 v — I) D, see |3x — I) 

= 2 sec (3x - II sec {lx - 1) tan (3x - !»(3) 

- 6 sec 2 (lx — 11 tan (lx — 1) * 

EJEMPLO 1 Sea/{x) - 2 sen x + cos lx, Cakular los miximos y mfnimos locales 
y irazar la grifka de / cn d intervaJo (0 t 2^). 

SoluC i6f* Deri v a ndo h 

/ (X) =■ 2 cos X ~ 2 sen 2x, 

Como sen 2x - 2 sen x cos x Y esto se puede escribif 

f (x) = 2 cos x - 4 sen x cos x 
- 2 cos x(l - 2 sen x}< 

La derivada existe para todo x y f ix) = 0 si sen x = £ o bien cos x = 0. Pot lo tan 
to, los numeros critkos de / en ci intervaJo [0, 2 t] son n76, 5x/6. x/2 y 3t/2, 

La segunda derivada de / es 

fix) - -2 sen x - 4 cos 2x, 

Sustituyendo x por los numeros erf ticca, queda 

f'infti = - 3, fW6)--l r<?i/2)=2 1 / r, f3re/2) = 6. 

Aphcando d Criteria de la Segunda Derivada se ve que hay 
miximos locates en x/6 y 5x/6, y mtnimos locales en t/ 2 
y lx/2. Por lo tamo, 

Maximos locales:/(sr/6) - 1/2 y /(5x/6) = 3/2 
Minimos locales:/x/2) = ] y /(3ir/2) = -3 

Usando esta informacidn y situando algunos punt os m^s ob- 
tenemos el croquis dc la Figura 8,17. * 


EJEMPLO 8 Un faro que se encuenlra a 200 m del punto m&s cercano P de una cost! 
recta gira dando una vudta compkta cada 15 s. CaJcuiar la rapidez con la que el ha; 
de luz se mueve El pasar por un pumo a 400 m de P. 
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FIGURA 8.18 



Solucion La Figura 8.18 muestra un diagrama del pro- 
blema. En ella B denota la localization del faro y <p denota 
el Angulo entre BP y el haz luminoso a un punto S de la costa 
a xm de P. 

A causa de que la luz da cuatro vueltas por minuto, el 
angulo <p cambia a razon de 8x radianes por minuto, es de¬ 
ar, dp/dt = 8*. Usando el triangulo rectangulo PBS ve- 
mos que 

tan V = 200 ° bien x = 200 tan <p - 

Por consiguiente, la rapidez con la que el rayo de luz se mueve a lo largo de la orilla es 

d X _ ^ 2 <1<P 

dt - 200 sec </> — = (200 sec 2 <p)(8te) = \600n sec 2 cp. 

Si x = 400, entonces 

tan <p = 400/200 = 2 and sec <p = JTT , an ^ = ^ = Ji. 


Por lo tanto. 


J = '600*(n/5) 2 = 8000ir % 25,133 m/min. 


entidideSS' 1TV desempeflan u " W* importante en el estudio de las 

entidades fisicas que vibran o tienen un movimiento periodico. Uno de los tipos de mo 

vimiento mis .mportantes es el que se describe en .a siguiente definition 


DEFINICION (8.21) 


Si un punto P se mueve sobre una recta coordenada / de 
manera que su distancia s(t) al origen al tiempo / esta 
dada por 

s(t) = acos(uit + b) 

o bien 

s(t) = flsen(a>r + b) 

donde ay b son numeros reaJes arbitrarios y & > 0, en¬ 
tonces se dice que Pestd en movimiento arm6nico simple. 
--- - .. 



El movimiento armonico simple tambien se puede definir como aquel en que la ace- 
leracion a(t) sattsface la condition 

a(t) = -u 2 s(t) 

Tuat laS <V ‘*” '* ^ “* 

punt0 ,>oscila “ ,rt P“"'“ * 'con coo,. 
*Z . * mP de ‘ movim,ent0 es el desplazamiento maximo |a| del pun- 

utSl’Tn, TI e ' *7*° 2,/ " q ” ” “ compto una Lhdto. 

frecuencia co/2jt es el numero de oscilaciones por unidad de tiempo. 
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El movimiemo armtinico simple aparece en di versos ti- 
pos de movtmientos onduJatarios. tales eomo las olas forma ■ 
das en el agua* ondas. sonorks, ondas de radio, ondas lurni- 
nosas y ondas de tfistorsidn en los cucrpos vibrantes. En el 
anAlisis de kva drcuitos etectiicos en los que Enterviene una 
tension y una corneme ahcrnas, aparecen funciones del mis- 
mo tipo que Las de la Defimddn (8 21). 

Como oiro ejemplo del movimicmo anntako simple *e 
ttene d de un cuerpo fijo a un muelle o resorte que oscila 
verticalmeme a lo largo de una recta coordenada, como se 
ilustra en la Figura 8J9, El miinero ) representa La coor 
denada de un punfo Pdel cuerpo. La amplitud \a] de] movi 
mienlo es constant? cuando no hay fuerzas de friccidn qut 
se opongan al movinuento. Cuando csisie rozamiento a fric- 
tidn, la amplitud de la osciiacibn disminuye con et tiempc 
y se dice que el movi mien to es amortigumk>. 

EJEMPIO 9 Et cuerpo que se muestra en la Figura 8.19 esta osciJando y su posicidi 
al liempo t esta dada por 

s{f) = lOcos-j- i 
6 

donde t csti en segundos y $U) en centfmetfos. DescTibii 1 d movimLento del cuerpo 

Solution De acurrdq con la Definickta (8 J> + d movimiemo es armomco simpli 
con a = ID, & =■ 0 y t*» = W6„ La amplitud a es de IOcm. El periocto es 2?/rt = 
2x/(sr/6> = 12. Entonees, hay una oscilacidn completa eada 12 s. La frecueitcta ei 
ut/2w = (t/6)/2t es decir t hay^jde oscilacidn cada segtindo. 

Analiccmtis el movimiento durante el intervale de tiempo [0, 12]. Las funcion^ 
de vdocidad y acdcraeidn e$idn dadas por 

m-m= *■ 

5 ir / it \ fn\ Sir* it 

= ■« = "T ( COS 6 V' U; = "Ts ^ 6 f 

La vdoddad se anula en f - 0* * - 6 y t - 12, pues sen (0/6)1 J = D para estos 
valores tie f. La aceleracidrt se anula cn r - 3 y t = 9 r pueslo que en estos cascM 
cos [(iV6jr] = 0. Los tiempos en que La ve loci dad y la aceleraciPn son cero sugierei 
analkar los imervalos de liempo (0, 3) t <3 t 6) y 12}. La tabla sigdente muestra t*§ 
caracteristicas mis import antes del movimiento. Los sign os de v(r | y a{t) en los in™ 
valos se pueden determinar con valorem de prueba (verifique cada dato). 


IntervaJo 
de liempo 

Sijjim di 
»{/) 

l>irecei<iii dd 

nidvhrntcnif] 

Sfgno dr 
flCO 

romportamlenlF 
de HO 

Rapidej 

|v<f)| 

{0.31 

_ ^ 

Hacia abajo 

— 

Dwredente 

Credence 

(3.6) 

— 

Hacia absjo 

+ 

Credente 

Pecrecientc 

(6.9) 

+ 

Ha da arriba 

+ 

Creciente 

Crectente 

(9, I2> 

* 

Hacia ar riba 

- 

Decredente 

Dccreciente 


FIGURA ft.19 

fl 
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8.3 Derivadas de las funciones trigonom^tricas 

S ! 0 < _ / < . 3 * la velocidad v(t) es negativa y decreciente; es decir, v(t) se hace mas 
negativa. Esto implica que la rapidez |v(/)| es creciente. Si 3 < / < 6, la velocidad 
es negativa y creciente (v(/) se hace menos negativa). En este caso la rapidez de P es 
decreciente en el intervale de tiempo (3, 6). Se pueden hacer observaciones similares 
para los intervalos (6, 9) y (9, 12). 

El movimiento de P se puede resumir como sigue: en t = 0, s( 0) = 10 y P esta 
10 cm arriba del origen O. Luego se mueve hacia abajo ganando rapidez hasta llegar 
a origen O en t - 3. A partir de ahi comienza a disminuir su rapidez hasta llegar a 
un punto 10cm abajo de O, al cabo de 6s. Entonces la direccidn del movimiento se 
invierte y el cuerpo se mueve hacia arriba aumentando su rapidez hasta llegar a O en 
' " 9 ’ dCSpU& de 10 cual comienz a a disminuir hasta llegar a su posicidn inicial al cabo 
de 12 s. En ese momento la direccidn del movimiento se vuelve a invertir y se repite 
lo mismo indefinidamente. • 


EJERCICIOS 8.3 


Ejercicios 1-40: Encuentre/'(x) para la expresi6n fix) 
dada. 


In | esc x 4- cot x | 
e~ ix tan >/x 
In In sec 2x 



4 cos x 

2. 

xsenx 

3. 

sen (x 2 + 2) 

4. 

cos (4 - 3x) 

5. 

cos 5 3x 

6. 

sen 4 (x 3 ) 

7. 

* 3 1 

X J COS - 

8. 

sen x 


X 


1 4- cos x 

9. 

tan (8x + 3) 

10. 

cot Jx 

11. 

sec yjx - 1 

12. 

esc (x 2 4- 4) 

U. 

cot (x 3 - 2x) 

14. 

tan i/5 - 6x 

15. 

cos (3x 2 ) + cos 2 3x 

16. 

tan 3 6x 

17. 

esc 2 2x 

18. 

sec e~ 2x 

to. 

x 2 esc 5x 

20. 

X CSC (1/x) 

*1. 

tan 2 x sec 3 x 

22. 

x 2 sec 3 4x 


(sen5x - cos 5x) 5 

24. 

sen Vx 4- Vse 

25. 

cot 3 (3x 4- 1) 

26. 

e *n 2x 

*7. 

cos 4x 

70 

sec 2x 


1 — sen4x 

4wO» 

1 4- tan 2x 


30. sen(2x -f 3) 4 
32. In esc 2 3x 
34. esc (cot 4x) 


tan 3 2x - sec 3 2x 
^ esc 3 v 
x 3 ^ I 
*9. x coi x 


36. (tan 2x - sec 2x) 3 
38. 4x 3 — x 2 cot 3 (1/x) 
40. (tan x) 3 * 


Ejercicios 41-46: Determine dy/dx y d 2 y/dx 2 . 

41. y = sec 2 3x 42. y = cot 3 5x 

43. y = sen x - x cos x 44. y = |„ tan x 

45. y = ^/tan”x 46. = COS 1 

cos x -I- ! 

Ejercicios 47-50: Encuentre y' por derivacidn im- 
plicita. 

47. y 2 = x cos y 48. xy = tan y 

49. e x cot y = xe 2y 50. y 2 + 1 = x 2 sec y 


Ejercicios 51-56: Calcule los mdximos y minimos lo¬ 
cales de / en el intervalo (0, 2 x] y determine d6nde 
/es creciente o decreciente en (0, 2 t]. Trace la gr£fi- 
ca de / correspondiente a 0 < x < 2x. 

51. f{x) = cosx + sen* 

52. fix) = cosx - sen* 

53. fix) = { x - sen* 

54- fix) = x + 2 cosx 

55. fix) = 2 cosx + sen 2* 

56. fix) = 2 cosx + cos2x 

57. Halle los maximos y minimos locales y trace la 
grifica de fix) - e~ x scnx para 0 s x < 4x. 

58. Halle los maximos y minimos locales de/(x) = 

e~ x sec x para 0 ^ x ^ 2x. 
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Ejercfciu* 59-60: Caloik t\ maxima y d minim O ab- EJtRCiat'i 6 C « 
solutes de / en d intrrvalo [t, ft]. 

59. /(*) - tanjf- V2 sec*. (0. ir/3J 

60. fix) = 3 cocx + Ax, lir/fi, 5w/6] 

Ejcfrkioft 61-62: Encuentre madonna para las rec¬ 
ta* tangents y normal a la giifica de la ccratddn en 
el punto F. 




61. jr - I esc 1 jh tt/6, I I 

oX > ■ tanjf - VSsenx; P(3W4« -2) 

Un avsbn vuela con vdoddad y altura constan¬ 
ts a Id largo de una recta que pasa direclamenic 
arriba de una esiacidn de radar cti tterra. En el 
moment o en que el avitin esii » 20 km de tu esta> 
ci^n^ un observador nola que m ingulo de ck- 
vaci6n es 30“ y vs aumentando a rajdn de 0.5 D 
per segundo, Cakuk la velocidad del avtdn. 

Un cohete despega vcnkalmenie desde un pun- 
10 a 8 km de una estacitin rtoi reactors que $e en- 
cucrttra a la mis ms alt bud (vlast la figura) Du¬ 
rante [os primeros 20s de vucld, e! antiulo de 
clevacidn & aumenta a una ra/dn LonsEanie de 2" 
par segundcr. Caleule la velocidad del cohcte 
euando cl Angulo dc elcvacion es de 30“, 


EJE.RQOO 04 | 

T 


JV 


Un horubre en una pequefta isla f, que se encucn- 
tra a k kitornetros del punto mis cercano A so- 
bre una costa recta, deleft Llegar a un Cftmpa- 
menlo que sc cncuentra a d kildmciros de A 
sabre la mLsma costa tvease la flgural. El hom- 
bre planes nadar hast a algim punto P de la cos¬ 
ta y caminar cl rcsto del irayeclo. Supontendo que 
disipa c, glorias por kildmciro cuando nuda ) 
c, calotias por kildmerro cuando camlna y que 

c, > Cj. 

(a) Encucjitre una formula para d niimero to¬ 
tal c de calortas que disipa en el rccomdo 

(b) iPara que Angulo AfP el numcro de cslr 
rias € cs mlnimo? 

EJfiltOCiO *jd t 



" Un aerdbata dc cine salta desde un globo de ai it 
cabcrue que pennartpce a una altur® constanie ill 
100 pic utat un lago. Una camara de lekvisio* 
que se cncuemra en tierra a 200 pie del punen do 
lago que esti dircaamenie abajo del globe, lo n 
enfocando durante su docetiao (vca^c la flgura* 
^Con que Tapide^ va cambiando el ingulo de efc 
vacidn 0 de la cimara a lot 2 s de haber sak^' 1 '" 1 
(Desprecie la altura dc la cimara,) 


*5. Una cartelera rectangular de 10 pie de altura es- 
e 4 insialada arriba de un edificio de mancra que 
su orilla inferior cst4 60 pie arriba del nivd tk 
los ojps de un observ^dor (vease La figura). i.A 
qui dbtsocia del edificio Sfi debe coloear d 6b- 
verv ador pat a que el iinguio d entre la^ rcctas que 
van dc sus ojes n la orills dt± arriba y a la de aba- 
jo dc La carldera sea mascima? (E^teangulo serA 
aqu^l con el que M obtiene una mejor visia del 
cartel.) 



t*K Si un objeto que tiene un peso M r se arrastr» i 
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bre un piano horizontal con una fuerza aplicada 
a una cuerda que estd atada al objeto y la cual 
forma un Angulo 0 con la horizontal, entonces 
la magnitud de la fuerza de tiro esta dada por 


H sen 0 + cos 0 

donde n es una constante llamada coeficiente de 
friccidn. Un hombre tira una caja con masa de 
100 kg sobre una superficie para la que n = 0.2 
(vease la figura). 

(a) Usando diferenciales, calcule aproximada- 
mente la diferencia entre las fuerzas aplica- 
das cuando el angulo 0 cambia de 45° a 46°. 

(b) Calcule el angulo para el cual F es minima 
cuando n = V3/3. 



Se va a construir una via de ferrocarril de un pue¬ 
blo A a un pueblo C, que cambiara su direccidn 
0 grados hacia C en un punto B (vease la figu¬ 
ra). Debido a las montaftas que hay entre A y C, 
el punto B de la curva debe estar por lo menos 
20 km al este de A. El costo de la construccion 
es de $50 000 (dolares) por kilometro entre A 
y B, y de $100 000 por kilometro entre B y C. Cal¬ 
cule el Angulo 0 para el cual el ccsto de la cons¬ 
truccion es minimo. 



EJERCICIO 70 



hacia el horizonte a un Angulo 0 de 65.8° de la 
vertical (vease la figura) y el miximo error posi- 
ble en la medicion del angulo es de 0.5°. Usando 
diferenciales, estime el error que el astronauta 
puede cometer al calcular el radio de la Tierra 
con estos datos. 

L) ERG CIO 71 



72. La Gran Pirdmide de Egipto tiene una base cua- 
drada de 230 m de lado (v£ase la figura). Para 
calcular la altura h de esta gigantesca construc- 
ci6n, un observador se coloca en el punto medio 
de uno de los lados y mira hacia el v£rtice de la 
pir&mide. Encuentra que el angulo <p de elevacidn 
es de 52°. <,Cuan precisa debe ser la medicion del 
angulo para que el error en el calculo de h este 
entre -1 y 1 m? 

EJERC1CIQ 72 



5? desea construir un cilindro juntando los lados 
AD HC de un rectangulo de material eiastico 
ease la figura). Para hacer mas resistente el ci¬ 
lindro se colocara un alambre de longitud fija 
L segun la diagonal del rectangulo. Calcule el 
angulo 0 para el cual el volumen del cilindro es 
maximo. 


73. Un cilindro circular recto de radio R esta coro- 
nado por un cono (vease la figura). El cilindro 
no tiene tapas y el volumen total V es una cons¬ 
tante previamente especificada. 

(a) Demuestre que el area total S de la superfi¬ 
cie est£ dada por 


Un laboratorio espacial gira alrededor de la Tie¬ 
rra a una altura de 610 km. Un astronauta mira 


„ 1V 
s -* + * K ' 


^csc 0 - ~ col 0 j 
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(» Dcmuesire que S alcariza un minimo cuaii- 
do 0 - 4B.2*. 

EiEftQQO 73 



74* £n d problems ctasico dc la esi ructura de un pa¬ 
ns], un prisma, hexagonal tic radio (y Lads) fije 
ft ve corona con tie* rooibos idcnticos que se en- 
cucmran en un vert ice cornua (v£ave la figura). 
La base dd prisma es abierta y el volumcn iota! 
at ima constamir V dado. Un raronainjejiLD gco- 
mdrico mas complicado que el del Ejerrido 73 r 
dertiuestra que d area total S dc la superffcfe rata 
dada por 

S = 4 v y S ~ - l R 1 cot & * ^ R J esc 0. 

J fl + A 

Oemucstrc que S alc^iza su valor minimii cuan- 
do & * 54,7 e , (3e sabc que la* abejas const ru 
yen sus patiaks tlf m an era que d total de cera 
requerida es minimo.} 

EJtKOOD 74 



75. Dos pa&llos de 3 fit y 4 m de audio sc encuentran 
formando un dngulti rcCIO- E value la longitud dc 
la barra rigida mas I argil que puede ttamportur 
vc boftzontaJmeme dando vuella a la esquina, eO- 
mo sc muesi ra en la figura (desprecie el grosor 
de la barra). 

76. Cuando la In/ viaja de un pun to f otro lo hftM 
a lo largo dc la Lrayectom que requiere cl mcnor 
tjempo. Suponicndo que la JtiZ liene veEoadad v, 
en cl aire y v 3 en eJ agua* con v, > demues- 


EJEflClOO 75 



Ire que In imycctoria que rcqukrt d minimo ttem 
po cuando la luz va de un punto P cn et aire a 
un punto Q en cl agua (vtaK la llgura) es uque- 
lla para la eual 

sen y } 

sen " fJ’ 

(6ste cs un cjemplo de In ky de re/raccidn de 
Snett} 

EJERQOQ 7D 



Ejerckios 77-»0i Se tkne que $ es 3a funritin de posi- 
cidn dc una partieula en mevimiento arminico sim¬ 
ple y f es el dempo en segundos Cakule la amplitud, 
el periodo y La frccucneia, y dcscriba e! movimicnio 
dc Id partkula durante ima oseiladdn complete - 

77. j(f) « j cos 7*, S {t) « 4 sen irt 

7*^ 5 f(r> = 6 sen {2w/3}t 80 j(i) - 3 cos 2i 

Una oln tsunami cs una onda marina causadt pdf 
un mflremcuo, Estas olas pueden akanzar mil 
de 30in dc alto y viajan a grande* velcscidades. 
En geoffsica sc Tcpresentan las olas tsunami me- 
diante eapresioncs trigonometrical dc la iorma 
y = a cos ht, y se uwin esias expresiones para es 
rimar la efeettvidad de muros dc contencidn. Una 
o!a tiene una altura dc S m, un periodo de 30 1 
y viaja a ftOmA. 

(a> Sea {4f, j) tut punto vobtc la ola represent 
tada en la flgura. Expresc y como una fun- 
d6n del tiempo si y = Am euando t ** 0. 
(bj ^Cuin ripldamcntc asckfide (o descicnd^l 
la ola cuando y =3 m? 
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EJERQCIO 81 



*2- Un tapbn de corcho sube y baja en un recipiente 
con agua de manera que la distancia del fondo 
del recipiente al centro del corcho al tiempo 
/ ^ 0, est£ dada pors(r) = 12-1- cos(r/),don- 
de $(/) se expresa en centimetros y t en segundos 
(v6ase la figura). 

(a) Calcule la velocidad del corcho cuando 
t = o, t = i , t = 1. t = $ y / = 2. 

(b) i Durante que intervalos de tiempo el cor¬ 
cho est£ subiendo? <,Cu4ndo est£ bajando? 

fJERCICIO 82 



f 


83- Un punto P{ x, y) se mueve con rapidez constante 
alrededor de una circunferencia que tiene ecua¬ 
cibn x 2 + y 2 -- a 2 . Demuestre que el punto 
Q( x, 0) que es la proyeccibn sobre el eje * del 
punto P, tiene movimiento armbnico simple. 

•4. Un punto P se mueve sobre una recta coordena- 
da de manera que 

s(r) = a coswf + b sent*)/, 

pruebe que el movimiento de P es armbnico 
simple 

(a) usando el comentario a continuacibn de la 
Definicibn (8.21). 

(b) usando unicamente metodos trigonometri- 
cos. ( Sugerencia: Demuestre que s(/) = 
A cos (tor - c) para algunas constantes A 
y c.) 


Ejercicios 85-86: Use el metodo de Newton para cal- 
cular la raiz real indicada con una precision de cuatro 
decimales. 

85. La raiz positiva de 2x - 3 sen x = 0 

86. La raiz de cos* + * = 2 

Ejercicios 87-88: Use el metodo de Newton para cal- 
cular todas las raices reales de la ecuacibn con una pre¬ 
cision de dos decimales. 

87. 2* - 5 - sen x = 0 88. x 2 - cos 2* = 0 

89. Se pueden generar estimaciones de ir aplicando 
el mbtodo de Newton a /(*) = sen * y toman- 
do *j = 3. 

(a) Calcule las primeras cinco aproximaciones 
a ir. 

(b) iQub sucede con las aproximaciones si 

x, = 6? 

90. Un ejemplo notable del fenbmeno de resonancia 
se tiene cuando una cantante ajusta su tono de 
voz haciendo que se rompa una copa de cristal. 
En el andlisis de tales vibraciones aparecen fun¬ 
ciones dadas por /(*) = ax cos bx. En la figu¬ 
ra aparece una gr&fica generada por computadora 
de /(*) = *cos 2x. 

(a) Demuestre que la grafica tiene tangentes ho- 
rizontales en los valores de * para los cua- 
les cos 2x - 2x sen 2 * = 0. 

(b) Use el mbtodo de Newton para calcular las 
raices entre 1 y 2 de la ecuacibn en la parte 
(a) con una precisibn de tres decimales. 


EJERCIOO 90 











CAPinilOfl . 0IRA5 RJNCKJNES TlASCENDENTES 



JNTEGRALES DE LAS FUNCIONES TRJGONOMETRICA5 


El siguiente leorqma present a las formulas para las m leg rales mdefinkias de algunas 
de las mis «nportables expresses trrgononuhrica*. En el teorema se supone qu c 
u = g(x)< donde es derivable. 



TEOREMA (8.25) 


| cos udu - senw + C 




| tan u du - In |sec u | + C 
| cot u du - In | sen «| 4- C 
) $ec tidu - In I set u + tanwf + C 
| cscudu - In |esc u - cch u\ + C 
J sec 2 udu = tan u -t- C 
f csc : u du = -coi u + C 
\ secaianudu - sec u + C 

f CSC u cot u du = “CSC u + C 


Se veri Heard, n algtmas de Eas fdrmulas y las demas quedarAn come 
cjcrckio. Basta ccnsiderar cl caso w - r, puc* las formula* para u ^ u{x) se obtiener 
aplicando el Teortma (5.31). 

La formula de intcgracibn J amxdx = -cos* + C es consecuencia del heebo d* 
qnc Q ;(’'cos a 1 ) = senjr. AndJogamenic^ J cos**/* — sen* + C se comple porqiH 
sen* cs una anlidcrivada de cos *. 

Para cncontrar J tan xtfr, se usa primero una identidad (figonometrica para ex- 
presar tan*' en terminus de sen* y cosx, como siguc: 



La forma del integrands del lado derecho sugiere hacer la sustitudbn 

r = cos a, dv =* -sen x dx. 



F.sto da 
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Si cos* # 0, entonces por el Teorema (7.16), 

J tan x dx = - In | v | 4- C = — In | cos x | + C. 

Como -In | cos x| = ln(l/|cosx|) = In |sec x| , la f6rmula anterior se puede escribir 

J tan x dx = In | sec x | + C. 


La fdrmula para J cot xdx se obtiene de manera parecida comenzando por escribir 
cotx = (cosx)/(senx). 

Para obtener una fdrmula para { sec xdx se procede como sigue: 


J sec x dx = J sec x 


sec x + tan x 


-j 


sec x -I- tan x 
sec 2 x + sec x tan x 


dx 

dx. 


Usando la sustitucidn 

17 = sec x + tan x. 


sec x + tan x 
dv = (sec x tan x -I- sec 2 x) dx 


se obtiene 


J sec x dx 



= In | v | -I- C 

= In | sec x + tan x | -I- C. 

Para verificar una fdrmula como j sec 2 xdx = tanx + C, basta observar que 
D x tanx = sec 2 x. 


En los siguientes ejemplos se usaran muchas de las formulas del Teorema (8.22). 
En cada ejemplo se supone que u = g(x ), donde </(x) es la expresidn al lado derecho 
del simbolo sen, cot, sec, etcetera, de la funcion trigonom&rica. De la Definicion (3.22), 
se deduce que du = g'(x)dx. 


EJEMPLO 1 Evaluar J sen 5 xdx 
Solucion Usamos la sustitucidn 

u = 5x, du = 5 dx 


Multiplicando el integrando por 5 y la integral por para compensar, 

J sen5x dx = ^ J (sen5x)5 dx 


-ii 


sen u du 


= — \ cos u + C 
= — \ cos 5x 4- C 


EJEMPLO 2 Evaluar j x cot x 2 dx. 





420 
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Solucidn para obltncr la forma jcotudw. hacemos b sustituddn 

w ^ jc 2 , du == 2xdx. 

Luego sc mtiUiplica por 2 d tntcgrando coma sigue: 

fx cot x 2 dx = " j (cot x 2 )2.v dx 
Como u = x 2 y du = Zxdx, 

| x col x 3 dx = - j cot u du = - In [sen u | + C 

* ^ Ln [sen* 2 1 + C. * 

EJEMPLO 3 Eva/uar | secjrfsecjr + tanx)f±r. 

Solution Cambiando d integrands y usando luego dos de lu formulas del Teorc- 
ma (S.22), 

J sec x (sec x + lan x) dx = J (see 3 x + sec a lan x) dx 

= J see 3 x dx + J see x tan x dx 
= ran x + sec x + C. * 

Como de cost timbre* ot k solucidn del Ejemplo 3 * las constames de las dos lute 
grales mdefinidas se combi naron cn tin a sola ccnstantc C. 

EJEMPLO 4 Fvaluar 

J \‘x 

Solution Prime™ escribimos 

f^ jK= r (csc ,^, _L dx . 
v* J V* 

l.negii haccmos \a sustituci6n 

u — yjx , du = —-7= dx. 

2 V* 

y resulia la formula )csc 2 wdw mukipficando por j como sigue: 

J v x J 2^/x 

= 2 j esc j if djr = - 2 cot n + C 

* — 2 col v x + C * 
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EJEMPLO 5 Calcular el drea A de la regidn bajo la grafi- 
ca de y = tan ( x/2 ) entre x = 0 y x = ir/2. 

8,20 ” ” ,ues,ra ,a cuad> - 

Jo 

Ahora se hace la sustituci 6 n 

u = -j-. du = ~ dx 


y notamos que si x = 0, entonces u = 0 y si * = x/2. entonces u = */ 4 . Por tanto, 




, x\ 
tan - • - dx 

tan u du = 2 In sec w 


En este caso puede omitirse el signo de valor absoluto que aparece 
porque sec u es positivo para u entre 0 y */ 4 . Como In sec (t/ 4 ) 
In sec 0 = In 1 = 0 , resulta que 


en el Teorema ( 8 . 22 ) 
= In y/2 = 5 In 2 y 



x , 1 

tan - dx = 2 • - In 2 = In 2 


0.69. 


EJEMPLO 6 Evaluar j e 2x sec e 2x dx. 

Solucion Tomamos 

u = e 2 *, = 2e lx dx 

y se procede como sigue: 

J x sec * 2v dx = i J (sec e 2 *)2* 2jc </x 

= i Jsec u du 

= j In | sec u + tan u | + C 
= i In | sec e 2x + tan e 2x | + c. • 


EJEMPLO 7 Evaluar J (esc x - l ) 2 rfx. 


J(csc X - l) 2 dx = /(CSC 2 x - 2 CSC X + 1) dx 

= j esc 2 x dx - 2 / esc x dx + jdx 
= -cot x - 2 In | esc x - cot x | + x + C. • 


Solucion 
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EJEMPLO 8 Fvalu+ir ) V C03 5.v sen 5x dx. 

Solution Si mm&mos 

u « cos 5x v du * “5 sen 5* rfx 

«ntouce& 

| v'eos 5x sen 5x dx = —^ Jv^Os 5x1-5 sen5x} dx 

--KH +c 

2 

— —(cos 5x)’ VJ 4- C, * 

En el Capitulo 9 se disculirfln oiros m&odos para mtcgrar eapresioiw* trigoiiom*- 
trtcas. 


EJERCICIOS 9.4 

KJereldos 1-34: EvaLiie l 
1. J cos 4x tlx 
X j" tan lx sec lx dx 

5 , J (lan 3x + see 3x| d 

1. f — dx 

J co$2x 

V. jYcse 3 <* 3 + \)dx 
j"coi fix senfix dx 


13. |*%cn *11 + Vcos x) 3 dx 

J 

14. |sen* x cos x dx 

n J 00 » J x dx $il-scn x f 

if>. r * tan x see 3 \ dx 20. f esc 3 x ooe x dx 


ecu x 


d.x 


integral. 

21. 

f ** * j. 

22. 



r 


J sec2x 


J«i>a sen jk 

2. 

see 3 5x dx 






J 

J" x 2 cot x* esc x 1 rfx 

23. 

1" sen x cos x (fx 

24, 

f C< ™ T dx 

4. 


J*.'* 


j CSC X 


r 1 j 

25. 

f 1 _# " - ix 

24. 


1 



- x 4- coa x 


J «*** 

1. 

1 & 

n. 

Putt \ + sen x . 

-—— dx 

J cos 3 X 

r 

J*. 

J; 4 H + *ecx) ! . 


t 


f*fl + tan e £ > d\ 

30. 

{CSC 1 x}2^ * dx 

10. 

(X + cscSxM-* 


J 




j 




(Man** - ** . 

it. 

jsen 2x tan 2x dx 

31. 

F-dx 

J esex 

31, 

if ^ dx 

■ j 

e sen lx 

33, 

f “* X dx 

M* 

£ see \ Ian x . 

1 - ai 

n. 

^ ijl - cos 2x 

* 2 tan x + 1 


J 1+lKCX 


35. CaEcule d Area tk la region bajo la grAfka dc y » 
sen \ x eatre x ■ 0 y x = i. 

34. Obienga d irea tie la region bajo la grAfica dc 
y = Itanr encre i s fl y j - tr/4. 

37. CaJcnlc d area dc la region acotada par ]os gri- 
ficas dey ™ seer ,y - Jf*jr = —fc/4 y x = x/4. 

31. Determine *3 Area dc la region acoCada por las 
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gr^ficas de y = sen jf, y = cosx, x = -t/2 y 
x = x/6. 

39. La regibn acotada por las gr^ficas de las ecua- 
ciones y = secx, x = -ir/3, x = ir/3 y y = 0 
gira alrededor del eje x. Halle el volumen del sb- 
lido resultante. 

40. La region localizada entre la grifica de y = 
tan (x 2 ) y el eje x entre x = 0 y x = Vx/2, gira 
alrededor del eje y. Calcule el volumen del soli- 
do resultante. 

41. Verifique la formula 

Jcsc x dx = In | esc x — cot x | + C 

*1. Verifique la formula 

J cot xdx - In |senx| + C 


Ejercicios 43-44: Verifique la formula evaluando la 

E egral de dos maneras diferentes. ^Cbmo se pueden 
nciliar las dos respuestas? 

. J tan x sec 2 xdx = % tan 2 x + C = j sec 2 x + D 

U 4 . ('sen x cos x dx = £sen 2 x - 1 - C 

= cos 2 x + D = cos 2x + E 


Fjercicios 45-46: Use (a) la Regia del Trapecio y (b) la 
Regia de Simpson con el valor de n indicado, para 
.alcular aproximadamente la integral definida. Use 
iproximaciones a f(x k ) con una precision de cuatro 
decimales y redondee las respuestas a dos decimates. 


45. >/senx dx, n = 6 

46. J* o sen yfx dx, n = 4 


£ ercicios 47-48: (a) Plantee una integral para calcu- 
la longitud de arco L de la grAfica de la ecuacibn 
entre A y B. (b) Escriba la formula para estimar L por 
medio de la Regia de Simpson con n = 4. (c) Calcule 
aproximacibn dada por la formula en la parte (b). 


47. y = sec £x; >4(0, 1), B(it/2, y/2) 


48. y = tan x; 4(0, 0), B[n/4, 1) 

49. Una especie que tiene crecimiento de poblacion 
por temporada , aumenta su poblacibn q{t) al 
tiempo / (en aflos) durante la primavera y el ve- 
rano, pero disminuye durante el otoflo y el in- 
vierno. Para describir este tipo de crecimiento se 
usa a veces la ecuacibn diferencial q\t)/q{t) = 
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k sen 2jct con k > 0, donde / = 0 corresponde 
al primer dia de la primavera. 

(a) Demuestre que la poblacibn q(t) tiene cre¬ 
cimiento por temporada. 

(b) Encuentre una formula explicita para q(t), 
suponiendo que q 0 = < 7 ( 0 ). 

50. Los extremos de un abrevadero de 6 pie de largo 
tienen la forma de la grifica de y = sec x entre 
x = ~x/3 y x = t/ 3, donde x se expresa en 
pies. Suponiendo que el abrevadero esti lleno, 

(a) plantee una integral definida con respecto 
ay, que sea igual al trabajo de bombeo que 
se requiere para extraer el agua por arriba 
del abrevadero. 

(b) Cambie la integral en (a) a una integral con 
respecto a x y utilice la Regia de Simpson 
con n = 4 en el intervalo [~ir/3, x/3] para 
estimar el trabajo requerido. 

51. Dado el triangulo rect£ngulo ABC que se mues- 
tra en la figura, sea 8 el Angulo ABC (en radia- 
nes), sea a la longitud del lado BC y P un punto 
sobre el lado A C. Demuestre que la distancia me¬ 
dia de P a B es (a/8) In (sec 8 -t- tan 8). ( Suge - 
rencia: Exprese la longitud del lado BP como una 
funcibn / del dngulo PBC y calcule el valor me¬ 
dio de /.) 

EJERCICIO 51 A 

p 


“ a C 

52. Consulte el Ejercicio 51. En un estudio realiza- 
do en 1970 de 244 4reas urbanizadas, se encon- 
trb que solo diez de ellas tenian formas conside- 
rablemente diferentes de un circulo, un cuadrado, 
un hexagono o un rect^ngu^ de 2 por 1. Sea C 
el centro de una ciudad, P un punto en el limite 
con los suburbios de la ciudad y A el area de la 
zona urbana en kilometros cuadrados. Suponien¬ 
do que la forma de la ciudad es un cuadrado (vea- 
se la figura) o un hexagono y usando la formula 
del Ejercicio 51, demuestre que la distancia me¬ 
dia de la frontera al centro de la ciudad es 0.56^ 
kilbmetros. 
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CAPiTULOe - OTRAS FUnOONES RAKENDCNTIS 


FUNCIONES TRIGONOMETRtCAS INVERSAS 

Si /es imft Ftincion biunivoca can dominio D y contradominio E . entonces su funcic 
in versa /~ l tienc dominio E y comradgminio B. , 

y = si y s 6 Lo si fly) - x 


para coda x cn P y para iodo y en ^{vcasc la Sccddn 7* lL Las funciones mgonomc 
tricas no lienen fund ones in versa* porque no son biunivoca*. Sin embargo« si sc r& 
trsngen sus dominies, puetten obicnerse fund ones que toman lo* mistnos v alerts qm 
tas Fund o nes trigonometrical (sobre Jos dominion de menor extension) y que sf Lien** 
funciones inversa*. 

Consideremos primero la fun cion seno cuyo dominio es 
U y su contradorainio es el intervalo cerrado [- 1 , t] (v&ne 
figuma a 91 la Figura S.2I L La funddn send no es biunivoca porqur. 

por ejemplo, en Los ndmeros t/6, 5t/ 6 y -7 t/ 6 toma d 
mismo valor \ Si sc rcstringe el dominio a [—t/ 2 , t/2 | t co- 
mo se ilustra cn la porcidn coloreadade la curva en la Figfr 
,+ ^ ra 8 . 2 L se obticnr una funeidn eredente que toma todos lot 
valores de la funcidn seno una y solo una vez. Esia nuni 
fuitcfdn con dominio J-ir/2 h t/ 2J y contradominio [-J, IjJ 
es coniinua y credente, y emmets, por el Teorema (7.27) p tienc una funcidn invent* 
que rambiin es eontinua y eredente. La fundon in versa tiene dominio [-]. I] y contra- 
dominio f— tt/2 p t/ 2J, Esto justifies la siguiente definidbn. 



r * 4 


ij 


_ 7 

. a. i 

t J 

r +.. 


1 r- 

- Tt \_ 

-^1- 

« 

f 



DEFI Ml Cl OH (8.23) 


La funribn seno inversn, que se denota por sen \ se 
define medianre 

y - sen { x si y s6lo si seny ~ x 
para fodo -I ^ x ^ 1 y -t/2 s y £ t r/ 2 . 


La funridn srno in verso Eambtcn sc llama tunc ion arco sciw y se denota por 
arcsenr en lugar de sen " 1 xJ El simbolo 1 en sen' L no debe considerate un expo¬ 
nent e stno sdlo un signo pard denotar 3 a inverse de una ftmddit o funridn invem, QbJ 
serves e que por fa De fluid 6 n {fi.23), 

£ serf 1 .* < — o bien — ™ ^ arcsenxr S ~r - 
2 2 2 2 


* (N. dd KU La nmaciim "iic sm/ antcccdi6 a la mii uuda aciyatmcnle dp ‘WVV Su 
Cf Sa frase h+ a^CO cuyo 5«1U tt jf" , La cairespundienie a Las (Semi* fundnnc^ inverse e«J arc £ps, ^ ran, Ctcf- 
rci ft. (FI tirmino "ar m" tiene d ikgninciulD de "ingub eti 4 , adianes l '.‘| Se u s6 ram bien Et ndutciAc Ang icn. 
ang cos, cicAtera. Ijia notacLanes sen - '., cos -1 , etc., pueden teer« apropi>damcn(e comn inljsvnd, anlic&*n> 
eteftert- 
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y 


Se puede trazar la gr&fica de y = sen " 1 * usando el me- 
todo de la Seccidn 7.2 para representar gr&ficamente una fun- 
ci 6 n inversa, efectuando la reflcxidn de la parte coloreada 
de la Figura 8.21 con respecto a la recta y = x. (Tambien 
se puede obtener graficando x = seny para -x /2 < y ^ 
tc/2.) Rcsulta asf la Figura 8.22. 

Como sen y sen " 1 son funciones inversas entre si, 

sen " 1 (sen x) = x si 2 s * ^ — 

2 2 

sen (sen -1 *) = * si -1 s jc 1 . 


Estas fdrmulas tambien pueden cscribirse 

arcsen (senx) - x y sen (arcsen*) = x. 


EJEMPLO 1 Evaluar sen " 1 (V2/2) y arcsen (- 4 ). 

Solucion Si y = sen " 1 (V2/2), entonces seny = V2/2 y por lo tanto, y = x/ 4 . 
N 6 tese que es necesario escogery en el intervalo [-x/2, x/2]. Un numero como 3x/4 
es una respuesta incorrecta a pesar de que sen ( 3 x/ 4 ) = V2/2. 

Si y = arcsen (- \ ), entonces seny = — \ y, por consiguiente, y = -x/ 6 . • 


FIGURA 8.23 



Pueden definirse analogamente las funciones inversas de 
las otras cinco funciones trigonometricas. Si el dominio 
de la funcidn coseno se restringe al intervalo [ 0 , x] (vease la 
porcion coloreada de la Figura 8.23), se obtiene una funcion 
continua y dccreciente que, por el Teorema (7.28), tiene una 
funcidn inversa continua y decreciente. Esto lleva a la siguien- 
te definicidn. 


DEFINICION (8.24) 


La funcion coseno inverso, que se denota por cos ’, se 
define por 

y - cos” 1 * si y sdlo si cosy = * 

para --1 < jc < 1 y 0 < v < i. 
--- - - .. _ 


FIGURA 8.24 



La funcidn inversa del coseno se llama tambien funcidn 
arco coseno y se emplea entonces la notacidn arccos* en lu- 
gar de cos" 1 *. Adviertase que 

cos -1 (cos *) = arccos (cos *) = * si 0 ^ * < x 

cos (cos -1 *) = cos (arccos *) = * si -1 <*s 1. 

La grafica de la funcidn coseno inverso se puede trazar 
reflejando la porcion coloreada de la Figura 8.23 con respec¬ 
to a la recta y = *. Esto da el croquis que se muestra en la 
Figura 8.24. Tambien podria usarse la ecuacion * = cosy, 
con 0 s y < x, para situar puntos de la grdfica. 
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EJtMPtO I Cakular ca<r' (“VI /l). 

Solution Siy ~ oos^ 1 (*V5/2). entonces cos y = -V3/2. Comedy se debe rest rut- 
gir a! intervaJe [D t tr]* results que j = 5ir/6. 

Para obtener el valor de cos -1 (-V3/2) usandc una calculation*. se debc elcgir d 
modo de radioes y procedcr como siguc: 

tKfn^Udft: -V3/2 ^ -0.8660254 
PULSAR flMyl|tosl i 2.6179939. 

La expresibn decimal quc resiiUa es una apmximacion a 5t/6. * 

Si $t rcstrittgc d dominio de !a f unci on tangente al intervale a bier to (“t/ 2, *721, 
se Uega a una funtitin biumvoca. Eslo conduce a la siguieme defmicibn. 


KfmiaON (8.25) 


La fund bn tangente inverse, a fundbn areo tangent r n quc 

sc dcnoia por tan L r o btra arctan T sc define por 

v - (on 1 x = arcianjr si y solo si tan v - x 

para rodo nurocro real x y -itft < y < */2« 

__ . .. _ _ . 


MUU 1H 



El dommio de la tunc ion inversa de la tangente es 
su contradominio es d intervale (“ir/2. t/ 2), 1-a grsifica 
rece en la Figure K.25. 



EJCMPtO 3 Cakular sec (arcian | ) sin usar cakula 
ni tablas* 

SoHickift Si y ~ arcian j, entonces tan y = i 
cando see 1 )? = t + tan*y y el hecho dt que set v > 0 
0 < y < t/2. 


sec y ■ 


vr + 


tdir y 


htff 


hi-fi--'" 


' + 9 ' J 9 3 


Por lo tanto, sccfaraan ] } * sec.y = ^/l3/3. 


Si f recorre los dos intervales |0. f/2) y (t, 3t/ 2). enioncjs secj loma todos sm 
valores una y s6k> una vez y puedc definite una funtidn in versa. 


CHEHHIQON (8,26) 


La fun don wont* in versa, o funcidn area iteemle, de 
noiada por sec . d bteit arcsec, se define por 


3Li 
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RGUftA 8.86 



y = sec jr = arcsecjr si y solo si secy = x 
para |jr| > 1 y y en |0, t/2) o en [t, 3t/2). 


En la Figura 8.26 aparece la grafica de y = sec -1 x. Los 
valores de y se restringieron a los intervalos que se indican 
en la Definition (8.26) en vez de a los intervalos “mas natu- 
rales” [0, t/2) y (t/2, t], porque de esta manera la formu¬ 
la de la derivada dc arcsec es mas sencilla. En la siguiente 
seccidn se demostrara que D x sec“ l x = ^/^Xy/x 2 -\). En- 
tonces, la pendiente de la recta tangente a la grafica de y = 
sec 1 * es negativa si x < -1 y positiva si x > 1 (vease la Fi¬ 
gura 8.26). Si se utilizan los intervalos mas naturales, la pen¬ 
diente es siempre positiva y D x sec" 1 x = l/(|x|v'* 2 - 1). 

Los siguientes ejemplos muestran algunas manipulacio- 
nes con las funciones trigonometricas inversas. 


EJEMPIO 4 Escribir cos (sen 1 x) como una expresion algebraica en x para — 1 < 
x < 1. 

Solucion Sea y = sen 1 x. Entonces, sen>> = x. Deseamos expresar cos.y en ter- 
minos de x. Como -t/2 <s y < t/2, resulta que cos> > 0 y por lo tanto, 

cos y - yfi -sen 2 y = v 1 - x 2 . 

Por consiguiente, cos (sen' 1 x) = /l - 



La ultima identidad es clara geometricamente si 0 < x < 
1. En este caso, 0 < y < t/2 y se puede considerar a y co¬ 
mo la medida en radianes de un angulo de un triangulo rec- 
tangulo tal que sen^ = x, com o se ilustra en la Figura 8.27. 
(El lado de longitud - * 2 se calcula aplicando el Teore- 
ma de Pitagoras.) Refiriendonos al triangulo, 

1 — x 2 

cos (sen' 1 x) = cos y = — --= v 1 - x 2 • 


EJEMPLO 5 Verificar la identidad 


para |x| < 1. 

Solucion 


l 

- cos 


x = tan " 1 


A— 

v 1 + x 


Sea y = cos 1 x. Queremos demostrar que 
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CAPfTULC B * OTftAS FUNOONES TRASC£ND€KTES 


Aplkando la formula para !a mfcad de un aneulo, 



7: 


1 - cos y 
1 + cos y 


Como y = cos -1 x y 1jt| < 1, resulta que 0 < y < ir y > por lo tanto, 0 < (y/2) < 
t/ 2. De tnaiera que im (y/2) > G y se puede eUiflinflf el simbolo de valor absoluto, 
con lo que se obtiene 


Usarulo cl hepho dc quc cosy 


0* cquiva4eiuementc N 


y ft - ct>s y 

Ian - * -— 

2 V 1 + cos y 


= x, 



que es lo que qucriamos demosirar. 


l 


EJEMPLO 4 Encontrar las saluriones de la ccuaddn 

5 seir 1 + 3 sen t “ 1 15 0 

en d intervale (“x/ 2 . t/ 21 * 

Solution Podcmos considcrar la eeuaciiin covao ona de segundo grado en sen/| 
Aplicando La formula para la ecuacidn dc segundo grado, 

-3± v '4+20 - 3 ± V 29 

—lo-II) 

Usando la defirtieidn de la funcidu invcrsa de! seno, obte nemos las scluciones. 

i =sen' 1 t^|-3 + \ 29) 


t =sen 1 t^iC — 3 — v'^ 9 )- 


Para obtcner valores aprosimados de r sc puedeemplear una calculadora (en cl mode 
dc radianes) y para ello sc precede como sigue: 

INTRODUCHt: j'flf- 3 + J 2 $) =s 0.2385165 
pulsar QSv]§f§: 0.240838 


For lo tamo. 


; * 0.2408, 


An&ogamente, 


, - Mn -t ^ (-3 - V29) - sen ' 1 (-0.8385165) * -0.9946. 
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(a) sen’ 1 (VJ/2) 

(b) sen-' (-vi/2) 

(a) cos" 1 (\Jl/2) 

(b) cos'* (-V2/2) 

5 * (a) tan' 1 v! 

(b) arctan (-v?) 

7 * sen [cos' 1 (V3/2)J 

sen (arccos f) 

*1- arcsen (sen V5) 

13 ' cos (sen' 1 f + tan if) 

U - sen (arcse " i + arccos 0) 
,s - tan (arctan > + arc cos 
,6 - cos (2 sen 1 JL) 

,7: sen (2 arccos ( — f)] 
sen (arctan | — arccos f) 


(a) sen' 1 0 

(b) arccos 0 

4 * (a) arcsen (- 1 ) 
(b) cos -1 (~I) 

6 - (a) tan' 1 (-j) 
(b) arccos £ 

8 - cos (sen* 1 0) 

,0 - tan (tan'» !0) 

12. tan' 1 (cos 0) 


-t). tan (arccos x ) 
22. cos (2 tan' 1 x ) 


sen (tan' 1 x) 
cos (f arccos x) 

kitrcicios 23-30: Verifique la idemidad. 

® sen-'jr + cos -i x = v/2 

( Sugerencia: Tome a = ' sen -« _ 
considere sen (a + ' 0 cos ^ y 

U arclanjr + arctan ( 1 /JT) = t/ 2 , * > 0 

^ arcsen — —- , 

1 + x 2 ~ 2 arc tan x, \ x \ s 1 

fc 2 COS-' AT = COS -l ( 2 X 2 -l),0 Sxsl 

m (-Jf) = -sen* 1 x 
^ ""CCOS (-JT) = T arccos , 

* sen ' 1 x = tan ~' 


^ “f* + ' a n > = tan- -f±£_ para 


kl < I y \y\ < , 


EfertKies 33-41, Trace la „inc de ,, „ n , aiin 

— T - sen 1 2x 34. y B cos -, ^ 

iSe " ,Jf * 

3 ^ = 2 tan' 1 x i* 

>- = tan- 2x 

39 - J- = sen (sen- x) 40 „ _ 

. ' y - sen (arccos x) 

43. tan -at = l/( tan .r) 

44- (arcsen at ) 2 + (arccos*) 2 = j 

45. 2 tan 2 / + 9 tan / + 3 = 0; (-,/ 2 , t/2) 

* 3 sen 2 1 + 7 sen r + 3 = 0 . ( - t/ 2 j T / 2 j 
47. 15 cos 4 AT - 1 4 cos 2 at +3 = 0 ; ( 0 , T ] 

4*. 3tan 4 0 - 19 tan *0 + 2 = 0 ; ( - T / 2( r/2) 

^Sw2, ,8 ^' 5Sentf - ,5 = °= 

50 6 se ^- 8 cos^ + 9 sen.r -6 = 0 . 

(~ir/ 2 , i/ 2 ) • 

51 Demuesire que sen'' (sen 2 ) * 2 F vni 

que la respuesta no cs 2 . ‘ . Exp,lquc P°r 

cos-(cos 2) = 21 iPor quil " rma " vo «>« 

52. Demuestre que cor 1 (cos (- 1 )) * 

por que la respuesta no es -I cj P q " c 
- -17 

5 '' un nOmero^nVrl-iT^ 11 ' 66 " U " a calculadora 

oentre I y I, stempre es posible esti- 
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CAPIILILO 8 * OT*A$ FUNCIONES TRASCENDENTtS 


mar sen -1 (sen -1 xj pulsanda dos voces Ls iecla& 
|i n v| [sen! ? Si no es asi, tncnenire Eos valorcs 
de x para los que no apau'crn mensajes de error. 

54 iHay cmkpiifT niimero real x para el cuol apa- 
rei-cfl lmi mcns&jt de error cuando se opfimen las 
teclas |twj [ tan] cres veoes seguidas? Elplit|ue 
5u fcspuesta. 


55, En muchos knguiijes de programed An, la iiidca 
ftvrxadn trigoncun tinea Ln versa que apareee a 
lari (For ejemplo, en BASIC ta furiddn h 
denota per ATN( X U Bsprese seiT'jq CtiS 1 J 
y cor 1 * en termmds dc tun' 1 (v*aw et Ejerdek 
29). iSott vAHd&f estas formulas en lode el do 
mime dc kfi fun-cion inver.yi? 
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DER1VADAS E IHTEGRALE5 RELACtONADAS CON LAS 
FUNCIONES TRIGONOMETRIC AS INVERSAS 


Esia seccidn se refiere princi palm erne a las f undone* in vers as del s=no, el cose no. M 
tangentc y la secant e. En Ids ires leorcmas siguientes se present an las formulas pan 
sos derivadas y las integrates que Slevar a funciones trigonomttricas inverses. En med 
teoremas se suponc que u — iff*), dondc a es una funddn derivable y x se rcstnnJ 
a los valor es para los que las expresitmes indicadas tienen semi do. 


TEOftEMA (8.27) 


D„ sen 1 It 


D, Ian J u - . - -T- D , u D„ sec ' 1 u - -V=f D ' " 


l 


1 


D v u D, cos « = 


^ ij — — - 


Vi-rr 

L _ i 


— 0 ,. 


DtnortfiOOtl Como las fdrmiilas para u = # lx) se pueden oblencr aptkando la R&i 
gla dc la Cadcna al emo especial en que u « x , basla considerar esec casa, 

Tomando f(x) = sen* y §{x) - sen -1 * en el Teorema (7,29), se obciene quel 
funrion seno inverse* a es derivable para [xj < 3 - Se dcrivaii ImpHeatamente para m 
contrar M 61 ese primero que las ccuackmcs 

V = serf 1 * y s toy = X 

son equivalents si < * < I Y -t/1 <y< r/2. Demand* sen y = x implfl 
Laments, 

cosy D x y - I 


y por lo tanio N 


sen ’i = D x y 


_J_ 

cos y 


Como -ir/2 < y < */2, cos y es positivo y por coosiguknLe, 


cos y = v ; t “ Mnl y “ v 1 - 
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D x sen 1 x = 


1 


n -x 2 


evTdeme'de toVtoUZtS inVCrSa V ^ "° “ derivable en ±L Este hech ° results 
Scales 8 2 ’ PUCS e " l0$ eXtrem ° S de la ***■ las rec.as tangentcs son 

sac d " ivada * Ia r “" ci6 ” in,er “ dd ««>• - - 

y — cos 1 x y cos y — x 

para |jc| < 1 y 0 < >> < Derivando cos, = * implicitamente. 

- sen.y D x y = l 


y, por lo tanto. 


D x cos l x = D x y = 


1 


sen y 


Como 0 < , < x, sen, es positive y sen y = VT^co?, = VTT^. Entonces, si 

D x cos " 1 x = — - * 

>/i -x 2 ' 

en ,*?' 1 , e ° rema (7 ' 29) se deduce t ’ ue la funci6 n 'nversa de la tangente es derivable 
en todos los numeros reales. Considerando las ecuaciones equivalents 

y ~ tan"*x y tan y = x 

para -r/2 < , < */ 2 . Derivando tan, = * implicitamente, se obtiene 

sec 2 ^ D x y = 1 . 

Por lo tanto, 

D x tan x = D x y = -\-. 

see 1 y 

Usando el hecho de que sec 2 , = 1 + tan 2 , = l + se obtiene 

D x tan ~ 1 x = 


1 + x 2 


Finalmente, considerando las ecuaciones equivaJentes 
y = sec -1 * y sec^ = x 

para , en (0, x/2) o en (x, 3x/2) y derivando sec, = jr implicitamente, se obtiene 

sec.y tan y D x y = 1. 

Como 0 < , < t/2 o bien x < , < 3x/2, resulta que sec, tan, * 0 y, por lo tanto, 
D x sec _1 x = D x y = -!-. 


sec y tan y 
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ApLicaiido d hecho de que tan y = v’sec 1 y — I = v'x 1 T* 

ZJtsec“ l Jc 1 


— ] 

para |x| > L I.u funcidn inverse de la secante no es derivable eo x = ±1. La gidfks 
ticne rectas tangentes verticales en Id* pun [os con estas abscisas £veasc la Figura 8 


EJEMPLO 1 Evaluar dy/dx para y = sen 1 3* - cos 1 3*. 
Sol u Ctdn ApiiL'ando el Teorema (7,27) con u - 3*. 

= 3 -3 _ js_ 

<** ” J I - 9x 2 ~ v /| - 9x J v I -Djt 1 

EJEMPLO S Evalvar /’<*> para /<*) - tat.' 1 
Solution Usando (8.27) con w = e 1 *. 

/ , w-rrW I ’"* 1 '"TT7= • 

EJEMPLO 3 Determ inar ,y P para j* “ see - * (x 3 K 

Solution ApUeando el Teorema (8.27) con u - x z f 

1 . 2 




(2.x) « 


yfx* - 1 


FIGURA 8-TO 



EJEMPLO # 5e dispara nn eohetc vcrticaimenic haeia am| 
ba y consume su combustible de man era que mantienc m 
aceleracidn const ante dc 50 pie/s 2 para 0 s t £ 5,dondc 
t iempu / sc express en seguntios. Como se ilustra en la Fi 
ra 8.2B, un observador que se encuentra a 400 pie de la 
taforma de lanzamiHiua, signe con la vista el vuelo del o 

in) Expresar e! Angulo de ekvad^n ft del coJme como 
funci6ft dc t. 

fb) A I observador le parece que d cohete se eleva mds r, 
damente cuando dd/dt es mayor. (For supuesto, esio es s6lo una ilusidn. pues la veL 
dad crcec unifomemente.) Calcular la altma del cob etc en el moment o ea que a!ea 
su mAxima vdoddud aparente. 

Solution 

(a) Denotemos por s(f) la altura del cohcte al tiempo t (v^ase la Figura 8.28). G 
la aceleracion es siempre 50, obtenemos la ecuaciCm dlFereneial j'(f) - 50. Las co 
doties ink ides son s (Q) ^ fly $0} = 0. Tomandu la antidcrivada do* vcccs seg ! 
(vease d Ejemplo 4 de la Seccion 4,7) obtenemos s(0 - 25r~. De la Figura 8,28. 
s\t} = 25 fS 


tan^ = 


25i 2 


16 


r 

16 


400 


o bicn & - sirctan 
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8.6 Derivadas e intesrales relacionadas con las funciones trigonometricas inverses 

(b) Por el Teorema (8.27), la rapidez de cambio de 0 con respecto a t es 

dO 1 /2t\ _ 32 1 

di ~ I + (i 2 /16) 2 \\6J 256 + r 4 ' 

Como queremos encontrar el valor maximo de dd/dt , se buscan 1 primero los numeros 
crlticos de dd/dt. Usando la Regia del Cociente, 

d (d0\ d 2 0 (256 + ( 4 )(32) - 32r(4f 3 ) _ 32(256 - 3r 4 ) 

dt 2 ~ ~ (256 + r 4 ) 2 (256 + t*) 1 

Poniendo d 2 0/dt 2 = 0, obtenemos el numero critico / = </256/3. Del Criterio de la 
Primera (o de la Segunda) Derivada se deduce que dd/dt tiene un maximo en I = 
</256/3. * 3.04 segundos. La altura del cohete en este tiempo es 

S«/256/3) = 25(</256/3) 2 = 25^256/3 = 230.9 pie. 

Usando las formulas para las derivadas de las funciones trigonometricas inversas, 
se obtienen las siguientes formulas de integration. 



Solucion La integral puede expresarse como en la primera fdrmula del Teorema 
(8.28) por medio de la sustitucidn 

u = e 2 *, du = le 2 * dx. 

Multiplicamos el integrando por 2 y se procede como sigue: 

j ■“ 


N /1 — e* 


1 




du 


= { sen 1 u 4- C 
= \ sen^ 1 e 2x + C. 
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CAPtTULO 9 • OTiWS FUttClONES TSaSCENOEMTES 


La>i formulas tie! I eoTcma (8.2S| puedcn gencrali^arse para cualquier numern rea 
a aiferenle de cero. 



Dcmostradon Sc dcmostrara solameme Ja segunda formula. Si u = j#(jf) y f/ es de¬ 
rivable, ententes por el Teorema (S.27), 

/>,Pt a „'^'U_'_ d rVll 

L* a \ at+ [<&)/<,]* *La S ' , J 

- ! a 1 1 f 

ta + [jJlA)]* b ffU1 * n 1 + [flfjt )] 1 g iXi ‘ 

Por lo tan to * 

J <r* + yixjy m dx = a ,an " 1 v + C " \ tan 'l + c - 

Laji otras dos f6nrui(a* puoden sxrificarse dc man era paredda, * * 


EJEMPLO 6 Evaluar ( x 4x. 

J 5 + x ft 

Solucion La integral se puede esc rib ir coma cn is segunda formula del Teorema 
( 8 - 29 ) ha den Jo la sustiiucicin 


= 


Jr 3 , du = a * 1 dx. 
Multiplicamos d integrando por 3 y proccdemos como sigue: 


-iJ 


-iJ 

w 

+ 

1 

1 

_ „ U _ 

_ 3 * 

[an 

/s 

“7= + c 


i in 1 

X 3 

15 

tail 

i— L ■ 

v/5 
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EJEMPLO 7 Evaluar I 

J v.A? 


dx. 


Xy/x 4 - 9 

Solucion La integral puede expresarse en la forma apropiada mediante la sustitucion 

u = x 2 , du = 2jcdx. 


Entonces, 


4 / 


1 


* V (* 2 ) 2 - 9 
1 r 1 


2 x dx 


2 ^ m^/m 2 — 9 
u 


du 


= * * | see ’ ^ 4 - C 

2 3 3 

1 x 2 

= sec 1 - 4- C. 
6 3 


EJERCICIOS 8.6 


Ejercicios 1-24: Encucntre/(x)para la expresion/(x) Ejercicios 27-42: Evalue la integral. 

dada. 


1. tan 1 (3x - 5) 

3. sen -1 yfx 

: 

5. e~ x arcsec e * 

7. x 2 arctan x 2 
9. (1 4- cos -1 3x) 3 
11 . In arctan x 2 
1 

13. - 

sen 1 x 

15. sec 1 s/x 2 — 1 
17 . (arctan x)/(x 2 + 1) 
19. v'x scc 1 V* 

2 | v 1 

23. (tanx)*" 1 *"' 


2 . sen 1 Jx 
4. tan 1 x 2 


6 . Varcsec 3x 
8 . tan 1 sen 2x 
10. x 2 scc 1 5x 
12 . arcsenlnx 

x 4* 1 

14. arctan 

x — 1 

(\ IV 

16. (-arcsen - ) 

Vx xj 

18. cos ~ 1 cos e x 
20. e 2 */(sen~ 1 5x) 

22. x arccos yjdx 4- 1 
24. (tan 1 4x)e‘* n * 4jt 


Ejercicios 25-26: Determine^'. 

25. x 2 4- x sen 1 y = ye* 

26. In (x -I- y) = tan 1 xy 


n. f 4 t 1 — dx 2s. r 

Jo x 2 + 16 Jo 


»■ r—^ 


Vi - .x' 

sen x 
cos 2 x 4- 1 


M 

M-sr 


vx(l + X) 


35. f , - X - — 
J jl6-e 2 * 

37. J 1 


Ky/x 6 - 4 


dx 

dx 

dx 

dx 


39. j- 

41 J 


4-9 

1 


dx 


Je lx - 25 


dx 


i e x 


0 1 + e 2 


-dx 


30. f 2 

Ja/v; 

32. J 


1 


3 X\Jx 2 - 1 
COS X 


d.X 


34. J - 
J 


y/9 - sen 2 x 
1 


vT 


■ lx 


dx 

dx 


36. 

J I 4- 


sec x tan x 


dx 


38. f * 

J V36 - x 2 

40. J ' 

J 


Xy/x ~ 1 

e* 


V4- 


dx 

dx 

dx 


43. Calcule el 4rea de la region acotada por Jas gra- 
ficas de las ecuaciones y = 4/^16 - x 2 , x = 
-2, x = 2 y y = 0. 

44 . Sea f(x) = x 2 /(l + x 6 ). Calcule el 4rea de la 
region bajo la gr^fica de /entre x = 0 y x = 1. 
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43. El piso de un depdsito tienc la forma d? im rrtan- 
gu\o rectdnguio, El catcto opwoto a un apgulo 
0 mid? lOmytl adyaeente, 7m. Hay un error 
posifolc dc 2 on cn Ja medkidn de tog 10 m. Us? 
Ja diferenrial y una funcibn trigonometrica in- 
versa para estimitr d error cn el cdkido dc 0. 

4A, Aplique djfcrcnciales para estimar el cambio cn 
0JCseEl,r cuandp x varia de 0,25 a 0.2b. 

47. Un avion vuda a una aliura const ante de 5 km 
y a Lina vrloddad dc 500 km/h y sc aleja dc un 
obMtvador en tierra. Use las lunclon?* irigono- 
mdtricas mversas para ealcular la rapidez con la 
qne mil e! ingulo de clevaridn cilindo la aero- 
nave voela sobre un punto en lierrs que sc cn* 
cucnira a 2 kin del observador 

4«. Un faro buscador sc encuentra a 1 de kil6mc- 
tro del punto mis cercano P dc una carrel era rec¬ 
ta y apunta a un automi6vil que vuija sobre la 
carmera a 50km/h, Use funciones irigonGuk- 
tricas In versa* para cakular la rapjdcz de giro del 
haz de luz cuando el autom^vil sc ertcuemra a 
1 de kUbmclro dc P. 

49, Una eartelora dc 6 m dc alio sc encuentra arriba 
dc un edifice y su parte inferior sc encuentra 

“ 20 m arriba del nivel de loa ojos de un observa- 
dor. Use las fund ones trigone met rieM inverses 
para calcular la diSCftncia a Ea que Sc debe situar 
del edifido el observador para que sea m&ximo 
d arigulo entre las visnale* a la parte de arriba 
y 4 la de aba jo del carl cl tv£ase el Ej?mplo 65 
de la Secridfi 8.3). 

50. Dados Im puntos >4 <3^ 1) y 8{6 t 4} en un siste- 
rna dc coordenadait rcctingula/es, encucnlre ta 
absciss del punto P sobre el eje Jr para la qu* cl 
angulo APB tomx $u mayor va/or. 

5 J, Gblenga eemdones de las rectas i a n gen ce y nor¬ 
mal a la grdfica dc y - sen’ 1 f jr - ]) en el pun* 
lo { j t r/6). 

51* Halle los puntos dc la grlfica de y - tan c 2x 
en I Os que ta recta tangent? « paraleln a Ja recta 
I3j? - 2x 4- 5 - 0. 

53. Hall? Jos interval os en Eos que Ja grafter dc 
y - tan" J x tien? ta) concavidad tiacta arriba, 
(bj concavidad hsda abajo, 

54. 141 veloddad al [tempo f dc un punto que ve rtiuc- 
vc sob re una recta COOfdenada es (| + py m/s 
El punto esta en el tirig.cn cuando t = 0. Encuen- 


Ire su position ?n el instant? cn que 1a acckra 
d6n y la velocidad tienen el mismo vator at 
sol u to, 

55, La region acotatJa per la^j^r<riieas d? las ecus 
don« / = e*. y = I/Vx* +T* f x - I gin at 
fededor del eje x. CaJcuk el voEunten del sdlidc 
resuitante. 

Utilicc diferendales para ai leu Ear aprnximud.L 
merle la longitud de ixteo dc la griEca de y = 
tan 1 r de ^(0 t 0> a lan^O.I), 

57, Uti cohete jc lanza verticalmente desdc un pun 
to a 5 km de una estneibn rastreadora que «ti 
a la misma Allnud. Durant? los primeros 20 s de 
vuelo, cE ingulo de clcvaciOn aumenta con rapi- 
de* const ante d? 2° por segundo. Us? tunciona 
trigononiciricos invetsas para ca leu Jar la veloci- 
dad dd ptoyectil cuando el Angulo de elevacitin 
es dc 30 4 * (veasc ?l Ejetcfcio M dc Ea Secri>6n *. 

5*. Cuando la sangr? drcuU por las venas, hay unj 
p^rdida dc rncrgia debida a la frkeidn. La i fi 
de Poiseuilte dice que La pCrdida de cnergia E es 
tA dada por E = kf/r A para una vena de radr 
r y longiiud/ f donde k es una comiante Una vt 
m de radio r 1 y longitud / 3 ic aparta a un ^ngt; 
lo ff de otru vena de r*diO y longund /, „ com 
se ilustrft cn La fig ura, donde las fleebas mdica 
el seniido del flu jo saotulneo. La p^rdkla de en« 
gia cs entonces la sums de las perdidas indtvidU-a 
les de cnergia, ?s decir, 

E = (Jrf,/rf) + (kl 2 /r*l 

Expresc C, y t 2 en terminos de b y $ t y caJeul 
el iinguIn para d eual la energia perdsda ?i mi 
nima 

ejohjog 


r i 

M a i 



59. Demucstrc quefj ^/(l + x J )\ dx »ry bego 
aplique la Regia de Simplon ccn n * 30 para cs- 
timar t. 








8.7 


Funciones hiperbolicas 


445 


60. De un rectangulo de lados a y b se va a recortar EJERCICIO 60 
un trtengulo de base a y altura b , como se mues- 
tra en la figura. i,C6mo se debe cortar el rectan¬ 
gulo para obtener el mayor angulo 0 posible? 



FUNCIONES HIPERBOLICAS 


Las expresiones exponenciales 


e x - e 


e x + e 


aparecen en las aplicaciones avanzadas del cdlculo. Sus propiedades son en muchos sen- 
i id°s andlogas a las de sen* y cos*. Mas adelante se explica por que se llaman seno 
niperbohco y coseno hiperbo/ico de *. 


DEFINICION (8.30) 


La funcidn seno hiperbdlico, que se denota por senh, y 
la funcidn coseno hiperbdlico, que se denota por cosh, 
se definen como 

senh* = y coshx = *L± e' x 

para todo numero real *. 


La grafica de y cosh* se puede obtener por el metodo de suma de ordenadas. 
Para utilizar el metodo, se trazan primero las graficas de y = 1 e x y y = \e~ x en un 
sistema coordenado, como se muestra en la Figura 8.29 con las lineas en tono gris. Lue- 
go se suman las ordenadas de los puntos de estas graficas para obtener la grafica de 
y = cosh x. El contradominio de cosh es [1, <*»). 

La grafica de y = senh x se obtiene sumando las ordenadas de las graficas de y = 
i e x y y = i e~*, como se muestra en la Figura 8.30. 

La funcidn coseno hiperbolico se puede usar para describir la forma de un cable 
flexible o una cadena uniforme cuyos extremos estan fijos a la misma altura y penden 
por accidn s61o de su peso. Como se ilustra en la Figura 8.31, los cables de lineas de 
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telefono o de corrienLe dtorica estan suspcndidos de tonres o posies de esia mantra. 
La forma del cable se pareee a una parabola ptro es en realidad una mtenaria Ipalahra 
que se deriva del laim catena* cadenai. Si se introduce un sistema decoordenadas cornu 
en la Figura 8.31* puede dtmostr&rsc que la forma asumtda por et cable es La grafica 
de la ecuaddn y = ireosh ix/b), para do* numeros reales ay b. 

La funcidn coseno hipcrbdlico aparece Eambien en el anilisis de! movimiento en 
an medio que ofiece resisttnda. Si till objeto se deja cacr desdc cieria altura y se des- 
precia la resislencia del aire, entoiiee* la distanda y que recorre en / seg undos es y - 
iffr, dotide g rs Id acclcraddn de la graved ad. Sin embargo, no siempre puede des- 
predarse la resistencia det aire, A medida que la velocidad del objeto ftomema, la resis- 
icneia del aire puede afectar de manera importante el movimiento. Por ejempio, si la 
resistencia del airc directamente proportional al cuadrado de la vdoddad h entonces 
la distanda y que el objeto ha recorrido a los t segundos, esta dada por 

y - A In {cosh Br\ 

donde A y 8 son consumes (v£ase el Ejercicio 56). 

Hay muetias identidatirs semeiantes a las de Las fundoncs irigonomeEricasen el easi 
de las ftmciones seno htpcrbdlieo y coseno hiperbdlico. Por ejetttpio, si cosh 1 * : 
sentr x simboHran (cosh jr) 1 y £senh x)\ respeciivamcnie, se tiene la sigutetite idemidad 


TEOREMA (8.31) 


D*m«tradon Ek La Defiaiddn «S,3CH P 

0081,1 *" senh * x " ^~T~) ~( <L ^) 

e J_i + 2 4- e~** e lJC — 2 + n~ u 

- - - 4 

e u + 2 + e " u - e 1 * + 2 - *' a- 
4 


El Teorema (8.31)es anrilogo a la idemidad cos 2 * + sen 2 x = J, En losejerridod 
se traian otras identidades hiperfadlicas. Para verificar una idemidad, basta express! 
las fund ones hipefb6licas en lerminos de fuftekmes exponencialcs y mostrax que unc 
de los lados de b ecuaddn se puede convertir en d otro. Las idemidadcs hiperb6licsi 
son semejantes (pero no siempre iguales) a aJgunas idemidades trigonometrical; las di 
ferendas normalmcnte eslin en los gignos* 

Hay una interesanie rdacidn geometric* entre los puntos (cosr* senf) y (cosh t 
senh t) para un numero real /. En ias Figura 8J2 y 8J3 se muestran las gr^ficas d 
x 3 + y J - \ y x 1 - y l = L U grifica en la Figura S J2 es una circunferencia unii; 
ria con centro en d origen. La grdfica cn la Figura 8.33 es una hip^rbola (rectang 4 
Jar. fEn d Capdulo J2 se cstudiar Jas hipdbofas y sus propiedadcs,} Como cos^r 
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V 


FIGURA 8.35 

x 2 + y 2 = 1 



FIGURA 8.33 

x* - y 2 * 1 



sen / 1, el punto P(cos /, sen 0 esta en la circunferencia x 2 + y 2 = l p 0 r otro la 

T ? rema (83,) ’ ?° Sh \' - senh2 ' = '• y P™ 10 tamo, el punto 
P( cosh/- senh 0 estd en la hiperbola a 2 - y 2 = 1. Esta es la razdn por la que cos y 
sen se llaman funciones circulars, mientras que cosh y senh se denominan funciones 
niperoohcas. 

Las grificas de las Figuras 8.32 y 8.33 estan relacionadas tambien de otra manera. 
t' ° < i t/2, entonces 1 “ la medida en radianes del angulo BOP, indicado en la 
Figura8.32. Por el Teorema(8.17), el 4rea A del sector circular sombreado es A = 

' - !’ £. por lo 0 t “ to ’' = 2/4 ■ Analogamente, si P(cosh t, senh t) es el punto 

indicado en la Figura 8.33 y A es el area del sector hiperbdlico sombreado, entonces 
I = 2A (vease el Ejercicio 53). 

Las sorprendentes analogies entre el seno y el coseno trigonometricos y el seno y 
el coseno hiperbdlicos se pueden aprovechar para definir otras funciones hiperbolicas 
corresponthentes a las otras cuatro funciones trigonometricas. Las funciones tangente 
hiperbolica, cotangente hiperbolica, secanle hiperbolica y cosecante hiperbolica que 
se denotan por tanh, coth, sech y csch, respectivamente, se definen como sigue. 


DEFINICION (8.32) 


tanhA = iSi!** = ** ~ g 
cosh a e* + e~ x 

II- ■" • •• 1 

t cosh x p x + o~ x 

coth x = — — sn * = — + g ± o 



PfGURA 8.34 



La Figura 8.34 muestra la grafica d ey = tanh a. Las rec- 

tasy = I y y = -1 son asintotas horizontales. Se dejan co¬ 
mo ejercicios, verificar esto y trazar las graficas de las otras 
funciones hiperbolicas. 

Dividiendo ambos lados de (8.31) entre cosh 2 a y usan- 
do las definiciones de tanhA y sech a, se obtiene la primera 
de las fdrmulas del sigutente teorema. La segunda resulta de 
dividir ambos lados de (8.31) entre senh 2 a. 
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TEOREMA (8-33) 


Ndfense las semejanzas y difcrencias ctiirc <8.33) y las ideniidades trigoaometricas and* 
logas. 

Bn d siguienle teorema se eminrian las formulas de derivaeidn de las Funciones hi^ 
perbdlicas, En ehas se supone que II = p(x)» dondq g es derivable. 


I - tanh 2 x = seeh 2 jc coth : x - t - csch 1 * 



Demostracidn Como de cosiumbre, has la considerar el easo ur = jr. Coiiiq D t e* 
e r y - -e“*, 


cosh t 


D, senhx « I —-- 1 =-^- 

/V + e"*\ e* - e 1 , 

0 , cosh * - 0 a ^ - 1 = — 5 — ” s«nh *. 


Para dcrivar fanhx se aplica la Kegla del Cociente coma signer: 

„ „ senh x 

D x tanh .* - 1> T -- 
4 cosh x 

cosh x D.senh x - aenhx D x cosh x 
cosh 3 x 


cosh 2 .t - senlr x 
cosh 2 x 


I 


= sech 1 x. 


cosh ; x 

Se dejan al lector las demostradones de las formulas restlllte&. 


EJEMPLO 1 Eneontrar f ix) para f ix) = cosh(x J +■ IK 
Soluciofi Aptieando d Teorema (£.341 con u = x 1 + l t 

/ j i*) = «ihw 1 + i) 0,u'+n 

= 2 xsenh(x 3 + 1 ). 
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TEOREMA (8.35) 



f senh udu = cosh u + C 
f cosh u du = senh u + C 
J sech 2 u du = tanhw + C 
Jcsch 2 udu = -cothu + C 
/ sech u tanh u du = -sechu + C 
J csch u coth u du = -csch u + C. 



EJEMPLO 2 Evaluar J x 2 senh x l dx. 

Solucion Si tomamos u = x\ entonces du = 3x 2 dx, y 
J x 2 senh x 3 dx = $ J (senhx 3 ) 3x 2 dx 

= j Jsenh u du = ^ cosh u + C 


i 


— ^ cosh x 3 + C 


EJERCICIOS 8.7 

Ejercicios 1-14: Verifique la identidad. 

1. coshx + senhx = e x 
2- cosh x - senh x = e~ x 

3. senh (-x) = -senh x 

4. cosh (— x) = coshx 

5. senh (x + y) = senhx cosh.y + coshx senh^ 
4. cosh (x + y) = coshx cosh y + senhx senh y 

senh 2x — 2 senh x cosh x 

*• cosh 2x * cosh 2 x -f- senh 2 x 

o v tanhx + tanh.y 

tanh (x + y) = -*——-—- jl — 

I + tanh x tanh y 

10. tanh 2x = 

1 + tanh 2 x 


11 . cosh 




cosh x 


2 

senh x 


12. tanh — = - 

2 1 -f cosh x 

13. senhx + senh^y = 

2 senh \ (x + y) cosh \ (x - y) 

14. (coshx + senhx)" = cosh nx + senh nx para 
todo entero positivo n. (Sugerencia: Utilice el 
Ejercicio 1.) 


Ejercicios 15-30: Encuentre fix) para la expresion 
f(x) dada. 

15. senh 5x 
17. y/x tanh Jx 


16. cosh v ; 4x 2 -|- 3 
10 * x csch e Ax 
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It, 

seeb x 1 

coth x 

* J + I 

cot Jc 

IK 

cosh r J 

12. senh (je 1 4 1) 

23. 

cosh 1 x 

24, senh 1 3x 

25. 

In senh lx 

2*, arctan lanh x 

27, 

g** x 

21. v'scch 5.i 

2t. 

1 

M 1 + cosh x 

[anh x + t 

l — cosh x 

3i. 

HdlJe y' suponiendo que scnh.vy = yr a . 

32* 

ErtCuemre supOniendo que jf ; tanh y » Iny, 

Ejerddos 33-44: E value la Integra]. 

35. 

r senh Jx 

1 r~^ 

u. {”**** 

J X 

35. 

[coth jc dx 

** f lJI , dx 
d cosh 1 3x 

37. 

| senh x cosh x dx 


31. 

^sech 5 x Liith x dx 


39, 

| Unh 3* scch 3i dx 


4 *. 

15cnh x*Jca$h x dx 


41, 

| tanh 1 3x scch 1 3 j dx 

42. | tanh x ds 

43. 

f ^ 4*. 

J 1 - 2 tanh x 


44, 



45. 

Calculc d irca de la region acotada por las gra 
ficas de y = senh 3x t y = 0 y jc = L. 

4i, 

CaJcuEc la longkud dc arco de ta grifka de 
y «= cosh x entre x - 0 y x I 

47, 

Encuentre Los pantos dc Is grafttA dc y m senb x 
cn Los que Ea tecta tangentc licne pendieme 2, 

4f. 

I,a negidn actrtada por las gtafiCA3 de; - cosh x< 
x “ “li jt « 1 y ; = 0 gira alrededor del eje 
X. Calcule el voluznen del sdlido rcsuliaflte. 


49 . Verifique que La grifica dc> = tanh x cofFespon- 
de al croquis en 1 a Rgura B.K y dcmucstre que 
Lit reclas y = I y y « -l son asimotas hori- 
zomaks. 


Ijerridn* 50-51: Trace la grafica dc la rcuacidn. 

50, f — coth x 51 , y = &cch Jt 

51, y * csch x 

53, Demuescre que si A es la region sombreada en 
la Figura 8,33, entoncea f ■ 14. 

54, Trace 3n giaflcj de r a - y J = 1 y demuestre qua 
euando i varfa el punto P{eosh t , wtib f ) descri¬ 
be la parte de 3a grafies que sc cfKucnira en I os 
cu&dranies 1 y IV. 

55, El Gateway Arch en San Luis, Missouri, Esta- 
dos Unidoa, poscc la forma dc una catcnaria in- 
vertida. Ticne 630 pie dc altura en el centre s 
630 pie dc anchura cn 3a base, El perfli de] ai 
co corresponde a ta tdrnmla 

y - -127,7 cosh (*/ 121. 7* + 757.7 
para -315 s jf s 315. 

(a> CaJcuJe el area total bajo e[ arco. 

(b) Cilcuta la longiliid total deJ erco, 

EJEAOOO 5S 



Sfr. Si sc deja eacr una bo La dc acero en cl agua, la 
Jistancia s(/fr que reeorre a Jos I segundos, estd 
dada por s( t ) -- 4 In (cosh Br) t donde A y ti son 
consumes positives. 

<aTi E value Jo [uncion dc vdocidad v y veriflqfUi 
que v{Q) = 0. ^Cuinto sale 3im h _„ vf f) ? 
(b) Demuestre que m A = m/t y B 2 = gk/m 
entonces v sails face La ecuacidn diferertd" 

m ~~ + *w* - mo 
tft 

dondc m cs la masa ( a la aceleraddn de La 
gravedad y k > 0. 

57, Si una ola con longitud de onda L. w desplail 
por una masa dc agua que ticnc una profundi 

dad D (v4a.se la figura), su vdocidad de prop?* 















8.8 Funciones hiperbolicas inversas 


*5T 


gacion v, o celeridad , esta relacionada con L y 
B por la fbrmula 
l 


donde g es la aceleracibn de la gravedad. 

(a) Determine lim^oo V 2 para demostrar que 
v = yf^L/bt en agua profunda. 

(b) Si / es una funcibn continua y x es un nu- 
mero pequeno, entonces por el Teorema del 
Valor Medio (5.22), f(x) - /(0) ® f\0)x. 
Use este hecho para demostrar que v * >JgD 
si D/L es pequeno. Observe que esto de- 


muestra que en agua poco profunda, la ve- 
locidad de la ola es independiente de su 
longitud de onda. 

58. Una pelicula de jabbn se forma entre dos aniilos 
paralelos concbntricos, como se muestra en la fi- 
gura. Si los aniilos no estbn muy separados, pue- 
de demostrarse que la funcibn / cuya grafica 
genera esta superficie de revolucibn, satisface la 
ecuacion diferencial yy" = 1 + (/) 2 . Pruebe 
que si A y B son constantes positivas, y = 
A cosh Bx con A > 0 es una solucibn si y solo 
si AB = 1. Observe que esto demuestra que la 
grafica es una catenaria. 


EJERCICIO 57 



EJERCICIO 58 



8.8 


FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS 


La funcion seno hiperbolico es continua y creciente para todo x y, por lo tanto, segun 
el Teorema (7.27), tiene una funcion inversa que tambien es continua y creciente. Esta 
funcibn se denomina seno hiperbblico inverso y se denota por senh* 1 . Como senhA* 
esta definida en terminos de e x , es de esperar que senh -1 pueda expresarse en terminos 
de la inversa de la funcibn exponencial natural, es decir, de logaritmo natural (In). La 
primera de las fbrmulas en el teorema siguiente muestra que asi es.* 


I 


TEOREMA (8.36) 


.enh-'* = mu + V^TT) 
cosh 'jt = In(jf + y/x 1 - 1), x 







tanh 'x = 4-In-. 

2 1 - x 


1*1 < 1 


* (N. del R.) Las funciones hiperbblicas inversas se denotan impropiamente a veces como arcsenh, arccosh, 
etcetera. En ocasiones se prefiere la simbolizacibn argsenh, etc., que significa “argumento cuyo seno hiper¬ 
bolico es”, etcetera. La nomenclatura siguiente es mas apropiada: senh " 1 = seno hiperbblico inverso o an- 
liseno hiperbblico, y asi sucesivamente. 
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DcmostrtciOfl Para demosirrar U formula de senh 1 x, observamos primero quc 
y s scnh _l x si y sdlo si x = serthy. 


La ecuacion x = senh_y puede utiliiarsc para encontmr um forma expifaita paia 
scnh“ l x, Dc mode quc si 

x - senhy = 


entonees e y — 2x — e“* “ Oh 

Multiplicand*) am bos lados por e y r sc obticnc 

- lx& T - 1 *= 0 


Aplknndo La formula para resolver ecu adores de segundo grade r 


, lx ± Jix 1 + 4 ., , , rs —r 

e* = - --- o bieit # T = x ± s/x 1 + 1 + 

Como f* no cs nunca negative, hay que descanar el signo menos* Hadendo esto y to 
martdo el Logaritmo natural a am bos lados dc la ecu add n, 


es dedr, 


y -= ln(x + Jx*+ I). 
senh 1 x = In (x + ■%/& 2 + L |. 


Las formulas para las func tones inversas dc las funciones biperboEkas restantes se 
obtienen de manera paredda, Como en el caso de las funciones trigonometrical aJgu- 
nas de ellas existen solo si se restringe el dominio. Por ejemplo, si d dominio dc cosh x 
sc restringe aj con junto dc los numcros reales no negatives, ententes la funcidn rend* 
tante cs contmua y credent* y sti funddn ipvem cosh' 1 se define por medio de 


y = cosh -1 j si y sdto si coshy = x, y a 0. 

Usando d mis mo proceso quc para seith -1 x se Itega a la formula logaritmica de 
cosh -1 x. 

Anilogamentc* puede escribirse 

y = unh“'x si y s6lo si tanh y - x para |x| < L 

Usando la Dcfmicidn (8»32)» tanhy = x se puede expresar 


e*-r* 

e* + e v 




De&pcjando y result a la forma logantmtca de tanh 1 x. 

Finalmentep si el dominio dc tech sc mmngc a los ruimeros no negatives, se ^ 
ne una functor! biunivoea y se define que 


y = sech Vx si y s6So si techy - x t y & 0. 

Lsc rib tend 0 la ultima igualdad con exponendales se llega a la cuarta fbrmula del enun- 
ciado dd teorema, ■ ■ ' * 
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En el teorema siguiente se supone que u = g(x), donde g es derivable, y que x esta 
, restringido de manera apropiada. 



Demostracion Usando el Teorema (8.36), 


D x senh 1 x = D x In (x + yfx* + 1) 
1 


■ + 


2 + 1 V n/x 2 + 1/ 


yJX 2 + 1 + X 


(X + sj f x 2 + l)v'x J T\ 

1 


Esta fdrmula se puede generalizar a D v senh M u aplicando la Regia de la Cadena 
en la forma acostumbrada. Las demostraciones de las formulas restantes se dejan co- 
mo ejercicio al lector. • • 

EJEMPLO 1 Encontrar y' para y = senh' 1 (tanx). 

Solucion Usando el Teorema (8.37) con u = tanx, 

1 1 

y = 


^/tan 2 x -1- 1 
1 


D r tan x = 


y/sec^x 


sec x I 2 = I sec x I 


sec x 


El siguiente teorema se puede demostrar derivando el lado derecho de cada formu¬ 
la. Como antes, u = g(x), donde g es derivable. 


J 


\ f a T + u 


du 


senh" 1 -j + C, a > 0 


TEOREMA (8.38) 
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Si se usa cl Teorema (8.36), las formulas de integration del teorcma anterior put 
den wpresarse en t^rminos de la funcidn logatitmo natural. Por cjemplo, 


J 


+ u* 


: du — senb 1 - + C 



+ C. 


En ei Hjercicio 29 se pidc dcrmo&trar que si > 0, esto sc piicde escribir (ambien coma 


1 -— du = In (u + v'a 1 + h j ) + D 

J V’a + w J 

dande Dcs una eonsiante arbilraria. En la Seccibn 9.3 se presenta olra mftodo pan 
evaiuar las integrals de! Tcorema (08), 


EJIMPLO 


t Evalnar | —= = 

j JlS + fe 5 


d-T. 


Solution Podemoi expresar la integral corao en la primer* fdnrmta de! Teorem 
(8.38) tomando w = Jx y du = 3 dx, Asi, 

1 I r t 


s 


V25 + 9? 


dx = 3 I 




= 3 dx 


= ■ senh l y+f 


EJEMPLO 3 EvaJuat J |h ' dx. 


Solution Toniando u = e\ du « e^dbr y apUcimdo el Teorema (1.38), 

J IjVW* - J'jT^W*' 4 ' * If -P *• 

= - tanh ’ 1 - + <T 

4 4 

I - 

- - umh — + C 

4 4 


para e x < 4. 






























EJERCICIOS 8.8 


' (8 e 36) ZCa ^ f6rmU ‘ a Para COsh '' x en el Teorema 
la f6rmula P ara tanh -1 x en el Teorema 


Ejercicios 3-6: Verifique la formula. 


3. D x cosh 1 u = - 


D x M, u > 1 


4. D.tanh -|„ (<1 

c j* I ^ 

' J V^^‘ / " = COsh ’ , a + C * “>a>0 

f^ 2 d u=;>™h-‘%C, a > 0, \u \ < a 

Ejercicios 7-10: Trace la gfofica de la ecuacfon. 

y =senh ~ 1 x *■ y = cosh>x 

9- y= tanh" 1 * 1 «. y = sech-‘x 

/(* 7 i ?a < da. ,1 ' 20: EnSPemre/ ' (Jr) para la expresidn 


11. senh 1 5x 
13. cosh" 1 yjx 
15. tanh -1 (x 2 — I) 
17. xsenh ‘(I/*) 
19. In cosh 


12 . senh "* e x 
14. v/cosh ~ 1 jc 
16. tanh " 1 sen 3 jc 
18. l/(senh _ 1 x 2 ) 
20. cosh " 1 In 4x 


Ejercicios 21-28: Evalue la integral. 


21 . 

f '-dx 

\/81 -f- 16 jc 2 

“• f 

23. 

f 49 - 4x 2 dx 

U - I 

25. 

r e x 

-7- dx 

1 Je 2x - 16 

26. f 


V1 6x 2 - 9 
sen x 


dx 


v'T 


+ COS 2 JC 


dx 


29. Demuestre que si a > 0 , entonces 

f JFTu* du = ln ( “ + + c. 

30. Demuestre que si u > a > 0 , entonces 

J 7= ~a ~j du = ln (u + Vu 1 - a 2 ) + C. 
y/u — cr 

31. Una particula se mueve sobre la recta x = 1 en 
un piano coordenado y con una velocidad pro- 
porcional a su distancia al origen. Exprese la or- 
denada de la particula como una funcidn del 
tiempo / (en segundos) suponiendo que la posi- 
cfon inicial de la particula es (I, 0 ) y que la velo- 
cidad inicial es 3 m/s. 

32. En la figura se muestra un diagrama del proble- 
ma del perro que sigue a su amo. El perro. que 
micialmente se encontraba en el punto (1 0 ) ve 
a su amo en el punto ( 0 , 0 ), el cual camina a lo 
argo del ejey con velocidad constante. El perro 
corre duectamente hacia 61 en todo memento con 
el doble de la velocidad con que se desplaza el 
amo. La ecuacidn diferencial que satisface la 
ecuacidny = /(x) que describe la trayectoria del 

perro es 

2xy" = vT+W- 

Resuelva esta ecuacion definiendo z = dy/dx. 
Esto Neva a la ecuacion 2xz' = y/\ + z i que al 
resolverse da* = Rnalmente, 

determine y = | [V5 - (1/Vi)]. 


EJERCIQO 32 


5 - 3x 2 ‘ 




llefina o discuta lo siguiente. 

1. Limites de las funciones trigonom&ricas. 


2 . Fdrmulas de derivacidn para las funciones trigo- 
nom^tricas. 
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J. MovimicniQ armAnicc simple 

4. Formulas de inicgracidn para las expresionci iri- 
ganom^tricM. 

5. Funoones trigonomtFtttcas inversas. 


6- Dcrivadas e in [eg rates rdBcionados con las f un¬ 
dents trigonomdricas inversas. 

7. FtlflClOflcs hipcrbdlicas. 

H. Fiintidncs hipcrbdlitas inverts. 


EJERCICIOS 8.9 


FjtrddO!' 1-6: Cakult cl limiie si es qoe cxistc. 


lim- 

«-* d sen jk 


3. Utn 

5, Km 


sen 1 x +«n 2x 
3x 

2 cos x + 3x - 2 
— 5* " 

3x + 1 - cos 3 x 


. r x* +*eir x 

'■a—ip- 

t + senx 


6, Elm 

sea * 


Fjmidis* 7-50 1 F-noirntfc f'{x} para la exprestdn fix) 
dad*, 


7. 

cos /lx* + x 

4. 

x 3 col 2x 

9. 

|«c x + tan x| s 

16- 

■ijx 1 + CSC 6* 

LI 

X : artset x 1 

12. 

Inn 1 (In 3.v,i 

O. 

(3* + 7) 4 
sen" 1 5* 

14. 

sen 8 x 

4* J -* 

IS. 

{casxP 41 

16. 


17, 

V'2* 1 +■ scch 4x 

LB, 

x sec " 1 4x 

19 r 

In (csc J 2x> 

20 

Log (see 2x) 

11. 

I 

22. 

1 1 

2x + sec* x 

cot + —— 
x cot X 

25, 

t mt + {cmxr 

24. 

In sen h x 

X 

25, 

cosh e~ 5h 

26. 

(cos ( 

17. 

tanh ■ Clanh jfx | 

IS. 

see (sec x] 

19. 

2**$t*» 3* 

30. 

i \ + arcsec 2 k 

Jft* 

*en’f" 

32, 

In sen fje/3) 

33. 

e~‘ l t»l l 1 

34. 

sec 5x tan 5x 

55, 

In tan 1 x 1 

56. 

1 -* a 

arecos x 

37. 

sen 1 V! — x 3 

3ft. 

v sen' 1 |L — x 1 ) 


39. lan1senlt| 

41. Han x 4- tan " 1 x} 4 
43. tan' r (Ian 1 x) 
45. f *stnh t "* 
senhx 

cosh x - serth x 
49 i«ih"* x 1 


40, tan 1 sjton 2x 
42, r 4x see ' 1 e 4 ' 

44 

40. In tanh (5* + 1| 

■U*. 1 lanh - 
x x 


5 ®. cosh J tan x 

tjerrkcio* 51-ftt: LaliIuc la integral. 

51 . f cos |5 - 3xJ dx fl. Jese ^ cot ■* eh 

race 3 -Jx . f 

53. [ —f— dx 54. J 


x x 
2 COt 2 
sec (t/x) 


dx 


Vs 


55. j I cot 9x + esc 9x | dx 
54. | x esc 2 (3x 3 + 4) dx 

J col 2x esc 2x dx 

59. Jlesc 3* + t} 2 dx 

i* sen 4x 

61. - —dx 

J lan 4x 

«. Js 3 bo»(2*Va 

W- [J * sen 3 * cm 1 2x dx 
« r cos x^/3 ■+ 5 sen x dx 
M. ['* i>, f,\W JCji* 


57. Je" lanc'd,t 
sen x 4 li 


dx 


J s 


61. J* x cos x 3 " dx 


_ r cm 3x . 

"■ /iTO'' 

» Sr^? 1 ’ 




cos 2x 


I - 2 sen 2x 

! 


71. J 


- I 


dx 


’•■J’iTi?* 
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73. f ~^~dx 
J sech x 2 


sech x 2 
f 1/2 I 


74 - $ 


v * 4 -1 


dx 


7S ' $-112 ~f \ - T dx 76. f" 2 . C0SJC 

v 1 ” 1 -f sen 2 x 

77. Jsec 2 x(\ tan x ) 2 dx 
78 * J*(l -h cos 2 x) senx dx 
79 f x 

* J 2 + 


dx 


cot x 


dx 




89. 


90. 


Halle los puntos de la grafica do v = sen -i 3 * 

en los que la recta tangente es paralela a la recta 
que pasa por A (2. -3) y fl< 4 , 7 ). 

Hncuentre una ecuacidn para la recta tangente a 
la grafica de y = »tan ( y/x) + x 2 - 1 6 en el 
punto (4, x). 


°f e . rmin 0 e los m " b<imos y minimos locales de 
J\x) 8 secx -f esex en el intervaJo (0, t/ 2) 
y describa ddnde es creciente y decreciente f(x) 
en ese intervalo. 


92. Encuentre los puntos de inflexion y analice la con- 
cavidad de la grtlfica dey = jrsen-'x 


93. La regidn entre la grtifica dey = , anJ ry el eje 
x, entre x - 0 y jr = tt/4, gira alrededor del 
eje x. Calcule el volumen del sdlido resultante 
(Sugerencia: tan 2 .r = sec 2 x - \ ) 


94. Calcule el Area de la regidn acotada por las gr<S- 
ficas de y = x/(l + x f ), x = I y y = o. 

95. Las oscilaciones amortiguadas son oscilaciones 
en las que la amplitud disminuye debido a las 
fuerzas de friccidn (viase la Seccidn 19.5). En 
la figura se muestra una grtifica generada por 
computadora de la oscilacion amortiguada que 
se da por la ecuacion y - e~ x/2 sen 2 x. 

(a) Encuentre las abscisas de los miximos y mi- 
niraos relativos para 0 s jr s 2 t. 


(b) Calcule aproximadamente las abscisas en la 
parte (a) con una precisibn de dos decimales. 

EJERCICIO 95 



96 Use el Teorema del Valor Medio para demostrar 
que SI u y v son dos numeros reales cualesquie- 
ra, entonces |sen u - sen v| s |u - v|. 

97 Una persona de pie en un suelo a nivel observa 
el ascenso vertical de un globo que se solid des- 
de un punto en tierra a 0.5 km del observador. 
El globo se eleva con velocidad constante de 
2 m/s. Calcule la rapidez con la que el angulo 
de elevacion respecto al observador aumenta en 
e momento en que el globo se encuentra 100 m 
arriba del nivel de los ojos del observador. 

9*. Una pintura con forma cuadrada de 60 cm de lar¬ 
go. cuelga en una pared de manera que la base 
se encuentra a 1 .8 m del suelo. Una persona cu- 
yos ojos estan a una altura de 1.5 m del piso, se 
acerca al cuadro a razdn de 60 cm/s. Sea 6 el kn- 
gulo entre las lineas visuales a la parte de abajo 
y a la parte de arriba del cuadro. Calcule (a) la 
rapidez con la que 9 cambia cuando la persona 
esta a 2.4 m de la pared y (b) la distancia a la pa- 
red para la que 6 es mayor. 

w El proceso ritmico de respiracibn consta de in- 
tervalos alternantes de inhalacibn y exhalacibn. 
Un ciclo completo toma normalmente unos cin- 
co segundos. Si V denota el volumen de aire en 
los pulmones al tiempo t , entonces dV/dt es el 
flujo del aire en la respiracibn. 

(a) Suponga que la maxima rapidez de flujo es 
0.6 L /s (litros por segundo) y encuentre una 
formula dV/dt = a sen bt que se ajuste a la 
informacibn dada. 

(b) Use la fbrmula de la parte (a) para calcular 
la cantidad de aire inhalada en un ciclo. 
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I». M uchas pubtadones anoalrt I icncn eictas dc fluc- 
luacidn cop un periodo dc diez aftps, Suponga 
que La ta^a dc crccimientD dc una poblacidn de 
doles conejo&esia dada por b formula tfN/dt = 
EOOO cos ( j Ti \ canejt>h pox aflo, donde ^Vdenoia 


tl lamaflo de La poblacitfn a] ticmpo r (en aflos) 
y f = 0 corrcspottdc al Lnicio del dele. 5c esti- 
ma que la pob!ad6ij a las 5 aftos cs dc 300ft go¬ 
re jas, Encucntre una formula para N ai ticmpo 
U CaJtule la pobladdtl maxima 




CAPITULO 



METODOS DE INTEGRA Cl ON 


& este capituto se presenter, metodos pm evaluar integrates 
de muy diversos tipos. Se comma con una lista de las 

integrates obtenidas previamente y due se usaran con frecuencia 
a lo largo del capituto. 


* 
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CAHTULO 9 ■ METODOS DE INItGRAGQN 


9.1 


FORMULAS DE IHTEGRACION 

!— u -’ 1 +c. 

J n + I 

j>ito = *■+ C 

( sen u du - —cos u + C 

[ tan u cJu = In |«cu| + C 

|*see u du — In | sec u + tan u\ + C 

/MClllUKAl-MiUr^C 

j see 5 14 Jw = tan £4 -h C 

J 1 „ _ t u ^ 

n /^ 2 - w J a 

f I . 1 , u 

-j-i iiu = tan" 1 - + € 

J fl' + IT tf J 

J / / i ” 

" U v'tf 1 - f 1 


■' U + C 


J] 

- 4^a = In [ u I + C 
u 

/ rf ‘* , "5T 


+ C 


j cos ii du = sen u + C 
J col u f/u — In | sen u j + C 
fesc v du — In | esc u — col u | + C 
J esc u coi u du = - esc u + C 
("esc 2 u du - -cot u + C 

i 1 


du -senh 1 - + C 
a 


Ja 1 + u 

i . i 
a* - tr a 

I 


I ^ H du = tanh" 1 - + C 
J fl — ir a a 


- du — — - scch ” 1 —+ C 
i 1 a a 


INTEGRACION POR PARTES 

El sign lent e resullado &§ litil para simplificar dertas integrates t 


FORMULA DE (9.1) 
INTEGRACION 
POR PARTES 


Dtvnostroddn Por la Regia del Producto, 

b* [Jim*)] - fW (*) + Vix)fW 

o* equivakrttcmemc* 

fix)g(x\ = D a [/(xte^c)] - g(x)nx). 

[meg rand a am bos lad os de ]a ecuadbn anterior, 

jVWW dx = [f{x)g(xtl d\ - J ^)/(x) dx. 


Hi a = fix), v - y si /' y if son continual, 

emonees 

| a dv == m - | v du. 
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Integracion por partes 
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Por el Teorema (5.29) (ii), la primera integral del lado derecho es igual a f(x) g(x) + C. 
Como de la segunda integral se obtendra otra constante de integracidn, se puede omitir 
C en esta formula, es decir, 

jf(x)g'(x) dx = f(x)g(x) - jg(x)f'(x) dx. 

Puesto que du = f'(x)dx y dv = g'(x)dx, esta formula puede escribirse como en 
(9.1). • . 


Cuando se aplica la fdrmula (9.1) a una integral, se empieza por hacer que una par- 
te dei integrando corresponda a dv. La expresidn que se usa para dv debe incluir a la 
diferencial dx. Despues de elegir dv, se toma u como el resto del integrando y se en- 
cuentra du Como este procedimiento requiere partir en dos el integrando, la aplicacion 
de (9.11 se llama integracibn por partes. Es muy importante elegir dv de manera apro- 
piada. Normalmente se escoge la porcidn mas complicada del integrando que se puede 
integrar directamente. Los siguientes ejemplos ilustran este metodo de integracion. 

EJEMPLO t EVafuar fxe~ r dx. 

Solution Hay cuatro elecciones posibles para dv, a saber, dx, xdx, e 2x dx o 
xe ' dx. Si tomamos dv = e lx dx, entonces lo que queda del integrando debe ser u, es 
decir, u = x. Para encontrar v integramos dv, obteniendo v = if 1 '. Notese que en 
este paso de la solucidn no se agrega una constante de integracion. (En el Ejercicio 51 
se pide demostrar que si se agtegara una constante a v se obtendria el rnfrmo resultado.) 

Como u = x,du = dx. Para referirnos a ellas facilmente se muestran t'stas expresio- 
nes como sigue: 

dv = e 2x dx u = x 
v = \ e 2x du = dx. 

Sustituyendo lo anterior en la Fdrmula (9.1), es decir, integrando por partes, obtenemos 

J xe lx dx = x(je 2 *) - J $e 2x dx. 

La integral del lado derecho se puede evaluar usando el Teorema (7.22). Esto da 

jxe 2x dx = \xe 2x - £ e 2x + C • 

Se requiere mucha practica para adquirir la habilidad de escoger apropiadamente 
dv. Por ejemplo, si se hubiese escogido dv = xdx en el Ejemplo 1, habria sido necesario 
tomar u = e , lo cual daria 


dv = x dx u = e 2x 
v = du = 2e 2x dx. 

Integrando por partes resulta 

J xe 2x dx = jx 2 e 2x — Jx 2 e 2x dx. 

Como el exponente de x aumento, la integral del lado derecho es mis complicada que 
la original. Esto indica que la eleccion de dv no es apropiada. 
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EJEMPLO 9 Evaluar jVaoc *xdx. 

Solucion Como sec 2 * puede integral directamente, lonsamos dv = sec 2 xdx, El 
resto de! integrando es x y t por \p canto, dcbemos tomar w = x. Entonces* 

dv — see 2 x dx u =■ x 

i? = tan x du = dx, 

e iniegrandc por paries queda 

jx sec 1 * dx = x un x - j (an .t dx 

= x (an x — In | sec x | + C, * 

Si en el Ejentplo 2 sc hubiese escogido dv = xdx y u = sec 2 ,*r, emonces la f6i 
mub de iiuegmcion por partes (9.1) hahtia llevado a una integral mis complicada. (Cott 
pruibeto.) 

En d siguiente cjemplo §e Integra por partes para eneomrar una anuderivada d t 
la Tund6n logaritmo natural. 

EJEMPLO 3 Evaluar fin .*«**, 

Solucion Sean ^[i — jjx u = In x 

v = x tin = — dx. 

x 

Imcgrando por partes: 

|*In x dx = {In x)x — J M 

= x In x — J dx 
= x In x — x + C. * 

A veces* para resolver tin problems hay qua integrar por partes mis de ima vez. 
Esto se i lustra en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 4 Determin&r j x 1 ? 2 * dx* 

Sol UCion Tons a ndo 

dv = e u dx u =• x 2 

v = |e lj du ’ 2x dx 

e integrando por partes; 

J*xV M dx = x 2 (le lM ) - J(Jir 1 ^ dx 
= |xV* - J xe l ‘ dx. 
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Para evaluar la integral del lado derecho de la ecuacion anterior, debemos integrar por 
partes de nuevo. Procediendo como en el Ejemplo 1, 

J x 2 e lx dx = \x 2 e 2x - \xe Zx + i* 2 * +'c. . 

El siguiente ejemplo enseila un artificio muy util para evaluar algunas integrales 
mtegrando por partes dos veces. 

EJEMPLO 5 Evaluar J e x cos x dx. 

Solucion Tomando 


dv = cos x dx u — e x 
v = senx du = e x dx 


e integrando por partes: 


(a) 


JV cos X dx = e x sen x - J (sen x)e x dx 
= e x sen x — |" e' sen x dx. 

Ahora integramos por partes la integral del lado derecho de la ecuacidn (a). Tomando 

dv = sen x dx u = e x 
t>=-cosx du = e x dx 

e integrando por partes, * \ 

f e * sen x dx = e x ( - cos x) — J( - cos x)e* dx 
= -e x cos x + JV cos x dx. 

Sustituyendo ahora la ecuacion (b) en el lado derecho de la ecuacidn (a), obtenemos 

J e x cos -X dx — e x sen x [ c x cos x + J* e x cos x dx] 

o bien J e x cos x dx = e x sen x + e x cos x - J e x cos x dx. 

Sumando (Vcosxrfx a ambos lados, 

2 je x cos x dx = e x (sen x + cos x). 

Finaimente, dividiendo ambos lados entre 2 y agregando la constante de integracidn, 

J e x cos x dx = ^ (senx + cos x) + C. • 


A1 evaluar integrales como la del Ejemplo 5 hay que elegir con cuidado las sustitu- 
ciones. Si al evaluar la integral del lado derecho de la ecuacion (a) se hubiese usado 

dv = e x dx u = sen x 

v = e x du = cos x dx 
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a] intcgrar por partes se habrfa obtenido 

Je x sen x dx * (senx) e 1 — J e* cos x dx 

— e* sen x — J e* cos x dx. 

Sustituyendo en (a), 


f cos x dx = e ' sen x - [f 1 sen x - f e K cos x dxj 

lo que se reduce a 

jf e* cos x dx = J* e* cos x dx « 

Aunque esta iguaJdad es det la, no es una solution del problems. Por tier to. la integral 
del Ejemplo 5 puede evaluate usando dv = e* dr en las dos integrations por partes. 


EJEMPLO 6 EvaJuar j sec J x dx. 

So IUC ion Tomando 


dr * sec* jc dx 

r = tan x 


u — sec x 

du — sec x tarfx dx 


e integrando por panes' 

j sec 3 x dx ™ sec x tan x — f™sec x tan* x dx. 

En vez de imegrar otra vez por partes, sc cambia la forma de la integral del lado derr 
chc aprovechando la identidad 1 + tan 2 x - sec 2 #* Esto da 

fsec J x dx ~ see* tan x [ sccx(sec J x — t)dx 

q bien j sec- x dx — see x tan x — | sec 3 x dx -I- j sec x dx, 

Sumando f sec J v dx a am bos lados de e$la Ultima ecuaciCn obtenemos 

2 | sec 3 x dx = sec x lan x + jsec x dx. 

Si nhora se evalua j sec x dx y sc dividen eitira 2 ambos miembros de la ecuactffi resuL 
tante (y lutgo sc agrega ta constant? de mtegracibn) result* 

f sec 3 x dx = j sec x tan x + | In | sec x + tan x | + C * 


La imegracidn por partes puede set vir a veees para obtener formulas de red acrid? 
de aigLinas integrates, Dichas formulas pueden usarse para escribir una integral con ai- 
guns potencia de uija cierta expresi6ti T en term i nos de integrates con poiencias menores 
de la misma expiesi5m 


EJEMPLO ? Fnconlrar una formula de reduccidn para sen fl xdx. 



9.1 Integracion por partes 
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Soludon Tomando 

dv = sen x dx u = sen" -1 x 
v = -cos x du = (n - l)sen"" 2 x cos x dx 

e integrando por partes: 

Jsen" x dx = -cos xsen" -1 x + (n - 1) Jsen" -2 x cos 2 x dx. 

Como cos 2 x = 1 - sen 2 x, podemos escribir 

Jsen" x dx = -cos xsen" -1 x + (n - 1) Jsen" -2 x dx - (n - 1) Jsen" x dx. 

Por lo tanto, 

jsen" x dx + (n - 1) Jsen" x dx = -cos xsen" -1 x + (n - 1) Jsen" -2 x dx. 

El primer miembro de la ecuacion anterior se reduce a n J sen n x dx. Dividiendo am- 
bos lados entre n , 

fsen" x dx = cos xsen"" 1 x + --- fsen" -2 x dx • 

J n n J 

EJEMPLO 8 Aplicar la fdrmula de reduccidn del Ejemplo 7 para evaluar j' sen 4 x^x. 
Solucion Usando la formula con n = 4 obtenemos 

Jsen 4 x dx = ^ cos x sen 3 x -f | J sen2 x dx. 

Aplicando la fdrmula con n = 2 a la integral del lado derecho, 

Jsen 2 x dx = — { cos x sen x + \ J dx 
= —J cos x senx + £x + C. 

Por tanto, 

Jsen 4 x dx = cos xsen 3 x - | cos x senx + |x + D 
donde D = j C. • 

Es evidente que si se aplica suficientes veces la fdrmula del Ejemplo 7, puede llegar- 
se a evaluar j sen w xdx para cualquier entero positivo n, pues estas reducciones termi- 
nan en J sen xdx o en J dx ; estas dos integrales se pueden evaluar directamente. 


EJERCICIOS 9.1 


Ejercicios 1-38: Evalue la integral. 

I. jxe~*dx 2. J 

\ x sen x dx 

|* x cos 5x dx 

6 ■ J 

3 - J 

fx 2 e 3 * dx 4. J 

(*x 2 sen 4x dx 7 . J 

\x sec x tan x dx 

»• i 
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CWfTULO 9 

• MtTODOS m ihteghacion 

9. 

J X 1 COS X dv 

ID. 

J xV 1 dx 

11 . 

J lan~ 1 xdx 

12 

Jscn ” 1 x dx 

13. 

JY* InxJx 

14. 

J x 3 In x dv 

IS. 

J v esc 1 x dx 

lb. 

Jx tan* * x dx 

17. 

Jensen x dx 

It. 

JV J cos 2 k dx 

19. 

j sen x In cos x dx 

2D. 

d* 

21 , 

j esc 1 x dx 

22 . 

J"sec 4 x dx 

23. 

r jt ^ 

J “ six 1 + 1 

24. 

j sen I n x dx 

15. 

Jj 1 J<scn 2 jc Ja 

26. 

x see 2 x dx 

27. 

Jx( 2 ji + 

21- 

f 

29, 

J sen 5x dx 

3Dp 

jV CDS lx 1 ) dx 

31. 

J fin xl 1 dx 

32. 

Jx 2 *dx 

33. 

j"i J scnh x dx 

34. 

J(x + J) cosh 4x dx 

35, 

J cos \ ! x dx 

36. 

j cof 1 3x dx 

37. 

jeos' 1 xdx 

3*. 

J(x+ l) lo f x + 2)dx 


Ejemcios 39-42: Use mCrgm-dtin por paries para de- 
dudr la formula d e reduce ion. 


39. J xV dx - jfV - m jx m ~ V Ja 

■W, f r"sen tix ^ -*"cos x + m Jx* - 1 cos x dx 

41. j"rtn xf dx =5 x |lzi x)“ — m j (In xf 1 dx 

J si 

sec* x dx = - 

m — I 


a Lan a 


+ ™ ; f sec" 3 a dx pars m # L 

tt) - I •* 


43. Use cl Ejcrddc 39 para evaluar [ *V dt 

44. Empke el Ejfrdcto 41 para cvaluaT j (In xf dx. 


45- Sea /{x) - sen JI, talmle el Area dc la region 
bajo la grafiua de / entfe A = 0 y x ~ w 2 , 

46. |_a rtgitin entre la grafics de jf - Wsenx y 
el eje.v, enire Jt « 0 y jt = x/2, gira alrededot 
del eje jt P EvaEue el volumes del solido rasu&ante. 


41. La regidn acotada por Las grificas de y = In jc, 
y = 0 y x w *, gira alrededor dd eje >'- Calciik 
d vo lumen del sdlida rcsuUante. 

4JL La fucria fix) que acida en el punto con absci¬ 
ss x de una rect a coot denada / estd dada por 
/(A) * X s \ X 3 4- I. [determine d Erabajo rca- 
liaado ai mover un objeto dc jr = 0 a r = 1. 

49, Los cctreouw dc un abrcvadcro i ienen la forma 
dc la region que sc encuenira entre la giifka de 
v - sen jt y el ejie x enire x ■ w y x ■ 2ir. Cal- 
cule la fuer** hidrostidoi total sobre uno de los 
Eados tuando cl abrevadcro csid Heno de agua. 

f4L La veloeadad lal [tempo n de un punto que se 
mueve sobre una recta ooordenada ra t/'s. 

Calorie la posicidn aJ ttempo t si cl punto sc en- 
cuerma en el origen en r - 0- 

51. Dcmue&ire que cuando sc aplica la Formula de 
tntcgracion por Partes (9.1), it Obtiene el mis- 
mo iKuliado si a] integral dv sc toma v + C en 
vez de v, 

52. El ra^onam lento dado en el CapJcnlo 6 para jus- 
URcar la formula para el cAleulo dc votumenef 
por medio de envolvemes dUndriots tvea.se 1st De- 
nnici6n (6.7)) es ineomplcto porque no se de- 
muertrm que it obiienr el mismo mtUtado que 
cuando sc usa cl inelodo de discus. Denuie^tre 
que si / es derivable y f(x) > 0 en la, b] o 
fix) < 0 en \s r b} t entonces el volumen V del 
sOlido que se obtiene al gtrar la region acotada 
por Us grdfien* dzfx-ayx^b alrededor 
del Cjc X que u obtiene usando el ni^t lhIci de dis- 
004 es tgual al que se obtiene usando d mCtodo 
de envoiventes o cone/as (Sugmnda; Tome 4 
romd la funddn in versa de /eintegre por partes 

(i Tl/fx')) 3 dx,} 

53. A rial ice la siguientc aplicacion Jc la Formula 

mi 

Pada f (l/x)^jr n dv - dx y u ~ l/x, de 
manera que v = x y du - (-1/x 3 )^a. Bn- 
room, 

o bien 

i* 1 r* I 

or - dx - I + -dx. 

J x 4 x 

Por DDnsieuicnle, 0 = K 










9.2 Integrates trigonorrtetricas 


54. Demuestre la formula 

£»<1>' = uv£-£vJu 
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de integracibn por partes para integrates defini- 
das, anaioga a la Formula (9.1), donde u = f( x ) 

} v - f/(x), a y b son los valores extremos de 
la variable x. 


INTEGRALES TRIGONOMETRICAS 


En el Ejemplo 7 de la Seccion 9.1 se obtuvo una formula de reduccion nara fsen",^ 
Algunas mtegra.es de este tipo tambien se pueden evaluar Si 

n es un entero positivo .mpar, se comienza escribiendo 


Jsen" x dx — Jsen*~ 1 x sen x dx. 


Como el entero n- I es par, se puede aplicar la identidad trigonometrica sen 2 x = l - 
at para obtener una integral mis ficil, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 1 Evaluar Jsen 5 x</x. 

Solucion Como se dijo en la discusibn anterior, 

Jsen 5 x dx = Jsen 4 x sen x dx 

= J(sen 2 x) 2 sen x dx 


Haciendo la sustitucibn 
obtenemos 


= f (1 - cos 2 x) 2 sen x dx 

y r 

= J (1 - 2 cos 2 x + cos 4 x) sen x dx. 


u = cos X, 


du = — senx dx 


Jsen 5 x dx = — J(1 — 2 cos 2 x + cos 4 x)( - sen x) dx 
= - J( 1 - 2w 2 + u 4 ) du 
= -u + ju 3 -|u 5 + C 

= -cos x + f cos 3 x - ^ cos 5 x + C 

Analogamente, para potencias impares de cosx se escribe 

J cos" x dx = J cos" ' 1 x cos x dx 

’ 1 - P“™ opener una imcj.al mis small., 

.ad Je „„ tagJo “ ° b " n C “' A Pa '* " '» ™- 


sen ^ x = 


1 — cos 2x 


2 * VWO 6A . 

v 5=5 - o bien cos 2 x = 


1 + cos 2x 


pueden ayudar a simplificar e! integrando. 
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CAPiTULO 9 « MEIOOOS DE INTEGRACIQN 


EJEMPLO 2 Evaiuar j cos* .* Jx. 

Solucion Usando la formula para la miiad de un angulo, 

J cos 1 3f dx = J f*( I + cos 2x) dx 

= lx + isenZx + C * 

EJEMPLO 3 Evaiuar J sen 4 x dx. 


Solucion 


(sen* x dx = j (sen 2 x) 2 dx 
'I cos 2 a 




dx 


— 2 cos 2 a + cos 1 2 jc| dx. 

Aplicamos otra vtz la formula para la mitad de un angulo y escribsmos 
cm 3 2x ^ J(l + cos Ax) ** f + § coi 4x. 
Sustiiuytndo en la ultima integral y simplificando queda 

Jsen 4 x dx = i j*(J - 2 cos 2 a + { cos 4x) dx 
= |x — i sett 2x + sen4x + C - 


Las integrates en Jas que sdlo aparecen produdos de sen x y cos.* se pueden evs 
luar usando la siguitnte guia. 


GUIA PARA EVAIUAR (9,2) 
INTEGRALES 
DE LA FORMA 

J sen m * cos n xdx 


L Si m y n son ambos emeros pares, rcduclr las expo- 
nenles de sen 'a y eos 2 .v usando las formulas para la 
mitad de un angulo. 

2. Si ft es imp&r, escribir la integral como 

(sen'" x cos* x dx = J sen" x cos*~ 1 x cos x dx 

y expresar cos"" 1 x en ter mi nos de senx aproveehan 
do la identidad trigonometrica cos 1 x - 1 - sen 2 x 
Usar la sustitiicitin ti - sen-t para evaiuar j a Integra 
result ante. 

3. Si m es un entem impar, escribir la integral como 

Jscit" x cos* x dx = Jscn" 1 x cos* x sin x dx 

y expresar sen ffl_1 x en tfrminos de cos a apravechan- 
do Ea identidad trigonometrka seir x * I - cos 2 x, 
Aplicar la susutucitin w = cos x para evaiuar la inte 
gral resultanle. 

MHMMHOHMNHMHWm 
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EJEMPIO 4 Evaluar /cos 3 x sen <xdx. 
Solucion usando el punto 2 de la Guia (9.2), 






~ J * 1 - sen 2 x)sen 4 x cos x dx. 

■ tomamos u = senx, entonces du = cosxtfx y la integral puede escribirse 
J cos 3 xsen 4 x dx = /(, - „ V du . J ( „ 4 _ ^ 


= - V + C 

= | sen 5 x - ^sen 7 x + C 


teUIA PARA EVALUAR 

integrales 

DE LA FORMA 
J tan m * see" xdx 


( 9 . 3 ) 


L Si " CS U " Cntero par - es cribir | a integral como 
/tan" x sec" x dx = /tan" x sec"' 2 x sec 2 x dx 

y expresar sec-*x en terminos de tanx aprovech; 
do la identidad trigonometrica sec 2 x = l + tan 2 

resuh^ite. St tUC '^ n W = tan * para evaluar latotegi 

" SiWeS Un entero impar . escribir la integral com, 
Jtan" x sec* x dx = /tan- x sec- x sec x tan x d: 
Como m - 1 es par, tan— x puede expresarse en te 

trir^r:rrnsa i emidad ,ri8onom ' 

secx para evaluar la integra^resultante.^ 11 ^ 0 ^ 

3. S. m es par y n es impar, emplear otro metodo come 
por ejemplo, integracion por partes. 


EJEMPLO 5 Evaluar /tan 2 x sec 4 xdx. 

Solucion Usando el punto I de la Guia ( 9 . 3 ), 

/1^ 2 x sec 4 x dx = /tan 2 x sec 2 x sec 2 x dx 

% 

— /tan x (tan 2 x + 1) sec 2 x dx. 

Si tomamos u = tanx, entonces du = sec 2 xdx, y 

/‘a" 2 * se c 4 * dx = /„ V + 1 ) du = /(„« + u 2 ) du 

= + i« 3 + C =| tan 5 x + $ tan 3 x + C. • 
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CAPITULO 9 • METODOS OE INTEGRACI6N 

EJEMPLO 6 Evaluar J tan 3 * sec 5 xdx. 

Solucion Usando el punto 2 de la Guia (9.3), 

J tan 3 x sec 5 x dx = J tan 2 x sec 4 x (sec x tan x) dx 

= f (sec 2 x — 1) sec 4 x (sec x tan x) dx. 

Sustituyendo u = secx y du = sec x tan xdx, obtenemos 

J tan 3 x sec 5 x dx = J(u 2 — l)u 4 du 

= J(u 6 -u 4 ) du 

= 4« 7 - + C 

= ^ sec 7 x — $ sec 5 x + C. • 


Las integrates de la forma f cot m x esc n xdx pueden evaluarse de manera parecida., 
Finalmente, las integrales de la forma j sen mx cos nxdx, se pueden determinar usa» 
do las Fdrmulas para Froductos (8.13), como se ilustra en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 7 Evaluar J cos 5x cos 3xdx. 

Solucion Aplicando la Fdrmula para Productos (8.13) a cosw cos v, obtenemo 

cos 5x cos 3x = \ (cos 8x + cos 2x). 


Por lo tanto, 


J cos 5x cos 3.v dx = \ J (cos 8x + cos 2x) dx 


= -k sen 8x + 1 sen2x + C 


EJERCICIOS 9.2 


Ejercicios 1-30: Evalue la integral. 


15. 

J y/senx cos 3 x dx 

.6. J 

« COS 3 X . 

f .. dx 

Vsen x 

1 . 

f cos ' X dx 

2 - J 

sen 2 2x dx 






J 

r 

* n . 

17. 

f(tan x -1- cot x) 2 dx 

18. j 

cot 3 X CSC 3 x H 

3. 

sen 2 .x cos 2 .x dx 

4 ■ J 

cos ‘ x dx 


J 



5. 

Jsen 3 x cos 2 x dx 

6 - J 

sen 5 x cos 3 x dx 

19. 

J o * /4 sen 3 x dx 

2 °. j 

J tan 2 ti7rx)rfx 

7. 

Jsen 6 x dx 

8 - J 

sen 4 x cos 2 x dx 

21 . 

Jsen 5xscn 3x dx 



9. 

J tan' x sec 4 x dx 

10 J 

sec 6 x dx 

22 . 

J" 4 cos x cos 5x dx 



11 . 

J tan 3 x sec 3 x dx 

“•J 

[tan 5 x sec x dx 

23. 

Jj 2 sen 3x cos 2x dx 

24. 

Jsen 4x cos 3 xi 

13. 

J tan 6 x dx 

,4 - J 

j' cot 4 x dx 

25. 

J esc 4 x cot 4 x dx 








26. 


9.3 Sustitucibn trigonometrica 
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1(1 + s/cos x) 2 sen x dx 


27. 

r cos x 

o dx 

} 2 — sen x 

28. 

r tan 2 x - 1 
) sec 2 x 

29. 

p sec 2 x J 

Ml 4- tan x) 2 

30. 

f ^^-dx 

' cot 5 X 


•' 1 • La region acotada por el eje x y la grdfica de y = 
cos 2 centre Of = 0 y x = 2*. gira alrededor del 
eje x. Calcule el volumen del sblido resultante. 

32. La regibn acotada por las grAficas de y = tan 2 x 
y y - 0, entre x = 0 y x = *74, gira alrede¬ 
dor del eje x. Calcule el volumen del sblido re- 
sultante. 

33. La velocidad (al tiempo /) de un punto que se 
mueve sobre una recta coordenada se expresa por 
cos 2 *-/m/s. iQu& distancia recorre el punto en 
5 s? 

34. La aceleracibn (al tiempo /) de un punto que se 
mueve sobre una recta coordenada se expresa por 
sen 2 1 cos / m/s 2 . En / = 0 el punto se encuentra 
en el origen y su velocidad es 10 m/s. Calcule su 
posicibn at tiempo /. 


35. (a) Demuestre que si m y n son enteros po¬ 
sitives, 

('sen mx sen nx dx 
sen(m - n)x sen (m + n)x 


2{m - n) 2(m 4- n ) 
x sen 2 mx 
2 “ 4m 


4- C 


■4- C si m # n 


si m = n 


(b) Deduzca formulas anAlogas a las de la par¬ 
te (a) para 

| sen mx cos nxdx 

y 

Jcos mx cos nx dx. 

36. (a) Use la parte (a) del Ejercicio 35 para demos- 
trar que 


J^sen mx sen nx dx 
(b) Evalue 

<»/;. sen mx cos nx dx 
cos mx cos nx dx 


{ 0 si m n 
n si m = n 


ES SUSTITUCION TRIGONOMETRICA 

Si un integrando contiene una de las expresiones Ja 2 - x\ yja 2 4- x 2 o bien y/x 2 ~ a\ 
donde a > 0, se puede eliminar el radical haciendo una de las sustituciones trigonomb- 
tricas de la siguiente^i^a. 

SUSTITUCIONES (9.4) 

TRIGONOMETRICAS 


Al hacer una sustitucibn de este tipo se supone que 0 esta en el contradominio 
de la funcion trigonometrica inversa correspondiente. Asi, para la sustitucibn * = 
a send, se tiene que -x/2 < 6 < *72. En este caso, cos0 > 0 y 

y/a 2 - x 2 = Ja 2 - a 2 sen 2 9 

= yfa 2 { 1 — sen 2 0 = yja 2 cos 2 0 
= a cos 0. 


Expresion en el integrando 

Sustitucibn trigonometrica 

s 

x = a sen 6 

x = a tan 9 

x = asec* 

— 
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CAPITULO 9 * METODOS M iMTEGItAClON 


FIG JR A f.1 


Si yfa* — aparcce en cE denomiintder se agrega la restrkcidn | x | / ft. o cquivalente- 
menie, -t/2 < 3 < ir/2 + 


EJEMPLO 1 Evaluar f r J = dx . 

J xV> 6 -^ 

Solucion El Integra ndo cooticne yj\% — x 1 , que es de la forma v V — i 1 cot 

d ^ 4, Bmoncts por (9,4). lomamos 

jc = 4setifl para-r/2 < < */2> 

Results que 

%/lb — t J = yf\b — 16 sen 2 0 =4^/1 — set?# ™ 4 ^/ccw 1 - 4 cos , 


Como X = 4sen0 T dx = 4cO5fld0. Reemplazamlo en U integral dnda. 

/ SJBT7* ' f 4c “ ( "" 1 

-b/=? 7 * 

^ _L f fli dti 

16 * 


- --^-cotfl + C. 

16 

Ahora hay que expresar esto en term in os de la variable de integration original x. 
Como B = arcsen (x/4), podrfamos escribir cold como -t* cot artsen (jc/4), Sin 
embargo, como cl imegrando contiene s | h x 2 y no licne fundones trigonometrical., 
es dcseablc que cl result ado tampoco tenga Fund ones trigonometrical y que quede cx- 
presado cn t^rminas del radical. Hay un mdodo geomfrrico send No para tracer esto. 
St 0 c B < w/2 y sen 0 - */4, el Angulo B puede imerpretarse como uno de las infin 
los agudos de un iri&ngulo rectangulo con cateio opuesto e hipotenusa de Longitudes 
jc y 4, respect ivamente Ivease la Figura 9.1). Por el Teorema de Pit^goras, ta longinm 
del caieto adyaeente es ^/l6 - x 2 Hacienda referenda ai triingulo, 


cot ri 



x 


i 


Pucdc demos trarse queesta formula es vaLida Lamhien para -ir/2 < B < 0. ErHonco, 
la Figure 9.1 se puede utihzar para B positive o negative. 

Substituyeiido cot & por ^16 - x 1 fx en la evaluacidn 
la integral 


■f JC 1 V 16 - JT 1 d X 


I v' 1 ^ ~ ** 
16 x 


+ C 


= wn ff 

4 




























9.3 Sustitucidn trisonom^trica 
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Si un integrando contiene yfa 2 4- x 2 , con a > 0, entonces la sustitucidn indicada 
en (9.4), x = a tan0 elimina el radical. Cuando se emplea esta t&rnica se supone que 
6 esta en el contradominio de la funcidn inversa de la tangente, es decir, —k/2 < 0 < 
*72. En tal caso, sec 0 > 0 y 


FIGURA 9.2 

x 

= tan 0 


a 



a 


s/a 2 -I- x 2 = sja 2 + a 2 tan 2 0 
= yja 2 ( 1 4- tan 2 0) 

— y/a 2 sec 2 0 
= a sec 0. 

Despu6s de hacer la sustitucidn y evaluar la integral trigono- 
m&rica resultante, hay que expresar el resultado en tSrminos 
de la variable x. Las formulas anteriores muestran que 



tan 0 - 


sec 0 = 


\[a* + . 


Como en la solucidn del Ejemplo 1, la relacidn entre las fun- 
ciones trigonomdtricas de 6 y x pueden encontrarse haciendo 
referenda al tridngulo de la Figura 9.2, tanto si 6 es positivo 
como negativo. 


EJEMPLO 2 Evaluar f _ dx. 

J y/4 + X 2 

Solution El integrando contiene y/i + x 2 , que es de la forma sja 2 + x 2 con 
a - 2. Entonces por (9.4), hacemos la sustitucidn: 

x = 2 tan 0, dx = 2 sec 2 0 d0 

Por lo tanto, 


figura 9.3 

x 

- = tan 0 



s/4 + x 2 = y/4 + 4 0 = 2^1 + tan 2 0 = 2 Vsec 2 0 = 2 sec 0 


i 


s/4 + x 2 


dx 


S. 


2 sec 2 0 d0 


2 sec 0 

y = Jsec 0 d0 

= In | sec 0 -l- tan 0 1 + C. 

Como tan0 = x/2, del tri£ngulo de la Figura 9.3 se ve que 

v4 + x 1 


sec 0 = 


f .- l rfy - In 

yj4+ X 2 X 

J y/4 + X 2 

2 + 2 


+ C. 


y por tanto, 
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+74 


La expresiGn del lado dcrccho sc puede escrjbir 


In 


%/!Tk? + x 
2 


+ C - In | v'4 + x 1 +■ x \ - In 2 + C. 


Como v 4 + x 2 + x > U p&ra lodo el slmbolo d? valor absoluto puede omitirec. 
Si se define ramhi&n D = -In 2 + C t ententes 


/ 


JiT? 


dx 


In fc/4 + x 3 + x) + D ■ 


Si iin integrands contiene y/x 1 - a 2 , se efectua el reem plaza indicado cn (9.4 1 
x = azcc$ t dun de B se esenge en el contradomimo de la funcidn in versa de la secante; 
es dedr, 0 < B < w/2 o bien it < 0 < 3i-/2. En ate caso, \&n0 s 0 y 


Ft CUR A 9,4 



\/x 7 - a 1 S v a 2 sec 2 0 — 

* ytT 1 (sec 1 0-1) 

- Vartan 7 ? 

— a tan 6. 


Como 


sec 0 = - 


tan 0 : 




rr^ulLa t|ut- para cambiar de Id variable 0 a la x puede util 
/.arse d iriingiilo de la Figure 9,4, 


EJEMPLO 3 Evaluat f s ? rfjt. 

J X 

Solucidn EJ integrandu contiene ? - 9* que es de la forma Jx 1 — a 1 con a - 3 
Hacemos la $ustkati6n indieada en (9.4): 

x = 3 soc fl* rfx = 3 see 0 tan I? dft. 

For lo tamo, 

^ 9 = 0 - 9 = 3^55*0- 1 = 3 v W0 = 3 tan 0 

4 

y ententes 

f s/x 3 “9 f 3 tan 0 d 

-*£* « --- 3 sec y tan 0 d9 

J x J 3 sec 0 

= 3 |fair 9d8 


- 3 | (sec 2 & — I) <f0 = 3 J sec 1 9 dO — 3 f df) 


3 lan 8 — W + C, 
































9.3 


Sustituci6n trisonom£trica 
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FIGURA 9.5 

X 

- - sec 0 

Vt’ - 9 


3 



Como sec 6 = x/3, se tiene que 6 = sec -1 (x/3). Emplean- 
d ?_?lJlL^ n g u lo de la Figura 9.5 se ve tambten que tan# = 
v* 2 - 9/3. Por lo tanto, 

= y/x* - 9 - 3 see -1 (j\ + c • 


cas. ^•S C "5r i TT aleS r den Us , arse tambi * n las funciones hiperbdli- 

expresi6n fa*+\ 2 h #•# - A Senh * Y P ° r ° tanto ’ S1 un mte 8 ran do contiene la 
expresion yj a + x , la sustitucidn x = <7 senh w Ileva a 


V** 2 + x 2 = ^a 2 -|- a 2 senh 2 u 
= \/a 2 ( 1 +senh 2 u) 

= x/a^cosh 2 u 
= a cosh u. 


10 4 Evaluar J* dx usando funciones hiperbolicas. 

SJSSS La ime8ral eS la miSma que la dd Ejemp, ° 2 - Se reaIiza la sustitucion 


x 2 senh u y dx = 2 coshwcfa. 

Resulta entonces que 


y por lo tanto, 


V'4 +x 2 = v'4 + 4 senh 2 u = v'4 cosh 2 u = 2 cosh u 

fj4T? dX = f2^ t 2coshudu 

= Jdu = u + C 

= senh" 1 (x/2) + C. 


Por el Teorema (8.36) vemos que esta solucidn es equivalente a la del Ejemplo 2. 


cstos nuevos metodos de integracion no reemplazan a los anteriores Ios cuales hav 
que enerlos presentes siempre. Por ejemplo, la integral f(x/^9 + x 2 ) dx puede eva- 
uarse por medio de la sustitucidn trigonontetrica * = 3tan0, pero es mas facil usar 
«•*-»« - ’ + ^ y * - 2-*. de esta manera llTmegS 
Tf . p r , ma du que es P° slble integrar directamente por medio de la Re- 

g a de la Potencia. En los ejercicios siguientes hay algunas integrates que se pueden eva¬ 
luar con metodos de integracidn mds sencillos que el de sustitucidn trigonometrica 
























476 


CAPirUlO 9 • w£ 10DO5 Of iNTEGKAdOM 


EJEROCIOS 9.3 


Ejercicios UI2 j Evalue la integral- 


J 


dx 


v'4 - 


3* f — —-- dx 

J Xyfi + 1? 

5. f - - dx 

J x\!x* - 25 

7. f = dx 

J V '4^T? 

*' / (**_ Ifd 4 * 

11 / (36 + xV 

13. jj9^4^dx 


dx 


19 ! 

.. rH + jf 1 ) 1 , 

^ " J jt J ^ 


dr 


dx 


l - J 

*' J" .tVi 1 + 9 

*' ^ x\ix^'- 25 

*' f&Ti** 

* 

12 /|16-x 1 ">’ irf * 

M. 


dx 


dx 


15 ■ f ufe-x^ ^ 16. /W* J -9d* 

17* f j» | ==f ^ l®« J 

■* v 9* 2 + 49 ^ 


*V25ir J + 16 


dx 


20 / (l - 9X 1 )" 1 J * 

r 3x- J , 

“• Jim* 


vl - — x* 

2J.-28, Use sifseiluciojiu ingonomitrieas para obie- 

ner las fdnntitas en Ids Teoremai (8,28) y (8,29). 

29. La region acoiadu pur las gidftcas. de y = 0 t 
Jf E 5, y - x(.v a + 25) _1/a s gira alredcdor del 
eje y. Calcukr el vfllumen del sblido resultanie. 

M), Deter rnti nr cl drea de la region acosada por la gra,- 
fiea de y = x J f 10 - jr 1 )’ 1 '*. el eje x y 1h reel a 
jr - L 


.11, Calotte la longjmd de arco de Ea gr&fica dc v ■ 
%x 2 . entre 4(0, 0> y B{2 , 2). 

.u. i-a region que csta acorada por las gr^lacas de y = 
l/(jr J + I), y — 0* x = 0 y j ■ 2 P gira alredc- 
dor del eje Calculc el vclumcn del s6lido re- 
s ull ante 

12. Cal cult el area de La r egirin acmada por las 
ficas d ty = s/* 1 + 4. / -0 t jf=0y^ 3, 

3d- Cakule e! area de la region deEim Linda por la gr4- 
fica de 4x* + y 2 = )6_ 

35. Seany = f {x ) y .rdt? -\/* J - 16n6r = 0. En- 
cucnlre /(x> suponjendo que /(4> « 0. 

36 Suponga que do* vari ables x y y CsE An reEaciona- 
dasde marten] qLie JT^l^dv = x*dx. Expre¬ 
ss y como una funcidn die x considerando que 
y = 0 cuando jt - 0. 

hjendcltift 37-4ft: Eva!lie la integral, mediante una su^- 

tiLucibn hiperbdliea. 


37. 

- - - — dx 

J x 1 v'I5 + X-' 


{• Af J 

38, 

* (X J + Jx 

39, 

r 1 - 

1 xW>-x> 

40. 

j 16-x 1 ^ 


[Sugerencia Tome jr 
I anti ti y use 


\ jercicios 41-4*: Use una susdludon tiigonomflrik:: 
para demo^trar la formula de la Tabla tie Integrals 
indieada (veasc d Apendice IV). 

41, Formula 21 42. Formula 27 

43, Formula 3 ) 44. Formula 16 

45. Formula 41 46, Formula 44 


INTEGRALES DE LAS FUNCIONES RACIONALES 

Si q es una funct6n racional, eotonccs qix) = fix}/(itxh donde /(.r) y g(x\ son poh 
nomios. Bn esia secd6n se dan rtglas para evaluar j q(x}dx . Conssdercmos el ejem 
plo especifico q[x) = 2/{ x 1 - 1). Puede verificarse fiedmente que 
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2 I -1 

X 1 - 1 X - 1 + X + 1' 

La expresion al lado derecho de la ecuacion se llama descomposicion enfracciones par- 
ciales de 2/(x 2 - 1). Para evaluar J [2/(x 2 - 1)] dx, basta integrar cada una de las frac- 
ciones de la descomposicion, con lo que se obtiene 


Jp?-r4x=j I l-r < ix+j—Ldx 


= In | x — 11 — In | x + 11 + C 


= In 


x- 1 

X + 1 


+ C. 


Tedricamente cualquier expresidn racional f{x)/g(x) se puede expresar como una 
suma de expresiones racionales cuyos denominadores son potencias de polinomios de 
grado menor o igual que 2. Concretamente, puede demostrarse que si f(x) y g(x) son 
polinomios y el grado de f(x) es menor que e! de y(x), entonces 


/(*) P , F F 

——r *r, +/ , 2 + , “ *4" r 

g(x) 


donde cada termino F k de la suma es de la forma 


A Ax + B 

(px + q) m ° bien (ax 2 + bx + c) n 


A y B son numeros reales, mynson enteros no negativos y ax 2 + bx c es irreduci¬ 
ble, en el sentido de que es un polinomio cuadratico que no tiene ceros reales; es decir, 
b - 4 ac < 0. En este caso, ax 2 + bx + c no se puede expresar como un producto 
de dos polinomios de primer grado. 

La suma F, + F 2 + * * • + F r es la descomposicion en fracciones parciales de 
f( x )/ (fix) y cada F k se llama fraccidn parcial. No demostraremos este resultado alge- 
braico pero si se dar^ una guia para obtener tal descomposicion. 

La guia para obtener la descomposicidn en fracciones parciales de f(x)/y(x) debe 
usarse solo si /(x) tiene grado menor que q(x). Si no es asi, hay que dividir un polino¬ 
mio entre el otro hasta llegar a la forma apropiada. Por ejemplo, dada 

x 3 - 6x 2 -f 5x — 3 

dividiendo los polinomios se obtiene 

x 3 — 6x 2 + 5x — 3 , 6x - 9 

-----= x - 6 + --. 


Realizado lo precedente se puede encontrar la descomposicion en fracciones parciales 
de (6x - 9)/(x 2 - 1). 
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CAPimO 9 • mETODOS OE INTEGSlACiOM 


GUI A PARA OBTENER (9.5) 
LA DESCOMPOSKIOH 
EN FRACCIONES 
PARCIALES DE 

WSW 


1, Si el grado de /(*) no mcnor que el de s(jc), divi¬ 
der loi polinoraios para obttruer la Forma apropiada, 

2. Expresar ej(jr) como an preducio de Factores lineales 
px + q o formas euadraticas irreducible^ ax 1 + hx +- 
c, y agrupar los faciores repetidos para que ^(.r) que- 
de fs pres ado como up producto de faetores distintos 
de la Forma {px + qi m o bien {ox 1 + bx + cV\ con 
m y n cntcros no ncgaiivos. 

3- Aplicar las siguiemes rcglas 

REG LA {«) For cada factor de la fomna (/j* + q} m 
con m £ 1* la descomposicion cn fraccioncs parcia- 
les contiene una suma de m Tracctones parciales de la 
forma 



ipx +1*p 


dondc cada numerador A k es nn mini era real 

REG LA (b) Por cada factor {ax + hx + c) f \ n £ I 
donde ax 2 + bx + i, es irreducible, la descompost- 
cion cn rracriones parciales conticnc una suma de n 
fratciernes parciales de la forma 


1 +■ B 1 XjX 4 Bj, 4 

aP 4- bx 4 c + {ax 1 + hx + r) 1 + *" + fcx 4 

domic todos (os A * y B k son mimeros reales. 

'rnmMMmm i auvi^iM 


EJEWPLO 1 Evaluar f ~ — H x “ 5 rf,, 

J + 2x 2 — 3* 

So/ucion Ej ctenommador dd mregrando puede factoriTarse comox(x + 3j(jr — L). 
Cada factor tiene /a forma apropiada para que sc ipjfqtte Ja ftegfafa) de (V S), con 
m ^ Entonces al factor xte corresponds una fraction parcial dr La forma A/x. Ana- 
logamente, a los factores x 4- 3 y x - i Ees cranesponctcn fraccicnicH parciales B/{x + 3) 
y C/{x — l) t respectivamenTe. Entonces* la descomposiddn en fracciones parciales tie- 
ne la forma 

4x 2 4 13Ur - 9 = A_ B C 

*(jr + 3M x - 1) * jr + 3 jc - L 

Multiplicand® pot cl mini mo cornu it denominator (el del lado izquierdo), obienemos 

(*) 4x 2 + 13:r - 9 = A{x + 3Kr- 1) + Bx(x - II + Cxix + Jh 

donde el simbolo (*) servird para referetieia poaicnor. En un caso como Gste, en qu t 
bs fact ores son lineales y no se repiten, tos vabres de A. 8 y C pueden enconnmrw 
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sustituyendo x por valores que hagan que varios de los factores sean cero. Tomando 
x = 0 en (*), se tiene que 

-9 = ~?>A o bien A = 3. 

Tomando x = 1 en (*), obtenemos 

8 = 4C o bien C = 2. 

Finalmente, si x = -3 entonces 

-12 = 12Z? o bien B = - 1. 


Por lo tanto, la descomposicion en fracciones parciales es 

4x 2 + 13x - 9 = X + -1 + 2 

x(x + 3)(jc -1) x x + 3 x - 1 


Integrando y denotando por K la suma de las constantes de integracibn, 


r 4x 2 -I- 13.x — 9 
J x(x + 3)(x - l) 




<ix 


» 3 In |x | — In | x + 31 -F 2 In | x — 11 + K 


= In | x 3 1 — In | x + 31 + In | x — 11 2 + K 


= In 


x 3 (x - l) 2 
x + 3 


+ K 


Otro metodo para calcular A t B y C es comparar los coeficientes de las potencias 
de x. Si desarrollamos el lado derecho de (*) y agrupamos los terminos con la misma 
potencia en x, obtenemos 


4* 2 + 13* - 9 = (A + B + C)x 2 + (2/1 - B + 3C)x - 3>J. 

Ahora se utiliza el hecho de que si los dos polinomios son iguales, entonces los coefi- 
cientes de las mismas potencias son iguales. Asi, 

A + B + C = 4 

2/1 —J3 + 3C= 13 

-3/1 = -9 

Podemos demostrar que la solucion de este sistema de ecuaciones es A = 3, B = -1 
y C = 2. • 

EJEMPLO 2 Evaluar f 3x ' ~ 18 ^ + 2 ^ 3 ~ 4 dx. 

J (x + t)(x - 2) 3 

Solucion Por la Regla(a) de (9.5), hay una fracci6n parcial de la formav4/(x + 1) 
correspondiente al factor x + 1 en el denominador del integrando. Para el factor 
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(X _ 2> 3 , sc aplica la Regia fa) (con m = 3) y se obticne la suma dc ires fracciones par- 
dales B/(x — 2), C/(x — 2^ y D/{x - 2) J , Por lo tanto, la descomposici6n cn fractio¬ 
ns parciales tiene la forma 

3x J - 1 Sac 2 + 29a: - 4 _ A B C D 

(x + IMx - 2)’ x + l x - 2 * lx - 2) 1 (x - 2) J ' 

Muliiplicando am bos lados por (x + 1 )(.r - 2} J , 

{*1 3a 3 — I8x 3 + 29* — 4 

= 4|x - 2) 3 + f)<x + t)(x - 2)' + C(J< + IX* - 2) + C{* + 1). 

Dos de las const antes se pueden ob tenet fidlmcntc. Si tomamos x - 2 en (*>, entonoes 

24 - 72 + 58 - 4 - 30, 6=3 D y 0 = 2. 

Andlogamente, to man do x = —I en (*) p 
« 

-J - LK - 29 - 4 - -21A, -54 = -27 A y A ** 2, 

H$ posible dctcrminar las oiras eoasiames comparando coefidemcs- Pesarrollando el 
I ado deredio de {*> y agrupnndo las pot end as i guides de jr, vemos quc el coefkUmte 
de es A + B. Esto debe ser igual al coeficiente de x l en el (ado Lzquierdo. es dear, 

A + B =* 3, 

Como A =■ 2, results quc B = 3 - A - 3-2=1, Finalineme. se comparan los it 
mines constants en (*) toman do x = 0. Esto da 

,i 

-4 * -IA + 4fl - 2C + D- 

Sustituyendo los valores encontrados dc A, H y D, sc Ilega a 

-4 * -16 + 4- 2C + 2 

qut da la solution C = -3. Ententes, la descomposicion en fracciones parciales e* 

3x 3 * 18x 3 + 29x - 4 2 . 1 —3 2 

fx + l)(x - W = *T7 + x - 2 + (x- 2)* + (x - 2) r 

Para evaluar la integral dada integramos cada una de las fracciones parciales del fadio 
dereeho de esta ultima ecuaddn y asi 

+ i| + tn|,-i| + + K 

donde K es la suma de fas cuatm consumes de mtegracidri, Lo anterior puedr escribir 
se en la forma 

ln[<v + l> J |x-20 + r J^+K * 
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— 

EJEMPLO 3 Evaluar f , ** ~ * ~ 21 - dx. 

J 2x 3 - x 2 + 8x - 4 

Solucion El denominador puede factorizarse como sigue: 

2x 3 - x 2 + 8x - 4 = x 2 (2x - 1) + Mix - 1) = (x 2 + 4)(2x - 1). 

Aplicando la Regia (b) de (9.5) al factor cuadrdtico irreducible x 2 + 4, vemos que una 
de las fracciones parciales tiene la forma (Ax + B)/(x 2 + 4). Por la Regia (a), tam- 
bien hay una fraccibn parcial C/(2x - 1) correspondiente al factor 2x - 1. Por lo cual, 

xj -x - 21 _ Ax+_B _ C 

2x 3 - x 2 + 8x - 4 x 2 + 4 2x - 1 * 

Como en los ejemplos anteriores, esto lleva a 

(*) x 2 -x-21 = (Ax + B)(2x - 1) + C(x 2 + 4). 

Sustituyendo x = obtenemos i — i — 21 = ^C, que tiene la solucion C = -5. 
Las otras constantes se pueden encontrar comparando coeficientes. Reordenando el la- 
do derecho de (*), obtenemos 

x 1 - x - 21 = (2A + C)x 2 + (-/!+ 2 B)x — B + 4C. 

/ 

Al comparar los coeficientes de x 2 vemos que 2 A + C = 1. Como C = -5, resulta 
que 2A = 6 y asi A = 3. Analogamente, comparando los terminos constantes, -B + 
4C = —21 y por lo tanto, —B — 20 = —21 o bien B = 1. Entonces, la descomposicibn 
del integrando en fracciones parciales es 

x 2 — x — 21 _ 3x + 1 —5 

2x 3 — x 1 + 8x - 4 - x 2 + 4 + 2x - 1 

3x 1 5 

x 2 + 4 x 2 + 4 2x — 1' 

La integral dada puede evaluarse ahora integrando el segundo miembro de la ultima 
ecuacion. Esto da 

ijln(x 2 + 4) + ^ tan -1 ~ - ^ In |2x - 11 + K • 

EJEMPLO 4 Evaluar f — ~ 3 f + ] X ~ 3 dx 
J (x 2 + l) 2 

Solucion Aplicando la Regia (b) de (9.5) con n = 2, 

5x 3 - 3x 2 4- 7x - 3 _Ax + B^ Cx + D 
(x 2 + l) 2 “ x 2 + 1 + (x 2 + 1) J 

y, por lo tanto. 


5x 3 - 3x 2 + 7x - 3 = (Ax + B)(x 2 + I) + Cx + D 
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o bien 


5x J - 3* 2 + 7* - 3 - 4.x 1 + flx 1 + | 4 + C)x + £J5 + 0) 


Comparando Ids coefkietttes de jr 3 y * 2 t oblcnetnos A - 5 y B = -3. De los cocll- 
denies dc * results quc 4 + C = 7 o bien C = 7 - 4 = 7- 5 = 2. Finalmenle, lot 
terminos constants dan B -f D = -3 o bien D ■■ -3 — 5 = -3 - (~3) = D. For Ic 
Canto, 


- 33* + 7.t - 3 5* - 3 2S 

ix 1 + D 1 v j +1 + (x 1 + n* 


iTuegrando result a 

r Sx 2 — 3jc j hk7jc.— 3 

J t* 2 + 1) J 


5x 3 2x 

X 1 + ] X 1 + 1 + |X* + l)*‘ 


dx = » In (,x 2 + 11 - 3 tan 1 x 


EJERCICJOS 9.4 

Ejrrridas 1-32; Evalur In imc^ral 

■ 5* - 12 


r 1X-IZ 

j - dx 

J M* - 4> 


r * + 34 j 

*■ J te -r- 


(X 

3 ‘ h 


6)1* + 21 
37- I lx 


+ IHx —2||x - J) 


4x J + 54.x + 134 


1 )|a + 53ix + 31 


dx 


dx 


r 6x - II J 

’• J cm?* 

r - Ita 1 4 SO* — 25 

J ---=-* 


t. 


/ 


x J fJ* - 5} 

jc + 16 


x* + lx - B 


dx 


i. 




li. 


I lx + 2 


5x - 3 


il.V 


J a ix 
2^ 


r U 1 - 10* - « J 

J- x*-4x * 

p 4* 3 - 5 j* - 15 

J a 1 4x 3 ?x “ 


X 2 + I 


+ K 


r 2x 2 - 25a - 13 , 

"• i (x + nfx-s) ** 

u. j ^r 12j rv 


,»- Ax r 


r 9x* + t7x J + 3x* - fix + 3 . 
13. J -1—n-4* 


"F+ it*” 


Sx 1 + 30x + 43 

U + W 


dx 


U. J 


r x J +- k J + 3* + 61 , 

J—- rf * 


it. 


f— 

J (x “ 


dx 


7V 


$x* + lit + 1? 


dx 


J 3I' 4 l IX + if 

P - 5? + 4x + 20' 

I* 4a 1 — Jx 1 + 6x — 27 

It, J - ;— —-- dx 


x * + 


n J 
»• / 


x 3 + 3x + t 
x 4 + 5x J + 4 

At 


dx 


U 3 + 13 


-^dx 


I* 2jc j + |0x J 

2l - J FTF - * 





























*•/ 

J 

24 - J 
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dx 


-V 4 + lx 1 + 4x 4- 1 
(x 2 4- !) 3 


x 3 + 3x - 2 


dx 


dx 


x 4 + 2x 2 3 

x 3 — 4x 

*■ f^^ d * 

* f(PT4F dx 

,, f 2 * 3 “ 5x2 + 46x + 98 
J /ZT~TZ -7^75-«X 


(x 2 + x - 12) 2 
~ 2 x 4 — 3x 3 — 3x 2 4- 3x 4- I 
x*(x 4- I) 3 

4x 3 + 2x 2 - 5x - 18 


dx 


-dx 


28. f 

29 f 

30 f 

M.J 

32. f - j - 

J (x 2 + l) 2 (x 2 + 4) 

Ljercicios 33-36: Use fracciones parciales para evaluar 
j integral (veanse las Formulas 19, 49, 50 y 52 de la 
Tabla de Integrates en el Apendice IV). 


(x — 4 )(jc + I) 3 
I Ox 2 + 9* + 1 
2 x 3 + 3x 2 + x dx 
2 x* - 2x 3 + 6x 2 - 5x + \ 

_ x J -x 2 + JC _ i — 

* 5 ~ - 2x 3 + 4x 2 - I5x + 5 


dx 


35. J - 

J U 


2 ? du 

a — u 2 

34. 

f -T-— du 

1 


J u(a + bu) 

« - - du 

u 2 (a bu) 

36. 

f — 1 T du 
' u(a 4- bu) 2 


; ' '-aicuic ei area ae 

la regibn bajo la gnifica de / entre x = 0 v 
x = 2. 

La regidn delimitada por las grdficas de y = 
l/(x - 1)(4 - x),y = o, x = 2 y x = 3 gira al- 
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rededor del eje Calcule el volumen del solido 
resultante. 


39. La regibn descrita en el Ejercicio 38 gira ahora 
alrededor del eje x. Calcule el volumen del sbli- 
do resultante. 

40. La velocidad (al tiempo t) de una particula (pun- 
to) que se mueve sobre una recta coordenada es 
(t 4- 3 )/(/ 3 4- /)m/s. ^Que distancia recorre el 
punto durante el intervalo de tiempo [1, 2J? 

41. Como una alternativa a las fracciones parciales, 
demuestre que una integral de la forma 

f — 2 —7 ~dx 

J ax 2 + bx 

puede evaluarse escribiendola como 

f ^/ x2 ) j 
J <i + <b/x) 

y usando la sustitucibn u = a 4 - ( b/x ). 

42. General ice el Ejercicio 41 a integrales de la forma 

■ dx. 


{- 

J ax 


X" 4- bx 

43. Sea g(x) = (x - c, )(x - c 2 ) • • • (* - c„), don- 
de n es un entero positivo yc„c 2 , ..., c„ son 
numeros reales diferentes entre si. Demuestre que 
s * /(x) es un polinomio de grado menor que n , 
entonces 

A. 

S(x) 


X Ci 


X - r 


X-C 2 

donde A k = f(c k )/g'(c k ) para k = 1, 2, 
n. (Este es un m&odo para encontrar la descom- 
posicibn en fracciones parciales cuando el deno- 
minador se puede factorizar en factores lineales 
distintos.) 

44. Use el Ejercicio 43 para encontrar la descompo- 
sicion en fracciones parciales de 

2x 4 - x 3 - 3x 2 4- 5x 4- 7 
x* - 5x 3 + 4x * 


INTEGRALES EN LAS QUE APARECEN 
EXPRESIONES CUADRATICAS 

De la descomposicibn en fracciones parciales pueden resultar 

nes cuadraticas irreducibles ax 2 + bx + “ SL&7S ™ 8 " d ° S COn ex P resi °- 

c - 61 ° * a veces es necesarto completar el 
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CUudrado como sigue: 


ai' ! + hx + c 


/ *Y f 

■T+s} + '~s,- 


La sustitucidn y = x + (b/2a) puede Nevar a una integral inmediata. 

EJEMPLO 1 Evaluar I — * dx. 

J x 2 - fix + 13 

Solution Observamos que la expresirtn cuadfitkfi x 2 - fix + Jj es irreducible, 
pues b 2 ~ 4 ac = 36 ~ 52 — ~I6 < 0, Completamos cf euadrado como sigue: 

X 2 - fix + !3 - [x 1 - 6x ) + 13 

= (x a - 6.v + 9) + 13 - 9 - (x - 3) J + 4. 

Si sc I leva a cabo La sustitucLdn 

« = x - 3. x - u + 3, dx = du 


cnfonces 




= f Au : 

J n 


+ 4 
2(y + 3|-l 


+ 4 


du 


Si 


2ti + 5 


1 + 4 
2u 




= f T , du+ 5 f-ji— 

J U 1 + 4 J H + 4 

= In (y 2 + 4) + ^ tan" 1 + C 

— In (x z fix ■+ 13 ) + ^ tan” J --- + C * 

Este met ode de completar el cuadrado tambicn puedc servir cuandn aparece ima 
expresifin cuadrdEica bajo et radical. 


EJEMPLO 2 Evaluar f dx 

J V® + 2 x - x* 

Solution Podemns complerar el atadrado de la expresidn cuadr&ica 8 + 2 * - x 1 
como sigue: 

fi + lx - x* = 8 - (x* - 2x) ® 8 + 1 - ix 1 - 2x + J) 

= 9 -(x- I } 1 

du - dx. 


Tomando 


u = x - L 
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J /■ 1 =f dx = f — - ■ * — dx 

J v8 + 2x - x 2 J v'9 - (x - l) 2 

= f du = sen ' 1 - + C 

J u 2 3 


= sen 1 


x - 1 


+ C 


En eJ siguiente ejemplo se hard una sustitucion trigonomdtrica despuds de comple- 
tar el cuadrado. 


EJEMPLO 3 


Evaluar f — 

J 4x 


i 


dx. 


Jx 2 + 8x + 25 

Solucion Completamos el cuadrado de la expresidn euadratica como sigue: 

x 2 + 8x 4- 25 = (x 2 4- 8x ) + 25 

= (x 2 4- 8x+ 16) 4-25—16 
= (x 4- 4) 2 + 9. 

1 r 1 


Entonces, 


f ■ , dx — r 

J yjx 2 4- 8x 4- 25 J , 


yjx 2 + 8x + 25 J V(x 4 - 4) 2 + 9 

Si ahora se hace la sustitucion trigonometrica 

x + 4 = 3 tan 0, 

resulta dx = 3 sec 2 0 dO 

y 


dx. 



V(* + 4) 2 + 9 = v/9 tan 2 0 + 9 = 3^/tan 2 0 + l = 3 sec 0. 

Por lo tanto 

f - j ■, = dx = f - * 3 sec 2 0 dO 

J y/x 2 4- 8x 4- 25 ‘l 3 sec 0 

4 r 

= J sec 0 dO 

= In | sec 0 + tan 01 + C. 

Para expresar esto en tdrminos de la variable x, usamos el triangulo de la Figura 
9.6. Esto da 


f 1 dx — In 

yjx 2 4- 8x 4-25 x 4- 4 

v i 

J V* 2 + 8x -t 25 

+ 3 

= In | yjx 2 4* 8x + 25 -f x 4- 4 1 

- In 3. 



+ C 
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Otra mantra de cvaJuar [a integral despufe de completar ei cuadrado es utiiizando 
d Teorema (8.38). Lo anterior conduce a 


/ 


I 


vtx + 4) 1 + 9 


dx — senh 


_ l X + 4 


+ C 


EJERCIQOS 9.5 

Ejertirios MS: Evalue La integral. 

1. / ' ix 

J s /7 + fit - .V 1 


1 


3. 


$, 

r-Jill. * 

J y/9 - Hx - 

7. 

/ *> - l 

9. 

j* 1 j 

J (x 1 + 4j + S) 3 

16. 

J* X* - 4x J + Jfc 2 ^ 

II. 

/ |x J > 6.t+ 

11, 

| V’.Tffe - d\ 

13. 

f —T---— rf-X 

J 2.ir — Jx + 9 


2 * + 2 
x + 5 


dx 




dr 


U. 

Ji — 4jr + 5 


1ft 




2* 1 + lx — 4 


JlT 


+ 3 




17 . f j, ** f * -j —— 

J t + Je* + 2 .t 2 4- x 

Cakuk et area de la region que esrd ddimitada 
por las graficas de r = (jr 1 4 ty\y = 0, x = 
0 y Jf = I. 

La region que acotada pm [a grlfka de v = 
i/(d + lx + 10). Jos ejes eoordenadot y la 
Tecta x = 2* girn alredcdor del eje jr. Cakule el 
volume^ dd soli do- resuLiaMe. 

21 La regidn destma er el Ejerdcio 20 gira all ora 

alrededer del eje.y. Cukule el volumtn del sALi- 
do result an re 

La vcloeidad lal Ekmpo 0 de una pamcula que 
se mueve w>hre Una meet a coord triad a es is dado 

P«r (75 + [Or - t 2 ) rl/1 ni/s, iQu£ distaticia re 
eorrr la misma Juraiue el rnfervalO de ueoipn 

\Q. 51 ? 


9.6 


SUSTITUCI0NE5 DIVERSAS 


En esia section se pressman algunas sustiTudones que son ihites para evaluar ciertai 
integrals, til siguieme ejeipplo indica que si una integral coiuisne una expresidn de li 
forma zjf{x) , witooce* una<tel»!VKituciones u^ ^7fvj o bien u = fix) puede sim 
plificar la e valuation- 


EJEMPLO 1 Evaluar f —Jjt. 

J ;Sc 2 d- 4 
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Solucion 1 La sustitucidn u = yjx 2 4- 4 lleva a las siguientes ecuaciones equiva- 
lentes: 

u = </x 2 + 4, m 3 = x 2 4- 4, x 2 = w 3 - 4. 

Tomando la diferencial en amf os Iados de la ultima ecuacion, obtenemos 

Ixdx = lu 2 du o bien x dx - |m 2 du. 

Ahora se reemplaza en la integral dada como sigue: 

f x 3 dx = f ■ . * 2 xdx 
J </x 2 + 4 J </x 2 + 4 

_ j _ 4« M u 

= - 2« 2 ) + C = ^u 2 (u 3 - 10) + C 

= j^j(x 2 + 4) 2/3 (x 2 - 6) + C 

Solucion 2 Si sustituimos u en lugar de la expresidn bajo el radical, entonces 

u = x 2 + 4 x 2 = u - 4 
2 xdx = du xdx = \ du. 

En este caso podemos escribir 


f —£=dx = f * — • x dx 
J </x 2 + 4 J </x 2 + 4 


= ^ u= ^/ ( “ 2/3_4u ’ ,,3) 

= i[$u 5/3 ~~ 6u 2/3 ] + C = toU 2/3 [u - 10] 4 C 
= j^(x 2 4- 4) 2/3 (x 2 - 6) 4* C 


du 


EJEMPLO 2 Evaluar J 


1 


dx. 


Vx + n/x 

Solucion Si se toma u = {fx, entonces 

x = m 6 , Jx = u\ \[x — m 2 , dx = 6u s du 

y s 

f —=-!—= dx = f -J - 1 — 2 6u 5 du = 6 f — — du. 

J + ili J M 3 + U 2 J U + 1 

Efectuando la divisi6n, 


M + 1 


• = u 2 - u + 1 — 


u 4 1 





















m 
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Por Jo tamo, 

•T ;^t] <fu 

- 6fK ~■ Ju a + y— In |n + f |) + C 
™ - V * — + 6\/x - 6 In ($fx + |> + C * 


Si tin intcgnndo es una expresidn rarionaJ cn sen* y cos jt, emonces la sustirudAn 
a - ranfr/2) para ~w < x < T tramforma d itrtegrando en una expresibn rational 
(algebraical en u, Para demostrar csio, obstrvese primero que 


x 

cos — - 


I 


l 


i 


1 secfx/2) v i + tan 1 (x/2) vl + a 1 ' 

1 


Por tanto p 


x x X 
sen T = tan-oos T = l . 

2 2 ^/TT? 


* x x 2u 

sen -x — 2 sen - cos = — 

2 2 [ + u 1 


1 — 2 sen 3 - ■ t — 


2u 3 


- n" 


2 1 4- M 2 I +~j?‘ 

Ademifc, como x/2 = tan” 1 w p sc tkne que x - 2 tan' 3 u y ententes 

2 


dx ** 


i +r 


du. 


El siguientt leorenrta resume estc andJis is. 


TEOREMA (9.6) 


Si un iniegrando cs una expresibn racional en sen v v 
cosXh las sigijientes snstitucfones Io transformaii en tina 
expreiidn racional en u: 


sen x 


, 2u 

l + «*' 


CO4Jr = 


dorute n = tan (x/2). 


1 - u 2 

L + ii 1 * 


dx - 


2 

\ + w 2 


da 


EJEMPLO 3 Evaluar f ---J-— dx, 

- 4 sen jt - 3 cos x 

Solucion Aplicando el Teoreina (9.6) y simplificando el integrando, 

f 1 , r _ I 2 

J 4s«i X 3 COS X 1 j 77 lu \ , /I - »*\ I + M 1 dit 

\t+u J / \1 -mi 1 / 
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= f_ 

j 8u - 3(1 - U 2 ) 
I 


du 


= 2 J 


3 u 2 4 8m - 3 


- du 


Mediante fracciones parciales, 


1 


-IL 


y asi. 


3u 2 + 8u - 3 10 ^3« — 1 u + 3 ) 

^ 4 sen x - 3 cos x ~ 5 / (hi- 1 ~~ iTf^) ^ 


= - (In 13u - 11 - In | m 4 31) 4 C 

3m — 1 


= i ,n 
= l ,n 


4 C 


u43 

3 tan (x/2) — 1 


tan (x/2) 4 3 


4 C 


A veces son utiles otras sustituciones pero es imposible dar reglas para aplicar en 
todos los casos. 


DERCICIOS 9.6 

Ijercicios 1-28: Evalue la integral. 

1. J xi/x + 9 dx 2. jx 2 s/2x + 1 dx 




5. 


7. 


9. 


t 


c 


{/ 3^+2 

9 1 


y/x 4 4 

\fx 


dx 

dx 


‘/ST? 

* ' J. 


5x 


(x 4 3) 2/3 

2 5 1 


dx 


\A+>/x 

i 


dx 


l-H/* 

’ J fix + Vx 

' - 1 * 

10 f 4 2X + 3 A 

(x + l)>/x — 2 

v'l 75 

1 x+ 1 
(x 4 4) ,/3 


e J Vl + e* dx 

r e 2 * 

14. \-j=dx 

J i/\ 4 e x 


ls - Ithri* '*•/ 

17. Jsen V* + 4 dx 18. 

(Sugerencia: Tome u = x- I.) 

{Sugerencia: Tome u - 3x 4- 4.) 

21. f z—^-dx 22 

J 2 + sen x 

23. f t— -!-dx 

d 1 4 sen x 4- cos x 

24. J j - 1 - dx 


sen 2x 
sf\~+ senx 
J n/x dx 


dx 


■hr 


1 


2 cos x 


dx 


tan x 4- sen x 


Mr? 


sec x 


3 tan x 


dx 
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CAPITULO? • 

24. 

/ ' d* 

J sen r - v‘3 cos x 

27, 

I* sen 2* 

J sen 1 x - 2 sen v - 8 

{Sugerencw Tome u 


18. 

r senx 

- i dx 

J 5 cus x + cos 1 x 


iSugerencia: Tome U 


M^TODOS BE INllGRAObN 


dx 


sen jr.) 


Ejtfckios 2*t-30: Uemueslrc La tdcntidsd para Icxllos 
ktt mjmCTOs m y *r, iH^^ndm tinu ujumidan aproplatia. 


y luego apLique rsic rcsuliado para dcrao-.si.rar La 
Ldcntidad 

I s 

iircliin je + arctan - - — 
x 2 

(v^ase cl Ejerddo 24 de La Section 8.5). 

32. Demuesirt que 

i" +(1-^ ^ 

se puede cram forma r p media rue la susliMidLSn 
x - |*(r J + r*>. en La integral de una fun- 
tiriu rational. 


2^, Jl 1 sen* x dx = ‘ Cos" X dx 

30 JJ <-> i - *y rf* - JjJ i - xf dx 

Jl Use una sustitucibn aprnpiiida para demostrar 
que 

P dt = P'* r—i d > P ara * > 0 

j. | + f J Ji t +- r J 


FjrrtitMts 33-34: U*e el Teorema R.6) para verifkar 
la formula. 


r I + Ian ix I . 

33. sec x dx = In -— + C 

J 11 - Ian | 

T , I, /1 — cos Jt \ _ 

34. I sc x dx — - In I -—— — 1 + C 

J 2 \ I 4- cos x / 


£H TABLAS DE INTEGRALES 

En msuemitkas. y en otras aclividadcs dcntificas cn las que se usan inicgraJcs, a vece* 
hay que consultar las tables dc inicgralcs. Muchas de las formulas que aparccen cn esa? 
lahhs sc pueden obtener con ios m£todos estudiados cn este capitulo. En general, las la 
bias de imegrales sc deben usar omndo se hay a adquirido experienda con tos m£lodoi 
comunes de integraddn. Al cvaluar integrals complkadas* a menudo sc necesifa efec 
tuar sustitucLones o utilizer fracciones parciales, integraddn per partes ii oiros mero 
dos, para obtencr los integrandos que aparccen cn las lablas. 

Los siguientes cjemplos ilusnaii edmo apticif algunas de las formulas que figurar 
en la pequena Tabla de Jntegrales del Apcndicc IV- Para verifkar que no se hay an co¬ 
met ido errores aJ usar la tabla. siempre bay que comprobar la respuesta por derivaddn 

EJEMPLO 1 Evaluar (V go* x dx. 

Solution Usamos priracro la Formula 85 de la Tabla de Integrates con n = 3 y 
u - jt para reducir cl exponcute de x. A si f 

j x* cos x dx » x 1 senx - 3 | x 2 sen x dx, 

A ecmtmuacidn sc aplica la Formula 84 con n = 2 y luego la Formula 83 + obtenkndi 

J x t sen \ dx = - x 2 cos x + 2 j*x cos x dx 

= x 3 x + 2[cos x + v sen x] + C. 
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Sustituyendo en la primera expresion, obtenemos 

JV cos xdx = x 3 sen x + 3x 2 cos x - 6 cos x - 6x sen x + C • 

EJEMPLO 2 Evaluar / dx para x > 0. 

cS JXZTS P d X? ,ablala qu ' apare “ la foma 


r — _ _ y/° 2 + > 

u 2 v ; u 2 + m 1 tru 


+ C 


SJSSTS? - in,egra " d0 paia 

el imegrando para qu , coincide “ 


J 2 = 3 


u 2 = 5x 2 


emonces la expresion bajo el radical queda ajustada, pero tambien necesitamos que apa- 

(i) m 2 a la izquierda del radical. 

(ii) du en el numerador. 

Se puede lograr (i) escribiendo la integral como 

ss~fhs? dx - 

Para (ii), notamos que 

u = y/5x y du - yfSdx 
y se expresa la integral anterior como 


5 • 4 = f — 


1 


J5 dx. 


v'5 J 5 x j v '3 + 5 x 2 

Esta ultima integral coincide exactamente con la de la Fbrmula 28 y por lo tanto. 


J 


x*y/3 + 5x 2 


dx = y/5 


V 3 4 5.x 


3( v 5x) 
\J3 4 5x 2 


] 


4 C 


3.x 


4 C 


A veces, antes de recurrir a la tabla para evaluar una integral, es necesario hacer 
alguna sust.tuc.6n, como se ilustra en el ejemplo siguiente. 
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EJEMPLO 3 Evaluar | 


sen 2x 


yJT- 5 cos x 


dx. 


Solucibrt Comenzamos par escribir la integral como si pie: 

sen 2x , r 2 sen.t cos x 


j 


,/nrs 


dv 


COS X 


■J 


v '3 - 5 cos x 


dx 


- 2 J 

p COS X 

v '3 — 5 cos x 

- 2 J 

U An 

V3 - to ’ 


Putsto que no bay fdrmuta en Is tahla qnetengan esta forma, consideramos la sustitu- 
ci6n u - eosx, Emonees B du - stnxdx y la integral puede escribirse como 


s/3 - 5 cos x 


Consult undo la Tabla de lutegrales, veuios que la Formula 55 ditfe que 

f * JU - - ,7j - 2d)v^ + fru. 

J s/fl + fr-u 3ft 

Usando cste resuliado con tf - 3 y fr - -5. results 

" 2 J v f- 5u * = ‘ Z (4)*“ 5 « " + C. 

FmaJmente, como u = cosx p 

sen 2x 


f —- dx = (5 cos t + 6)s/3 - 5 cos x + C 

J V3-5mx 75 


EJERCICIOS 9.7 


hjemrim 1-Ms Use la Tabla de [niegrales en el A pen- 
dice IV para evaluar la integral. 


i, 

3 . [{16-x^dx 
S. j r v'2 — Jx dx 
7. |scti 6 3xix 

*■ Jcsc 4 *rfj< 

It. Jxseii‘ , xdx 

13 . JV A **en2x d\ 

. r Vix-fx 1 ’ j 


dx 


2 ' 

4. J,W- 16 t#X 
A. JxS/S + fcirfx 

*. J’xcos’lx'U* 

10, | sen 5x cos 3x dx 

11- JV Ian 1 * d* 

14. jVloxdx 

16. f r 1 -~ ifa 

^ x\/?i - 2x J 


17. j* j ji t j <fa l*. | cos *v'W * - 4 4i 

19. jV x ecu' 1 f " <fa 20. J s«i J .t cos 5 * rf* 

21. JV>/2 +xdx 

c «lt 2 j 
i 4 + 9 srn i 1 

»• 

J" .*+<£)''* ~ J 2* M + 3* a ‘ 

10 , | V ] ™ s« : x lao x i 



■* 
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REPASO 


Discuta Jo siguiente: 

1. Integration por partes. 

2. Sustituciones trigonom£tricas. 


3. Integrates de las funciones racionales. 

4. Integrales en las que aparecen expresiones cua- 
driticas. 


EJERCICIOS 9.8 

Ejercicios 1-100: Evalue la integral. 

1. Jx sen" 1 X dx 2. Jsec 3 (3x) dx 

3. JJ In <1 + x)dx 
5. Jcos 3 2x sen 2 2x dx 
7. J tan x sec 5 x dx 


9 • / (X 2 + 


U. J 


(x 2 + 25) 3/: 


dx 


dx 


, C x 3 - 20x 2 - 63x - 198 
•5. J -- dx 


4. J o ‘ e"dx 
6. Jcos*xdx 
8. /tan x sec 6 x dx 

,0 ‘ ^x 2 yi6 - x* 

i4. r —?—j dx 


dx 


x 4 — 81 


X- 1 


J x - 

;- 

(x + 


(X + 2) 5 


dx 


H. {-==L==dx 18. f-y 

J yjd + 4x - X 2 J X 2 


20. J 


... r£±i* 

J X 

21. Je 2jt sen 3x dx 
23. Jsen 3 x cos 3 x dx 

25. J 


x 2 + 6x + 13 
sen x 


dx 


\/4 — x 2 
x 5 - x 3 + 1 
2x 2 


2 cos x + 3 
22. j*cos (In x) dx 
24. J cot 2 3x dx 
1 

x>x 2 + 4 


dx 


26 


■j 


dx 


/ X~ — X 
— i— 

x 3 + 

“• J;rr 

29. / 


dx 


x J - 3x 2 + 9x — 27 
1 


dx 


w.3/2 


+ X 


1/2 


dx 


30 f—'t- 1 
' J (x + 5) 


dx 


31. Je* sec e* dx 

33. Jx 2 sen 5x dx 

35. Jsen 3 x cos 1/2 x dx 

37/ J e x \[\ + e x dx 

39. f — , dx 
J V4x 2 + 25 

41. Jsec 2 x tan 2 x dx 
43. Jx cot x esc x dx 
45. Jx 2 (8 — jc 3 ) ,/3 dx 

47. JVi sen >Jx dx 
r e 3x 

49. f - -- dx 

J Ue 1 

* x 2 — 4x + 3 


dx 


51. j 

S3. J 


xT* 


dx 


sfl6 - : 


dx 


55 


32. Jx tan x 2 dx 
34. Jsen 2x cos x dx 
36. Jsen 3x cot 3x dx 
38. Jx(4x 2 + 25) ~ 1/2 dx 

40. J —^ 

Jx 2 + 


3x + 2 


8x + 25 
42. Jsen 2 x cos 5 x dx 
44. J(1 + esc 2x) 2 dx 
46. Jx (In x) 2 dx 
48. JxV5-3 xdx 


dx 


50. J 


0 2x 


4-he 4 


dx 


M 7n 


dx 


f l-2x 
‘ J x 2 4- 12x + 35 X 

57. Jtan" 1 5x dx 
59. I -=— dx 

J COS 2 X 

61. J -p==dx 

63. Jcot 6 xdx 

65. Jx 3 Vx 2 - 25 dx 

67. J(x 2 — sech 2 4x) dx 


c 1 

56. I —5- 7 -— dx 

J x 2 - 6x + 18 

58. Jsen 4 3x dx 


“•/si?*' 

a. 

J x 2 +4 


64. J cot 5 x esc x dx 
66. J(senx)10'“' dx 
68. J x cosh x dx 
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69. 

j irt 4 * dx 

7R- 

jx , </x i + 1 dx 

71, 

J I - 5 dx 

J vn-ife-* 1 

72. 

f I2x j -f 7x 

J x 4 * 

73. 

| tan lx cos lx dx 

74* 

J* |4 *«MdX 

75, 

f 4s 1 — 12k - 10 

1 A T 

7ft. 

r 1 rf. 

J (*-2Xx*-4x+3) 

■ X* Vtfi — X 1 

77. 

J*|x J + 11 cos x dx 



n. 

+ i ;ilx 

79. 

r*^ 4 - 

w 

j* 4.* 1 - IS.t j - fix + 81 



j x 4 — I8x j + 81 

aX 


SK. 

J"(S — cot JxpJx 

«. 

j xt-x* + S)’ 14 d.t 

m, 

f - r fa 

’ xi \!x + {/.*) 

w. j 

r T dx 


1 cos 3 4x d 


J ^ r ^-fa + 4 

J Vi+co** lw - J (**+«*-2! * 

r x 1 

R7. J ^j + x )^ ' S*. J«a*x cos 1 *At 

t9- I ten* x sec x dx <Xk f . — ■ ■■ dx 

J J v‘4 + 9x ; 


2 x j + 4 x j + m + n 


/ X 4, + 9x 2 + 20 

J senj 
--71 d.% 

(1 + cos x) 1 


dx 


W.J 


<* a - Z) J 


dx 


dx 


94. J cot 2 x esc x dx 95. J x in [q x d.t 

nJ^—dx 97. f -=£= 

*§.j 9?. J-tV^Ar 

JIM) f[* + 2)*ix + l) tQ dx 
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10 _ 

FORMAS INDETERMINADAS, 
INTEGRALES IMPROPIAS 
y FORMULAS DE TAYLOR 


L3 n este capftuio se presenter) algunos metodos que son utiles 
para investigar ciertos Ifmites. Tambien se estudian las integrates 
definidas con integrandos discontinues o con extremos (o Ifmites) 
de integracion infinitos. La ultima seccion contiene un metodo 
para aproximar funciones por medio de polinomios. Estos temas 
tienen muchas aplicaciones en ffsica y en matematicas; sin 
embargo, la mas importante aplicacion se pospone para el 
s/guiente capftulo referente a series infinites 
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CAW'njLG 10 • KMMAS INPETE&M1NADA1 INTEGRALS IMHtQPIAS 1 FORMULAS DE TAYLOR 


10.1 


LAS FORMAS INDETERMINADAS 0/0 Y «/«> 


Con frecucncia aparecen Ifmitcs de la forma Um^ ftxytfx), donde am has fundo- 
nes/y t, tieticn limite 0 cuando * liende 8 c. Sc dice quc f UVtK-t) time la forma inde- 
lerminada (1/0 en x = c. Qufri los ejemplos inis import antes dc la forma 0/0 aparecen 
al usar la fdrmuia para ta dcrivada 


/'(cj = lim ~ 

*-r X - f 

Si los limites dc /( x) y 0 (x) son » o bicn cuando x liende a c + se dice que 
/t*V 0 (x) tiene la forma indecerminsda «/» en x = c f 
En e| Capftulo 2 « estudio 


2x 2 — 5* + 2 
^ 5?-7*~6’ 


El cocientc ticnc la forma indeterminada 0/0; sin embargo, el limite se puedc obtenei 
como sEgue; 


lim 

x-2 


Zx* —■ 5x + 2 
Sx 1 - lx ~b 


lim 


Ox - ])(x - 2) 


-i (5x + 3>|x - 2) 


Utn 

*-2 


2jt — 3 
5*+~3 


5 

13 


Dtras formas indeterminadas requteren xnftodo* mas eoropKcados. Por ejemplo en el 
Caprtulo 8 sc usd un razonumtento geojnftrico para demos trar que 


„ sen x 
lim- 

*-[> X 


X. 


\ 


En ms seeddn se demusstra ta regia de L Wpitoi y se aplica a las formas indclcr- 
minatias. La dam strstiOs uliiiza la sigufenre formula que Jteva el nombre dd 1am asp 
mafeinacieo francos A. Cauchy (1789-1857)+ 


FORMULA DE (10,1) 
CAUCHY 


Dtmostraoon Ndiese primers que rfty - §(p) / 0 , ya que si q(u) = fHb)< enton- 
ces por d Teorema de Rolle (4.10), existe un mimero c cn (p, b} tal que - 0. 
lo que corn rad ice la hipdicsis sabre q\ 

Sea h tina nueva funetdn ddlnida como siguc: 

*W - [fib) —- [g(h] - 0(a)]f{x} 


Si las funciones f y if son continual en un intervaio ce- 
rrado [a k b] ¥ derivables en el intervaio abieno ( a t fr) y 
si g'(.%) ^ Oparatodoxen (a, b), entoncts existe un nu- 
mero w en (a, hi tal qtie 

fib)-fja) / (h) 

g(b) - q[<iI ~ d'(iY) ’ 
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para todo* en [a, b). Se deduce que h es continua en [a, b\, derivable en (a, b) y h(a) = 
h(b). Por el Tcorema de Rolle, existe un numero wen (a, b ) tai que h (w) = 0; es decir; 

[/(*) - f(a)]g'(w) - [ g(b) - g(a)]f’(w) = 0. 

Esto equivale a la Fdrmula de Cauchy. • • 


Tomando g(x) = x en (10.1) se obtiene 


o, equivalentemente 


Ab) - /(a) 
b — a 


f'(w) 

1 


Ab) ~ /(a) = f'(w)(b - a). 

del vTr 0 MeZ U (4 St [2) qUe '* F6rmU ' a * CaUChy “ ““ « eneralizaci6n «W Teorema 
El siguiente resultado es el teorema mas importante sobre formas indeterminadas. 


REGLA DE (10.2) 
L'HOPITAL* 


Sea (a, b) un intervalo abierto que contiene a c. Sean / 
y g funciones definidas y derivables en (a, b), excepto 
posiblemente en c. Si g'(x) * 0 para x*c y f(x)/g(x) 
tiene la forma indeterminada 0/0 o bien oo/oo en x = c 
entonces 



lim 

*-*<- g(x) 


g'(x) 


siempre que Mm x ^[f(x)/g\ x )\ exista o en su caso 
I'" \~c[f'(x)/g\x)\ = oo. 


Su PJ" ga ™°, s w* fix)/&x) tiene la forma indeterminada 0/0 en 
7 5* *~c [ / (x)/g (at)] — L para un numero L. Se quicre demostrar que 

li m x—c\f(x)/y(x)] = L. Sean Fy G tales que 


Corrib 


F (x) = f(x) si X 5 i c y F(c) = 0. 
CM = <7(.v) si x ^ c y G(c) = 0. 

Hm F(x) = lim /(*) = 0 = F(c), 


la funcidn Fes continua en c y por tanto es continua en todo el intervalo (a, b) Analo- 
gamente. G es continua en (a, b). Adenitis. F'(x) = /'(*) y G '(x) = g’(x). siempre 


• ■ * G - L’Hopital (1661-1704) fue un noble trances que publicb el primer libro de GSIculo. La regia apare- 

intatSn Z‘ T T f eSCU ^ ier,a realmenle P° r s “ maestro, el ma.ema.ico suizo Johann Bernou- 
Hi (1667-1748), quien participd el resultado a L’H6pital en 1694. 
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que x # c, Aplkando Ea Formula dc Cauchy a uno de los imervalos [e, jt| o [jt, c] re- 
suha que exisfe un numero w cntre c y x tal que 


m u - = FPv) _ f \w\ 

Qk) - G|i | G'iw) g r [vd 


Aprovechando d hccho 
obtiene quo 


de que /-*(*> = f(x), G(x) = ifU > y = <J(c> = 0, k 

fix) = />•! 

<HX) 


ncuiu io.i 

c < w < *; -1 j . _4 

i * i- 

* C w < c: -1—I—{_ 

T h f 


Como 1 * se «ncuentra cm re c y {veasc Ea Figura 10.1), re- 
sulia que 


„ ft *:) ,, /Ini „ / r w 

lim -- - hm - - lint 


que es lo que sc querta demosirar, 

En el caso cn que Ifm^[/{*)/*/'(.*■)] = sc puedc aplkai un razonamicmo 
an&logo, La demosLrad6n para la forma mtktcrminada “/« es md* dificil. El lector 
podra cncontrarla en tcxtos de C&lculo avanzado. * * 


Con frecucccia, aj apEicar la regia de L’Hdpiial sc comete d error de dcrivar 
fix)/ N6ie*e que en (10.2) sc toman las derived** dc f(\) y tf(x} por separado 
y posieriormenic sc busca d ifnrite d 


EJEMPiO 1 


Calcular lim 

*-0 


cohx +■ 2x ■ - I 
lv 


Solucion El cociente tiene la Forma indeterniinada 0/0 en x - 0. Por la Regia dt 
L'Hftpital (10.2), 


lirti 


cos jr + 2x ~ E 
lx 


S 3 


-sen* + 2 


1 
3 ' 


Para hacer com pi eta me ate rigurosa la soluridn del Ejemplo h sc deberia haber de- 
rnostrado que lim wl3 (-sen* + 2)/3 esiste tmfej de tgualarlo a 2/3; sin embargo, para 
siniplificar las soludones sc supone que el limits esisle y se precede coma en este cam 
A veccs es necesario apiicai la kegla de L’HdpitaJ varias veces cn un mismo probk- 
ma, como se ilustra cn el siguiente ejemplo, 

EJEMPLO ® Calcular lim e t + e —=— ^ . 

±^ri [ — cos 2jr 

Solution El cocientc ticne la forme indetermtuada 0/0, Por la Regia de l 'Hopital t 
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suponiendo que el segundo limite existe. Como este ultimo cociente tiene la forma inde- 
terminada 0/0, aplicamos la Regia de L’Hopital por segunda vez y obtenemos 

e x ~ e x _ y e ' + e~ x 2_ _ 
r'5o 2 sen 2x ~ v™ 4 cos 2x ~ 4 “ 2 * 

De esto se deduce que el limite existe y es igual a j. • 

La Regia de L’Hopital tambien puede aplicarse a los lfmites unilaterales, como se 
ilustra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 3 Calcular lim — tan X —. 

x-*(t/ 2 r 1 4- sec* 

Solucion La forma indeterminada es <»/«>. p or i a Regia de L’Hopital, 

lim , 4tan - y = lim 4sec2jr = Hm 
x-*(t/ 2 )- 1 + secx jr-(T/ 2 y sec a tan* jc-*(t/ 2 )' tanx 

Este ultimo cociente tiene tambien la forma «>/<» en x = tt/2 ; sin embargo, al volver 
a aplicar la Regia de L’Hopital se obtiene otra vez la forma ®/oo (compruebe este he- 
cho). En este caso el limite puede calcularse usando identidades trigonom^tricas para 
modificar el cociente como sigue: 


4 sec* _ 4/(cosa) 4 

tan* (senx)/(cos x) ~ sen* 

Por lo tanto, 

4 tan a 4 4 

lim —- = lim - = — 

t-* 0 r /2 )• 1 4 sec x x—(ir/2y sen A' 1 


Puede demostrarse otra forma de la Regia de L’Hopital para los casos x o° y 
x -°°. A continuacion se presenta una demostracion parcial de este hccho. Suponga- 
mos que 

Hm f(x) = lim g(x) = 0. 

JT-*-oo -V-*oo 

Definiendo u = 1/x y aplicando la Regia de L’Hopital, 

r f(x) u fii/u) D u f(\/u) 

lim -= lim -= lim 

x~+*>g(x) uo * g(\/u) U-O' D u g{\/u) 

Por la Regia de la Cadena, 

DJ\\/u) = /'(l/u)( - 1/w 2 ) y D„ g(\/u) = g’(\/u){-l/u 2 ). 


Sustituyendo en el limite anterior y simplificando, 


a*) nm fix) 

lim — : = lim .... = hm 


* ll(x) a -• o y'(\/u) 


i f)'(x) 


A esta formula tambien se la llama Regia de L’Hopital. Los dos ejemplos siguientes 
muestran como se aplica esta regia a la forma <»/<». 
















500 


CAPlTULQ 10 ■ FORMAS INDETERMtNADAS, INTEGRALLS WP«OPL*iS Y FORMULAS M TAYLOR 


EJEMPIO ♦ Determinar Ifm ln X . 

*“*« VJC 

Solution I—a forma iadeierminada es »/«>. Par la Regia tie ! Hopita], 


Hm 


Ida 


l(m 


I/Jt 

1/(2 v 5 ) 


Esia liltima ex pres ion tiene la forma indelerminada 0/0. A1 aplitar de nuevo la Regia 
de L’Hopital se obticne otra ver. 0/0 (eomprucbese este hecho). En cambio, podcmos 
obtencr d limite simpliflcando algtbraicamente la expresidr como siguc; 


lim 

r-»w 


l/.t 

J/(2vv) 




EJEMPIO 5 


Calcular lim 



. si es que exists;. 


Solucion La forma indeicroiinada es ®/™. En este ease se debt aplicar la Regl, 
de L'Hopkal dos veces; 

e l * 

lim —y- = tfm —- = Mm -= «, 

***“ x 2x 2 


Pof !o tamo, la expression dada no tiene limit? stno que liende a infinite cuartdo fiend* 

a 


Antes de aplicar fa ftegla de L*Hdpital es may impnrtanie comprobar que el cti- 
ciente tiene ana dc fas formas indeiermmadm 0/0 o Men ™/«s. Si se a pika la regia 
a una forma que no es in de term in ad a puedc obtenerse un result ado mcorreeto, como 
se ilustra en d siguienfe ejemplo r 


IJEMPLO 6 Calcular Urn - V • . si es que exjsie. 

x 3 

Solucion El GOciente no tiene ninguna de las formas indeterminadas 0/0 o bien 
»/« en x = 0, Para evaluar el limit? escribimos 

lim ‘ + / -lim ( e x + e *)[ 

\* / 


Como 


Hm [c* + e *) = 2 y 


del Teorcma (4,27) (ii) oblenemos que 

e* + e 1 


Hm 

3T-»0 


lim j — qc 4 
#-o 


00, 
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Si pasamos por alto que el cociente no tiene ninguna de las formas indeterminadas 
0/0 o bien oo/oo en x = 0, y aplicamos (incorrectamente) la Regia de L’Hopital, resulta 


l(m 

x-*0 


e x -i- 


= lim 

x~*0 


2x 


Como este cociente tiene la forma indeterminada 0/0, se aplica de nuevo ia regia 
cionada y obtenemos 


men- 


lim 

0 



lim 

Jf-*0 


e x + e x 
2 


1 + 1 
2 


1. 


Esto lleva a la conclusion (erronea) de que el limite existe y es igual a 1. • 


El siguiente ejemplo muestra una aplicacidn de las formas indeterminadas al andli- 
sis de un circuito eldctrico. 


•gura 10.2 


A’ 



U-J' 


/ 


EJEMPLO 7 La corriente / al tiempo t en un circuito elec- 
trico estd dada por / = V(\ - e~ Rt/L )/R donde Les la ten¬ 
sion aplicada (voltaje), R es la resistencia y L es la inductancia 
(vease la Figura 10.2). Calcular lim L ^ 0 . / tomando a L co- 
mo la unica variable independiente. Evaluar lim^o. / to¬ 
mando a R como la unica variable independiente. 


Solucion Considerando a K, R y t como constantes y a L como variable, la ex- 
presidn que se obtiene para I no es una forma indeterminada en L = 0. Usando los 
teoremas comunes sobre limites obtenemos 


lim 

/.-o« 


/ = lim 

L-*0 * 


- e~ Rt,L ) 


= ~ (1 — lim 

R \ L-*0+ ) 


-5"-O'- 


Por lo tanto, en estas condiciones la corriente esta dada por la ley de Ohm I = V/R. 

Considerando a V, L y t como constantes y a R como variable, / toma la forma 
indeterminada 0/0 en R = 0. Aplicando la Regia de L’Hopital, 

- Rt/L} 


lim 

R — 0 + 


1 = 


V lim 

ft-»o' 


= V lim 

ft -*0 


(I 


0 — e~ Rt,L (—t/L) 


Esto puede interpretarse como sigue. Cuando R — 0 + , la corriente / es directamente 
proporcional al tiempo r, con constante de proporcionalidad V/L. Por lo tanto, en 
1 - 1 la corriente es V/L\ en / = 2 es ( V/L)( 2); en t = 3 es ( V/L )(3), etcetera. 
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EJERCI CIOS 10.1 


Ejrrriciife 1-52: C7alcui-e ct luftile si es que exifcle* 
sett x 


lim 

Q 2x 


j. Km 


— I — 2 


5. Km 


a 1 -25 

2x" - 5x + 2 


a ^Si*-7jr"-e 


7. lim 


1 - 3* + 2 



13* Km 


5x 

2, Ifm + 

*-m tan x 

x -4 

4. lim -= 

4-2 

x J +2x-3 
6. lira ■■ - „ 

j^-als 1 + 3x-9 


R. lim 


.if 5 - 5s + a 

j Is 1 - s - 7 

sen x 


10. Inn 

*- o x — tan x 


x + 1 - i' 1 


II. lim 


I - sen x 

14. lira 

* cos.If 


15. Sim 


I 4 sen x 


cos J x 
2 + see x 


17* Um a 
J .„ m 3 tan s 

i ** 

19. lira r — 

In x 


2 i, lira 


In sen x 


_ * 
16. lira 

i-o* Jt 

.. In x 

IR r lim 

jt-o? col-* 

« . In * 

20. lira — 
2s 


*3. Urn 

Iiff 


..(vi Enscn 2s 

g* — — 2sen * 


11. lira 


-□ lan 


*«n x 


In {x - It 
14. Ifm —— 

i -* J X ■“■ 2 


25. fim 

n-fl 


.1 cos iff' 


27. lim 


2s 1 + 3.x + I 
5x J + jc + 4 

,, sin* 

If- lim 

j-p* x + tnx 


U. Jim 


28. Um 


2e* - 3* - * - 1 


x J + x + 1 

ii J 4- 4 


30. lira r — 

■ - »in x 


31. lim ~ i n > 0 

e 


31. Nm n > 0 


33. 


lim 


In {X — I) 


,. sen * x + 2 cos x — 2 
34. lira—j---- 

*^0 COS- X — X SID X - 1 


.. sen 1 2t 

35. Km —_t— 

i^osen X 


36. Lira 


In tin. x| 

In x 


37. lira 

*•-"0 


tan .t M?n x 
i 1 tan x 


3$. Um 

a — | 


2* 1 - 5 x J + 6.t - 3 
x 1 "- 2x 5 4- x - 1 


39- 


lim 


3-3* 

5^y 


40 Lim 

I^o 


2 — e” — e" 
I - COS 1 X 


41. lim 

i-i i 


%* - * J - 3* 1 + S-t - 3 

i 4 - 5 ,t j + 9i J - 7t + 2 


x* + x J - 3* s — ji + 2 

421 ™x*~S* J + 9* J -7x + 2 



lim 

Ji-i-LQ, 


2c * + In x 
"e J - + x 1 


4. lim 


, xsen 1 x 

46. Inn - 

i-pgi sen* 


*L lim 


tan x 
col 2x 

p" s J J 
50. Km -— 

■ -+o X 

x 4 cosh X 
52. Nni — -a-—- 

V- A 1 


53. Desde un globo de aire cahente sc dejs cacr ub 
ruerpodemssa m. Si ia futrza resis rente debidj 
al atre cs directamente proporcional a la velod- 
dad v( t) del objcio ml tierape /. entonen 


ilf) = ffflftr/fc)fl - r lk w “? 

do ride k es una constaritc ¥ 0 cs Ja dccleracidn 
dc Ja gravedad (v easc cf E jenip?o 4 tie in Seccidn 
I9.2fr- Demueatre qoe lim^ v(0 = 


54. Un cuerpo esfirico de masa m se suelta cn agm 
(vdatsc eL E}erddo 56 dc la Scccion K,7)- Si la fuei 
/a de rrsislencia dehida al agua cs difecs mnenlc 
proporcional al aiadrado de la velocidad H cm on 
ccs la disraneia s(t) recorrida por la pelota *»■ 
tiempo f esia dada por 

ilrj - imik) In cosh \\tfk vjj t\ 
dondc k es una constame y ^ es la acdcracidii 
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dc la gravcdad. Demuestre que lim*_ 0+ s(t) = 

tgt 2 - 

55. Consulte ia Definicibn (8.21) del movimiento ar- 
mdnico simple. Un cuerpo de masa m se fija a 
un resorte colgado de un soporte. Se pone en mo¬ 
vimiento al cuerpo moviendo el soporte de acuer- 
do con la ecuacion D - A cos w/, donde A y u> 
son constantes positivas y t es el tiempo. Si se des- 
precian las fuerzas de friccion, el desplazamien- 
to .9 del cuerpo con respecto a su position inicial, 
al tiempo r, est£ dado por 

Ad ) 2 

s = —=- J (cos (t)t - cos 

(Of, — id 1 

para co # co 0 , donde w 0 = y/'k/m para alguna 
constante positiva k. Calcule linr^s, y de¬ 
muestre que la amplitud de las oscilaciones es cre- 
ciente. Este es un ejemplo del fenomeno de re- 
sonancia. 

56. El modelo logistico para el crecimiento pobla- 
cional predice el tamafto y{t) de una poblacion 
al tiempo t por medio de la formula y(t) = 
K/(\ + ce~ rt ), donde r y K son constantes po¬ 
sitivas y f = [A - y(0)]/y(0). Los ecologistas 


llaman a K capacidad del medio y la interpretan 
como el numero maximo de individuos que el me¬ 
dio o ambiente natural puede soportar. Calcule 
y l ,rr *A .o>-y(0 e ilustre graficamen- 
te el significado de estos limites. 


57. La integral semina Si(x) = JJ [(sen u)/u] du es 
una funcion especial de las matematicas aplica- 
das. Calcule 


(a) lim 

x -*0 




Si x) - x 

(b) lim - 

jc -*0 x 3 


58. La integral cosenaria de Fresnel cuya formula es 
C(x) = Jo cos u 2 du, se utiliza en el estudio de 
la difraccion de la luz. Calcule 


(a) hm^> 

*-0 X 


lb) lim 

Jt-0 


C(x) - .x 


59. Sea x > 0. Se sabc que ft t " dt = ft" + » /(« -f | . 

para n ^ -J. Demuestre que 

lim f* t* dt = f* t 1 dt. 


60. Calcule lim X ^f{x)/g(x) para 

/(■*) = jo e ‘' d ' y y{x) = e x ‘. 


10.2 


OTRAS FORMAS INDETERMINADAS 


Se asevera que f(x)g(x) tiene la forma indcterminada 0 * <» en x = c, si se tiene 
lim^ c /(*) = 0 y @(x) = °° o bien Se usa la misma ter- 

minologia para limites unilaterales y cuando x 0 bien x -*> -oo. Esta forma se puede 
cambiar a una de las indeterminadas 0/0 o bien °o/oo escribiendo 

/M 9 W *i m obi “ ****>- 


EJEMPLO 1 
Solucion 


Calcular lim x 2 Inx. 

La forma indeterminada es 0 ■ ». Escribimos 

In x 


x 2 In x = 


1/x 2 


y se aplica luego la Regia de L’Hopital a la forma indeterminada resultante que es del 
tipo oo/oo. Por lo tanto. 


lim x 2 \nx = lim ——^ 

x-+0+ x-0* \/ x 2 


lim 

x —0 + 


l/x 

-2/x* 
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Este ultimo cocjente tiene la forma indctcrminada sin embargo, si aplicararao 1 

denuevo la Regia de L’Hdpital volveriamos a obtencr “Z™ 5 , En vez de cso fcc simpiifie 
aSgcbraicaTnentc e! codente y sc detentirina el limilc como sigue: 


lim 


t/JC 
-2 /x 1 


lim -i— 

*+** -2x 



EJEMPLO 2 Cakular Hm (2x - r} scex 

JT—*/i 

Solucion La forma indeterm inada es 0 * »_ Comenzamos por escribtr 


{2 Jr - jt ) sec x 


2x - t 
l/(sec jt) 


2jt - y 

cosjt 


Puerto que esta ultima exprestdn tiene la forma indetermmada 0/0 en jc 
mos aplicar La Regia de L/Hopilai come sigue: 


lim 

i-— w /J 


2x - T 

COS X 


lim -- 

x^r/t “sen x 



jt/ 2, podc 


Las formas indeterminadas que se dercotan por 0°, y 1“ provicnen de capresio 
ties como /( x)* x \ Para esiudlar c$r&* formas es convenience eseribir 

y « /(Jcf* 1 

Y [Omar el Logaritmo natural a a mhos lados l con 1o que se obiicnc 

lny=ln/(x^‘ = ffWln/U). 

Si la forma indcierminada para y es 0 s o bier* “ D , enronces la forma mdeterminadi 
para Iny es 0 * que se puede resolver usartdo Los metodos uitcrim. An^togamen 
te* si y tienc La forma 1“, entonccs ia forma indeterminada para tn_F es » 0. Result a 

asi qtie 

si Eim In y - L n entonecs lim y ^ bm e lf]y = e L m 

JP-*C JHC J-W 

« decir , 

lim /fx^ - e L > 

i-’-C 

Este metodo se puede resumir como stguc. 


GUIAPARA (10.3) 
ANAlIZAft 
\m K ^ f(tt)™ 
CUANDO LA FORMA 
1NDETERMINADA E5 
0*, 1“ O B1EN oq 0 


1. Sea y - f(x)**'. 

Tornar iogaritmos: Iny =• In f{x)*" - 
g{x) In f(xh 

3« Cakular si es que exists. 

4 * Si lLm^ln> = L t entooccs Vm„y “ e L + 


A vcces se comett et error de parar cn el paso 3 y concluir que la express L6n (iene 
d limire l , Es tmportantc rrcordar que se desea calcuhr el limit e de y. For Lo ranto* 
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si In^ tiene por Hmite L, entonces y tiene el limite e L . La guia tambien se puede usar 
cuando x -*■<», o bien x y para el caso de limites unilaterales. 


EJEMPLO 3 Calcular Ifm (1 + 3x) I/(2jr) . 

x -*0 

Solucion La forma indeterminada es 1°°. Siguiendo la guia (10.3), escribimos 
1. y = (1 + 3x) 1/(2y) . 


2. 


ln.y 


2 ^r *n (1 + 3x) = 


In (1 + 3x) 
2x 


Esta ultima expresidn tiene la forma indeterminada 0/0 en x = 0. Por la Regia de 
L’Hdpital, 


3. 


lim In y = lim 

x —0 x —0 


In (1 + 3x) 
2x 


lim 

x -*0 


3/(1 + 3jc) 
2 


3^ 

2 * 


Por lo tanto. 


4 . 


lim (1 -f 3x) 1/(2,f) = lim y = e m . . 


Si lim*^./(x) = lim^^ g(x) = °°, entonces f(x) - g(x) tiene la forma indeter¬ 
minada °° - «> en x = c. En este caso es necesario modificar la expresidn para obtener 
una de las formas estudiadas anteriormente. 


EJEMPLO 4 Calcular lim 1-f- ~ - 

x~0 l e x - 1 X 

Solucion La forma es °° — 00 ; sin embargo, la diferencia puede escribirse con un 
denominador comun, como sigue: 


lim 

x -*0 



x 


= lim 

x —0 


X- e x + 1 
xe* - x 


Esto da la forma indeterminada 0/0. Para resolverla es necesario aplicar dos veces la 
Regia de L’Hdpital ya que la primera aplicacidn da la forma indeterminada 0/0. Asi, 


lim 

x —*0 


+ 1 


xe 


x _ 


= lim 


1 - e x 


x ~*° xe x + e x - 1 


= lim — 
x-*° xe 


-e 


+ 2e x 


EJEMPLO 5 Consultar el Ejercicio 53 de la Seccion 7.3. La velocidad v de un impul- 
so electrico a traves de un cable estd dada por 
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m 


dosiitic R cs cl radio exterior (con el aislamicnto) del cable 
r es el radio de la parte conductors y k es una constants posi 
tiva (v£ase la FigUfft 10,3}. CakuLar 

I*) Jim v (Ei) lim v. 

K-*/ 4 r-4) + 

Solution 

(i) La notacidn de limite indka que res fjjo y R es variable 
En esteem la expression para v no es indctcnninada y 

& V = -* to j^J 3 In |^J = -k(lf In 1 = -*(0) = 0. 

Ibl Si k cs fijo y res variable, emottcca (a expression para v tiene la forma indetermina 
da 0 ■ »enr = 0. Comenzamcw por modi Hear algebra! cam en(e la forma dc la expre 
si6n como siguer 



lim v - -k lim 

r^Q * ' 


In (r/J?) 

ir/Rr 1 


= -kR 1 Ifm 

I'-T-rfO* 


In r - In R 


Como el cocientc anterior tiene la forma indeterminada «V“ en r = 0 t podemos apli 
car la Regia de L'HdpitaJ, y ohtencr 


lim v 

p -*0 + 


-kR- Ifm 

r-'C 4 


U/r) — 0 
-2r" s 






EJERGO OS 10.2 


tljerciriftx J-4& C&lculc 

l. Urn x In x 
J. Mm (x 1 — !)*■“’ 

5 + Hm*” J wnx 

7. lim stn x In sen.x 

9. lim xsen- 
X 

U. Jfiti xaec 3 x 
13- lim ( I + 

15. I£infr'-ir 


Ifmiit si es qne exisle. 

2, Hm tin x In sen x 

rwlr 

4. lim, x(e' (M - 1) 

!■*« 

6. lim x nn ~ 1 x 

j;-* - m 

8. Ifm x^ — tan -1 jej 

10. lim r" In x 

u 

1 1, lim (cos t j-+ i 

J-»U 

14. Hm + 3x) tfI 
16 Jim t* 

*-*Q* 


t7. 

lim 

18. 

tim pan xf*** 


j-. ai 


*-wJ r 

1*, 

Ifm {tan xj* 

M. 

lim ix-iy 





u> 

lint tlx + n** 1 ' 

12. 

lim it + Jxf*"* 




i-«g’ 


lt / x 1 X* 

\ 



I.T.l _ 

\ 


uni i 

*+m \x-\ x + 1 

1 



24. 

Strr-in) 


- 

25. 

tap-—) 

u. 

lim (see x — lan *3 


m^9\X SCfl Xj 

JT-tltj'Ii 

11. 

Jim (1 - xf* x 

u. 

fim ( \ +fT A 


i + i 


P -*[B 

19. 

l(m (~rf —- _ ') 

j -a \Jx 7 + j x} 

30. 

Ifm (cot 3 x - csc J xj 

i-0 

JL 

lim cot 2x tan ~ 1 x 

n. 

lim r 1 2 ~ M 


M- 0 


■*+* 
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33. Km (cot 2 x — e x ) 

34. Km {yjx 2 + 4 — tan" 1 x) 

X“* CD 

# 

35. Km (I + cos x) Un * 

36. Km (1 + ax) b)x 

Jr-0 

37. lim (——\ --- 

x--3 V« a + 2x - 3 x + 3/ 

W. lim (v/jc 4 + 5x 2 + 3 - x 1 ) 

x~»ao 

^9. lim (x + cos 2x) C8C 3jt 
*-*o 

40. Km sec x cos 3x 

x — n/2 

41. lim(senhx —x) 

X— 0O 

42. lim [In (4x + 3) — In (3x + 4)] 

X~* 00 


Ejercicios 43-44: Trace la grafica de /para x > 0. Cal- 
cule los maximos y minimos locales y describa el com- 
portamiento de /(x) cerca de x = 0. Encuentre las 
asintotas horizontales si es que existen. 

43. f(x) = x Wx 44. f(x) = x x 

45. La media geometriea de dos numeros reales po- 
sitivos a y b se define como yjab. Use la Regia 
de L’Hopital para demostrar que 


46. Si una cantidad P de dinero se invierte con una 
tasa de interes de lOOr por ciento al afio, con ca- 
pitalizacibn m veces al ano, entonces el capital 
al cabo de t anos esta dado por P{ 1 + rm 1 )"". 
Si se toma a m como un numero real y se le hace 
tender a infinito, entonces se dice que el interes 
se capitaliza o compone continuamente. Aplique 
la Regia de L’Hopital para demostrar que en es- 
te caso el capital a los / aftos es Pe rl . 

47. Consulte el Ejercicio 51 de la Seccion 8.4. Sea 
ABC un triangulo rectbngulo (veasc la figura). 
La distancia media k del vertice Ca un punto P 
sobre el lado AB es k — (a/0) In (sec0 + tan0). 

(a) Use su intuicibn geometriea para calcular 
K'm^o k. 

(b) Use la Regia de L’Hopital para comprobar 
su respuesta en (a). 



48. Consulte el Ejercicio 53 de la Seccion 10.1. En 
la formula de la velocidad 

tit) = (mgfk)(\ - e ~ [k}m)t ) 

m represents la masa de un cuerpo que cae. Cal- 
cule lim^oc v(/) y concluya que cuando la ma¬ 
sa m es muy grande v(/) es aproximadamente 
proporcional al tiempo l. 


10.3 


INTEGRALES CON EXTREMOS (0 UMITES) 
DE INTEGRACION INFINITOS 


Sea/una funcibn continua no negativa definida en un intervalo infinito [a, «>) tal que 
Iim^oo f(x) = 0. Si / > flf, entonces el area A(t) bajo la grafica de / entre a y t y ilus- 

trada en la Figura 10.4, estb dada por 


FIGURA 10.4 



> V 


y = fix) 



a t x 


A(t) = j'f(x)dx. 

Si li'm,^./I (/) existe, entonces el limite se puede in¬ 
terpretar como el area de la region que se encuentra bajo 
la grafica de /, arriba del eje x y a la derecha de x = a , 
como se ilustra en la Figura 10.5. Para denotar este nu¬ 
mero se utiliza el simbolo f(x)dx. 
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CAPifULO TO * FORMAS INDETEflMSMAOAS. INTEGRALE5 IMPRQPfAS V FORMULAS DE TAYLOR 


La parte (i) dc la siguienfe definition es una general! zacibn del comen tario antcrio! 
id caso en que fix} puede tomar valorem negatives en [a, «). 


DE FI MCI ON (10.4) 


F1G4JRA 10 5 

X*/»*h* 



i ■ 

4 I 


(i) Si / es comintm en [j, “), entonces 
U f[x)dx - Itm j fix}dx 
si el If mile existe. 

til} Si / es continua en (-«, a], entonces 

i /(.vW.* = Itm T /(x)dv 

J ■ t r-^-o* Jp 

si d 1 1 mile exilic. 


Si /( Jf) a 0 para todo x t entonces el limitc en la DcfTni- 
cirin (113,4) (ii) puede considerate corao el £rea bajo la grid- 
ca de /, arriba del eje x v a la izquierda de x = a (vbase la 
Figura 10,6), 

Las expresiones en b Oefmiribn (10.4) se Haitian inle- 
gmles impropiiiv Difieren de las integrates definidas en que 
uao de sus extremes de integradbn no es un numcro real. Se 
dice que Una integral impropia converge si el limite corres¬ 
ponds me exists, y en tse caso el valor de la integral impro¬ 
pia es ese limitc. Si el limine no existe entonces la integral 
impropia diverge. 

La Pcfmidbn ( 10.4) ijcne muchas aplicaciones. En el Ejemplo 4 se usa una integral 
impropia para calcular el trabajo realizado al enviar un objcto de la super ficie de la 
Tierra a un pilflto Cuera del campo gravitalorio ierrcstre. Su aplicacidn al estudio dc 
las series infinity es muy importante (vease el Teorema (1 L22)}. 

Una integral impropia puede tener dos extremes de imegracibn in fi nit os coma en 
la siguienie definicidn. 


figuha tQ.6 


t =/l*J 



DEFINICION (10,5) 


Sea / una funcibn continua para todo a Si a es un mi- 
mero real, entonces 

r r ./ix)dx - i-,/(x)di r + \:max 

siempre y cuando converjan las dos integrates impropias 
del la do dcrecho de la igualdad. 


Si diverge una de las integrates en (10.5), entonces se dice que |? w /{jr)dxdlvergt 
Se puede demostrar que (10.5) es independent e del mimero real a. Tambien puede de 
mostrarse que f (x}dx no es lo rnisrno que J 1 .,/(jt )d.v. 
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EJEMPIO 1 Investigar si la integral converge o diverge. Calcular su valor si converge. 

(a> f (-rrijs^ 


Solucion 

(a) De la Definition (10.4) (i), 


f* t— 1 . , dx = lim r -—j dx = lim T-j 

j2 (x - l) 2 (x - l) 2 L-x - 1J 2 

= lim (—U ' =0+1 = 1. 

>->• - 1 2 — 1 / 


Por lo tanto la integral converge y su valor es 1. 
(b) De la Definici6n (10.4) (i). 


f x — dx = lim f —~r ^ x 
J 2 X — 1 t oc J 2 x — 1 

= h'm [^ln (x — 1) 

— Hm [In (r — 1) — In (2 — l)] 

t~* 00 

= Hm In (t - 1) = oo. 

f~* 00 

Por lo tanto, la integral impropia diverge. • 


En las Figuras 10.7 y 10.8 aparecen las grdficas de las funciones dadas como inte- 
grandos en el Ejemplo 1. Notese que aunque las graficas se parecen para x > 2, puede 
asignarse un valor al area de la region infinita bajo la curva en la Figura 10.7 pero no 
para la de la Figura 10.8. 


FIGURA 10.7 FIGURA 10.8 




La grdfica de la Figura 10.8 tiene una propiedad interesante. Si la region bajo la 
grafica dey = l/(x - 1) entre 2 y t gira alrededor del eje x, genera un sblido cuyo volu- 
men es . 


71 


J2(X - l) 2 


dx. 
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CaNTULO 10 * FORMAS UNDETERMlWAflAS, (PfUGHAlES IMPHOWAS Y FORMULAS DE TAYLOR 
Sc puede cons id era r a la imeet at impropia 

* f 1 ^ dx 

J* \x-\f 

como el votumen del solido no ocofado {o infinite) que se obtiene al girar alrededor 
del eje x la region bajo la grafica de y ^ \/(x - ij para * ^ 2. Por (a) del Ejempto 
l« et valor de esta integral impropia es r ' I, es decir t. Esto mucstra un hecho curio- 
so: a mique no se puede asignar an niimcro real al Area dc la region, sf se puede asignar 
an valor finiio al volumen de! sdlido de revolution getter ado al gtrar la regitin. (£n d 
Ejereitio 35 se describe oiro cam pare tide,) 

EJEMPLO fl Asignar un valor al Srca de la regidn que se 
cucuentra bajo la grdfiea de y - r% arriba dd eje x y a la 
kquierda de jt = 1, 

Solution En La Figura 10.9 aparece un croquts dc la re- 
gi6n acetftda por las grftfieas de y = e J , y * 0, x =« 1 y 
x = f. para r < 1. El area de la region infinite a la hzquierda 
de x = 1 es 

j l ^a*dx= Hm Ifm 

- lim |> —= * - 0«e 


FIGURA 10,9 



EJEMPLO 3 Calcuiar \ — —-—- dx\ Trajtar la grafica de f[x} 

interpretar la integral como un Atca. 

Solucion Usando la Definition (10.5) con a = 0, 

f ' Jx + r-1-ri.v. 

J-* I + V- J * 1 + X 2 1 + X 1 


\ 

I + X 1 


t 


Aplicando ah ora la Defmi-ci6n 110.4) (i), 


r* ' 

J» I + V 1 


its 


lim I' , * Hm [Jretan v 

... ■»" I + ** I 


= lim l&rcUtn t - uriiian ll| = jt/2 — 0 = n/2. 

I~» *1 


Usando (lQ,4)(ii) podemos demostrar en forma analoga que 


FIGURA 10.10 



f 1 , ^ , d-v = ^ ■ 
J ~ * 1 + JT ^ 


Por lo tan to, la integral impropia converge y su vaJor| 

ir/2) + (= t. 

La grdfica de = I/{l + jt') esti en la Figura 
La region ixifinita que se encuenlra bajo la grifaca y 
del eje x tknc un drea H'nita de it unidadcs cuadradas, 
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Terminamos esta secci6n con una aplicacion de las inte- 
grales impropias a la fi'sica. Sean a y b las coordenadas de 
dos puntos A y B sobre una recta coordenada / (vbase la 
Figura 10.11). Si f(x) es la fuerza que actua sobre una par- 
ticula Pen un punto de coordenada x> entonces de la Defini¬ 
tion (6.16), el trabajo realizado cuando P se mueve de A a 
B esta dado por 

W = £f(x)dx. 

An&logamente, se puede usar la integral impropia fa f(x)dx para definir el trabajo 
realizado cuando P se mueve indefinidamente a la derecha (en las aplicaciones se dice 
que P se va al infinito). Por ejemplo, si /(*) es la fuerza de atraccion entre una parti- 
cula fija en un punto A y otra parti'cula movil P, y si c > ar, entonces ff'f(x)dx repre- 
senta el trabajo requerido para desplazar P desde el punto con coordenada c hasta el 
infinito. 


FIGURA 10.11 

A P B 

— -• - • - m~ 

ax h 


EJEMPLO 4 

►“VILA 10.19 



Consultar el Ejercicio 19 de la Seccibn 6.6 Sea / la recta coordenada 
con el origcn O en el centro de la Tierra, como se ilustra en 
la Figura 10.12. La fuerza de gravedad ejercida en un punto 
sobre / a una distancia x de O, esta dada por f{x) = k/x 2 y 
donde k es una constante. Calcular el trabajo requerido para 
enviar un objeto con un peso de 100 libras fuerza (Ibf), des¬ 
de la superficie de la Tierra hasta un punto fuera de su cam- 
po de atraccibn gravitatoria, a lo largo de la recta /. Usar 
4000 mi (6400 km) como valor del radio de la Tierra. ' 


Solucion Tebricamente la fuerza de gravedad f(x ) nunca deja de actuar sobre un 
objeto; pero podemos considerar el envio del cuerpo en cuestion desde la superficie de 
la Tierra hasta el infinito. De acuerdo con el parrafo anterior a este ejemplo, se desea 
calcular 



Por definicion, f(x) es el peso (fuerza gravitatoria) del objeto cuando esta a una dis¬ 
tancia x de O. Entonces, 


o bien 


100 = F(4000) = 


k 

(4000) 2 


k = 100(4000) 2 = 10 2 • 16 • 10 6 = 16 I0 8 . 


Por lo tanto, 


W 


i —5 dx 

4000 x 2 


= f* 16* 10 8 - 2 dx= 16 10 8 lim P 

J4000 x 2 r-ao j41 

= 16 • 10" lim —- = 16 • 10* lim -- 

t—-Q 0 L x j4000 r-»oo L ^ 


4000 


16* 10 8 


= 4 * 10 5 lbf • mi 


4000 
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En ttaoinoft de libras fuerza-pie, 

W' - 5280 4 10 s * (2.1)10* Ibf - pic 

ya qii£ 1 mi = 5280 pic, Eslo equavale a aproximadamenle 290 mill ones de kilogra- 
metros, ■ 


EJERQCIOS 10.3 


EjerrkiiK I -24: He!crTflifie %t la integral converge o di¬ 
verge y, sf converge, calcule sn valor. 


1 


3. 


5. 

r.^ 

7. 

;;*-*■* 

% 

y:> 

II. 

y.^wr^ 

13. 

r> cos i . it 

1 + sen 2 < 

15. 

J ^ Xt~*dx 

17. 

f ± In x . 

h —** 

19. 

j^ r eos x dx 

21. 

T scch i dx 

13. 

r 1 

J - ■ X 1 - 3x + 2 


^TTF- 

5 - 


i dx 


6, 

I 

to. 


rdx 


* x* + 9 

JV* 

,2 ‘ 

W- f 1 j * d* 

1i p coa 3 x dx 

"■ f* 

30< J"" sen 2x dx 
22. j;« -rfx 
M. f* 3 ** * - — dx 

J* X s + X - 12 


Ljercklos 25*28: Si fy ifson funcioncs continues ta¬ 
les quefl ^ /(x> s c/(x) para iodo xen [n. en* 
tonces los siguienres criferm rfe con verge new para 
integrates impropias son vilidos: 

0) Si j; fcH*! dx converge, cnionces \Z f(x)dx 
converge. 

fii) Si jj f(r}dx diverge, efltomei j* &(x)4x 
diverge. 


Use cslOS criterion para determiner si las integrates im 
propias converged o dJvergen. 



Kj^rrLrii^ 29-32; Asignar cuando sea posable. un Kti- 
Iot a (a) el area de la region R y (b) el volumen 
sdlido generado a] girar R alrededor del eje x. 

& R.^iZ t. QsyxUx) 

^ R =» (U T >'tJtSLOijfSl/v'*} 

21. R ™ {(x,y): ^4 ( 0i,^x- J,J } 
«-{(x,y):xk8, Osysx 

33. La regi&n infant! a que se encuentra a la derecha 
del eje y y entre las griflcgs de y = e~ Ml j 
y = 0 gira alrededor del eje y. Demucslre que se 
ptietje asignar un valor real al volumen del sdb- 
do mflnito resultante. iCuil es el valor del vo- 
Lumcn? 

34. La graftca de y = r- 1 para X > 0 gira alrededor 
del eje x. Demtiesir* que se puede asignur un va¬ 
lor real al Area, del tolido infioito rcsultante. 
j'.Cual es el £rea? 

35. El sdlido de revoiudtfn 1 tornado tcompete de Ga¬ 
briel (el IL arcimgel Gabriel”) se genera al gir m 
la region bajo la grdHca de y = \/x para x”2: L 
alrededor del eje x (y&«g la ftgura), 

(«> Demuestre que la tromprra dcOabtid cur 
ne im volnntcn flnito dc t unidadcs cubicas. 
(b| ^Sc obiiene Ltn volumen ftnito m| la grSfjc^ 
gira alrededor del eje y1 
(c) Compniebe que el ilrea de la super Hcie d< 
La tro mpeta dc Gabriel sc halla da da po* 
jV 2xt} /jrJy’x* + S d i, Use uti criteria de 
comparacirirt fv^anse Jo 5 Ejercidds 25 2^ 
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con/(x) = 2 v/x para demostrar que esta 
integral diverge. Por lo tanto, aunque el vo- 
lumen del solido es finito, no se puede asig- 

EJER(?ffi#^5 vaIor rea * ai area de ,a su P erficie * 



Un cohete espacial lleva una carga de combusti¬ 
ble de masa m. Como medida de conservacibn, 
el comandante decide quemar el combustible a 
raz6n de R(t ) = mke~ k, g/ s, donde k es una 
constante positiva. • 

(a) ^Que representa la integral impropia 
IS RU) dll 

(b) iCuanto tarda en acabarse el combustible? 

La fuerza (en dinas) con la que dos electrones se 
repelen es inversamente proporcional al cuadra- 
do de la distancia (en cm) que los separa. Supo- 
niendo que un electrbn esta fijo en el punto A 
de la Figura 10.11, calcule el trabajo realizado 
cuando el otro electrbn se mueve desde el punto 
B , que est£ a 1 cm de A, hasta el infinito, sobre 
la recta /. 

Un dipolo electrico consta de un par de cargas 
de signo opuesto separadas una pequefta distan¬ 
cia d. Suponga que se colocan cargas de + q y 
-q unidades en una recta coordenada /, en \d 
y - \d y respectivamente (vease la Figura). Segun 
la ley de Coulomb, la fuerza que actua sobre una 

carga de -1 unidades en x > t d esta dada por 

} 2 

• * ( x -|</) 2 (x + Jd ) 2 

donde k es una constante positiva. Suponiendo 
que a > j d, calcule el trabajo realizado al mo¬ 
ver la carga unitaria a lo largo de / desde a hasta 
el infinito. 

EJERGCIO 38 



39. La confiabilidad R(t) de un producto es la pro- 
babilidad de que no necesite ninguna reparacion 


38. 


en t aflos. Para elaborar una garantia el fabri- 
cante debe conocer el tiempo medio de servicio 
de un producto antes de su primera reparacidn, 
que est4 dado por la integral impropia 
Jo (~0 R (t)dt. 

(a) Para muchos productos de alta calidad R{t) 
tiene la forma e~ k \ donde k es una cons¬ 
tante positiva. Encuentre una expresibn en 
terminos de k para el tiempo medio de ser¬ 
vicio antes de la primera reparacibn. 

(b) iSc puede fabricar un producto para el cual 
R(t) = 1 /(/ + 1)? 

40. Se deposita una cierta cantidad de dinero en una 
cuenta que paga un interns de 8% al afio, com- 
puesto continuamente (v6ase el Ejercicio 46 de 
la Seccion 10.2). Dentro de T aflos se empezar^ 
a retirar el dinero a razbn de /(/) unidades mo- 
netarias al afto, y se continual haciendolo in- 
definidamente; /(/) se llama tasa de flujo de 
capital. Para generar un ingreso futuro como 6ste 
es necesario depositar una cantidad minima A , 
Uamada valor actual del flujo de capital , dada 
por la integral impropia A = Jf f(t)e~° M, dt . 
Calcule A suponiendo que el ingreso que se de¬ 
sea tener dentro de 20 aflos es 

(a) 12 000 unidades monetarias al afto; 

(b) 12 OOOe 0 04 ' unidades monetarias al aflo. 


41. (a) Demuestre la siguiente fbrmula integrando 
por partes: 


(b) 


/;xV“’dx=-Lj;v’ j 


du. 


El valor de esta integral es \fv/2 (y €ase el 
Ejercicio 26 dc la Seccibn 17.7). 

El numero de mol£culas de un gas conteni- 
do en un recipiente que se mueven a una ve- 
locidad v cm/s estd dado por la distribucion 
de velocidades de Maxwell-Boltzmann F: 


F(v) = cv 2 e 

donde T es la temperatura (en K). m la masa de 
una molecula; c y k son constantes positivas. La 
constante c debe elegirse de tal manera que 
Jo F(v)dv = 1. Use la parte (a) para expresar 
c en terminos de k y T y m. 

42. La transformada de Fourier es util para resolver 
algunas ecuaciones diferenciales. La transforma¬ 
da cosenoidal de Fourier de una funcibn / estd 
definida por 


M/M] = Jo" fM cos sx dx 
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pary iodo numero real s para el que converge la 
integral improptt. Calcule F c para a > 0. 

Ejemcios 43--Wt: En En tcoria de Ias ecuaciones dife- 
renemles, si /cs una funridn. emmices te iram/Pnnada 
de Laplace L de /{*) esta dada par 

££/(*)] [ u dx 

para todo tutmero real j para e! que converge la tnie 
gra] itnpropia. Calcule L|/(j£)| para las expresiones 
fix) dad els. 

43. I 44. x 45. cm x 

46. sen jf 47. i" 4g. sen dx 

40. I-4 funcian gamma (o ganta) f rsta dada por 
F(fi) = Jo para todo mimero real 

po&iiivo n, 


w Cikute r(j), r< 2 > y r(»* 

lb ) Demueslreque f | n + I ) = nr ( n ).(. S , u ^ 
rcncta: Integrar por partes.) 

(c) Demucstre vahendose de induction rnatcmi- 
tic* que si n c$ un cnicro posit tvo entonces 
F(n + 1) ■ nl. (Esto drmucstra que los 
factor inks son valores particulara de la firm 
cidii gamma.) 

50, ReMera.se a] Ejerdeio l-Us funciones dadas por 
fix) = ex t e rwM para x > 0 se Hainan 
donej gffmmcr y desmipeflan un papel rnipurtanl' 
en 3a teorla de la prababilidad. La constant* , 
debe eleginfc dc manera que J« / (*} dx ~ J, Ej 
prese r cn term i no ^ dc las const antes positions * 
y fl* y de la fund6n gamma F. 


10.4 


INTEGRAIES CON INTEGRANDOS DISCONTINUOS 


Si /es una funcion continua en un imervalo cerrado |tf. £]. entonces por d Teoremn 
(5,12} Isl integral definida)';/(*) dv e*iste. Aun si I* funenin / rteoe una discominur- 
dad infinila en algim numero del iniervalo puede asignurse a voces on valor a la inte 
grai. For cjemplo, sea / continue y no negaltva en el interval semiabierto |r/. h) y 
- ». Si a < r < h t entonces d j4rea .4(0 bajo Ja gratica de / entre a v 
t fvease Ja Figura 10.13) cstd dada por 

4(f) - [ r f\x )dx 

Si litn r _^ 4(/) existe, enlonees el limite puede inrerpreiarse enmo el area de k> re¬ 
gion infinita que se encuentra bnjo la grafica de / p arriba del eje v y entre jr - u > 
x = b. Esie numero se denoia por JJ f(x)dx. 

Parnd caso ilusiradoen la Figum 10.I4 + lim M ^/( x) = ™ y sedellne 
como el limite de /(jr )dx cuando r -»<f + t 


nauitA m.ii 

S'jw* 



FI Gun A 10. u 

f* fix} <tx 



















10.4 Integrates con integrancfos discontinues 

Estos comentarios motivan la siguiente definici6n. 
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DEFINICION (10.6) 


(i) Si /es continua en [ a , b) y discontinua en b> entonces 

« c 

J. /<*> * = J. f(x) dx 


si el limite existe. 

(ii) Si /es continua en (a, b] y discontinua en a , entonces 


fV(x) d* = Urn f /(*) rf* 



si el limite existe. 

= • 


Como en la seccion anterior, las integrales definidas en (10.6) se llaman integrales 
impropias y se dice que convergert si el limite existe. Los limites se llaman valores de 
las integrales impropias. Si los limites no existen se dice que las integrales impropias 
divergen. 

Otra clase de integrales impropias se define como sigue. 


DEFINICION (10.7) 


Si / tiene una discontinuidad en un numero c del inter¬ 
val abierto (a, b) pero es continua en todos los de 
puntos de [ a , b], entonces 


■pin 

£/(*)<*« £/<*> dx + J r 7(*> dx 

siempre y cuando converjan las dos integrales impropias 
que e$t£n al lado derecho dc la igualdad. Si ambas con- 
vergen, el valor de la integral impropia JJ f(x)dx es la 
suma de los dos valores. 


F1GURA 10.15 



y 



a r, * «i b * 


En la Figura 10.15 aparece la gr&fica de una funcion que 
satisface las condiciones de la Definicibn (10.7). 

Cuando /tiene un numero finito de discontinuidades en 
(a, b) se puede usar una definicibn semejante a (10.7). Por 
ejemplo, sea / una funcibn que tiene discontinuidades en c { 
y c 2 y donde c j < c 2 , pero es continua en el resto de [a , b]. 
La Figura 10.16 ilustra este caso. En esta situacibn se escoge 
un numero k entre c, y c 2 y se expresa f h a f(x)dx como la 
suma de cuatro integrales impropias sobre los intervalos 
[a , c, J, [c It k], [k> c 2 ] y [c 2 , b], respectivamente. Por de- 
fmicion, \ b Q f(x)dx converge si y solo si convergen las cua¬ 
tro integrales impropias de la suma. Puede demostrarse que 
esta definicion es independiente del numero k. 

Finalmente, si /es continua en ( a , b) pero tiene discon¬ 
tinuidades infinitas en a y b, \ b f(x)dx se define mediante 
(10.7). 
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Solucmn Como ct integrando tiene una disco ntinuidad in fin it a ea x - 3, aplica- 
mos la Dcfmicinn (10.6) (i) eomo sigue: 



= 11m [-2>/3 - x] 0 
= lim + 2^3] 

Ml’ 

- 0 + lyfi = 2 v f 3- 



SolUcion El integrand® no estti definido en x = 0. Apiicando {IQ,6| (iil. 



= Ifm [0- lit i] = oc. 

| -* Q + 

Como el I unite no e*i5te la integral impropia diverge. * 

EJEMPLO 3 Peterminar si ta integral impropia | 4 - ^ ^ , dx converge o diverge 

Solution El integrand® no esta definido en x = 3. Como cste ntimtro se encuen 
tra esi el interval® (0, 4j, usamos la DefinidtSn (10.7) con c = 1; 



Para que convcrja la integral del lado izquierdo sc rreeesiia que las dos integrates di- 
tad® deredio converjan. Aplicando b Defioicidn (10,6) (i) a la prunera imegr? 1 



Por lo tamo. la integral impropia diverge, * 

Es import ante seffdar que el Teorcma Fundamental del CUcuJo no se ptiede app¬ 
ear a la integral del Ejempb 3 ya que d integrand® no es continue en |0> 4J r Si se apt*e* 
(incorrect am ente) el Teorema Fundamental, se obtiene 



J 
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Es claro que este resultado es incorrecto ya que el integrando nunca es negativo. 


EJEMPLO 4 Evaluar I - 

J-i(x + i) 213 

Solucion El integrando no estd definido en x = -I, que es un numero del interva- 
lo (-2, 7). Entonces aplicamos la Definition (10.7) con c = -1 y obtenemos 


/: 


1 

2 (X + 1) 2/3 


dx 


" J*-m7TT ¥* dx + S-x 


1 


(X + I) 2 ' 3 


dx 


Ahora se estudia cada una de las integrales del lado derecho de la ecuacidn. Usando 
(10.6) (i) con b = -1 obtenemos 




, dx = Um P 

(JC+I) 2 ' 3 J-2(x 


(x + fp dx 


= lim [ 3(x + l) l/3 J' 

= lim [3(r + l) ,/J — 3( — I)' /3 "| 

i --1 - 


= 0 + 3 = 3. 

Analogamente, usando (10.6) (ii) con a = -1, 




(x + 1 ) 2 ' 3 


dx 


dx 


= lim f — * 2 

i--i* J* (x + l) 2/3 

= lim |^3(x + l) I/3 ] f 7 
= lim [3(8) I/3 - 3(t + 1) 1/3 ] 


= 6-0 = 6 . 

En razon de que ambas integrales convergen, la integral dada converge y su valor es 
3 + 6 = 9. 


Una integral impropia puede tener una discontinuidad en el integrando y tambien 
un limite de integracidn infinito. Estas integrales se pueden estudiar expresandolas co- 
mo sumas de integrales impropias, cada una de las cuales tiene una de las formas defi- 
nidas anteriormente. Por ejemplo, como el integrando de Jo (1/Vx)dx es discontinue 
en x = 0, eligiendo algun numero mayor que 0, por ejemplo 1, puede escribirse 



Es posible demostrar que la primera integral del lado derecho de esta ecuacidn conver¬ 
ge y la segunda diverge. Por tanto (por definicidn) la integral dada es divergente. 
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FIIjUIU 10-17 



::X 


Las integrates impropias del tipo considerado en csla sec¬ 
tion lienen aplicaciones en fisica. La Figura 10,17 t& un es- 
qtiema de un resorte al que est& fijado un cuerpo que osdla 
entre dos pumos con coordenadw tyr sob re una recta 
coordenada y (sc indie a el eje a la derecha para mayor da* 
rid ad), El jwriodo T es el t tempo que tarda en compleiarse 
una osciladon, es dccir l cl doblc dd que larda cl cuerpo en 
recorrer el intervalo |-c, rj, El siguierne cjcmplo muestra c6- 
mo puedc uUlizarsc una integral impropia para obtener una 
fdrtnula para F. 


EJEMF10 5 Sea v(y) la vetoddad del cuerpo osdlante de fa Figura 10,17 cuando 
se encuentra en el punto de ordenada [-c t c\. Demosirar que el periodo Festa dado por 


T = 



Solution Subdi vidimus c! inter valo [ “C, c] en la forma acostumhrada. Sea A_v fr = 
y k - y k „i la disiancia rccorrida por d cuerpo durante d intervals de tiempo &i k . Sea 
w k cualquicr nuinero del submtervalo f i, y k \. EjUougcs v( w k ) e* la veloddad del 
osctladoF cuando se encuentra en el punto con coordcnada w^ r Si la norma de la parti* 
ci6n es pequcfla y supo nemos que v es una funcidn continua* emotices la disianda A v\ 
es aproximadamente igual at product o v( w k )&t k i es dedr, 

A y k * A4 


Entonccs cl tiempo requerido por el cuerpo para recorrer 9a dislanda Ay k se puedc cs 
liniar por 




y por Eanto p 


T = 2 V Au * 2 




Av t , 


Considerando el Ifmilede las sumas dd lado derecho y la dcfimddn de integral del mult. 


N6tese que v(c) - 0 y v(-c) 


‘-*J \ 


iiy) 


<tv 


0, por to que la integral es inipropta. 


*■ 


/ 

(x + 2V 7 * 


dx 


EJERCICI05 10.4 

EJmJeiD’ii r-JO; ITerermine si la mregral converge o di¬ 
verge y» si converge* halle su valor. 




l 






10.4 Integrates con integrandos discontinues 


35. £ x" dx 


36. JJ x* In x dx 
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7 - Jo (4 _ X) 3I2 dX 


1 


dx 


XV, 

A Vi?* 

13. \ dx 

X 2 J 4 — x 1 

15. f’ — dx 
J-> x 

17. J o ‘ x In x dx 
19. Jj 2 tan x dx 

2i. r-^ -2 

J2 x 2 _ 


x 2 — 5x + 4 


dx 


23. f" cos-dx 
J-»x 2 x 


25 . r , cosjc 

j0 y/i - sen x 

.27. f 4 ‘ -dx 
X 2 - 4x + 3 

►i 


« (x-4) 2 


dx 


*• X"^7T‘ b 

10 £?h* 

12. J^x-^dx 
14. f° „ dx 


i6. r *—dx 

J° x 2 — x — 2 

18. Jj tan 2 a dx 

20 . f 2 - -!- dx 

J° 1 — COS X 


22. f* —- ! -,d> 

J' le x (In x) 2 
24. sec x dx 

26. (o -r^= dx 

J ° </T=7 


dx 


28. r —L=*c 
J 1 </? -1 


30. r° 1 dx 
J x x + 2 


Ejercicios 31-34: Sean /y funciones continuas en 
( a , />], discontinuas en x = <zy tales queO < /(x) < 
4(x) para todo x en (a, b\. Se pueden demostrar los 
siguientes criterios de convergence por comparacion: 

(i) Si \ h a y(x)dx converge, entonces \ h a f{x)dx 
converge. 

(ii) Si JJ f(x)dx diverge, entonces $g(x)dx 
diverge. 

Pueden enunciarse criterios semejantes para el caso 
en que las funciones son continuas en [ a , b) pero dis- 
continuas en x = b. Use estos criterios para determi- 
nar si las integrals impropias convergen o divergen. 


31. 

rn sen x , 

—— dx 

Jo v"x 

32. 

r */4 sec x 

Jo x 2 

33. 

C 2 cosh X . 

J° (x - 2) 2 

34. 

Jo 


dx 


Ejercicios 37-40: Asigne un valor, cuando sea posi- 
ble, (a) al brea de la regibn /?, y (b) al volumen del 
sblido que se obtiene al girar R alrededor del eje x. 

37. r = }( x , y): 0 £ x £ 1 , 0 <, y <, i/y/x] 

3*. R = {{x, y): 0 £ x jS 1. 0 S y <. l/</x} 

39. R = {(x, y): -4 < x < 4. 0 < y < l/(x 4- 4)) 

40. R = }(x, y): 1 < x < 2, 0 ^ y <; l/(x - 1)} 

41. Consulte el Ejemplo 5. Si el cuerpo en la Figura 
10.17 tiene masa m , el resorte obedece la ley de 
Hooke (con constante de fuerza k > 0), y no hay 
fuerzas de friccibn, la velocidad v del cuerpo sa- 
tisface la ecuacibn diferencial 

dv 

mv — 4 - ky = 0 . 
dy 

(a) Ejecute la demostracibn por separacibn de 
variables (vease la Seccibn 7.6) de que v 2 = 
(k/m)(c 2 - y 2 ). 

( Sugerencia: Recu6rdese el hecho de que 
v(c) = v(-c) - 0.) 

(b) Calcule el periodo T de la oscilacion. 

EJERC1CIO 42 



42. El pdndulo simple consta de una bola dc masa 
m fija a una cuerda de longitud L (v6ase la figu¬ 
ra). Si la cuerda no tiene masa y no hay fuerzas 

de friccibn, entonces la velocidad angular = 

d0/dt satisface la ecuacion diferencial 


do) u 

cj— + f sent? = 0 
dtf L 


donde d es la aceleracibn de la gravedad. 

(a) Suponiendo que = 0 en $ = ±0 o de- 
muestre por separacibn de variables que 

co 2 = (2#/L)(cos 0 - cos 0 o ). 


Ejercicios 35-36: Encuentre todos los valores de n pa- (b) El periodo T del pbndulo es el doble del 

ra los que la integral converge. tiempo que se necesita para que 0 cambie de 
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Deimiestir que T tsti dado par la 
Integral impropia 


T 





JO. 


^3, Cuando una dosis dc y n mg de tismo mediat- 
mencQ se inyecta cn la sangre, el licmpo medio 7 
que una tnolfcula se manuene en la eorricxite san¬ 
guines esii dado por 7 - (]/y 0 ) }fftdy ¥ dm* 
dc t es el [tempo en d que hay ctacimnerite y mg, 
(a) E*plrquc por que la integral para 7e§ im- 
propra rf y = y 0 e~ tr para utgujia annsiantc 
posiiiva k . 

(hi Drniuesire que T = r/ln 2 , ckmde r es la se¬ 
mi vida {"o vida media”) del medicamcnto 
cn la corrienlc sanguines 


44 En 3a piscieultura* el conjunto dr peces que re* 
sulta de una reprodueddn finual sc llama <ahar- 
fe. El mimero de peoes N que siguert vtvus deques 
de / aftos csti dado norniaJtnenle por una fun- 
ct6n raponertctnl Para el bacalaa del Mur del 
Norte, N * ^c’" flJr cuaiufto el tamafto de una 
eohorfe es La semi vida 7 {en tflos) de un 

bacdlao cn una cohorts esti dado por !□ formu¬ 
la 7 =r dondc I cs cl [tempo tn 

cl que quedan exarta metric N peces vivos. 

ja) Calcuk ta semrnda (o periodo medial) 7’dd 
hiicalao del Msr del None, 
fh) ^Es posiblc que para alguna espeeie N = 
A^tl + *N 0 7), dotide k es una constant 
posiliva? Si es asi H calorie T para esa especw. 


10.5 


FORMULA DE TAYLOR 

Recordemos que / cs una funcidn polinomi&J de grade ft st 

fix) “ a + ffjx + a 1 x 2 + -■■ + a-x* 

dondc cada a % es un niimero real, & n # 0, y Ids exponentes son enieros no negatives 
Las futiciones pelt iuh nuiles son las m&s faciles dc dsar para hater ciilculos ya que 
valores se pueden obtener con sumas y muliiplicadones de n timer os r rales, Para caj 
lar Ids valores de la flirtcidn logaritmica, la e^ponencial y las funciones trigonomi 
cas t se requieren operaeiones mte complicadas. Sin embargo, a veees pueden e$(ji 
sus valores por medio dc polinomlos. Porejemplo, como lim jr ^ 0 {&cnx)/x => l f 
ta que para x cerca de 0* senx ^ x; es decir, sen x puede &sft morse por el poli\ 
x (siempre y cuando x esie cerca de 0). 

Corno un segundo ejemplo, sea / la funeidn expnnencial natural, es dedr, f(x} 
e r para todo x, Supongase que deseamos cal cu lar valor es de / para x eerca de 0, C 
mo/'(.r3 - la pendiente de la recta cangente en el punto f0 k 1) de la gnifitra dc 
es/ (0) = ** - I ^ 4 . 


Por lo tanto la ccuad6n dc la reeta tangente es 
y " I = Hx - 0) o bien y » I + x. 


FIG UR. A 1C. IB 



Em Ea F igura 10.18 se puede ver que si x esti cerea dc 0. 
tonecs el punto (jr, 1 + x) sobre la recta tangente sc halla 
cerea del punto [x, t x ) sobre Ja grdHca de / y, por Jo tanto, 
puede escribirse e T ** J +■ x. Esta formula pertniie 
e* por un poliuomio de grado J. Como esta aproxi. 
es muy deficiente, a menos que x estd muy cerca de 0 
buscarse un ptnlinomio dc segundo grado 


i caictfr 
ometrt- 

"r 
• fcsu *‘ 

hnomm 

de°j 

i 

Ju iciiTlIO 

?eSt ^ 

umaadi 

0* hade 


_gt*| = a + bx + 
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tal que e x * g(x). La primera y la segunda derivadas de g(x) son 

g'(x) = b + lex y g”(x) = 2c. 

Si queremos que la gr&fica de g (una parabola) tenga (i) la misma intersection con el 
eje y , (ii) la misma recta tangente, y (iii) la misma concavidad que la grafica de / en 
el punto (0, 1), entonces 


(i) 0(O) = /(O), (ii) </'(0)=/'(0), 


(iii) n"(0)-m 


Como todas las derivadas de e x son iguales a e x y y e° = 1, estas tres ecuaciones impli- 
can que 


y por lo tanto 


a = 1, b = 1, y 2c = 1 
e x ^ = 1 4- x + jx 2 . 


*GURA 10.19 


1 V 

^ v - e* 

A 

/ > = ! + i r 4 -Jx* 


I 

r t 

-1 

1 * 


Las graficas de / y g est£n en la Figura 10.19. Compa¬ 
rand© tales graficas con la Figura 10.18 vemos que si x esta 
cerca de 0, entonces e x estd mds cerca de 1 + x + j x 2 que 
de 1 + x. 

Si se quiere estimar /( x) = e x por medio de un polino- 
mio de tercer grado h(x), es natural esperar que b(0), b'(0) t 
b"(0) y h '(0) sean iguales a/(0), /'(0), /"(0) y /'"(0), res- 
pectivamente. En este caso las graficas de / y h tienen la mis¬ 
ma recta tangente y la misma concavidad en (0, 1) y ademas, 
las tasas de variation de la relation de concavidad con res- 
pecto a x (es decir, las terceras derivadas) son iguales. Usan- 
do el mismo procedimiento que antes obtenemos 

e x v h(x) = 1 + x + ^ x 2 + j- x 3 . 


Para tener una idea del grado de precisibn de esta aproximacion, en la siguiente 
tabla se muestran algunos valores de e x y h(x), con precision al centesimo. 



FIGURA 10.20 



Observese que el error en la aproximacion crece a medida que 
|jc| lo hace. Las graficas de / y h estan en la Figura 
10.20. Notese que la aproximacibn mejora cerca de x = 0. 

Continuando de esta manera puede obtenerse un polino- 
mio de grado n cuyas primeras n derivadas coinciden con las 
de / en x = 0, con lo que se tiene la estimacion 


X 


+ X 


+ _L x 2 

2 



+ 



e 
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Mi'i ndelame cn csta socci6it se podra ver que In Fdrmula anterior can sene ilia puede 
senir para estimar e l con tanta precision coino sc desee. 

Ahora se p I an tea n dos preguntas: 

1. ^Existe una formula general que pueda u*arsc para estirnar cuaksquiera funcio- 
nes exponentiates, logarii micas, trijonom&ricas, trigonom Ericas inverse y ocras fun- 
doncs trascendcnics o algebraicas, por medio de fund ones pa linom] ales'? 

2, iSe pueden aplicar estas nociones al caso dc que x est£ oerca de un numcro arbi- 
trario c # 07 

Ambas pregumas ifeaeu respuesia afirmativa » la funcidn liene un namero sufi- 
ctentcmcnte grande dc derivadas* Para ver esio, sea / tina funcion con muchas deriva- 
das y sea c un numero en d daminio de / Proecderemos eomo en d caso especial de 

pero con e en vez, de 0. Primero doUskh que el unieo polinumio de grade U que 
coincide eon/en c cs ia constant* /(c), Para estimar /(a*) cerca de ccort un politiomio 
de gradq I, se toma el polinomio cuya gr^fica cs la recta tangeme a la piftea tie fen 
(c, /(£■)}, La ecuacion de esta recta tangeme es 

¥ ~ fic) = f\cHx - c) o bien y = f(c) + f’icjtx ~ c). 

Por lo Lanto, el polinomio de primer grade que sc desea es 

/(c) + f {c Ma - vh 

Debe obterterse una mejor aproximaddn tisando un polinomio cuya grifica tenga la 
rnisma ezmeavidad y la tnjsmn recta tangemc que / en [c t f{c)). Se puede wificar que 
el polinomio de segundo grade 

/<C) + /’<£** - e) + (Jt * c? 

saiisface estas condicioncs Considerando d polinomio de terccr grade 

SIX) = /(f) + /'(<■)[Jt - f > + ^yp- (X - C) 1 + =Q£> (x - C) J 

es posiWt verificar que adetnas dc f? (c) = /'(c) y fl"(c) = /"(e), ahora tambien 
'/ (c) = /"(c). Si Sc prosigue dc csla man era, a parent cmente sc deben oblener me- 
jores uproximacioncs a fix) para x cerca de c. Asi se generau los primeros n + I tcr- 
minos del segundo miembro de la Formula (10.9), El ultimo Ermine de dicha ffirmu- 
la se nbiienc del siguieme resultado. 


TEOREMA (10.8) 


Sea n un eivtero positive y /gtia fundon tal que la deri- 
vada / l " 11 J (.v) existc para todo * cn el intervals /. Si c 
y d son dos niimeros distimos cn /. ententes existe un 
niimcro ; enltc c y d tal que 

f'ic) /"(t>) 

Ad) = Ac) +l±l id - c) + ZJ±? {d - c f + , , 

I 21 


/’"V) 

al ' 


(d-cf + 


<« + D! 


Id- c )" 41 
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Demostracion Para cada entero positivo n definimos R„ como sigue: 
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R„ = f(d) - |/(c) + ^ (d - c) + J -^(d- c ) 2 + 


.tic), 

2 ! 


n! 


- crj. 


Esta ecuacibn puede escribirse como 


fid) = /(C) + ^ (rf - C) + ^ id - C) 2 + • • • + ^ (<f - cr + K, 


Basta demostrar que para algun z apropiado, R n es igual al ultimo t£rmino de la fbr- 
mula en el enunciado del teorema. 

Sea y la funcibn definida por 

9(X) = fid) - fix) - ^ a - x) - j -^- id - x) 2 - • • • 

/*"<*) td xr R (4-*r l 

n ! (d R "(d-c ) Btl 

para todo x en /. Al derivar en ambos miembros de la ecuacibn, varios tSrminos del 
lado derecho se cancelan. Se deja como ejercicio demostrar que 

m = S» - + r a* + 1 > /_~ c p i- 

Es fdcil ver que $/(c0 = 0. Ademas, sustituyendo x por c en la expresidn para t/(x) y 
usando la segunda ecuacion de la demostracidn resulta g(c) = 0. Por el Teorema de 
Rolle, existe un numero z entre c y d tal que #/'(z) = 0. Evaluando u'(x) en z y despe- 
jando R n , se obtiene 

- 

que es lo que se quena demostrar. • • 

Sustituyendo d por x en el Teorema (10.8) se obtiene el siguiente resultado que lleva 
el nombre del matemitico ingles Brook Taylor (1685-1731). 


FORMULA DE TAYLOR (10.9) 
CON RESIDUO 


Sea /una funcibn con n + 1 derivadas en un intervalo 

que contiene a c. Si x es un numero del intervalo, enton- 

ces existe un numero z entre c y x tal que 

i: 







_ «• 


(» + »! 


En (i) de la siguiente definicion se denota por P n (x) la suma de los primeros n + . 
terminos de la Fdrmula de Taylor y se le da un nombre especial. 
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OEf INI CION (10.10) 


Con cstas defmieiones puede enunciate el siguiente result ado r 


TEOREMA (to, 11) 


“ - “—--— 

Sea fnn a fiuicidn con ti + ! dcrivadas en uri Intervale 
que ton Lie ne a t r , Si xt& tin numera del intervale, enlonecs 

I (i) f (x} = P^x) + R n {xl 
fii) /(Jf) = si x - f. 

FJ error en Jj aproximaddn es 


(l) El PuUftaniio de Taylor Pj^x} de gradu ndc/ en t* 

es 

A(v) = fix) + ----- (X - c) + f.1- - o'- + 




2 / 




(Li} El Rtsidtiu de Taylor J?„(j 1 de / en c es 

*,,, _ u _ rr . 

1 <fl 4- I)? 

para un nflmero £ emre c y x dado por (10,9). 


Ocmoilrscion La Parte (i) no es mas qtic un nuevo enunciado de la Formula (10.91 
u-sando la notation (ICU0). La Parte (ii) sc deduce a panir de que \f{x) - P n (x)j = 

\RJLx)U 

En los dos ejemplos que siguen $e imlizan I os poLinomios de Taylor para cstimar 
valoras fimcioniki. Para analizar la precision de las estimaciones es necesario dcfmir 
b que signifies. que una estimaettn lenga una precision de l cifra decimal, de 2 deanm- 
les. etcetera. Sea E el error en una estimadtin. Convcnimos en que la cstimaddn ticne 
una precisi6n de k cfecimaJcs si \E\ < 0.5 x IQ _Jt , Por cjemplo, se ticne precision de 

1 decimal si \E\ <0.5 x JO' 1 - 0,05 

2 ded males si |£| < D.5 x ]Q“ 3 = 0.005 

3 dedmales si \E\ < 0.5 x J0^ j = 0.0005. 

Si se desea una precision de k cifras decimaJes al estimar una suma, se apraaima 

eada iGrmmo de la misrcia con una precisidn de k + 1 dedmales, y se redomJca d resul¬ 
ts final a £ cifras. En algunos casos esto m da el grado de aproumarion dcseado; 
sin embargo, es cost timbre proceder de esta man era cuando no se requicre mucho ri¬ 
gor. En libras de andfisis numMco se pueden encomr&r merodos mAs precisos. 
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EJEMPLO 1 Sea/(x) = lnx. 

(a) Encontrar la Fdrmula de Taylor con Residuo para n = 3 y c = 1. 

(b) Estimar In (1.1) usando la parte (a) y evaluar la precision de esta aproximacion. 


Solucion 

(a) Paran = 3 en la Fdrmula de Taylor (10.9) se necesitan las primeras cuatro deriva- 
das de /. Es conveniente hacer una lista de las derivadas como sigue: 


Por (10.9), 


/(x) = In x 
f'(x) = x' 1 
/"(x)= -x- J 
f'"{x) = 2x‘ 3 
/ ,4 '(x)= — 6x ~ 4 


/(I) = 0 
/'( 1 )= 1 
/''(M= — I 
/"’(!) = 2 

= —6c -4 


lnx-0 + I(x-l)-i(x-l) 2 + i(x-l)^-^ (x _i) 4 

para algun z entre 1 y x. Simplificando, 


inx=(x- l)-i(x- l ) 2 + l(x- l ) 3 - T (x- l ) 4 

(b) Sustituyendo x por 1.1 en la fdrmula de la Parte (a). 

In (1.1) = 0.1 - ^(O.l) 2 + 4 (0.1 ) 3 --L(0.1| 4 

2 3 4 z 


para un z tal que 1 < z < 1.1. Sumando los tres primeros terminos obtenemos 
In (1.1) = 0.0953. Si z > 1, entonces 1/z < 1 y 1/z 4 < 1. Por lo tanto, 


|R,(I.I)| 


(0.1) 4 

4z 4 


0.0001 


= 0.000025. 


A causa dc que 0.000025 < 0.00005, del Teorema (10.11) se deduce que la estimation 
In (1.1) = 0.0953 tiene una precisidn de 4 decimales. • 


Para estimar el valor de una funcidn /(x) en un x es conveniente elegir el numero 
c en (10.9) de manera que el residuo R n (x) sea pequeflo (cercano a 0) para n relativa- 
mente pequeflo (por ejemplo, n = 3 o n = 4). Esto se cumple cuando se toma c cerca 
de x. Ademis debe elegirse c de manera que las primeras n + 1 derivadas de / en c 
sean faciles de calcular. Lo anterior se hizo en el Ejemplo 1, en donde sc cscogio c — 1 
para estimar In x en x = 1.1. El siguiente ejemplo muestra otra eleccion adecuada de c. 

EJEMPLO 2 Estimar cos 61° con un Polinomio de Taylor y calcular la precisidn de 
la aproximacion. 

Solucion Deseamos estimar f(x) — cos a: para x — 61°. Obscrvcse primero que 
61° esta cerca de 60° que equivale a t/3 radianes, y que es fdcil calcular los valores 
de las funciones trigonom&ricas en tt/ 3. Esto sugiere elegir c = t/3 en (10.9). La elec- 
ci6n de n dependera del grado de precisidn que se desee. Tomemos n = 2. Para este 
caso se requieren las tres primeras derivadas de /, por lo que se forma la siguiente tabla: 
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f(x\ - COS JT 

/(*73) - 1/2 

f ix) = -sen jt 

/'(ir/3) = -'Ji/l 

f"(x) - -cos X 

/"(#/3) = -1/2 

/ '(*) = sen x 

f"'(z) = sen z 


De la Definkidn (10.10)0), el Pnlinomio dc Taylor de segundo grade de / en r/3 es 


Antes de susiituir x debemos convert ir 61 n a radiants, Eseribicsido 

61" * 

y sustrtuyendo en Fi(jO obit nemos 


“ , + , ’-5 + 4 




Pcvr cl Teorema (I0.ll>, 


cos 61 as0.4&4fcl fc 


Para cvaluar la precision de la aproximaciftn cormderamos 



Sustimyendo x = l*/3> + (t/ 180) y usando el hecho de que |sen z| ^ J, 



sen,: / % VI I I / ur V 

IT \Tso/ | 5 1 v.{ iToJ 


£ 0,000001 


Del Teorema (10.1I) dcducimos que la apmximacidn cos 61 0 =. 0.48481 liene una pre¬ 
cision de cinco erfras dccimales. Para oblener mayor precision es ncccsario enconrrar 
un numero n para d cual el valor miximo de |J?„ftir/3) + (*7180)]| sea mcnor que 
o iguaJ al grado dc precision descado. • 


I on undo c = 0 en la Formula (10,9) sc obtiene la siguiente lornuila, que lleva el 
nombre del maiemalico escoefe Colin Madaurin (1698-1746). 


FORMULA DE (10.12) 
MACLAURIN 
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EJEMPLO 3 

(a) Encontrar la F6rmula de Maclaurin para /(*) = e x y un entero positivo n arbi- 
trario. 

(b) Usar la parte (a) con n = 9 para estimar e y calcular el error en la estimacidn. 

Solucion 

(a) Para todo entero positivo k se tiene que f (k \x) = e x , y por lo tanto / </r) (0) = 
e° = 1. Sustituyendo en (10.12), 


t?* = 1 +* + — + ■ 


* ( e~ 

n\ + (w + 1)! 


para un z entre 0 y x. 

(b) Usando la fdrmula de la parte (a) con n = 9 y x = 1 obtenemos 

** 1 + ' + ^! + 3 ! + ‘“ + ^! % 2 - 71828153 - 


Para calcular el error consideramos 


R 9 (x) 



Si at — 1 entonces 0 < z < 1. Usando los resultados del Capitulo 7 acerca de e x t ve- 
mos que e z < e l < 3 y 


|* 9 ( 0 | 



3 

< — < 0 . 000001 . 


Por lo tanto, la aproximacidn e ~ 2.71828 tiene una precision de cinco decimales. 


La formula que se obtuvo en el Ejemplo 3 es util para estimar los valores de la 
funcidn exponencial natural. En el siguiente capitulo se estudia otra aplicacidn impor- 
tante de esta fbrmula en la representacion de funciones por series infinitas. 


EJEMPLO 4 Encontrar la Fdrmula de Maclaurin para f(x) = sen* con n = 8 y 
evaluar el error si se usa la fdrmula para estimar sen (0.1). 

Solucion Necesitamos las primeras nueve derivadas de /(*). Comenzamos como 
sigue: 


fix) = 

sen * 

m 

fix) = 

cos * 

/'(0) 

f"(x) = 

-sen * 

/''(0) 

/'"(*) = 

-cos * 

/"(0) 


Puesto que/ (4) (*) = sen*, las siguientes derivadas siguen el mismo patrdn, y f en par¬ 
ticular 


/ <9) (*) = cos* f {9 \z) = cos z. 
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Sustftuycndo cn (10.12) y notando quc imto el termmo constant? como los cocfkkutes 
dt x* t x 4 t x* y son 0, rtbtencmo^ 


sen 


i , f-n j , t *. i-n 7 , 4:051 

X = ’ X + - TT— A J + — t 5 + _' X + rii V 


I! 


3E 


5! 


11 


91 


quc sc pucde escribir 


“"'‘*-3i + lF-7! + Tr’'’- 

Si tisamos cs»ta formula para aproxima; sen (0.1) entonces el error sera menor que 
Como |cos^| ^ 1, 


1 ^ njT < 27 K 10 ' 15 < 05 

Por lo tamo la estimation ticne una precision de 14 dedmalei. 


x 10 


EJERCICIOS 10.5 

Kjtrcido* 1-12: Enctienire la Formula de Taylor cod 
Re^iduo para Jo# valorem dodos de c y ft. 

1, fix )» wnx t e -*A n " 3 

2. fix) = cos \ H c = x/4, n w 3 

3, /(x) - \/x* C - 4, KfiJ 

4* /W - f-U"3 

5. /(x) = lan i, c = rc/4, n «* 4 

4. /(x)- Mx- U J , e = 2. n-5 

7, /(*)- 1/** e- -2, 4-5 

8. /(*)-</*, r- -8, * = 3 
9„ /(*) - ian -1 je, c - I. n - 2 

|fl h /(a) b In sertx, c - Jt/6 b n = 3 

11. fix) = xe*. r » - h n = 4 

12. fix) - log x. t - in t k « 2 

Fjrrcidos 13-14: Halle la Formula de Mac Lamm para 

loh valoret de n dados. 

13. fix) b In fjc + U ft = 4 

14. /(x) = sea** a = 7 

15. /(*)- CW Jt, n « & 

!*. /(*l = lan Vx, n ^ 3 
17, /fxl - n » 5 

II. /tx) ^ sec x, tt - 3 


19. /(Jtj-IA*- ^. n = 5 

20. /(x) - v 4 “** « - 3 

21. /fx} = arcsen.v + n = 2 
12. /W = e ^ * “3 

23. /(x) - 2x 4 - 5x J + x 1 - 3* + 7, n = 4 
y ft«5 

24. /lx| * cosh *, fl -4 y fi = i 

Fjerdcln* 25-28; Usandu d ejetcicio indlcado y d he 
cho de que r/180 - 0.0175., esvime con una precision 
de cuatro decimales el immero que sc da. Dcmucslre 
que la ropuata es corrects pmfcmodo que | x)| < 

0.5 x ICK 

25. sen t9 fl (Ejercicfo l) 24. cos 47* [Ejerddo2 

27, v4 03 (kimicio 3> 28. e~ l,oa [Ejerddo 4 

Ejcrcido* 29-34*. Fstlme el. mimcro dado usapdo t 
ejercicio que « indica y calcule el error de la esiimia- 
cidn usiando Rjx). 

29. —1/2.2 (Ejercicio7) 

30. (Ejerddo 8) 

31. In [ 1.25) (Ejerddo 13) 

32. sen tM ( Ejgd do 14) 
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Repaso 


33. cos 30° (Ejercicio 12 ) 

34. log 10.01 (Ejercicio 15) 

Ejercicios 35-40: Use la Fdrmula de Maclaurin para 
obtener la fdrmula de aproximacidn dada y calcule la 
precisidn de la estimacidn para |x| < 0 . 1 . 

1 

35. cos j*I —— 36. Vl +x* I + 1* 

X* 3 

37. e x I + x + — 38. senx « x — — 

2 6 
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39. In(l+x)**-f! + i! 

2 3 

y 2 

40. cosh x ^ 1 + — 

41. Verifique la fdrmula para g\x) en la demostra- 
cidn del Teorema (10.8). 

42. Sea f(x) un polinomio de grado n y a un nume- 
ro real. Demuestre que /( x) = P n {x) donde 
P n (x) est4 dado por la Definicidn (10.10) (i). 


10.6 


REPASO 


Defina o discuta lo siguiente. 

1. Formas indeterminadas. 

2. Fdrmula de Cauchy. 

3 Regia de L’Hdpital. 


4. Integrales impropias. 

5. Fdrmula de Taylor. 

6 . Fdrmula de Maclaurin. 


ERCICIOS 10.6 

cios 1-16: Encuentre el limite si existe. 

sen 2 x - tan 2 x 


In (2 — x) 

1 + e 2x 
x 2 + 2x -l- 3 



2. lim 

x -*0 


4. lim 


tan 


-1 


I®- Kna cos x In cos x 
• lim (b-2e' /x )x 

x-» do 

11 . lim (1 + 8 x 2 ) ,/x2 

x-»0 

13. lim ( e x + l) 1/x 


,, V* 2 + 1 

15. hrn -- 


^ 0 sen 

* .. tan x 

6. Um - 

x^in/ 2 )- secx 


10 . lim tan 1 x esc x 

x-0 

12 . lim (In x )*" 1 

X-* 1 

14. lim (— -i) 

x-»o \tan x x) 


16. lim 

X-*GO 


3 x + 2x 


Ejercicios 17-28: Determine si ia integral converge o 
diverge y, si es convergente, calcule su valor. 


17. 


18. 

JTdr* 

Xy/X 

19. 

r ' 

x + 2 

20 . 

J o sen x dx 

21 . 


22 . 

—~ dx 
J~ 4 x -f- 4 

23. 

r ,2* y dx 

24. 

r 1 


Jo ( x 2 _ |)2 

X 

K> 

1 

25. 

r „ 1 ..dx 

j-cc e x + e x 

26. 

|*°^ xe x dx 

27. 

r'™d X 

Jo x 

2 *. 

|* o esc x dx 


29. Lleve a cabo la determination de lim ^ f{x)/g(x) 
para f(x) = ft (sen /) 2/3 dl y^) = x 2 .’ 

30. La funcion de error de Gauss expresada por 

erfm = rMllltq Ha ilftlaHnH 
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ItorEa de la pro^hiltdad Ticnc In pf opiedadi es¬ 
pecial de que erf {*} =1. Ejeeuie el 

ciloilo de La expresidn U — erf (jr)L 

Jl t Obienga Ea FdntiliU de Taylor con residua: 

{a) fix) ■ In cos t T c * n/6, n = 3 
(bf/|jt) = Vi - *, f i » = A 
32 . Obieuga La Formula de Maelaurm: 

Ea) f[x) = e~ M \ n = 3 


lb )fm = W 

Ise la Formula de Taylor para cstimur ten 1 43" 
con una precision de euaTro derimaLc*. tSif£e™ j 
da: sen* t ™ J(l — cos ZsJ ) 

34, I'onga de manificslP que 3a estimation sen x * 
x - £x 3 + rift** lietie una precision dccuairo de- 
umaLe'i para 0^ jf 5 w/4 [ts decir« para angU’ 
Lets, euire 0 D y 45"|. 






CAPl'TULO 


SERIES INFINITAS 


£Jc5 s series infinitas son utiles en los cursos avanzados de 
matematicas, ffsica e ingeniena, porque sirven para representar 
algunas funciones de manera especial. En este capftulo se 
discuten algunos de los resultados fundamentales relacionados 
con este concepto matematico tan importante. 
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CAPiTULQ 11 » SERIES (Nil INttAS 


11.1 


SUCESIONES INFINITAS 


Una sucesion arbirraria normahnenie w denote por 

(11.1) «|, « Zl 

y se pucde considers crvmo una coleeddn de numeios re&les para que hay um co- 
rr capon dcncia imivoca con kss emetos positives. Por tomodidadi a vects sc Uam& stm- 
piemen te sucesiones o (jetwncYos) a las sucesioftcs infinkas. Cada numero real a * es 
un lermirm dc La sucesS oil La sucesitin esta ordenada ya que hay un primer lermino 
a [t un segundo lermino a 2 y. para todo entero positive n. an n-eslrm> Ermine a n . 

Las sucesiones intlniias sp presenian en las matem&icas ameriores al CAIculo. Por 
ejemplo, la sucesidn 

0 . 6 P 0 , 66 , 0 . 666 , 0 . 6666 , 0 , 66666 , ... 

puedc empleaise par a represetuar d mimero rational 5» En esie case, el n-£simo i£r- 
mir.o se va acercando cada vez mds a \ cuando n crcte, 

yn uso importante de Eas sucesiones infinilas esti en la defimetdn de series jnfinitas 
en Ea Seceidn 11A Esta definiddn permke expresar un numero racional como $ por 
medio de una serie infinite (o sumo infinite), Para § . la serie infinite es 

0.6 + 0,06 + 0.006 + 0.0006 + - ■ ■ 

La sucesfdu para j se puede obtener agregando mis y mas ter mi nos a ia suma; e$ dedr, 
0.6 - 0 . 6 + 0 66 = 0.6 + 0 T 06 , 0.666 - 0.6 + 0.06 + 0 . 006 , 
etcetera. 

El cstudio de las series infinitas va mucho mis aUi dc estc cjcmplo elemental. Mia 
adelantc, se represent a ran e‘, sen .v t tan -1 x y muehas otras exprestones como series in- 
finilas. lil uso de las series es de importanria no solo en cilcuLos basieos sino tambiec 
en las matematicas su peri tires y sus aplicaciones. 

JHasta ahora $e ban descrito so]amen lc a tiivel intuitive. 
Para un cstudio mis riguroso hay que con&iderar a una suce- 
sidn inflnira como una funeidm Recordcmos que una Fun- 
cidn ft s una correspondenda que asoda a cada mimero x 
del dominio un dnko numero /(*) en el eontradominio, co¬ 
mo se ilustra con las dos rectas eoordenadas de la Figuia 11.1. 
Si se restringe el dominio de una fundtin a los enteros posili¬ 
ves 1*2, 3, ►, r* se obtiene una sucesidn in Finila. 


FTOUItA it.i 

— 

DOWMO r 

COKTSADOM1MO ”7]^ 1 ' 



DEFINICION (11.2} 


Una suceslbn inMniia es una funddn cuyo dominio es cl 
conjunto de Ids enteros positives. 


En esie libro se consider a que el conlradominio de una sucesidn inftniia es un sub¬ 
con junto de los numeros reaJes. 
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Si /es una sucesidn infinita, entonces a cada entero positivo k le corresponde un 
numero real f(k). Los numeros en el contradominio de / se pueden denotar por 


/(l),/(2),/(3), ...,/(*), ... 

en donde los tres puntos al final indican que la sucesidn es interminable. Entonces (11.1) 
y (11.2) son esencialmente lo mismo. Para obtener la forma con subfndices (11.1) a par- 
tir de la forma (11.2), se toma a n = f(n) para cada entero positivo n. Redprocamen- 
te, dada (11.1), se puede obtener una funcion definiendo f(n) = a n para todo entero 
positivo n. 

A veces una sucesidn con *-esimo tdnnino a„, se denota por { a n }. Por ejemplo, la 
sucesidn {2 n } tiene el n-esimo termino a n = 2\ Segun la Definicidn (11.2), la sucesidn 
{2 } es la funcidn / tal que/(/i) = 2 n para todo entero positivo n. 

De la definicidn de igualdad de funciones, una sucesion es igual a otra suce- 
sion {b n ) si y s61o si a k = b k para todo entero positivo k. 


EJEMPLO 1 Escriba los cuatro primeros terminos y el decimo termino de cada su 
cesion: 



(b) {2 + (0.ir} 
(d) {4} 


Olucion Para encontrar los cuatro primeros terminos sustituimos sucesivamente 
n por 1,2, 3 y 4 en la fdrmula para a n . El decimo termino se encuentra sustituyendo n 
por 10. Haciendo esto y simplificando obtenemos lo siguiente: 


n-^simo 

Sucesidn termino 

(.« + 1J n + I 

(b) {2 + (0.1)"} 2+ (0.1)" 

,c) ir^r} j 

(d) [4} 4 


Primeros 
cuatro terminos 

[234 
V 3’ 4’ 5 

2 . 1 , 2 . 01 , 2 . 001 , 2.0001 

n 2 | _4 9 _16 

i-l 2’ 5’ 8’ “IT 

4, 4, 4, 4 


Decimo 

termino 

10 

H 

2.0000000001 

100 

2<T 


Para especificar algunas sucesiones, se da el primer termino a\ y una regia para 
obtener el termino a kt] del termino anterior a k , para todo Ar > 1. Esto se llama una 
definicidn recurrente y se dice que la sucesion esti definida recurrentemente. 

t 

EJEMPLO 2 Encontrar los primeros cuatro terminos y el n-esimo termino de la suce¬ 
sidn infinita definida recurrentemente como sigue: 


a, = 3 y a*., = 2 a k 


para k ^ 1 
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Solucion La sucesiPn esta definite en forma reeurrcnic, puts se da el primer t^r- 
mrno y una mantra de encontrar, a partir dd tfrmmo a kt d slgtriente Eermino sjm+ Asf, 

flj = 3 

tfj » 2flj = 2 ■ 3 * 6 

o 3 - la 7 = 2 ■ 2 * 3 - 2 2 * 3 = 12 

a, - 2a 3 = 2 * 2 ■ 2 ' 3 = 2 ? ■ 3 = 24. 

Escribimos tos tdnuinos como products para tener una nocidn de la naiurateza del if-fei- 

mo termirto, Continuando, obtendriamos a< - 2 4 - 3 y = 2 J * 3 ; pareoerfa que, 
A h = 2" -1 * 3 . Se puede dcmostrar por induction unateTniticn que esia eonjetura cs co- 
erecva* * 

Una sucesidn mfinita ) a# | puede tener la propiedad de que cuando n mimcnta, o n 
st acerca a aigiin nume.ro real L\ es decir, \a M ~ L\ ■=* 0 para ri grande. Por ejempio T 
sea 

«. = 2 + i-ir 

Los primcim termmos de la sueesiun |<j„} son 

2 - 1 . 2 +i 2 — 1 , 2 +A. 2 -&,... 

y se ve que los tdrmmos se acercan progresivamentc a 2 ciumdo n creee. De hedio, pan 
todo entero positivo «, 

k—2| -12 + (-fr - 2\ = |(-ri = rir = 1/2* 


y cl nu.ncni 1/2", y por lo tanio lambtcn \a„- 2 \, *puede hactr arbitranamente cer 
curio a cero acogiendo n sujicientemente grande. En cste caso, de ueuerdo con la a 
gulente defmicidn, ia sucesidn (ierte iimite 2 o converge a 2 y se escribe 

lim [2 + (— |r] = 2. 

Este Iimite es casi identico a la defmicidn de lim ¥ _„ /(*} = L dada en e! Capitu 
!o 4. La unica diferenda cs que si f{n) - a^ d dominio de / es c] tonjjunui de lo 
cntcros positives y no un intervale infinite de los ruimeros reales. Como en la Defini 
ci6n (4,21), pero usando a n en vcz de f(x). se dene La siguLcnte definid6n. 


Una sucesion {a n | lithe el Iimite o converge u / p lo 
cua] se dertata per 

Hm a„ = L f 


DEFtNICION (11.3) 
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si para todo t > 0 existe un numero positivo N tal que 




\a n - L | < £ siempre que n > N. 


Si tal numero L no existe, la sucesion no tiene limite o 



FIGURA 11.8 


(2. Oj)» 

M) 

^ — H 


(3.a,) 




- L + B 


Tn.aJ^ 


I 2 3 


Se puede dar una interpretacidn geomdtrica para el limi¬ 
te de una sucesion, semejante a la que se dio en la Figura 4.43 
para el limite de una funcidn. La unica diferencia es que la 
coordenada x del punto es siempre un entero positivo. En la 
Figura 11.2 se han trazado algunos puntos (k> a k ) para un 
caso especifico en el que lim n _«>fl n = L. Ndtese que para 
cualquier t > 0, los puntos (/?, a n ) se encuentran entre las 
* ” rectas >> = L ± £, para n suficientemente grande. Por supues- 

to, la forma en que se acercan a L puede ser diferente 
de la que se ilustra en la figura (veanse, por ejemplo, las Figuras 11.3 y 11.6). 

Si a n se puede hacer tan grande como se quiera tomando n suficientemente gran¬ 
de, entonces diverge la sucesidn \a n \, pero en este caso se usa tambien la notacidn de 
limite y se escribe Hm„^oo a n — °°. Una manera mas rigurosa de especificar esto es co¬ 
mo sigue. 


H—I—I—HH—I—I—h 


DEFINICION (11.4) 


La notacion 

\im a n = oo 

significa que para todo numero real P existe un numero 
N tal que a n > P siempre que n > N. 


Hay que recordar que lim n _*«,ff n = oo no significa que el limite existe sino que los 
numeros a n crecen sin acotacidn alguna cuando n aumenta. Asimismo, lim^^oo a n = 
— 00 significa que a n decrece sin acotacion alguna cuando n aumenta. 

El siguiente teorema es importante porque permite usar los resultados del Capitulo 
4 para investigar la convergencia o divergencia de una sucesidn. La demostracion se 
deduce de las Definiciones (11.3) y (4.21). 


TEOREMA (11.5) 


Sea {a n } una sucesidn infinita y sea /( n ) = a n , donde 
f(x) existe para todo numero real x > 1. 

(i) Si lim/(*) = L, entonces lim f(n) = L. 

n -~« 

(ii) Si lim/(xr) = 00 (o bien -»), entonces lim fin) - 

Jf—°° n~*<» 

00 (o bien -»). 
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El siguiente ejemplo i lustra cdrno se usa este teorema. 

EJEMPLO 3 Sea a n o 1 + (I fn\. Determiuar si converge o diverge. 
Sollicion Definimos /(n) - 1 + (l/rt) y se considers 

/(*} = l + — para todo numero real * £ L 

De la Secci&n 4.6, 

lim f[x\ »■ Mm (1 + -) = ta» 1 + ltai - = 1 4- 5 = L 

*-.03 \ */ x 

EnionceSi pot d Teorema (11,5), 



For lo lanLo. Va sucesiftn \a n ) converge a L 

La diferenda cture ilni*** 11 + (1/jfJ] - l y lim^^jl + {lfn)] = I se ilnstra ct 
la Figurs ILL Ntkese que para 1 + (l/jr). la functtn /es cominua si x £ 1 y U grdft 
ca timer una ufntota horizontal y = 1. Para I + {l/n) se toman sdlo Jos punios euyaJ 
abscisas son enteros positives. 


FlOUt a itJ 



-H-1-1-f—1-1—► —-*- 4 -*-1-* 


EJEMPLO 4 Dctermlnar si cada suce$i6n converge o diverges 

uj tin 1 -1) (w {(-ir’i 

Solucion <ai Si lomamos f{x) - i x 1 - l, entonew /(*) existc paia todo a a 1 
y 

lim (Jx 1 - I) ** ao« 

Entonces, por el Teorema (11,5), 

lira (i#i 2 — 1) = 30, 

Por lo Lanlo, la sucesi6n no tiene lirtiile. La Figura 11.4 ilustra la forma en que la suce 
si6n diverge. 
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FIGURA 11.4 


FIGURA 11.5 


v 



(b) Tomando n = 1, 2, 3, ..., vemos que los terminos de (-l)"" 1 oscilan entre 1 y 
-1 como sigue: 

1, -l, 1, -1, 1, -1, ... 

Esto se ilustra gnificamente en la Figura 11.5. Entonces, lfm n _ oe (-l) ,,M no existe y la 
sucesidn diverge. • 

El siguiente ejemplo muestra c6mo se puede usar la Regia de L’Hopital para calcu- 
lar los limites de algunas sucesiones. 


EJEMPLO 5 Determinar si la sucesion {5 n/e 2n } converge o diverge. 

Soludon Sea f(x ) = Sx/e 2 * para todo numero real a:. Como / toma la forma in- 
determinada oo/oo cuando x — «>, podemos usar la Regia de L’Hdpital, obteniendo 


5x 5 

lim r~ = urn 


e 


2e 2x 


= 0 . 


Entonces, por el Teorema (11.5), lim„_oo(5 n/e 2 ”) = 0. Por lo tanto, la sucesidn con¬ 
verge a 0. • 


La demostracion del siguiente teorema ilustra el uso de la Definicidn (11.3). 


TEOREMA (11.6) 



Demostracion Sir = 0, es evidente que el limite es 0. Supongamo^ que 0 < \r\ < 1. 
Para demostrar (i) usando la. Definicion (11.3), hay que demostrar que para todo c > 0 
existe un numero positivo N tal que 


si n > N, entonces \r n - 0| < £. 
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La desigualdad \r n — Of < c es equivalents a todas y cada una dc tas desigualdadcs 
en la sign lent e list a; 

| r\* < t t In |r|" < to£, w In \r\~< Ini, n > - ln £ , 

In |r| 

El signo de desigualdad en la ultima expresion esta invertido porque In |r] es negative 
para 0 < \r < L La ultima dc*igualdad dc la lista da ana idea deedmo degir M Cnn- 
cretamente, si t < I, emonces Inc < 1 ytomamosJV * Ini/In jrj > 0. En este caso, 
si n > jY* emonces la ultima desigualdad de la Usta y por lo tanto rambien la primers, 
que es lo que se queria demosirar, Ahora, si e a- l, entonces Inc > 0 y por lo tanto 
In t/In \r\ s 0 En este caso* si Af es un numero positive arbitrario, ententes, siempre 
que ti > N, la ultima designs Id ad de la lists se satis face otra vez, 

Para demostrar (ii)* sea jfj > I y sea P un numero real positivo arbitrario. Las 
siguientes desigiuddades son equivalcnics: 

\r\ a > P. In \r\* > InP, n In |r| > lnP< it > P ■ 

In |r| 

.Si se escoge N - In P/In |r|. enlonces, siempre que it > /V, la ultima desigualdad se 
salts fact y por tanto iamhidi la primera, es decir* \r\ H > P. Por la DcHnicidn (11.4)< 
esto signifies que 3im n |r| ^ - * 


EJEMPIO 6 Esertbir im primeros cuatro t^rminos de cada sucesidn y determiner si 
eat a converge o diverge. 

lat u-irj W JM.Oir} 

Solution 

tal Los cuatro primer os t£rminos de j(- $ } n \ son 

-|t 5 - Jf- 

De acuerdo con el feoreina (]L6)(i), 

lim (- $)* = 0- 

tit) Los cuatro primeros terminos de ((LOI)"} son 

LO], 1.0201, 1.030301, 1 + 0406040L 

De acuerdo con d Teorcmu (I L6)(ii)> 

lim (IMT - *. 


Se pueden demos trar t core mas para sucesicmes analogies a ios teoremas sobre limi¬ 
ted que se usaron en k Seccidn 4.6 para ■>umas 1 rcsuis, productos y coei ernes dc fundo- 
nes. Por ejcmplo, si y {frj son sucesiones convergt-ntes, entonce* 

lim lu,, + hj = lim a M + lira b n „ 

J*-*W *^<*1 
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etcetera. 
Si a„ 


lim (a„b„) = 



c para todo /?, tal que la sucesion infinita es c, c, ..., c, 


entonces 


lim c = c. 


Analogamente, si c es un numero real y k es un racional positivo, entonces, como en 
la demostracion del Teorema (4.23), 


EJEMPLO 7 


Calcular el lirnite de la sucesion 



Solucion 

numerador y 


Queremos encontrar Hindoo a* para a„ = 2n 2 /(5n 2 - 3). Dividiendo el 

2 y aplicando los teoremas sobre limites, 


el denominador de a n entre n 

In 1 


lim 2 


lim 


x 5n 2 — 3 


= lim 


5 - (3/w 2 ) lim [5 - (3 /? 2 )] 


2 2 _2 
~ lim 5 - lim (3/n 2 ) " 5 - 0 " 5' 

n~* x> h-*cd 

Entonces, la sucesion tiene lirnite f. Tambien podriamos demostrar esto aplicando 
la Regia de L’Hopital a 2x 2 /(5x 2 - 3). • 


El siguiente teorema, que es analogo al Teorema (2.22), afirma que si los terminos 
de una sucesibn infinita estan siempre intercalados entre los terminos correspondien- 
tes de dos sucesiones que tienen el mismo lirnite L, entonces la sucesibn dada tambien 
tiene por lirnite a L. La demostracibn se da en el Apendice II. 


TEOREMA DE (11/7) 
INTERCAIACION 
PARA SUCESIONES 
INFINITAS 


Si { b n } y {c„} son sucesiones infinitas tales que 
a n ^ b n < c n para todo n, y si 

lim a n = L = lim c n 

n-*°° n-*°° 

entonces lim^oo b n - L. 


EJEMPLO 8 
Solucion 


Calcular el lirnite de la sucesion 


Como 0 < cos 2 /? < 1 para todo entero positivo /?, 


0 < 


cos 2 n 


3 ' 


1 

< —. 
3" 
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Aplieartdo d Teorcma (11.6) con r = 

Adcmas, 0 = 0. Del Teorema de Imercalaridvt (11,7) con a„ = 0* b„ 

(ocrt 2 fl)/S" t y e n « (J)\ se deduce que 

eos J n 

Urn - - 0. 

*-** j 

Por lo tanio, el limite de la sucesidn es 0. * 

EL siguiente teorema es una eonsecuencia direct a de la Definici6n (11.3). 


TEOREMA (11.8) 


Sea {(*„ \ una succsi^n. Si \a„\ - 0, entonces 

= 0 . 


EJEMPLO 9 Sea una suce$i6n cuyo n -feimo lermino es a* = (-I}** 1 (3 fn) r Demos- 
trar que llm n _ i »£i n = 0. 

Solution Loa icrminos de ta sucestbn son aSternadamcmc positives y negative? 
Por ejempio, Eos cinco primero* lermmos son 

I ! 11 

2* r 4' 5‘ 


Como 


lim 


i 


naunA ii.4 

fcrr} 



>- w J 

: 


= Urn - = 0. 

«“X' ^ 

del Teorema (11,8) se deduce que = 0. * 

Se dice que una sucesidn es mo no to na sisui cGrminos sucesivos no decreed!, tt dcciT, 
a, se a* & iS * m s **- 

o biers si no crecen, 

ft a £ d 2 a * * - a a 

S« dice que una sueesidn es aeotada si eriste un numcro real 
positives Af lat que | a t | ^ M para todo Jt, Por ejemplo, la 
such ion 

I 2 ^ 4 jt 

2* 1 1 4*5.7TT' 

es montitona (sus t£rmiuos van creciendo) y acotada (porque 
A?/(Ar + I) < I para todo Jr). La suce$i6n se ilustraen la Fi- 
gura 11.6. N6tt.se que cualqtiier numero Af I es una cota 
de la sucesidn. Sin embargo, si < I, entonces X no es una 
cota ya que K < k/{ k _+ I) para k sufieicn [entente grande. 
El siguiente teorema es fundamental para algunos desarrollos posteriory. 


-h— t —i—i—i—h 
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TEOREMA (11.9) 



Para demostrar (11.9) se necesita usar una propiedad importante de los numeros 
reales. Se daran primero algunas definiciones. Si S es un conjunto no vacio de nume¬ 
ros reales, entonces se dice que un numero u es una cota superior de S si x ^ u para 
todo x en S. Se dice que un numero v es una cota superior minima de S si v es una 
cota superior y ningun numero menor que v es tambi£n cota superior de S. Por lo tan- 
to, la cota superior minima es el menor de los numeros reales que es mayor que o igual 
a todo numero en S. Por ejemplo, si S es el intervalo abierto ( a , b ), entonces cualquier 
numero mayor que b es una cota superior de S, pero la cota superior minima de S es 
unica e igual a b. 

El siguiente enunciado es un axioma en el sistema de los numeros reales. 


PROPIEDAD DE (11.10) 
COMPLETITUD 


Si un conjunto no vacio S de numeros reales tiene una 
cota superior, entonces S tiene una cota superior minima. 


Demostracion del Teorema (11.9) Sea { a n ) una sucesi6n monbtona acotada de ter- 
minos no decrecientes. Entonces, 


a\ < - * • - ^ a n ^ 


FIGURA 11.7 


L 

L - e 

( 

,.v 

V = L 
^“ 

(AT.V • 

(3. a,). 

(2.0,). 

1. «,)• 

i _ i _ i _ i 

\ 

v = L - e 


! 2 3 ... /V / N + 2 * 


N + I 


y existe un numero M tal que a k < M para todo entero po- 
sitivo k. Entonces, A/es una cota superior del conjunto S de 
todos los numeros de la sucesidn y, de la Propiedad de Com- 
pletitud, se deduce que S tiene una cota superior minima L 
tal que L < M (vease la Figura 11.7). 

Si £ > 0, entonces L - e no es una cota superior de S 
y por lo tanto, al menos uno de los terminos de {a n } es ma¬ 
yor que L — e; es decir, 

L — f. < a N para algun entero positivo N, 


como se muestra en la Figura 11.7. Como los terminos de { a n } no decrecen, se tiene que 

^ a N +1 - <*N+l ^ 

y, por lo tanto, 

L - e < a n para todo n > /V. 

Resulta que si n > N y entonces 

0 ^ L - a n < e o bien |L - a n \ < £. 

Segun la Definicidn (11.3), esto significa que 

lim a n = L s M, 


es decir, { a n \ tiene un limite. 
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M2 


Se ptiedc obtener la demmuratadn para una sucesibn no creciemc de tnanera 

parmda o ecnsidenndo la sucesiem \ -aJ. * * 


Como ilusfracidn del Teorema (11.9) puede ver^ quo la sueesidn motldtcma 
f n/{n + l)} represeniada en la Figura 11.6 licnc como cola superior minima fy limite) 
a I. 


fcPUtfcCldH: 
EPIDEMUS 
5 — I — S 


Lai sucesiortft infinitas sc pucdcn apticai ai osiudio de\ desarmUo cn el liempo dt una 
ep'idtfuta de\ tipo S -* V — S * Supergames qpw las mfedku* publkau diaimmcrnc 
in formes indkando el miner o de personas que ban sido ccmUjiada* dc la efifermedad 
y el de las que han sanado. Se numeran los dias dc los informer como 1, 2* . . f fl, 
.. _ T y sc den oca la pobliicitin luial por N, Ademns se define 

J m =z tldmero de personas que Lienen la citfermedad cn cl dia n 
F h *■ mimero de personas que eontmjeron la enfcrmedad cl 
dla tt 


C M = mlinero de personas que sanaron el dia n. 


Resulta que para lodo R2 l 

4+i * 4 + 4»*i — Oi* ]■ 

Supotlgamos que los l uncionarios dc salud pnMica erLCuemran que el numero de casos 
n tie vos en no dia cs directs merit c proportional al producto del numero de personas 
enfermas y el de personas no comagiatfas el dia anterior. (Eslo se codocg como Ley 
deAnidft de y es tipica en una pobtaeion esludiantil.) Supdngasc que adem^s, 

el numero dc personas que $anan en u» dia es proportional al numero de persona* 
cod a via enfermas d dia anterior. Ententes* 

^ji+i = y = ^4 

cn doikk a y t son Constances. Sustituyendo esio cn la fdrmula anterior para /,* l# 


Vi = 4 + - 4) - hl r 

En los primeres dias dc una cpidemia. /„ cs muy pcque&o oomp&r&do eon N y desde 
c! pun Co de vista de la salud piiHiva, al evatuar cl numero dc enfermos « me jot 
sobmttmorto que subestimarlo. y esiar prevenidos ast contra la propagation de 
la enfermedad. I omando csto cn oicnca, puede mvestigarsc reaMctamenfe la din Arnica 
initial de una epidemia analizando la ccuacidn 


- 4 + ~ M* = 0 + aW-b}l m 

en t^rmmos del niimero initial f| de individuds enfermos. Si se lotna t = I 4- qN — 
ententes 4*1 = r 4 Y P° r lo imito. * 

/j =* /] ■ r/j fc rVj t 4 = r/j — r^f|« - ■ - ■ 4 55 r*"^4 , .. 

Esto da la siguieme sueesidn dc personas afectadas; 

4 fI 4 ^Ai '»*i 


* El stmbdJo S ] -*■ S es una abrouiLiun dc Susceptible * infeetatfo — Susceptible y slgnirtca que 
tins persona intceuda a conutgiada que sana o se cum no queda inmunizada conEra b eni'ermedad. Mnc 
que la puttie cLuiiiaer otra vei. El padeeiitiktnio gonarrenzd y Blgunns inrccciones de ta gai 4on ejtmplo! 
de este upo de etifcrrfledlBdes. 





11.1 Sucesiones infinitas 


543 


El numero r = 1 + aN - b (que se puede estimar a partir de los datos iniciales) es 
de una importancia critica. Si r > 1, entonces por el Teorema (11.6), lim n ^«, /„ = «> 
y la epidemia se extiende. En este caso, cuando n es grande, /„ ya no es pequefto 
comparado con N y la fbrmula para /„+, ya no es vblida. Si r < 1, entonces 
/„ = 0 y los funcionarios de sanidad no tienen de que preocuparse. El caso 
r = 1 lleva a la sucesion constante /,, /„ ... 


EJERCICIOS 11.1 

Ejercicios 1-16: La expresibn dada es el n-i simo t£r- 
mino a n de una sucesion infinita { a „}. Escriba los pri- 
meros cuatro t^rminos y calcule li'm^oo a„ si es que 
existe. 



n 

2. 

6n — 5 


3n + 2 

5 n 4- 1 

3. 

7-4 n 2 

4. 

4 

3 + 2 n 2 

8-7« 

5. 

-5 

6. 


7. 

(2n - l)(3n + 1) 

8. 

8n 4* 1 

9. 

2 

10. 

lOOn 

+ 9 

n m + 4 

11. 

n 2 + 4n + 5 

12. 

(-!)"“ 

1 

13. 

1 + (0.1 r 

14. 

1 - (1/2") 


15. l+(-l)" M 16. (n+l)/yfn 

Ejercicios 17-42: Determine si la sucesibn converge o 
diverge; si converge, calcule el h'mite. 


17. {6(-5/6)"} 

18. {8-(7/8V[ 

19. {arctann} 

20. {(tan -1 n)/n} 

21. {1000 — n) 

22. {( 1 . 0001 ) 71000 } 

f . *n n) 

f n 2 1 

23. j.-ir—j 

(In (n 4- 1)J 

.. (4n* + 11 

fcos n) 

* M 


27. Ie"/n*j 

2$. {e~ H In n} 

*■ {(’-O'} 

30. {(-1)V3~"} 


f4n 3 + 5« 4- l) 

3\. {2~ n sen n} 

(2n 3 - n 2 4- 5J 



1 n ~ 

n 2 } 

f U 

33. 

-T 

— -- r > 



(2n - 1 

In 4- 1 j 

1 "J 

35. 

{cos nit) 


36. {4 -i- sen \nn [ 

37. 

{n 11 *} 


38. {n 2 f 2"} 


f” ,0 1 


f n 2 

39. 



40. U 1)" 


(sec n) 


{ 1 + n 2 

41. 

{v'n + 1 

-\/n} 

42. { \jn 2 4- n — n 


Ejercicios 43-44: Consulte la Aplicacion: Epidemia 

S - I - S. 

43. Una poblacibn estable de 35 000 pajaros vive en 
tres islas. Cada aflo, 10% de la poblacibn de la 
isla A emigra a la isla B, 20% de la poblacibn 
de la isla B emigra a la isla C y 5% de la pobla¬ 
cibn de la isla C emigra a la isla A. Sean A n> B n 
y C„ las cantidades de aves que hay en el aflo n 
en las islas A. B y C, respectivamente, antes de 
la emigracion. 

(a) Demuestre que A„ +l = 0.9A„ + 0.05C„ % 

B n , } =OAA„ + O.SOB n y C„ + , = 0.95C„ + 

0.20 B„. 

(b) Suponicndo que Hindoo A n , Hindoo B n y 
Hm„_*oo C n existen, calcule el numero de pa¬ 
jaros que habra en cada isla dentro de mu- 
chos aflos. 

44. Una poblacibn de gatos se divide por edades en 
cachorros (menores de un aflo) y adultos (mayo- 
res de un aflo). Todas las hembras adultas, in- 
cluycndo las que nacieron el aflo anterior, tienen 
una camada cada mes de junio con un promedio 
de tres cachorros. La tasa de sobrevivencia de los 
animales jbvenes es 50% mientras que la de 
los adultos es de 66 § % por ano. Sea K n el nu¬ 
mero de gatos recien nacidos en junio del aflo n- 
esimo, y sea A n el numero de individuos adul- 
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tos; suponga que In razOn dc machos a hem bras 
e$ xiempre L 

(a) Demuestre que K.+i ¥ 

A * * t * i^pr + 

ib\ Dcdujca que 4 lM - \$A n y K n+ , = ) JK,,, 
y que .A m = (Sir" 1 t y K. - l K n . 

iQut se puede dear dc la poblaciOn? 

Kjrercldirs 45-47: Use una calculator*. 

45. Lm [^rramos dc tins sucesi6n defimda reeurren- 
Eemcnie por a, =5 yfl^| « V<4* pueden 
general imraducLendn o t * 5 en una cakuta- 
dcra y pukantki la EceU dc raiz cuadrada repet i- 
dmumte. 

(n) Describa Los que pasa a toi Ermines dc la 
rocwj6n cuando * aumenia. 

(b) Demueslrc que a M “ 5 171 * y cakule 

lilTtn,.™ Of,. 

46. Una sneesidn se genera introdudendo un litimt- 
ro N en una caJailadorft y pyUa ndo repetidarnen- 
te La tcela del redproco | t/x |. ^Bn qik condi- 
ciones dene un limile cstFiucesian? 

47. Los icrminos dc una succsidn que sc deftnen re 
currcntcmente por di t = I y a t4 _, = cos a*, se 
pueden general jiurodudendo I en una calcula¬ 
tor* (en el mod® dc radiants) y pulsando la te¬ 
cta dc] coseno repetidamente. 

(a) Describa Ip que sucede a los tirmmo* dc la 
sucesitftt cuando k aumenta. 

(b) Supomendo que lim 7J «, o* = L h deinucs- 


ire que COS I « L. tfndkad&i: 

Urn*,- 0„„ - L.) 

4H, Una suixsiOn {jej,} se define recurrenienujnte por 

1 - ** ~ 

la) Escriba los primeras cincti i^nTimos dc la su- 
cesidn lomando xx = 3. j,Pucde conjeturar 
cl valor de Um^^jf.7 

ltd Escnba los dneo primeros terminus de la su- 
Cfsitn lumando Xj = 6^ j^Pucdc conjcturar 
d valor dc Ifro*^* Jc^ 1 

(e) Suponierido que = L, demues- 

ire que L = rn + para al&iin cmcro r?. 

Sr pueden genera? aproximaciones a v N con la 

stieesion deOnida rccurrenlcmente por 



(a) Caicuie x 3 , jfj, jc,,, x it ^ para jV = 10. 

fb) Suponicndo que lim^* .y p ■ L. dcmucs- 

tre que L * <jti. 

50, l_a Famosa sucfsttin de Fibonacci se define re- 
currcnicmcntepor a i +T - a t + <t t . t con a, « 

flj - L 

(a) Eneumtrc los primeros dkr cirminos de la 
succsidin. 1 

(b) Los lerminos de la sucesiin r* «a a k + ^/a t se 
aproximan cada vez mas a t l la raztin tiureti. 
CakuJc aproiimadamente los din primeros 
t^rminos de csta suecsidn. 

(c) Suponicndo que - t, demiiestrc 

qus i -i(| + fi). 


mn SERIES 1NFINITAS CONVERGENTES 0 DIVERGEHTES 

En 3a Seccidn 11.1 &e vio que «t posible expre^ar el numero f como una sene (o suma} 
infifiita. 


0.6 + 0.06 + 0.006 4 0.0006 + 0.00006 + ■ ■■ 

Como algebraicamenle s6lo se puede sumar un numero II nit a de (rh-minos, hay que de- 
finir Id que sipulica una suma infinua de esie tipo. 

Comenzamos por inliodudr la terminologk que se usar^ en d resio del capitiilo. 
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DEFINICION (tt.f t) 


-- 

Sea {a n } una sucesidn infinita. La expresion 

Q\ + a 7 + * * * + o n + 

se denomina serie infinita o, simplemente, sene. 



En la notacion de una serie, como la de la Definicidn (11.11), se emplea la nota- 
ci 6 n de sumatoria: 

•X' 

X a n o bien X a n- 

n = 1 

En la ultima suma se sobreentiende que la variable de sumatoria es n. Cada numero 
a k es un termino de la serie y a n es el n-£simo termino. 


DEFINICION (11.12) 





(i) La &-esima suma parcial S k de la 
es 

s* = 0\ + a 2 + ••• + a k . 

(ii) La sucesidn de sumas parciales asociada a la serie in¬ 
finita £ a n es 

S|, S 2 , S 3 , ... , S„, ... 

_ 


De la Definicidn (11.12) (i), 

S x 

$2 

$3 

S 4 


0\ 

0\ + o 7 

d] + a 2 + 03 

Q \ + ^2 + #3 + 0 4 - 


Para calcular S 5 , S 6 y S 7 , hay que aftadir cada vez mas t^rminos de la serie. Asi, 
Siooo es la suma de los primeros mil terminos de £ a n . Si la sucesidn {S„} tiene un limi- 
te S (es decir, si converge a S), entonces S se denomina suma de la serie infinita a n% 
como se formaliza en la siguiente definicion. 


DEFINICION (11.13) 


Una serie infinita Y a n es convergence (o converge) si su 
sucesion de sumas parciales {S„} converge; es decir, si 

lim S„ = S para un numero real S. 

n-+°° 

El limite S se llama suma de la serie £ a n y se escribe 

S = a ] + a 2 + • * * + a n + 

La serie X a n es divergente (0 diverge) si {S„} diverge. 
Una serie infinita divergente no tiene suma. 

_— i.. 
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SERIES LNFLNlIAS 


EJEMPLO 1 Dcinosirar que la serie in fin ha 

_l_ _l_ J I 

1 - 2 + 2-3 + 3-4 r + rin+l) 
converge v cakular su suma. 

Solution La deseomposiridn en freed ones paraales del n esimo term i no a n e 


I 


I 


* ri{fl + 11 ii n + 1 

For io ianto, la n-foima suma parclal de la serie sc puede escribir como 

= a s + a 2 + flj+ - +a n 


'H+B4K'+^ 


“ rt + i n + r 

Como lira 51 = Hffi - = I, 

*-« fl + 1 

la serie converge y su suma cs L 


La seri e V !/(/!<*? + HI del Ejcmpb 1 se llama una serie reinkiil* (a tdescdpica), 
pues ai escribir 5 # como $t hlzo en !a soludbn* Los terminos sc cancel an y la sum* sc 
reduce a I - [l/(n + I)J. 


EJEMPLO 9 Demostrar que la serie infimia es divergence. 

Solution La serie se puede escribir como 

1+1-11+ 1+f-!l+♦* + (-If"' + *" 

Ndtese que 5* = 1st Jr es irnpar y S k = 0 si k es par, Como la sucesidn de sumas pat 
dales (5 ft ) aiferna u oscila entre ! y resuha quc no eriste, For lo tamo, 

la serie infinila diverge. 


EJEMFLO 3 Demosirar que la siguicnie serie es divergent.e: 

t t 1 1 t 

IS 4 n 

Solution Se agrupan bs brminos de la serie como siguc^ 

i + i + (i + il + (i + £ + ^ + J) + (I + - * ’ + + ■ ’ ■ + A) + ■ ■ < 

Obscrvamos que cada grupa contiene el debit numcro de t^rminos que el grupo ante- 


* iN. dd H.| Emc catificicivo, rrudcEd. c* ma* aproplado que d de M [d«rdpkB". que nlutte idlo a 
la cAracterlsEica Mnstnicirva de los ameojas aitrondmlctB a tdoapai de *er esiensibh :5 y reinictiles. 









11.2 Series infinitas convergentes o divergentes 

rior. Como la suma de los terminos dentro de cada par^ntesis es mayor que 
mos las siguientes desigualdades: 

S 2 = I + i > 2(y) 

^4 > I + I 4- 5 > 3Q) 

$8 > 1 + 2 + I + 2 > 4(+) . 


5?7 


i, obtene- 


Analogamente, S 16 
que 


>5(i) y ^32 6( 2 ). Por induccion matemitica, podemos demostrar 

5 2 i« > (k 4 - 1)(^) para todo entero positivo k. 


Resulta que S„ puede hacerse tan grande como se quiera tomando n suficientemente 
grande; es decir, = 00 . C omo {S„} diverge, la suma infinita es divergente. 


La serie en el Ejemplo 3 sera util mas adelante. Se le asigna el siguiente nombre 
especial. 


DEFINICION (11.14) 



En la siguiente seccidn se dara otra demostracion de la divergencia de la serie ar- 
monica. 

Algunas series infinitas aparecen frecuentemente en la solucibn de problemas apli- 
cados. Una de las mis importantes es la serie geometries 

a + ar + ar 2 + • • + ur" ~ 1 + • • • 

donde a y r son numeros reales, con a * 0. 


TEOREMA (11*15) 


Sea a ± 0. La serie geometrica 

a + ar + ar 1 + • • • + ar n ' ] + • • • 

(i) es convergente y su suma es — si \r\ < 1. 

l r 

(ii) es divergente si \r\ > 1. 


Demostracion Si r = 1, entonces S„ = a + « + ... + * = „< 7y i a ser ie diverge 
porque lim„^«, S n no existe. 

St r = -1, entonces S* = a si k es impar y S k = 0 si k es par. Como la sucesion 
de sumas parciales alterna entre a y 0, la serie diverge. 

Si r? 1, consideramos 


S n = a + ar -I- ar 2 + • • • -f- ar" 1 
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rS n =■ ar -f ar J + ar' 1 + ■■ ” -f or". 

Restando ios lades corrcsponditrttes dc esias ecuaciones, se obtiene 

fl - rtf* - 0 - ar*. 

Dividiendo ambns miembros entre I - r, 

tf ar” 


I — i* 1 -r 


P&r to tanto, 


/ a ar* \ a 

lim S„ = iim — — — - - ) - Urn --lim -- 


- r i- - lim r". 

I “ f l — r 

Si | r| < L eiitODCCfl - 0 (vtfase d Ttorcma (LL6} y por lo tanto. 

a 


lim $ n = 


1 


Si | r| > 1. enionecs /** no existe {v£ase d Teorema (] 1.5)) y por consiguien 
le„ S„ no existc. Ett tslc caio* la seric es divergentt. * * 


UEMPLO 4 Dcmostrar que la siguicnte wtic infinita converge y ca leu Ear su suma. 


0.6 + 0.06 + 0 , 0()6 + ■ 1 + t — + 4 '' 

10 " 

So]Ucion lista es la scrie que se considero al principle de la section. Es una $eri* 
geometries con a ~ 0,6 y i* «* OX Por el Teorcma la scrie converge y su 

suma es 

_ 0.6 _ 0.6 2 
“ i -0.1 ” Q„9 “ 3 


: - 0,6 + 0.06 + 0.006 + ■ ■ ■ + A + 

3 Itr 


Ententes, 

Esio justifies la e*preston decimal infinita \ -= 0.66666 . 


EJEMPLO 5 Demostrar que la siguiente scrie es convergent y calcular su suma; 

^22 2 

2 + - + p+ ■■** + 3p=T+ ■ 

SolUCion La serto converge parque es una serie geometrica con r = J < I. Por 

el Teorema (lU5)(i) p La suma es 


S - 


= j 


= i 
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TEOREMA (11.16) 


Si una serie infinita £ a„ es convergente, entonces tene- 
mos a n = 0. 


Demostracion El tf-£simo termino a n de la serie infinita se puede expresar como 

= S„ _ i. 


Si li'm„^oo S n = S, entonces tambien lim^oo S^, = S y 

lim a„ = lim (S n - S m . x ) = lim S„ - lim = 0 • • 


El teorema anterior afirma que si una serie converge, entonces su n-£simo termino 
a n tiene limite cero cuando n -» *>. Lo inverso no es cierto, es decir, si a n ~ 0, 

no necesariamente es cierto que la serie ]Ta„ sea convergente. La serie armbnica (11.14) 
es un ejemplo de serie divergente para la cual lim^ a n = 0. Por lo tanto, para 
concluir que una serie infinita converge, no basta demostrar lim^oo a n = 0, porque esto 
puede ser cierto tanto para series convergentes como divergentes. 

El siguiente resultado sobre divergence es un corolario inmediato del Teorema 
(11.16). 


„ CRITERIO DEL (11*17) Si ^ 0, entonces la serie infinita I a n es diver- 

/I- ESI MO TERMINO gente. 

PARA LA DIVERGENCE - 


i 


m EJEMPLO 6 Aplicar el Criterio del rt-esimo Termino (11.17) a cada serie y comentar 
el resultado: 

£ n 1 * 1 * 

(a) £ w I zz (o It (d) S - 

n=\2n+\ »= i n n-iyjn An 

Solucion Tomando el limite del /i-esimo termino a ny obtenemos: 

(a) lim -——r = z # 0 (De acuerdo con el Criterio (11.17), la serie diverge.) 

«-*oo £n + I 2. 


(b) lim ~ = 0 


(c) lim -= = 0 


(No se puede aplicar el Criterio (11.17). La serie puede con¬ 
verger o diverger.) 

(No se puede aplicar el Criterio (11.17). La serie puede con¬ 
verger o diverger.) 


(d) M Iin ) 7r =0 ° ( De acuerdo con el Criterio (11.17), la serie diverge.) 

En la siguiente seccidn se veri que la serie de la parte (b) es convergente y que la 
de la parte (c) diverge. • 


El siguiente teorema expresa que si los terminos correspondientes de dos series infi- 
nitas son iguales a partir de un cierto termino, entonces las dos series convergen o las 
dos divergen. 
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TEOREMA (11,18) 


——< - - - 

Si Y, u* y 1l ^ji hw ser i es infmilas tales que &t = h t pa¬ 
ra todo i > k, donde k es un emero positive, entonces 
ambas series converges o ambas diverges 
_______—1 


Dcmoitracion Por hipdtesis* puede cscrlbirs* que 

E«. = «1 + “I +•'• +<*» +■<**+! +■ ■’ + a«+' “ 

£ b. - A, + bj + - * * + fc, + o t+ 1 + ' • ■ + a. + * * * 

Scan S„ y T„ las w-ttimas sumas paid ales dc Va, y £ b„, respectivamemc. Se ve que 
si n 5: k t erttonees* 

S # r - - T hl - T| 

o bieit T ? + [S k - T,). 

Pot lo lanto, lim 5* = Um T m + iS t — T k \ 

■“i 

y asi, los dos limiles existen o fiingwno dc los dos existe. Esto es k> que ic quma demos- 
trar. Evidentemcmc, si las dos series converges, entonces sus sumas difieren per 
S k - T,. • * 

El Teorema {11.18) implies que eambiar un numero fmito de [ermines de una serif 
infinite no a feet a su convergencia o su drvergencia Uunque si puede eambiar la sum* 
de una serie convergente>. En particular* si los prim eras A' terminos de se susiitu 
yen por 0. la convergence no se altera. Result a que la serie 

+ <**+2 + '** + a * + 

es convergente o divergeme si \^a n converge Q diverge, retpectivamcrttc* La serie 
nt k¥ | + a k 4 ^ obtiene a partir dc V ti n suprimiendn Los primems A l^rminos. 


EJEMPLO 7 Demottmr que la siguicntc serie converge: 

1 1 _I 

F4 + 4-5 + "" + (n + 2Xn + 3) * ' 

Solution La serie converge porque puede obtenerse suprimiendo los primeros dos 
tdrmlnos de la serie retractil (o telescdpLt^) convergente del Ejempto I. 

La demostracidn del siguiente teorma se deduce directamcme de la Definition 
(11.13) y se dejo como ejereicio. 


TEOREMA £11.19) 


£i X T. A* son ^ T ricv convergemes con sunus A y 
/?, respectivamcnie t enionces 

(i) Y |a„ - h n \ Converge v su ^uma cs 4 t 

t ie p Si c cs un numero real, X ^ converge y su suma 
es r>l. 
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(iii) X (o n - b n ) converge y su suma es A - B. 


Tambien es f&cil demostrar que si Y* a n diverge, entonces Y, ca n es divergente para 
todo c * 0. 


EJEMPLO 8 Demostrar que la siguiente serie converge y calcular su suma: 



7 

n{n -f 1) 



Solucion La serie telescbpica X + 1)) se considero en el Ejemplo 1 y se 

encontro que es convergente y que su suma es 1. Aplicando el Teorema (11.19) (ii) 
con c = 7 y a n = i/[n(n + 1)], vemos que X7/[n(n + 1)] converge y su suma es 
7(1) = 7. 

La serie geometrica £2/3 /M es convergente y su suma es 3 (vease el Ejemplo 5). 
Entonces por el Teorema (11.19) (i), la serie dada converge y su suma es 7 + 3 = 10. 


TEOREMA (11.20) 


Si X* 7 * es una serie convergente y J^b n es divergente, 
entonces £ (a n + b r ) diverge. 


Demostracion Se hara por contradiccibn. Supongamos que £(ff„ + b n ) es conver¬ 
gente. Aplicando el Teorema (11.19)(iii), se obtiene que £[( 0 „ + b n ) ~ o n ] = £&„ 
converge, lo cual es una contradiccibn. Entonces, la hipotesis resulta ser falsa, es decir, 
£(a* + b n ) es divergente. • • 


EJEMPLO 9 Determinar si la siguiente serie converge o diverge. 



Solucion Como £(1/5") es una serie geometrica convergente y £(1//?) es una se¬ 
rie armonica divergente, de acuerdo con el Teorema (11.20), la serie dada es divergente. 


APLICACION: 
EPIDEMIAS 
S - I - S 


Regresamos a la discusibn del final de la Seccion 11.1 acerca de las epidemias. Supongase 
que en vez de /„ (el numero de enfermos que hay el dia n) interesa el numero total 
S n de individuos que han estado enfermos alguna vez entre el primer dia y el fl-£simo. 
Como en la discusion anterior, estimamos S n por arriba tomando el numero F n + { de 
casos nuevos el dia n + 1 como aN/ n . Entonces, 

S„ = / 1 -fF2 + E a -fF 4 f- + F n 

= /, +oiV/, + aNI 2 + aNI) 4* * + aNl n ,. 
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ftecordando quc l m - r" - ’/, con r * l + flN - b. « obticnc 

S p =s i ( 4 - diN^ + aSri t + + + L * 4- aN** *h 

' = l x + -jN!il) + r + r 2 + — + ^ J ) 

Cdmo m la drmoit radon dd Teorema (IL1S>, CfW piicddHCribitse 


Si r < l t entonccs 



Si a y £ ic enkukfl aproxinuuUimente a partir de tas date* inidaks, etc rcsulEado perron* 
a to fvacknmriQ* de sanidad obteiter urn* eota superior p*i*a d niimero loial de 
irtdmduti? que ctifttmaria alguna vez durante la epidemia. 


EJERCICIOS 11.2 

Kjerdcim I-10: Determine si la serie infinita conver¬ 
ge q diverge. Si es convsrrgcnte, cafcute sn suma. 

3 3 

1. 3+4+ + 4 —+ " 

** 3 + i-ii + " + (^r“ + 


4 l+ W + ' + W +' 

5. 0.37 + 0.0037 + • ■ ■ + + - 

62 ft 


6, 0.628 -t 0.00062* -+-■■ + 

7 . f 2'*3"“ 1 

r-1 

9. £ i-ir 1 


n ' 4 • 5 + 5 6 + + (n + m + 4| 

12 —I- t -d + - *. + ——— + ■” 

1-2 2-3 Mrt + D 


fiooor 

t. f (-sr l 4- 
■-1 

io. x<^ir* 

i 


5 5 5 

“• n+tt + ' 

» if + 5 + + nTl + " 

, J 3 

IS. 3 + 5 + -■■ + - + -• 

2 a 

,# H + ‘-*; rfr + ‘‘ 

"■ I,5~t "■ £ttW 

«■ Kh+arnb *£(?"?) 

Fjerckiro 21-28: Usarido las ejemplos y las teoremas 
dc csta seoEi6n, determine si la lew eon verge o di¬ 
verge, 

W I 

31. I ~7r 

■ i 


»- I 


.-i 1" (n + U 
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27. £nsen- 28. Y (2'" - 2~ 3 ’) 

*=1 n n- I 

Ejereicios 29-32: Encuentre una fdrmula para S„ y 
demuestre que la serie converge o diverge usando 
Iim n ^ooS n (vease el Ejemplo 1). 

4 n 2 - 1 30 9n 2 + 3n - 2 


*2. Y - - 7= (Sugerencia: Racionalice el 

denominador.) 

33. Demuestre o refute: Si Y a n y X divergen, en- 
^ tonces Y ( fl n + es divergente. 

34. ^Qu£ est4 mal en la siguiente “demostracidn” de 
que la serie geom6trica divergentei (-!)"* 1 
tiene por suma 0 (vdase el Ejemplo 2)? 

= [i +(-i)] + [i + (-ui 

+ [i +(-i)] + 

= 0 + 0 + 0 + -- =0 

Ejercieios 35-38: La raya indica que los digitos abajo 
de ella se repiten indefinidamente. Exprese el decimal 
periodico como una serie infinita y encuentre el nu- 
mero racioq|d que representa. 

35. 0.23 36. 5.146 

*37. 3.2394 38. 2.71828 

39. Una pelota de goma se deja caer desde una altu- 
ra de 10 m. En cada rebote sube hasta la mitad 
de la altura mdxima anterior. Calcule la distan- 
cia total que recorre la pelota antes de quedar en 
reposo, usando una serie infinita geomdtrica. 

40. El disco de un pendulo recorre un arco de 24 cm 
de longitud en su primera oscilacion. Suponien- 
do que la longitud de cada oscilacidn es 5/6 de 
la anterior, calcule la distancia total que recorreri 
antes de quedar en reposo. Utilice una serie infi¬ 
nita geometrica. 

41. Cuando se administra a una persona una dosis 
de Q unidades de cierto medicamento, la canti- 
dad que queda en la sangre a los t minutos est& 
dada por Qe c \ donde c es una constante posi- 
tiva. Suponga que se administra repetidamente 
la misma dosis cada T minutos. 


(a) Demuestre que la cantidad A(k) de medi¬ 
camento en la sangre inmediatamente des- 
pues de la k-esima dosis esfa dada por 

Mk) = XJ o Qe ' ncT . 

(b) Halle una cota superior para la cantidad de 
farmaco en la sangre para cualquier dosis. 

(c) Calcule el tiempo minimo entre dosis que 
asegura que A (k) no sobrepasa un cierto ni- 
vel M. 

42. Supdngase que cada unidad monetaria (u.m.) que 
se introduce a la economia circula de manera 
que 85% de u.m. original se gasta, luego se gas- 
ta 85% de los 0.85 de u.m. restantes, etcetera. 
Calcule el impacto econdmico (es decir, la canti¬ 
dad total gastada) si se introducen 1 000 000 u.m. 
en la economia. 

43. En un programa para erradicar una plaga, se li- 
beran cada dia N moscas macho esterilizadas y 
el 90% de ellas sobrevive al terminar el dia. 

(a) Demuestre que el numero de moscas esteri¬ 
lizadas en la poblacidn a los n dfas es N + 
(0.9)N + ••• + (0.9r-'M 

(b) Si el objetivo a largo plazo del programa es 
mantener 20 000 machos esterilizados en la 
poblacion, ^cuantas moscas deben liberar- 
se cada dia? 

44. Cierto medicamento tiene una semivida (o “vi- 
da media*’) en la sangre de unas dos horas. Se 
administraran dosis de K mg cada cuatro horas, 
en donde K aun no se ha determinado. 

(a) Demuestre que el numero de miligramos de 
medicamento en la sangre inmediatamente 
despu£s de la rt-£sima dosis es K + i K + 

* - * + ( i ) n-1 K y que esta suma es aproxi- 
madamente f K para valores grandes de n. 

(b) Se considera que a partir de 500 mg de me¬ 
dicamento en la sangre, el nivel es peligro- 
so. Calcule la mayor dosis que se puede ad- 
ministrar repetidamente durante un periodo 
largo. 

(c) Consulte el Ejercicio 41. £Con qu£ frecuen- 
cia pueden administrarse sin peligro dosis de 
50 mg del medicamento? 

45. En la primera figura se muestra una sucesidn ani- 
dada de cuadrados S,, S 2 , •••.S*. • • • Sean a k , 
A k y P k el lado, el area y el perimetro del k- 
esimo cuadrado S k , respectivamente. El cuadra- 
do S k + ,se construye a partir de S k eligiendo cua¬ 
tro puntos en las orillas de este a una distancia 
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{ ir d dr las vcrticn, y unicndolos {vidsc la se- 
gundii figura). 

<•> Encucmrt 1 a relacititi entre a i+1 y a k y de¬ 
termine <t v A„ y P„. 
fltf Calcule £j , f B y £,\ t A, 

EjeROCIO 45 



46. Eft ta figure $e muestra una suction de drculos 
y PJadmdcs anidadc* aJcemadamenfe. Coda 
djoilocfti ioscrito cn d cuadrado anterior y tada 
eruadrado (except 0 cl primero) cstA In sente cn d 
drculii anrertor. Sea S n d irea del n-esimo cua- 
drado y C ff la del w esimo drado. 

<a) Encuttitre la rclaeidin entre S K y C m y ciure 
y iSjt+i* 

(b) iQue proportion del cuadrado original ha 
quedado sombreatLi en la figura? 



Efercicios 47-50: U*«= el TeoftfDB (11.15> para verifi- 
car cada igualdad. 

47. I - X + J£ 1 - K 1 + ■ +(— t)f *’** + ■ "-* 


I + If 


1 si — 1 < Jf < E 


4*. 1 4- x* + a 4 + - ■ ■ + x 2m + ■ - - =■ ■ 


si - 1 < X < I 


*i + * 


I* - .11 |jc - 3|* 


J *-w 

' + T^r~ + "' 


i-x 


. li 1 < x < 5 




' 4 - x* 


si -2 < 4 < 4 


11.3 


SERIES DE TERMINOS P0SITIV0S 


Es dificil determiiiar si una serie in fin it a Vc ff converge o diverge usatido direciamen- 
te la Definicidrt (11.13) porque en la mayorm de casos es imposible eneontrar una 
formula pencil la para S M . Sin embargo, se putden desarrollar criterion dc convergent: ia 
o divergencia basadcs en un aruUjsis del *-£simo [frmino a n , Estos criterion sc aplican 
solo para dcierminar si la serie converge o diverge, no para calcular la surnu. 

En esta seecion se epnsiderait lolimeitte series dc term incus puniiiiw. es decir, series 
cn las que a H > (I para todo ft. Aunquc csio puede parecer muy particular, las iSeries dc 
t&minos positives son el fimdamento para \m estudio general de las series infinite. 
Como se ver£ mas add ante, la convergcncia o divergencia de una scric infmita arbitra¬ 
ge a menudo puede determmarse aflflliTamdo la convergencia o la divcrgcncia dc alguna 
serie relacionada de t^nninos positivos. 

El siguienteteorema muesira que para determinar si una serie de terminos poshivos 
converge o diverge, basta investigar si es acotada la sucesidn de sumas parciales {$„}, 


TEOREMA (1l;21) 


Sea Vq fl una serie de terminus positives. Si eidste tin 
numcro Vf ta! que S ft < M para todo cnlonces la se¬ 
rie converge y tiene per vuma S s M SI tal mitnero M 
no exisie, cntonces la serie diverge. 
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Demostracion Si es la sucesion de sumas parciales de la serie de terminos posi¬ 
tivos £a„, entonces 

5, < S 2 < • < S„ < 

y por lo tanto, {S„} es mondtona. Si existe un numero M tal que S n < M para todo 
n y entonces {S n } es monotona y acotada. De acuerdo con el Teorema (11.9), 

^ > 11 

lim S„ = S < M 

I.-X 

para algun numero S y por lo tanto, la serie converge. Si tal numero Af no existe, enton¬ 
ces lim rt _oo S n = °° y la serie diverge. • • 


Sea / una funcion definida para todo numero real jc > 1. Se puede considerar la 
serie infinita 

f /(«)=/(!)+/(2)+ ■ +/(«) + ••• 

«= 1 

Por ejemplo, si f(x) = \/x 2 , entonces 

£ . £ 1 I 1 I 

Z - Z ,T2-7T + 22 + '" + 7+ "' 

n =J n= I n i - H 

La convergencia o divergencia de una serie de este tipo puede analizarse mediante una 
integral impropia, como se indica en el siguiente resultado. 


CRITERIO DE LA (11,22) 
INTEGRAL 


FIGURA 11.8 



FIGURA 11.9 



Si una funcidn / es continua y decreciente y toma valo- 


res positivos en x > 1, entonces la serie infinita 

/(l) + /( 2) + 

f* 

converge si I. f(x)dx es convergente, 

C x 

(ii) diverge si J f(x)dx es di 




Demostracion Si n es un entero positivo mayor que 1 , en¬ 
tonces el area del poligono de rectangulos inscrito que se ilus- 
tra en la Figura 11.8 es 

X /W = ./12) -l- /(3) + * ■ * + f(n). 

* = 2 

Analogamente, el area del poligono circunscrito que se ilus- 
tra en la Figura 11.9 es 

"z - 1). 

<r= 1 

Como ft f(x)dx es el area bajo la grafica de / entre 1 y n , 

Z f.” /(*) dx ^ Z /(*)• 

*•=2 J] fc = I 
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CAPlTULO tl * SERIES WFWrTAS 

Si 5* denota la ir-taima suma partial de la serie /(l) 4- /(2) + ^ ■ + /(ft) + ■ - % en- 
tonces esta dwiguald&d sc p^cde rscribir 

TsJ de^gim/clad implies quo si la integral f f/tJr)dx converge y cs igual a tf > Q t enlonces 


S H ~ f{ I) * K o bien $„ £ A' + /{!) 


para todo emem positive n. Entonces, por cl Teorcma (11.21), la serie V /( w) es con¬ 
vergent*. 

St !a integral impropia diverge, 

lim f" ds = oo 

y Como $\f{x)dx ^ S*- h uunttitn se tiene que w ; « deck, la serie 

es divergente. * * 


EJEMPLO 1 Usarcl Criterio de la Integral (11,22) para dtmostrar que la serie armdnica 


, 1 1 
+ 2 + 3 + 



es divergence (v£ase el Ejemplo 3 de la Secddn 11.2). 

Solucion Si defmimos /(*) - 1/x. cntonces /es itna fund on continue y deere- 
ciente que toma valora positivos para x ^ l y t por lo tunto, sc puede aplicar d Crite- 
rio de 3 a Integral. Como 

f * 1 dx — Urn P * d.x = lim [ In jc? 

Ji jf L Ji 

= lim [In f — In l ] = eo # 

t— * 

por (11.22) (tt)* la serie diverge 

EJEMPLO 2 Deierminar si !a serie infinity \ #re" flI converge o diverge. 

Solution S3 definimos /(*) = xe~** t entonees la serie dada es igunl a Si 

x ^ l> / cs cominua y toma valores posstivos. Para invest [gar si / es decreriente* usa- 
mes la primer a derivada. Como 


/'(*) = e T ’ - 2x 2 e* 1 = «*'<1 - lx 1 ) < o. 


/ es decrecienic en \ 1* »)* For eonsiguicmc puede aplicarsc el Criterio de la Integral: 


f xe ® l <lx= lim Pxa * J dx — lira (—J)e jJ T 

" ■ IHn r-1 dl 




2e + 


Por lo Canto* de acucrdo con (11*22)0), la serie es converger)it. 
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Tambien se puede aplicar el criterio de la integral si / satisface la condicion (11.22) 
para todo x > m y donde m es un entero positivo. En este caso, la integral en (11.22) 
se sustituye por /(*) dx. Esto corresponde a omitir los primeros m - 1 terminos de 
la serie. 

Si f(x) = \/x p para p > 0, entonces la serie X f(n) tiene la forma 


la cual se llama serie p, o serie hiperarmonica. Esta serie es util cuando se aplican los 
criterios de comparacion mas adelante. El siguiente teorema proporciona informacidn 
sobre su convergencia o divergencia. 


TEOREMA (11.23) La serie p 



converge si p > 1 o bien diverge si p < 1. 


Demostracion Observamos primero que el caso p = 1 corresponde a la serie arm6- 
nica divergente. Supongamos ahora que p es un mimero real positivo diferente de 1. 
Si se define f(x) = \/x p = x p , entonces / es continua y toma valores positivos para 
x > 1. Ademas, para estos valores de x se ve que f'(x) = -px' p ' ] < 0, y por tanto, 
/es decreciente. Entonces, /satisface las condiciones del Criterio de la Integral (11.22). 
Consideremos 



= --lim 1], 

1 - P 1-00 


Si p > 1, entonces p — 1 > 0 y la expresidn anterior puede escribirse 



Entonces, por (11.22) (i), la serie p converge para p > 1. 
Si 0 < p < 1, entonces 1 - p > 0 y 


7 -lim [f 1 p — 1] = oo. 

1 — P l rt 


~ P K 


Por lo tanto, de acuerdo con (11.22) (ii), la serie p es divergente. 

Si p ^ 0, entonces Hm^* (\/n p ) * 0 y, por (11.17), la serie diverge. 


EJEMPLO 3 Determinar si la serie converge o diverge. 


(a) 1 + 22 + 32 


+ “ * + “j + ** * 

n 2 
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CAPilULO 11 • SEMES INHNITAS 


„ 5 5 5 

(b> 5 + -p + .- + ■■■ + — + -•- 

yfi /n 

Solution 

i$n La serie l /it 3 converge porque es La scrit p con p » 2 > L % 

Ibl La serie ^ I/Vti diverge porque es la serie p con p = ^ < l. 

Pot lattto, V 5/Vr diverge (vease el comemario a continuation del Teorema (I L19)). 

El siguienle teorcma indica cOrno usar scries convergent^ {O divergentc$} para dc’ 
mosirai quc oiras series tambi&n convergen to divergen). 


CRITERIO BAStCO DE (1124) 
COMP ABACI ON 


Sean ^ a n y ^6.* dos series de term i nos positivos, 

0) SI UK converge y a tt £ b n para todo enters posi¬ 

tive rf, entonces e* convergente. 

(iit Si diverge y > fe* para todo entero positi¬ 
ve n t entonees es divergence. 


Oemouradon Sean S fl y 7" n las n4siraa$ snmas parciaJcs de ]T ff n y T b h , respecti- 
vamente. Supongamos que V ^ converge y que su suma es r. Si a„ s para todo 
rt, entonces < T n < Ty, porcl Teorema 111.21}. csconvergentc. Esio demues- 
tra la parte (i). 

Para demostrar (ii), iupongamos que X diverge y que a H £ para todo n. En- 
tonces S„ ^ T m y come T n crece sin acoiacton alguna cuando ft tiepde a infinito, lo 
mismo succtfe con J*. Por lo tamo, X a„ es divergente. * * 

Como la convergence o b divergency de una serie no se altera a \ sgprimir un nti- 
tnero flnito de t^rmmos, en (11.24) es sufidente que se cumplan las conditioner e n a b H 
o bien a H s b n a panit del fc-esEmo termino, para algiin entero posit Wo k. 

Sc dice que una serie V d n doming a una serie £ c n si c n ^ d n para todo entero 
posnivo ft. Con csta terminologja. Ell.24)(i) express que una serie de Ldrminos possti- 
vos que estd dominada por una serie convergence, tambicn es converge me, La parte 
(ii) dice que si una serie domina a una serie divergemc de terminos positivos, entonees 
la primera diverge. 


EJEmPLO 4 Determinar si la serie converge o diverge. 

t yI 5- < b > I -^ '7 

2+ 5 '■ 2 v«- I 

Soluci6n 

<*i Para todo nil, 
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Como X (1/5)" es una serie geomdtrica convergente, de acuerdo con (11.24) (i), la se- 
rie dada converge. 

(b) La serie hiperarmdnica X 1 />Jn diverge y por lo tanto, tambidn la que se obtiene 
suprimiendo el primer termino 1/^/7. Como 

3 1 

-> —p para n > 2, 

sjn — 1 yjn 

de (11.24) (ii) se deduce que la serie dada es divergente. • 

A veces es m£s fdcil aplicar el siguiente criterio de comparacion que el basico (11.24). 


CRITERIO DE (11.25) 
COMPARACION 
POR UMITE 


era 


Si X °n y X b„ son dos series con terminos positivos y 


Q n 

lim — = k > 0 

*>n 

entonces las dos series convergen o las dos divergen. 


F1GURA 11.10 

(n >N) 


Demostration Como lim„_oo ( a n /b n ) = k > 0, resulta que a„/b n esta cerca de k , pa¬ 
ra n grande. Entonces, existe un numero N tal que 

3 k 
2 


3 * 

2 


k a n 

— < — < 
2 b n 


siempre que n > N 


(vease la Figura 11.10). Esto equivale a 


-b n < a n < 


3 k 


siempre que n > N. 


f 



Si la serie Y. a n converge, entonces X (k/2)b n tambien lo hace, pues esta dominada por 
Aplicando (11.19) (ii). 



es convergente. 

Reciprocamente, si X^n converge, tambien X^n lo hace, pues est& dominada por 
la serie convergente X(3/c/2)6„. Se demostro que X a n converge si y s6lo si X^« con¬ 
verge tambien. Por consiguiente, X a n diverge si y s61o si X^« es divergente. • • 


En los Ejercicios 51 y 52 se enuncian otros dos criterios de comparacidn. 


EJEMPLO 5 Determinar si la serie converge o diverge. 


(») Z 


i 


</r' +1 


fl») z 


3 n 2 + 5/i 

2VTij 
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Seine ion 

(a) La forma del w-esimo rermuio a n - l/ifn* + f sugiere quc cornparcmos csta «- 
rk con aquelfa cuyo w^simo t£nnino « = \fijn' La serie cs la serie p diver- 

gcnte con p = i < 1. No« pucde u$ar cn d Criierio de Comparadtin Basko 
01+24) portjue a H < b M en vcz dec* ^ Sin embargo, aplkando el Criierio de Com* 
par ad tin por Limit* (11.25), 



= lim 


ijrt* + I 


lim 

« -* T: 



1 > 0 , 


y como V fi B diverge, tambien ]T es divergente, 

(b) Cuando sc busea una serie adccuada para compararla con ytf ni donde a H 
es Lin codenlc dc dos expresioncs, conviene despredar lodos I os term t nos del numera- 
dor y del denominador excepto los que lienen mayor peso para ft grande. 
Confijdercmos 


3n a + 5n 
~ 3*h j + 2*’ 

Como los terminos de mayor peso son ,W en el numerador y 2"n 1 en el denomina¬ 
dor, pro pone in os 


K 


3n 2 3 

2V 2 * 

Aplicando d Criierio dc Comparadtin per Limile (1L25), 


a 3lt 3 + 5n 

.“"l i;" J5: n?Tn 


r „ it 

— •= lim 


+ I* . 


+ I 


I >0, 


Como, segun el Teorcma (U.lQtXft, « tma serif geomJtrica convergent* (con r = 
\ y a - 5), Ea serie tambien es convergente. * 

EJEMFLO 6 Sea &„ = t vrr ^ Detf rtninar si £ a m eon verge o diverge. 

5 + ft* + ft 1 *■ 

So 111 cion Para encontrar una serie ^ 4,, adecuada para la comparaddn, deipfe- 
dames, tamo en el numerador como en d denominador, todas las potencies de n ex- 
cepto \m mayores y obicnemos as I 

Bn 8 


Aplicando cl Criierio dc Comparacitin per Limitq (1L25), 


lim — = lim - -=r=- 

p-* h. a-* 5 4- n 1 +■ n Ta 


Sn + n 1 '* 

- n 1 + rt ‘ 
Sit 7 ' 1 + n* 




40 + Rn 3 + 8n T ; 


= 1 >0. 


Como E ^ ona sene p eonvergtnie eon p - | > 1, de (11.19) (ii) se deduce 

quc b„ converge. Por lo tanto, por (M.25), J] a„ es tambien convergente. 
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Concluimos esta seccidn con algunos comentarios generales sobre las series de t£r- 
minos positivos. Sea X<*„ una serie de terminos positivos y supongamos que los termi- 
nos se agrupan de alguna manera. Por ejemplo, se podnan agrupar asi: 

\<*\ + <* 2 ) + <*3 + ( fl 4 + <1$ + *6 + Ol) + “* 

Si la serie que se obtiene se denota por X h n , donde 

b x - a x + a 2 , . b 2 = 03 * b^ = a A + a 5 + a 6 + a lf ... 

entonces cualquier suma parcial de la serie X b n tambien es una suma parcial de X a rr 
Por lo tanto, si converge, entonces X^n converge tambien y tiene la misma su¬ 
ma. Se puede usar el mismo razonamiento para otras maneras de agrupar los tcrminos 
de X< 7 „. Entonces, si una serie de terminos positivos converge , la serie que se obtiene 
agrupando los terminos de cualquier manera es tambidn convergente y tiene la misma 
suma. No se puede decir lo mismo acerca de todas las series divergentes. Por ejemplo, 
los terminos de la serie divergente X(~0 W pueden agruparse de manera que se obtiene 
una serie convergente (vease el Ejercicio 34 de la Seccidn 11.2). 

Supongamos ahora que una serie convergente de terminos positivos X a n l * ene 
suma S y que se forma una nueva serie X b„ ordenando los terminos de alguna mane¬ 
ra. Por ejemplo, X podria ser la serie 

a 2 + + a \ + 0 $ 4* a-j + <73 + * * * 

Si T n es la n-esima suma parcial de X b n > entonces es una suma de terminos de X*/»- 
Si m es el mayor subindice de los terminos a k que aparecen en 7*, entonces T n 
S m < S. Por lo tanto, T n < S para todo n. Aplicando el Teorema (11.21), X b n con¬ 
verge y tiene suma 7 < S. La demostracion anterior es independiente del orden escogi- 
do de los terminos. Tambien puede considerate la serie X*/i como un ordenamiento 
de los terminos de X^« Y» con el mismo argumento, S < 7. Se demostro que si los 
terminos de una serie convergente de terminos positivos X^n se reordenan de cualquier 
manera , entonces la serie resultante converge y tiene la misma suma. 


EJERCICIOS 11.3 

Ejercicios 1-16: Use el Criterio de la Integral para de- 
terminar si la serie converge o diverge. 


'• z 

n= 1 

3- s 


1 


(3 + 2 n) 2 
-'1 


= 1 4/7 -I- 7 

5\X — 

* 1 

7 I 


\'2n + 1 


X 


1 


4. I 


.-=-1 (4 + nr 

1 


n (In n) 2 


I 


’1 n 2 + 1 


n arctan n 

' ATT? 


» 1 


1 


12- Z 


3 n(2n - 5) 

1 


«= 1 m(/i + l)(n + 2) 
13. £ n2~"* 


® 1 / 1 

y ——? is. X —7= 

«= 1 l 4* I6w »=2n^/lnn 


10 . x ne 

n= I 


14. X 


1 


«• z 


1 y/n + 9 
1 


" -2 /I Jn 2 — 1 
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EjtreiclM 17-38: Use criferios dc comparacitSn para 
Cklcrminar si ta serie converge o diverge. 

(7. V_1 u f - v " 

.h «* + ii 1 + 1 1,1 H 4-, n = f i 


.?i »y 


H. 

*=t a + 3 

i3. 

A« + 4 

’ t 

». I 


». I ~ 

--I + 

ill ' 

12 - I 


3 + vft 


y + ^" 3 + I 


»■ i V4" 1 — 5n 


16. I 




■- a In 1 — 7 


17. 

* Bn 1 — 7 

.4*. r^nTlP 

29. 

^ sen 2 fi 

A T 

19. 

^1+2' 

.V, 1 + 3* 

39. 

£ ^ (indiatemn: 
■’i n \n jrr < n) 

M. 

1 + cm it 

31, 

^ arctmn n 

'H 

■i* 1 FI 

L _i 

i^l Ft 

33. 

f I2n + l) 3 

34 

* | 
v 

n° i (n 3, + l|* 

.’1 Vflth + ixn + 2 ) 

35. 

V 1 

36. 

^ 3» + S 

*^i ^'5n J -f t 

M nr 


*»• L «- 
■ - t fl 


31- y 4 
A rrl 


* fl 4■ In « 


n + In ii 


49* (a) Apltque la dcmostracion del Criteria de la 

Integral (11*22) para demos*nir que para to 
do entero positive «, 

In in + l) < I + ’ + i +- * -- 4 1 < 1 + In n 

2 3 « 

(b) Estime el numero dc [cnninos de la serie ar- 
mtinka que Be dcbcn surnar para que S m > 

, 100- 

50. Considers el pmb tenia que sc tlustra en la rigu^ 
ra, cii d que se comiensca con una bola de radio 
igual a J m y sc van apilando sobre elk vertkaJ- 
mente otras tolas de manera que si el radio dc 
la fr-csima se denoia pur r 4 . cillcmces r a , , 

+ 1) para todo micro positive n. 

<a| Demuemfre que la alcura de la pi la se ptiedc 
hactr tan grande coma se quiet a. 

(bl Detmicstrc que si las boks cslAn conslnu 

das del mi&fno material hymogtnea dc den 

sidad I kg/m ] T el peso local dc la pile e 
siempre mctior que 4 a kilograms 


EJEftOOO 10 


6 


Ejercicios 3M5t Determine it la seric converge a 
diverge. 


»=t H* h U + 1 

at 1 


ft J + 1 

o 1 

52, 

I ««„ ! 

42. 

V tan - 


ft ™ l Ft 

* la n 


R-i n 

JL / \\ 

53, 

L TT 

■ «i it 

i n J + 2* 

44, 

40, 

+ ?) 

£ senfi + 2" 


M Ft + 3" 

A fl + S" 



41. Sean 5^ 0* y £ b w dos series de l^rminos positi* 
vos. Demuestre que ti Ifon*-* = Q y 

converge, ctitoncrs cs eonvergentiv 
(Esto no es cierto para series con reimiiio* posi- 
tivos v negative*.) 

Dcmuestre que si ll m n ^ m {U K Jh a \ = » y 
divergen. entonces Vj w es divergent*. 


silivos. Sea f{n\ - g n , dortde / es corn hum y 
decrectente para x e- N, dondc JVes tin ctitero. 
Demuestre qua cL error al cstimar la suma dc la 
scrie dad a por YJ ., a 9 en mennr qye ^ flxj£\ 


E|rrcldoa 47-4K: Ettcucnire lodos 3os numeros tcald 
* pota los que la serie converge. 


£ 

«■ 1 


l 


-1 n 1 In it 
l 

n (In ft) 1 


Kjerririos S4*5A: Use el Ejercicio 53 para deierminar 
el menor numero de termino^ que delien siiinarse pa¬ 
ra aproKimar la suma de La ^rie con un error Mor 
que E t 


44. Y— r £-aooi 


55. X E 5= 001 

41- I It 






























56. 

57. 


. E = 0.05 


*=2 n (In n) 2 ' 

Demuestre que si una serie de terminos positives 
^M conver gc, entonces £(1 /a n ) diverge. 


58. Demuestre que si una serie de tirminos positivos 
La "f convergente, entonces I v ' a „u„ + 1 conver¬ 
ge. (Sugerencia: Demuestre primero que 
V'W.+i S(o,+ a. + | )/2.) 


11.4 


CRITERIOS DE LA RAZON y DE LA RAIZ 

^^Se?;:d:sifT osp f ivos ^ 

pre excluye a las series con factoHnle?! ^ P ,ntCgrar f(x) ' Est0 casi siem ‘ 

se presentan dos criterios que se pueden emnLr 1 * 6510 ^ 65 compllcadas - En esta secci6n 
gencia cuando no es nos ble^nLTr , P P3r3 determ,nar convergence o diver- 

ca en las Desafortunada ™"te. como se indi- 

V UUJ. 10S criterios no son concluyentes para algunas series. 


CRITERIO OE LA (11.26) 
RAZON 


y 

Sea Lu a„ una serie de terminos positivos ta! 

Ifm = l 
n ~*°° Q n 

c: / ^ | I 

LU ^1 L < I, la sene es convergente. 

(ii) Si L > 1 o bien Ifm *S± 

n-+oo Q 

S,L = 1 . ha y flue apticar olro crilcrio: la .^rie ruede 
ser convergente o divemente 

I 

Demostracion 

qu e S 0 P < n f a <°r <7 Como” = L < L Sea r un niimero cualquiera tal 

tal que siempre que n >N, 3 L P3f3 ” grande ' existe un entero N 


-1 




<>n> I 


< r o bien a„., < a „r. 


Sustituyendo „ por N. N + 1. N + 2 .«. ob tiene 

%+i < a s r 


y, en general, 


a N + 2 < a N+\ r < o N r 2 
^N + 3 < %+ 2 r < <*s ri 


“\ + m ^ U\?~ m 


siempre que w > 0. 









CAPimO tl * SEUfcES FNFINirA.5 

Det Criierio de Comparaei6n Basko (JK24), sc deduce que la aerie 

%4 I + a S + 2 + ” ' + a H + m H 

converge porque sus fGmiinos son menores que los terminos correspond Sent es de la se¬ 
rif geom&rica convergenie 

a H r + n s r 2 + ■ * * + a w r* + - - ■ 

Como la convcrgcncia o divergencia no se altfra si sc supriiflc un numcro finito de tif- 
irnnoji, la scric L,^=i d n iamb ten converge - 

01) Supongamos que Urn^la ^ e X > 1* Si res un oumero real tal que L > 
r > l, cnionces existe un eniero N tal que 

> r > | siempre que n S N, 

Por lo lanto. n #4 ., > a n si n i> N. Enionces # 0 y por el Criierio del n*M* 

mo Terming para la Divergence (IU7), la serie£ a n diverge. 

La de most ration para d easo Um fM (4i+|/4 l ) = ® * s parecida y se deja comr 
ejerddo. 

(in) El criteria no es eonduyente si 

llm I, 

porque es fieil verifies* que el limite es 1 tanto para la serie convergcme V (l//r} co- 
mo para la divergeiue V (J /n). Por lo tanto, si ei limite es J, hay que usarotro criterio. 


EJEMPLO 1 

3* 


<»> r 


\ n* 


Determinar si la scrie es eonvergenic o divergente, 

(b > ^ 

p-i n 


Solucion 

(4) Apiicando d Criterio de la Raz6n, 

Hm ' J * 4 t - lim (<v i 



3*+1 


(i? + 1)! 

3 

n+ I " 


n\ 

3" 


ft 


Como 0 < L la serie es convergeme 

(b) Como Um - Lim ■- 3 ^ ^ 

i-n ■ -.? (fl + Vr 3" 


3n 2 

Hm —--- 

p-fan A + 4* 1 


“ 3 > I 


la sene diverge. 
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EJEMPLO 2 
Solucion 


Determinar la convergencia o divergencia de 
Aplicando el Criterio de la Razon, 



a. 


n-*ao (1^ n-*ac' {ft ~h 1)! 


n\ 



La ultima igualdad es consecuencia del Teorema (7.25). En vista de que e > 1, la serie 
diverge. • 

El siguiente criterio es util cuando a n tiene s61o potencias de n. 


CRITERIO DE LA (11.27) 
RAIZ 


Sea X a n una serie de terminos positivos tal que 

= l. 


Mm ya a = L. 

(i) Si L < 1, la serie es convergente. 

(ii) Si L > 1 o bien lim ^ a, = la serie es diver- 
gente. 

(iii) Si L = 1, hay que aplicar otro criterio; la serie pue- 
de ser convergente o divergente. 


Demostracion La demostracidn es parecida a la del Criterio de la Raz6n. Si L < 1, 
entonces como en (i), consideramos un numero arbitrario r tal que L < r < 1. Por 
la definition de limite, existe un entero positivo S tal que si n > N, entonces 

\]a n < r o bien a n < r*. 

Como 0 < r < 1, entonces ^L n ^^r n es una^serie geometrica convergente y asi, por el 
Criterio de Compaction Bdsico (11.24), converge. Por lo tanto, , a n es 

convergente. Esto demuestxa (i). El resto de la demostracidn se deja como ejerci- 
cio. • • 


EJEMPLO 3 Determinar la convergencia o divergencia de 7 — 
Solucion Aplicando el Criterio de la Raiz, 



n -* ac 


n 












5SS —' CAFfTULO 1i * SERflS (ANITAS 

Como 0 < t, la seric converge - Sc podria aplkar el Criterio dc la Raz6n pcro la evalua- 
&tin del limite seria mds eompliicada. * 


EJERCICIOS 11.4 

I jemcios 1-14: Determine si La wrie « convcrgeiffC 
o diver genie. 


* 3n + 1 

1 

^ _jr 

3 A 

s. totr 

s. I -r 

h- i n. 

f «t 

7, 1 > 

0 r . 
’■ A7+T 

m [ 

- 2 

iy „^ P JF+ ? 


<■ 3 * 

* |,?74 


4. X 




4- I 


A J> 4- IJ 

]tt + to 


v‘n 


*?, 3ft + - 
* ft + I 

10 


* w 

12 .5 («T 

“ «3 J " 

14. ExFrr 

i-i J 


II* 


IS, I 


A rtf an n 


A v 





r 


a ic + r 

n. 

y 

“i up 

t«. 

i ft- 




^ f2«r 

14. 

X-\ \ m 

20. 

J ?i + 3n ' 

21. 

A In 4 

An-oir 

22. 

a> 

y 3' 1 '" 

j 


1 


X, ] 

EL 

V n tan 

--1 ft 

24. 

y —— 

■ • j dn n} w 


1-3 1 

3-5 


25. 

1 + — + 

__ -f • - - 


2] 

3! i ■ 3 5 

(2ft ^ ri 


! 14 14 7 

2 + 2-« + l-4-6 ' I 4 7 -1in - 21 

+ 2 4 S - (2n) + 

27. Complete (■ demostraridn def Criteria dc la Ra 
zdn {11.26} camprobando que si 

Um Jl ^-(fl 1 4 |Vo n ) * 
entomra T c^ divergente. 

1*. Complete la demostrnridn del Criterio dr Ell Rai* 
() L27). 


mn SERIES AITERN ANTES Y CONVERGENCE ABSOLUT A 

*> 

Los criterion de convergence discutidoa hasia ahora sdamente sc pueden apLicar a se¬ 
ries de t£minos positives. A cominuacion se consideran series in fin it as que comic nen 
t^rminos positives y negatives. Las series altrrnaiilrc son unas de Las mis sencillas y 
Stiles de este tipo. En ellas el signo de sus t4rmJfiO& va alternandose entire positive 
y negative. Es cost ombre expresar una serie altertiame on una de Las formas 


o bien 


a, - a 2 + Oj " «* + * * * + (-IT 1 a* + • ■ ■ 
-«, + ffj - tfj + a, - ■ ■ ■ + (-l)"fl n + - * 


donde a h > Q para lodo A - . EJ siguientc teorema proporciona cl criterio de convergen- 
cm mte import ante para esias series. Sc considcTarEl d caso ^ * ot (-l) ff_l a„, Puede darse 
una demostracidn andloga para *Ln,i{-\) n 
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CRITERIO PARA (11-28) 

LAS SERIES 
ALTERNANTES 

Dcmostracion Consideremos primero las sumas parciales 

*^2» *^4» ^6» • • •» m • • • 

que contienen un numero par de terminos de la serie. Como 

S 2 n = (*l <*l) + (<f 3 ” *4) + * * ‘ + (°2n-\ “ <*2n) 

y a k - a k +i > 0 para todo Ar, se ve que 

0 < S 2 <s S 4 <; ^ 

es decir, {S 2rt } es una sucesion mondtona. Este hecho resul- 
ta evidente de la Figura 11.11 en la que se han representado 
sobre una recta coordenada / las siguientes cuatro sumas par¬ 
ciales de la serie: 

Si = ct\* S 2 = Oi - a 2 , Si = a\ - a 2 + a 3 , 

S 4 = a\ — a 2 + cti — (I 4 . 

Se sugiere al lector localizar los puntos de / correspondientes a S 5 y S 6 . Hacerlo puede 
ser instructive. 

Se ve de la Figura 11.11 que S^ < a, para todo entero positivo n. Esto tambien 
se puede demostrar algebraicamente observando que 

y Sm = 0\ ~ (<*2 ~ a i) - (d 4 - a 5 ) - ’ • • - (ain-1 - j) - a ln < a x . 

Por lo tanto, {S^} es una sucesidn mondtona acotada. De acuerdo con el Teorema 
(11.9), 

w 11m S 2n = S < a, 

«-»ao 

para algun numero S. Considerando las sumas parciales S 2 ,h que tienen un numero 
impar d^t&minos de la serie se ve que S 2/I *| = S^ + a 2n *\ y, como Hm n _*oo tf 2rt+ i = 0, 

lim $ 2 * +1 = 11® S 2m — S. 


FIGURA 11.11 



I-- H 

I-1-1-1-- 

0 V s 4 s\ s, / 


- 

Si a k > 0 para todo k y Ifm^. a n = 0, enton- 

ces la serie alternanteXr=i(-l)"' I a n es convergente. 
_______ 


Por tanto, 


lim S. = S <. a t . 

n-*cc 


es decir, la serie es convergente. 








“CAPimon * SRitS iNFINITAS 


EJEMPLO 1 Determiner si la serie alternant? converge o diverge* 

# 2 n i, , 2w 


Solution 

(•> Sea a, = /(n| 


2n 

4n z — 3 


Para apiicar d Criteria para las Series Alternant es sc debt ctirnpiit que: 

(i) a k £ ^4,, para fodo entero positive ft y 

(ii) Um^ a* = 0. 


Una mancra de II c&nt a (i) es demostrar que f(x) = 2jr/(4jH - 3) es decrecientc 
para * ^ J. For la Regia del Coderne* 


fM - 


{4x 2 - 3W2I - (2*W8x) 
(4j 2 — 3p 


Se deduce que /es decreeientc y por !o tanlo, o* a ff**, para todo entero positive A, 
Podemos obiener el mismo result ado detnostrando que - ti k + 1 ^ 0. Concreta- 
mente, si a n = In /{An 1 - S), entoneos 


2k 


il. - (X 


r * + i 


m + D 

4 k* - 3 4(ft+ 1j 3 - 3 

8ft 1 + 8ft + 6 
(4ft J - 3K4A 1 + 8ft -F I) 




para lode entcro positive it. Giro meted o para demostrar a k £ cs veriflcar que 
Qkn^k ^ l. 

Para probar (ii) vemos que 

2n 


iim = lim 


„. x 4n J - 3 


0. 


Por l.o tan to. la serie altcmamc converge. 

fb) Pucdc detnosirarse que a k a 0**1 para todo ft : sm embargo* 


Mm 


2rv 

An -3 



y por tatlto, de acuerdo eon el Criterio del /i-esimo Termino para la Divergcnriu (11-17), 
la Aerie diverge. • 


Si inia sc tie mfinila converge, la fi^sima suma parcial S* se aprosima a la sums 
5 de La serie, Fn la mayoria de los cases es ditidi dcierminar La precision de la apro?ti- 
mad6n. Sin embargo, el sigutenfe teorema prapordoim una manera sendlla para esti- 
mar d error en el case de unp serie pltern&tite. 
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TEOREMA (11.29) 


Demostracion N6tese que la serie alternante X (-l)*" 1 a n satisface las condiciones 
del Criterio para las Series Alternantes (11.28) y por lo tanto, tiene una suma S. La 
serie que se obtiene suprimiendo los primeros n t^rminos, es decir, 

<- nx. i + (- 1 r l a n +2 + (- 1 r + 2 fl . +3 + * * • 

tambien satisface las condiciones de (11.28) y por consiguiente tiene una suma R n . En- 
tonces 


r-i OO . 

Si i n= i(-l) a n es una serie alternante tal que a k > 
a k +1 > 0 para todo entero positivo k y si lim,,^ a n - 
0, entonces el error E que se comete al estimar la suma 
S mediante la rt-esima suma parcial S n es menor que 


a n+ 1* 
_ 




s s„ — R n — ( — 1 + | 2 4* fl n + 3 ~ **' ) 

y l^»| = «» + i -«. + 2 + a..3- 

Empleando el mismo razonamiento que en la demostracion del Criterio para las Series 
Alternantes (pero cambiando < por <), se ve que \R n \ < a n Por lo tanto, 

E = | S — S n | = | R„ | < a H ^ j 

que es lo que se queria demostrar. • • 

EJEMPLO 2 Demostrar que la serie 


l - - + --+ (- 1)" _! -?- 

3! 5! 1 } (2n — 1)! 


es convergente y aproximar su suma con una precisidn de cinco decimales. 

SolilCion Obviamente, a n = 1/(2 n - 1)! tiene limite 0 cuando n <», y a k > a k + } 
para todo entero positivo k. Entonces, segun el Criterio para las Series Alternantes, 
la serie es convergente. Si usamos S 4 para estimar la suma S de la serie, 


1 1 1 

y. + 5! ~T\ 


1 1 1 
6 + 120 _ 5040 


0.841468. 


z^or el Teorema (11.29), el error cometido en la aproximacion es menor que 

a s = 1 < 0.000005. 


Entonces, la aproximacion 0.84147 tiene una precisidn de cinco decimales. En (11.43) 
se vera que la suma de la serie es sen 1, y por lo tanto, sen 1 * 0.84147. • 


El siguiente concepto es util para estudiar las series que tienen t^rminos positivos 
y negativos, pero que no son alternantes. Este concepto permite usar los criterios para 
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series dc t^rminos positives a fin de probar ia convergcrtcia de oiros tipos tic series (via- 
se el Teorema (11.51)). 


DEF1NICION (1130) 


Una serie rnfinita V L i„ es a bsoliKii mettle convergenre si 
ia serie 

Xk,f * |tf,i + \«i\ + + M + 

es con verge rite tambicti. 


Observese que si X K unu sarie <k lirminos positives, entonees [a H \ - y w 
por lo tanio, la convergence absolute ** 1o mismo que la convergencia. 


EJEMPLO 3 Demostrar que la sigiiiente seriealteruante esabsoluianicnteconvergent^ 



ii* 


Solution Tinian do cl valor absoluto de carta tAnnwvo obtenetttos 

III l 

** 1 + p + 3 I + ? + ' ’ + ^ + " 

que es una serie p convergentc. Entonces, de aeuerdo cot) la Definicidr (l 1.30), la serie 
es absolut ament e convergent^ 


El siguienie teorerna dice que la convergertda absoluta implka convergence 


TEOREMA (11.31) 


Si una sene rnfinita X ts atooluiatnente convergentc, 
entonces X u n es conwergente. 


Demostrpcion Si se toma i>„ = a ft + |o,[ y se urn la propiedad -|aj a a„ a UU ■ 
se tiene que 

0 s a, + la„l a 2|o n l o bien 0 ^ s 2[oJ. 

Si X“ft esabsolmamenteconvergentc, entonces X l fl »l <*coovergentc y. por el Teore* 
ma < 11.19) (ii). X 2KI « convergeme. Aplkando el Criteria de Compnraridn Basko 
(11,24), se deduce que X K converge. Segiin (11.19Miii>, X(** - |ff„D « convergen- 
te. Como b„ - |<r„| = a n , «to complete la demostraddn. 


EJEMPLO 4 


Determinar si t& siguienie serie es convergentc o divergetue: 


sen 2 sen 3 

sett l + - + -- 5 - + 


sen n 

-*ir 
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Solucion La serie contiene terminos positivos y negativos pero no es una serie al- 
ternante porque, por ejemplo, los primeros tres terminos son positivos y los tres siguientes 
son negativos. La serie de los valores absolutos es 


sen n 


= I 


sen h 


Como 


| sen n | 



la serie de los valores absolutos £ I (sen n)/n 2 \ esta dominada por la serie p conver- 
gente Y^(\/n 2 ) y es por tanto convergente tambien. Entonces, la serie dada es absolu- 
tamente convergente y por lo tanto, de acuerdo con el Teorema (11.31), es conver¬ 
gente. • 


A las series que son convergentes pero no absolutamente convergentes se les da un 
nombre especial, como se indica en la siguiente definicion. 


DEFINICION (11*32) 


Una serie infinita „ es condicionalmente convergen¬ 
te si £ a n es convergente y £ \a n \ es divergente. 


\ 


EJEMPLO 5 Demostrar que la siguiente serie es condicionalmente convergente: 




Solucion La serie es convergente de acuerdo con el Criterio para las Series Alter¬ 
nantes. Tomando valores absolutos de las terminos, obtenemos 


i 1 1 1 

1 +^ + i+7 + 
2 3 4 


1 

n 


que es la serie armdnica divergente. Entonces, de acuerdo con la Definicidn (11.32), 
la serie alternante dada es condicionalmente convergente. • 


De la discusion anterior se ve que todas las series infinitas se pueden clasificar 
en uno de los siguientes tipos: (i) absolutamente convergente, (ii) condicionalmente con¬ 
vergente, (iii) divergente. Por supuesto, las series de terminos positivos s61o pueden ser 
convergentes o divergentes. 

La siguiente forma del Criterio de la Razon puede servir para investigar la conver¬ 
gencia absoluta de las series. 


CRITERIO DE LA (11.33) 
RAZON PARA 
LA CONVERGENCIA 
ABSOLUTA 


Sea £ a„ una serie de terminos diferentes de cero tal que 


Hm 

n-—oo 


I 


= L. 



(i) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente. 
















m 
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(ii) Si i. > 1 o Wen lim — J = •. la wie es di- 

verge tile, 

iiis) Si / - t. hay que apEcar otro criterio; la serii pue^ 
de ser absolutamentc convergente, coftdicionaJmente 
convergente a divcrgcnte. 


La demosuaeibn es parecida a la de (U ,16), Observese que \c& dos criterios de la 
razbn coincides para scries de lerminOS positives*. 

Tamhi^n puede enuneiarsc un Criterio de la Rai? para la convergencia absolute. 
El enunciado es el mismo que d de (U.27) pero sustituyendo por v |^|. 


EJEMPLO 6 Determinar si la siguiemc seric es absolutamcnie convergent** cotidicio- 
nalmcnte convergente o divergent e: 


OD 



(-i r 


4- 4 


Solution Usando cl Criterio de la Raz6n (H-33L 

1 [n ■+■ 1 ) J + 4 T 


I In* 


,ln ± 


- 11m 


n 1 + 4 


: ,,1 » m , 


< I. 


Enonces. de acuerdo con (1].33}(1}, la seric es absolutamente convergente, 


Se pu-cde democrat que si una seric £ a„ es absolutamente convergente y si los 
terminus se ordenan de coalquier maneta, cntonces la seric result ante es convergente 
y tiene la rnisma suma que la scrie dada. Esto no es cierto para las series condieional- 
mentc eonvergentes. Si J’ a„ es condi rionalmemc convergent** cntonces pueden orde- 
narse los tirminos dc modo que sc obtenga ima scrie divergence o una seric que converja 
a cualquier suma S* 

Sc han preset* lado varios criterios que pueden utilizer sc para investigar la eonver- 
gmcia o divergenda de series in H nil as. Sc ncccsita bast ante habtlidad para determtnar 
que criterio hay que aplicar a cada seric particular. Esta aptitud se obtiene resolviendo 
tnuchos ejerekios con series dc diversos lipos, El siguientc resumfen puede ayudar a de- 
ddir que criterio aplicar. La convergencia o divergenria de algunas series infinitas no 
puede deierminarse con ninguno de estos criterios. En tales casos es posible que se re- 
quieran resuitados de cursos mas avanzados de materrolticas. 


* Viftac pat cJcmp3o fc ft. C. Suck. Advanct'd Cstruhi^ la. wi., (Nueva York: MirGraw-HIll, 197flj h pp. 
13&2M 
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RESUMEN DE CRITERIOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA PARA LAS SERIES 


Criterio 

Serie 

Convergencia o 
divergencia 

Covnentarios 

Termino 

n-esimo 


Diverge si lim^o, a n # 0. 

No es concluyente si 

Hm„_oo a n = 0. 

Serie 

Geomdtrica 

^r=, °r"~' 

(i) Converge a j/(1 - r) 
si | r | < 1. 

(ii) Diverge si |r| > 1. 

Util para pruebas de com- 
paracibn. 

Serie p (o 

Hiper- 

armbnica) 

y ® 1 

(i) Converge si p > I. 

(ii) Diverge si p < 1. 

Util para pruebas de com- 
paracibn. 

Integral 

a„ = /(«) 

(i) Converge si 
ff /(*) dx converge. 

(ii) Diverge si Jf f(x) dx 
diverge. 

La funcibn / debe ser 
continua, positiva, decre- 
ciente y fdcil de integrar. 

Comparacibn 

I b„ 

a„ > 0, 

b n > 0 

(i) Z a n converge si Z b n 
converge y a n < b„ para 
todo n. 

(ii) Zo„ diverge si Y.b n 
diverge y a n ^ b n para 
todo n. 

La serie Z b„ para compa- 
rar suele ser geom^trica o 
una serie p. 



(iii) Si Um n _oo (a n /b n ) = 
k > 0, entonces ambas 
series convergen o ambas 
divergen. 


Razbn 

s 


Si \a n+l /a n \ = L 

(o bien °°), entonces la 
serie 

(i) converge (absoluta- 
mente) cuando L < I. 

(ii) diverge cuando L > 1 
(o bien °°). 

No es concluyente si 

L = 1. 

Util cuando a n tiene fac¬ 
torials o potencias 
n-dsimas. 

Si a n > 0 para todo w, el 
valor absoluto puede 
omitirse. 

Raiz 

Z a„ 

Si v | a n \ — 1* (o 

bien »), entonces la serie 

No es concluyente si 

1=1. 
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-.rr = -. 13 ,! 



U) converge {Etbsniuu- 

mm&y s \ l < t 

Co) diverge p /_ > 1 Id 
bien *»}, 


r tiezic poLCECEflS 

Alinas. 

Si o n > it para iodo a, d 
valor absolute! sc puedc 

omitir* 


Serie Ailernante Z 1 J" 0 * 

Coil verge si a t £ o fc 4 ., 

H6Eo se apliuji a scries al- 



para Lotto k y 

tertiinteai 


Ujt > ft 

= & 






— 



_ 0 q Si 1 i^qi k convergente, Util para senes que lientn 

emoneex Za* rwnb&fi es tenmnns porin'vt» y oe- 

convcrgcntc.. galivos, 


EJERCICIOS 11.5 


Fjefckiiw 1-24: Determine si la sene h abBotutanieii- 
ter conwsnte, condidonalmentc convergent o di- 
vergente. 


* i _i_ 4* 


i4. u-v~ 


si ^ 

Ejrrddos 25-30: Calculc aproximadniiicntc Lb suma 
de la sene con ires decimal« de precision. 


i. i <-if 




i*. £ (-ir 


*i J_ 


4. i (-ir’ 

*-■ i 


f t-1or 

.-i At 

is. f 

■-I a 1 

17. V j - 1 p pi kh 1 
1 « 

I*. £ i^ir — 

JTv'In n 

* 


s. En n 
*. £ t-ir— 

.. i n 


3 - A'- ir 'Efc+li 

*■ 


7 - ^ f - ir ^TT *- 1 c-ir» 

*<=1 n + l „- [ 

to f JtL 

.hi-sr 


n l + 4 


iz. t 

--i yV + 4 
uTl rt s + t 


Jn hi 

(T5r 

arcian a 


w. £(-i r 


>»■ H-e*—i 

. —i ^ 

v yi, 1 * 

m ii-ii"V 

i rt! 

22 T tn> + . . l |f 

M <-*r 


n- £ t-ir '? 

i n 

»■ 

■* I 3 


a Zt-ir- 'i 

I “ 


9. I (-If 


1 fi 


w \2 


Ejerririos 31-34: Use el Teorctna (11.29) para eticon- 
trar un entero po&ilivo ft tai que S m se aproxima a la 
suma de Ea scric eon una precision de ctiairo dctiiiuUes. 


»■ E<-tr-r 

■ i n 

■ t 

33 . £ i-ir ~t 

.-i rt" 


31. I l-lf-^ 

— I v/n 

34. i l-ir-r^-T 

•-i n 3 + 1 


EJmldo* 35*34: Dcmuesire que para todo enters po- 
sitivo la serie alternantc converge. 

» £(-ir^ u. £i-ir ' 

37. Si it„ y % b M son d<» series confcrgentes, 
^iambkn ^ a„b 9 « craivefgsoie? Expliquc sit 
respucsta. 

34. SiI*i B yX*„ son do.t series divergentes, pim- 
“ diver genie? Explique su respucsla. 
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SERIES DE POTENCIAS 


En la Secci6n 11.1 se dijo que algunas expresiones como e x > sen x y tan' 1 x se pueden 
representar con series infinitas. Los terminos de tales series contienen a la variable x. 
(En las secciones anteriores los terminos de una serie eran constantes.) Como un primer 
ejemplo, si jces una variable, entonces de lo que se vio sobre las series geometricas (v6a- 
se el Teorema (11.15)), 


1 4- X + X 2 4 * • • 4- X n + 


- Si |jc| < 1. 

1 - X 11 


Si se define f(x) = 1/(1 - jc) con |jc| < 1, entonces 

f(x) = \ + x + x 2 + •••+*"+••• 

Se dice que /( x) estd representada por esta serie de potencias infinita. Pueden encon- 
trarse los valores de esta funcion calculando la suma de la serie. Por ejemplo, 


/(i) = 1 + i + (i) 2 + •' • + (ir + • • • = yz T * 2 - 


Este nuevo metodo de representar una funcidn permitira investigar las propiedades de 
una funcidn mediante series infinitas. En este capitulo se explorard mas a fondo esta 
nocidn. En la presente seccidn se introducen algunos conceptos bdsicos acerca de series 
con terminos variables. La siguiente definicion puede considerarse como una generali- 
zacidn del concepto de polinomio en jc a una serie de potencias infinita. 



DEFINICION (11.34) 


Si se sustituye x por un numero en la Definicidn (11.34), se obtiene una serie de 
terminos constantes cuya convergencia o divergencia puede estudiarse. Para simplificar 
la escritura del w-dsimo termino de una serie de potencias, se supone que x° = 1 aun 
si jc = 0. El principal objetivo de esta seccidn es determinar todos los valores de x para 
los que converge una serie de potencias. Evidentemente, todas las series de potencias 
en x convergen cuando jc = 0. Para encontrar otros valores de x en los que una serie 
es convergente, a menudo se usa el Criterio de la Razon para la Convergencia Absoluta 
(11.33), como se ilustra en los siguientes ejemplos. 

EJEMPLO 1 Encontrar todos los valores de jc para los que la serie de potencias es 
absolutamente convergente: 



x 2 + • • • 4- 













CAPfTUtOI I • SEWESINFINITAS 


Solucibn Si tomamos 




(^)|x|-*|x|. 


Por cl Criterio de la Raibn { l U3> con L = i |x|. la scrie es absoluiameme conver¬ 
gent? si se saiisfacen las siguientes desigualdadcs equivalcntcs: 


i|s|<i, |*| < 5 , — 5 <* < 5 , 


La scrie diverge si i [x| > 1; es deeir, si x > 5 o bien * < “5. 

Si i |*| = t , el Criterio de la RaaSn no es ecmcluyente por lo que los numeros 
5 y — 5 requiercti considerarse por separado, Sustituyendo x pot 5 en la scrie de poien- 
rias results 


1 + Lf 2 + J + ■■■ +■ + 


que es divergenic. Tomando x = ~5, obienemos 


- I + 2 - 3 + 


que lambicn es divergente. Por lo tanto. ia scrie de potencies es absoluiameme conver¬ 
ge nte para todo xen el intervalo abierto (-5. 5> y diverge para cualquier otro niimero 
x. 

EJEMPLO 2 Eneontrar todos los valores de x para los que la siguiente scrie de poten¬ 
cias es absolutamente convergent?: 

1 I , I , 

1 + i! X + ' 2 '. X + '" 

SolUCion Usaremos el raistno mitodo que en eJ Ejcmplo 1. Si definimos 


emonces 



Lim 



Como cl limite 0 es menor que I para todo valor de X* dd Criterio de Id Ra/on (IU!), 
se deduce que esia serie de potencias es absoluiamente convergent e para todo numero 
real x. * 
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EJEMPIO 3 
Solucion 


Encontrar todos los valores de x para los que £ n\x" 
Sea u„ = nix". Si x # 0, entonces 

(n + l)!x" +1 


lim 


= lim 


/l!.\ 


= lim |(r + 1 )x I = lim (n + 1)1 x| = oo 


es convergente. 


y, por el Criterio de la Razon (11.33), la serie diverge. Por lo tanto, la serie de potencias 
converge s61o para x = 0. • 


El Teorema (11.36) muestra que las soluciones de los ejemplos anteriores son tipi- 
cas en el sentido de que si una serie de potencias converge para valores de x diferentes 
de cero, entonces la serie es absolutamente convergente para todo numero real o es con¬ 
vergente dentro de algun intervalo abierto (-r, r) y diverge fuera del intervalo cerrado 
[-r, r]. La demostracion de este hecho depende del siguiente teorema. 


TEOREMA (11.35) 


(i) Si una serie de potencias £ a„x n converge para un 
numero c diferente de cero, entonces es absolutamen¬ 
te convergente siempre que |x| < \c\. 

(ii) Si una serie de potencias T a n x n diverge para algun 
d diferente de cero, entonces diverge siempre que 


Demostracion Si converge y c # 0, entonces, por el Teorema (11.16), 

h'm„_oo a n c n = 0. Usando la Definici6n (11.3) cone = 1, se tiene que existe un entero 
positivo N tal que 


\a n c n \ < 1 siempre que n > N. 


Por lo tanto, 


a„x" = 



a n cTx n 


X 

n 

X 

■ 

~e* 

= | | 

c 

< 

c 


siempre que n > N. Si |*| < \c\, entonces |*/c| < 1 y Il*/c| n es una serie geo- 
m^trica convergente. Entonces, por el Criterio de Comparacion Basico (11.24), la sene 
que se obtiene suprimiendo los primeros N terminos de V|a„x' 1 | es convergente. De 
modo que, la serie tambien converge lo cuai demuestra (i). 

Para probar (ii), supongamos que la serie diverge para x = d * 0. Si la serie con¬ 
verge para algun numero C| con |c t | > |d|, entonces por (i), converge siempre que 
|x| < |c, |. En particular, la serie es convergente para x = d, lo cual contradice la su- 
posicion. De manera que, la serie diverge siempre que |x| > \d\. 


Con esto se demostrara el siguiente teorema. 
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TEOREMA (11.16) 


Si £ " una serie de potencias. emonees se cuniple 

utui > s6lo una de las tres afirmacioncs siguitnies: 

(i) l a serie converge 56 I 0 para x = 0 , 
lii) La serie ev absolutamenie convergence para todo x. 

(Hi) Exists an mimere po«tivo r tai que ta sene «f abso- 
lutamenle efinvergente para | *' < r y divergent^ pa¬ 
ra |jc| > 


Ocmostwion Si no se satisfaecn <i> ni (U>. emonces ex is ten mimeros cyd dtferemes 
de cere tales que la serie converge para x = c y diverge para * = d Sea.Se) conjunio 
de todos los nameros reales para los que la serie es absolutamcme convergmte, Pot 
el Teorema (11.35). la serie diverge si |*1 > |d| y por lo lanto, todo numero de Ses 
menor oigua! que |tf|. Por la PropiedaddeCompletitud(IJ. 10). S tiencunacotasupe¬ 
rior minima r. Result* que la serie es absolutamente converge me si |x| < r y divergen- 

Cuandlo ia pane (iii) del Teorema (l 1.36) se cumple, en- 
tonces la serie de potencias L h b jc" es absolutamente oonver- 
gente cn todo cl imeTvaio abieno (-r, r ). y divergentc fuera 
del intervale cerrado |-r, r], como se ilustra cn !a Figura 
11.12. El numero r se llama radio de eonvergencia de la se¬ 
ns. En -r o bien r, la serie puede converger o diverger, de 
acuerdo con su naturaie/a. 

El con junto de todos Sos fuimcros para los que converge ima serie de potencias. 
sc llama intervalo de convergence Si el radio de convergenda r es positive, tut once* 
tl interval# de convergencia es uno de los siguiemcsL 


te si )jr| > r. * 


FTOUM ti lt 

V cm rmdto cfc «mvpjrmriA r 

A3SOOJ!.VAENT£ 

DIVERGENT! CONVEHENIE dBVESGEKTE 

- -H**—f-r 


<-r, r). {-r. r] t (-r. r), o bien [-r, r ). 


Si (i) o (ii) del Teorema (11 36) se satislacc, entonces el radio de convergence se denota 
pot 0c m , rcspectivamente. En el Ejempio 1 de esta seccidn, el intervalo de converges 
cia cs (-5, 5) y el radio de convergent ia es 5. En el Ejempio 2. el intervalo de conver¬ 
gence es (-«. « ) y sc escribe r = En el Ejempio 3, r = 0. El siguiente ejempio 
ilustra el caso de un intervalo de convergencia semi abieno. 


EJEMPLO 4 

Solucidn 

tnienra con n 


i 

Halle el intervalo de convergencia de la serie de potencies ^ 

* - I y ft 

Qbscrvamos que en este ejempio, el eoefkiente de x° « 0 y la *uma co- 
= L Definimos u n = x"/\ l n y consider amos 


lim 


= lim 


x- 


+ i 


y'ft + I 


y/ft 

• X* 


= Km 


v « _ 

y/ft + I 
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Del Criterio de la Razdn (11.33), se deduce que la serie de potencias es absolutamente 
convergente para \x\ < 1; es decir, si -1 < x < 1. La serie diverge si |jr| > 1, es de- 
cir, si x > 1 o bien x < -1. La convergence en los numeros 1 y -1 debe analizarse 
sustituytndolos directamente en la serie de potencias. Si tomamos x = 1, obtenemos 


1 


of= i + 4=+4+• 


i 


+ + ■ 


»—i yjn \J 2 x /3 

que es una serie p divergente. Si sustituimos x = -1, el resultado es 


FIGURA 11.13 


Intervalo de convergcncia de £ —p x * 

v« 




00 1 11 

x ' ( -iF=-1+4-4+ 

»«1 


+<=^+ 


v'n \/2 y/3 \Jn 

que es convergente, de acuerdo con el Criterio para las Se¬ 
ries Alternantes. Por lo tanto, la serie de potencias converge 
si -1 < x < 1. El intervalo de convergence [—1, 1) aparece 
representado en la Figura 11.13. • 


DEFINICION (11.37) 


Sea c un numero real y x una variable. Una serie de po¬ 
tencias en x - c es una serie de la forma 

£“= o «»(* - cf = a 0 + a\(x-c) + a 2 (x - c) 2 + 

• ■ • + a„(x - cy + • • • 

donde cada a k es un 


Para simplificar la escritura del /7-^simo termino en (11.37), se debe suponer que 
(x - c)° .= 1 aun cuando x = c. Como en la demostracidn del Teorema (11.36), pero 
sustituyendo x por x - c, puede demostrarse que se satisface una y solo una de las si- 
guientes afirmaciones: 


(i) La serie converge s61o si x - c = 0; es decir, si x = c. 

(ii) La serie es absolutamente convergente para todo x. 

(iii) Existe un numero positivo r tal que la serie es absolutamente convergente cuando 
\x — c| < r y divergente cuando \x - c| > r. 


Si (iii) se cumple, entonces la serie X a n (x - c) n es absolutamente convergente si 
-r < x - c < r o bien c-r<jc<c + r, 


FIGURA 11.14 


£ ~ f )" con radio dc convergcncia r 


DIVERGENTE 


ABSOLUTAMENTE 

CONVERGENTE 


DIVERGENTE 


-(-1-V- 


es decir, si x esti en el intervalo (c - r, c *f r), como se ilus- 
tra en la Figura 11.14. La convergencia en los extremos del 
intervalo debe analizarse por separado. Como antes, el con- 
junto de todos los numeros para los que la serie converge se 
llama intervalo de convergencia y r es el radio de conver¬ 
gencia. 


EJEMPLO 5 Encontrar el intervalo de convergencia de la serie 

! - J(x- 3) + \ (x - 3) 2 + • • • + (- IF -4 (x - 3F + ' •' 
2 3 n + 1 









CAHTU.0 It * SFWES TNFINIMS 


jst 


SoluCion Si definimos 




(* - i r 

n + I 


enlonces 


litn 

n - *.■ 


U M+l 

11r11 

(.t -3 r +l . fl + i 


— um 

ft + 2 (x 

- 31" 



1 ft "4“ 1 % 



= lim 

• . .x - 3 



d-» jt- i 

| n + 2 



« Jim | 

ri±-)u-ii 


B - 1 4 

U3 + 2/ 



~U)\x 

“ 31 —■ f x — 3 

t|. 


For d Criterio de la Raidn, la serie es absolutamente convcrgcnte si \x - 3| < 1; es 
dedr, si 


-1 < jf - 3 < 1 


o bien 


2 < x < 4, 


nauhA ii,i9 

immsSe tin! ittmvttwmtb dr 

T , if- L _ Jf 
41 + I 


La serie diverge si x < 2 o bien x > 4. La convergence en los numenos 2 y 4 debc 
anaLizarse por se par ado, Si x = 4^ se obtiene [a serie 

i-i + I — + i-»r-7 t + “' 

2 3 n + l 

que es convergente. de acuerdo con el Criferio para las Se¬ 
ries A Item antes, Para x = 2, se obtictse la seric 


i H i ; 


. i i 

’ + 2 + 3 + ' 


I 

■ + — - + 

n + 1 


que es una serie armtimca divergenie. Entonces, el imervalo de cortvergenda es (2, 4] 
y se i lustra en la Figura 1L15* * 


EJERCIC10S 11.6 


kjercidus I’26: Encucntre el intervale tie convcrgen- 
cia dc la serie de potencias. 


I V —— V s 

U *% n + 4 ' 

3 . it? 


s. 


* , ] 

T i ir 1 — v" 


v» 


I v 

mi rr + I 


1 A-m*' 

4, 

n I FF 


«L ' ——---I 

,t*i In in + If 

8. £ —- ** 

M - I 4”^ ft 


f lh " * 

*. L -, ^ 


f rt! . 

13. I ■* 

i-o IWF 

is. i, 

— 4r 

17 isSr^ 


v ,0 ‘" . 

to. £ *? 

a . n- - 

f |3 bH , 

M. ll-ll" 1 ' *" 

^ 10“ „ 

f*. 1 A 

i, - (■ rr 


7. 
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». X ' . <* - 2 >" 

« = « W+ 1 

21 • 




«• I 


I 


»-o 2 m + I 

x 3 

h O J 


(.v + 3)" 


24. 

*=l J 

25. t (-•)" 4; (2.x- D" 

.»i "6 


26. Y ~=<3x + 4r 
v3n + 4 

Ejercicios 27-30: Encuentre el radio de convergencia 
de la serie de potencias. 


1-3-5 




• (2n — l) 


(3n) 


* 2-4-6- 

4 • 7 • 10 • • 

29. t 1 A ‘ W 

«-i m! 


• (2/j) 


• (3rt + l) 


sr 


Ejercicios 31-32: Encuentre el radio de convergencia 
de la serie de potencias dada, en la que cy d son ente- 
ros positivos. 

f (« + c)! w 

31. £ ^ * 


„ o n!(n + d)\ 


32 f — x" 

.k m 


33. Las funciones de Bessel son utiles en el analisis 
de problemas donde hay oscilaciones. Para cada 
entero positivo a, la funcion de Bessel ./«(*) de 


primera close y de orden a se define con la serie 
de potencias 


JM = X 

n - 0 


i±\r 
/;!{// + *)! 



Dcmuestre que esta serie de potencias es conver- 
gente para todo numero real. 


34. Consulte el Ejercicio 33. Algunas veces, para 
aproximar la funcion de Bessel 1 - (jr 2 /2 2 ] + 
|x- 4 /(2 2 4 2 )) - [jr 6 /(2 2 4 2 6 2 )] de primera clase y de 
orden cero en 0 s x < 1, se usa el polinomio 
de sexto grado •/„(*). Demuestre que el error E 
en la aproximacibn es menor que 0.00001. 


35. Compruebe que si Hm n _oo \a„+\/a n \ = k y 
k * 0, el radio de convergencia de E a„x n es 
\/k. 

36. Demuestre que si lim w _oo V| a * | = k y k ¥> 0, 
el radio de convergencia de E a„x n es 1 /k. 

37. Demuestre que si E a n x n liene radio de conver¬ 
gencia r, entonces el radio de convergencia de 
E a„x 2n es Vr. 

38. Demuestre que si E a n es absolutamente conver- 
gente, entonces E a n x n es absolutamente con- 
vergente para todo x en el intervalo (-1, 1). 

36. Demuestre que si el intervalo de convergencia de 
E a„x n es (—r, r], entonces la serie es condicio- 
nalmente convergente en r. 

40. Demuestre que si E a„x n es absolutamente con¬ 
vergente en uno de los extremos de su intervalo 
de convergencia, entonces tambien es absoluta¬ 
mente convergente en el otro. 


11.7 


REPRESENTACION DE FUNCIONES 
POR SERIES DE POTENCIAS 


Se puede usar una serie de potencias ^a n x n para definir la funcion / cuyo dominio 
es el intervalo de convergencia de la serie. Concretamente, para cada x en este interva¬ 
lo, se define f(x) como la suma de la serie; es decir, 

/( x) = a 0 + a x x + a 2 x 2 + ■•• + a n x n 

Si una funcion / est£ definida de esta manera, se dice que 'La n x n es una representa- 
cibn en serie de potencias de f(x) (o para f{x)). Tambien se usa la expresibn “/cstsi 
representada por la serie de potencias 1 *. 
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Una represen taridn en sene de potencies/(x) = pennice enconfrar los va~ 

lares de la funcion de una mancra nueva. Asi, si c esti eft d intcrvalo de eomergencia, 
enionces /(c) puedc calcularse (o estimarse) cakulando io estimando) la suma dc la serie 

q$ + fl|C + ffic j + ■ ■ * + a*c” + * ■ ■ 

EJEMPLO t Eneontrar una funddn /que wte rcprcsentada por la serie de poieneia* 

1 - x + x* ~ x 3 + ■ ■ ■ + + * * • 

Solucion Si |x| < l, internees, por el Teorema (11.15)* la serie geometries dada 

tiene suma 1/[I - (-Jr)) = 1/(1 + x), For Io tanto, podemos eseribir 

» \ x + x 1 - x 5 + ■ ■ + {- Wx* + ■ ■ • 

Esta es una representation en serie de potencies para fix) - 1/(1 + x) en el intervalo 

H* D* * 

Una Funridn / definida por una serie de poieticias tiene pmpieduiics scmej antes 
a las de un polinomio. En particular, / tiene una dcrivada cuya representation en serie 
dc potencias puede eitcomrarse dcrlvando cada termino dc la serie dada. An&ksgamen- 
ie ( las integrates definsdas de / se pueden obterter integrando cada l^rmino de la serie, 
Esios beehos son consecuencia del siguiente u-orema qne sc enuncia sin dcmoslradtin, 

TIOREMA (11.38) 


La serie que se obtiene derivando en (i) a integrando en (ij) del Teorema (! I Jg) 
tiene d mismo radio de convergence de aunque la convergence en Eos extre- 

mos puedc variar, Como tin corolario dc (i), se tiene que una funcidn queestd represen- 
tada un ihteryaio (“f, r} por una serie de poienrius es tominua en todo d imervaio 
t“f. r) (vease el Teorcma (3,5)), Hay result ados analogos para las funcioncs represen- 
mdas por series de potenrias de la forma J]a B {x - cf. 


Sea x* una serie de poiencias que tiene un radio de 
convergence r difercntc de cero y sea / la fundbn dell- 
nida por 

f i x } = I 

** o . 

= + tf 3 .v t a z x M -h + ’ 

para todo x en d mtervalo de convergencia. Si -r < 
x < r. entonces 

O)Z'(x) = i D, (o„.v") = i 

*■>0 •' J 

- + 2d z x +- , A"" + ■ ■ h iT(J w X n r + 

<«> - jh-rh 
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EJEMPLO 2 Encontrar una representacion en serie de potencias para 1 

(1 + x) 2 ' 

Solucion En el Ejemplo 1 vimos que 

= 1 - x + x 2 - x 3 + • • • + (- l)"x" + • v si |x| < 1. 


1 + x 


Si derivamos cada termino de esta serie, entonces, por el Teorema (11.38)(i), 

, = — I + 2x — 3x 2 — • • • + (- ir«x"- 1 + • • • 

(I + x ) 2 

Por lo tanto, si |x| < 1, entonces 
1 


(1 + x) 2 


= 1 — 2x + 3x 2 + ••• + (- D" +, nx" _l + 


EJEMPLO 3 Encontrar una representacidn en serie de potencias de In (1 + x) para 

i*l < i. 

Solucion Si |jc| < 1, entonces 


In 


" + £ rrr 


dt 


= J o ' [1 - t + r 2 - • • • + (- 1)V h-] dt. 


La ultima igualdad se deduce del Ejemplo 1. Por el Teorema (11.38) (ii), podemos inte- 
grar cada termino de la serie como sigue: 


In 


Entonces, 


si |jc| < 1. 


(1 + *) = J 0 * 1 dt - J o * r dt + J o x t 2 dr -•••+(- ir f t"dt + 


1* t 2 T r 3 l J: 

=, X-2jo + yjo- 


■ + (-ir 


In 


n -h 1 




+ * • * 


(l +x) = x _ y + __... + (_!). __ + ••• 


EJEMPLO 4 Usar los resultados del Ejemplo 3 para calcular In (1.1) con una preci- 
si6n de cinco decimates. 

Solucion En el Ejemplo 3 encontramos una representacion en serie de potencias 
para In (1 + x) si \x\ < 1. Sustituyendo x por 0.1 en la serie, obtenemos 

..... n . (0.1) 2 (O.n 3 (O.n* «>.i) 5 

In (1.1) = 0.1- 2 3 -4~ + 'T 

= 0.1 - 0.005 + 0.000333 - 0.000025 + 0.000002 - • • • 
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Si surnames ios primeros cuairo t^rminos del lado dereeho y redondeaitios a cuairo de- 
dmaics. 


hi(l.l) * 0.095 3 L 

Pnr d Tcorcma (11,29k cl error E es mcnor que el valor absolute 0,000002 del quinto 
termino y pm lo tanlo. el numetro 0-09531 cm una aproximacidn a Ln (l.1) con una preci¬ 
sion de dneo deri males, * 

EJEMPiO 5 Encomiar una represen laritiii en serie de poiencias para arcianx. 

Solucibn Primero observamos que 

arctatl * = J** ^ 

Lucgo sc advierte que si U] < I, ententes, per el Teorema con a = l y 

r = -< 4 . 

—L, = I - j J 4- t* - ”■ + ( - l|*l" + ■ ■ ■ 

I + r 

Gracias al Teorema (11*38) (ii), es posible inlcgrar cadi tirmino de la serie y obtener 

x i t i jfJc+1 

arctan * - x - y 4 ^ - * - 1 + (- H* ^ + ( + ” * 

siempre y cuando |x| < I. Puede demostrarsc que esta representation en serie de po¬ 
tential e* valida iambi in para [jej = I * 

EJEMPLO 6 Detnostrar que e' tiene la reprcBcntacidn en serie de potencias 

x 1 .t J x* 

I +X + -+3j + -*'+^j-+ ■ 


Solucibn En el Ejcmplo 2 se considerd esta serie y so vio que es absolutamente con- 
vergente para todo numero real X, Si denolamos por / a la funcidn representada por 
la serie, ententes 


fix) ■■ 


M. y B 

ia- 


Aplicando cl Teorema (11,38) (i), 

m = t 

H - J 


m t"' 1 

nl 


e£j 3 

.t, (7T^ T)i 


X 1 X* .t* 

- J + X + ,, + y 4 ■ + -f 

c* deeir, fU cl — JW para todo j:. 

Si en e! Teorcma (?*26)+ tomamos y -/(/), t - x y c 

f ix) - A0)e\ 


+ ■** 


= 1, obtenemns 
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Sin embargo , 

0 2 0 " 

/( 0 ) =1 + 0 + — + ••• + — + -- - = 1 
2! n\ 

y por tanto, f(x) = e x 


que es lo que queriamos demostrar. • 

Como consecuencia del Ejemplo 6, el numero e se puede expresar como la suma 
de una serie convergente de terminos positivos, concretamente, 

, I 1 1 

t -= , + , +2!+3,+"- + ^ + --- 

EJEMPLO 7 Calcular aproximadamente | e *' dx. 

Solucion Tomando x = - 1 2 en la serie del Ejemplo 6, obtenemos 


1 - f2 + 2 !“ 


( — l)"r 2 " 

+ — + ■ 


para todo t. Aplicando el Teorema (11.38) (ii), 

r e~ x2 dx — r e~* 2 dt 

Jo Jo 

1° 1 f 3 ! 01 / 5 i 0 ' 1 

"Jo 3 Jo ^ 10 J 0 

Si usamos los dos primeros terminos para estimar la suma de esta serie convergente al- 
ternante, entonces, por el Teorema (11.29), el error que se comete es menor que el ter- 
cer termino de la serie (0.1) 5 /10 = 0.000001. Por lo tanto, 

f° 1 e~ xi dx 0.1 — ° ( ^ 1 0.99667 

Jo 3 

con una precision de cinco decimales. • 


Hasta ahora han sido indirectos los metodos que se usan para obtener representa- 
ciones en series de potencias para las funciones, en el sentido de que se comienza con 
una serie conocida y luego se deriva o se integra. En la siguiente seccidn se estudiar£ 
un m£todo directo para encontrar representaciones en series de potencias para una gran 
variedad de funciones. 


EJERCICIOS 11.7 

Ejercicios 1-10: Encuentre una representacion en se- el intervalo de convergencia. ( Indicaeion : Use (11.15), 
rie de potencias para la expresion dada y determine (11.38) o la division de polinomios, segun se necesite.) 
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CAPiTULO 11 

l 

2. 

I 

'' ! -x 

1 +x a 



X 

5> 1 - .T 1 

l - x 4 

. + 1 

U _ 

18. 

3 

” ' i 

X - 1 

2* + 5 


11. Dnnucstrc que 


SERIES INFlNItAS 


M - *)* 

4. 

1 -4,t 

M 

2 - 3x 

8. 

4 - x J 


Ml — B |jr| < J. 

• n 

Use otc Iwcho puts calcular In 0.23 con una pre¬ 
cision dc cincD decimoles. 


12. Use cl Ejettf p\0 5 para demosLrar que J a suma de 
la sene £*.« I - ^"-'[v 3|2n + !|Jcs n/fi. 

fc.j«elclos 13-18: Use d t« nit a do que k qbiuvo eft el 
Ejcmpk? 6 pan meant rar una represen I acuta de la 
funddn dado an sene de porencias, 

13. f * 1 14. t u 15, cosht 

li senh v |7 k xe JJ ||* tV J 


Ejtrclcrih 19-24: Use Una scrie mfinila para eakulor 
tiproKimadarncnfe la integral uon una prmsirin de eua- 
fro decimals. 


m r-Lj, 

J“ I + x 4 


o .3 aretan \ 


»■ 

w. J>'.^ 


*>■ r 

r 

r .4 


a ret an x 3 <k 


3T* 

r+v 4 

e * ‘dx 


rfx 


25. Italic* la represent acibrt en sene de pjotendts de 
{ I - r 1 ) 1 para cnootiirar uno rcpresentodOn de 
esia elasc pan 2x(3 -x 3 ) -2 . 


20. Ulilice el metado del Ejertiplo 3 para obtener 
uns representuekta en serif de potencias pan 
In (3 + 2xK 

27. Consume cl Ejercicio 33 dr la Section L Lfr. ApIL 
que d TeOrtma (11.38) para demosrrar Iq si- 
guienlc. 

(a) Si y /(x) son fundoncs de Bessel dc 
primer* elase y de 6rdcnes 0 y I, respect i- 
vatneme P cmonces D t r> - -/(x|- 

(b) Si J^x) y Jy{x) son funeiones de Bessel de 
primera dse y de drdenes 1 y 3. respect i- 
vunenLc, cmonccs 

jx*J&\Jx-x*JjLX)+C. 


2IL La luz es absarbida en !a retina ocular per Eos 
cocos y (os bastunclllos. El numero de fotanes 
absorbidas pur un fotorreeeptnr durante uii dcs- 
Ltllo 0 descarga luimnosa esta dado pur La distri* 
kucidtt de Poisson Concretnmeiite P la probabtli- 
dad p„ de que un folorreceptor absorba exacta- 
ruenie n fatones esia dada par La formula p m = 
e‘*Wn! para algun fc > & 

(a) Demuestre que p H = 1 
(hf El fenOmcno de la visista octirre cuando un 
fotorreceptor abjsorbe das o mils Foionrs. 
Deffluatl? que U probata lidad de que esto 
ocum e* I - X + 1). 

Kjtrdcffl* 29-30: Eucuentrc una i epresentoeidn en se- 
ric dc poittidaf para / (x). Sea # f r) d iErtegnndo. Su- 
ponga que ei valor de w(0) es 


20. 

3U. 


r.u tn (I — |) 

‘ /w= i 


11.8 


SERIES DE TAYLOR Y DE MACLAURIN 


Sea / una luncton rcprc^mada por una seric de poiencias en x - r\ de mariera que 

fix) - T tij.x - cf 

m- 0 

= « P + O'jt’r - c) + fj : |x - rt J + ajfjt - rp + ojx - d 4 + - 
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donde el dominio de / es un intervalo abierto que contiene a c. Como en la seccidn 
anterior, se pueden hallar representaciones en serie de potencias para /'(x), f\x ), ... 
derivando los terminos de la serie de f(x). Entonces, 

/'(*) = f najix-cr 1 
* - 1 

= a x -f la 2 (x — c) + 3a 3 (x — c) 2 + 4a 4 (x - c) 3 4- • * • 
f'(x) = £ n(n- lW-V-O" 2 

n - 2 

= 2«, + (3 • 2)a 3 (x - c) + (4 3)n 4 (x - c) 2 + ■ • • 
f'"(x)= £ n(n — 1K« — 2)a^x — c)"~ 3 

n = 3 

= (3 • 2)fl 3 + (4 • 3 • 2)« 4 (x - r) + • • • 

y, para todo entero positivo k, 

f ik \x) = £ n(n - 1) • • • (n - k + 1)a„(x - 

n-k 

Ademds, cada una de las series que se obtiene derivando tiene el mismo radio de con- 
vergencia que la serie original. Sustituyendo x por c en cada una de estas representacio¬ 
nes en serie, se obtiene 

/(c)-Obt flc) = a l9 f"(c) = 2a /"'M = (3 • 2)a 3 

y, para todo entero positivo n> 

f*Hc) 

f in \c) = nla n o bien a m = ’ 

n\ 

Con esto se demuestra que la serie de f(x) tiene la forma que aparece en el siguien- 
te teorema y que se llama serie de Taylor de f(x) en c. 


SERIE DE TAYLOR (11.39) 
PARA f(x) EN c 

i 




Si / es una funcion tal que 

/(X) = X v - ff: 

para todo x en un intervalo abierto que contiene a c, en¬ 
tonces f in) (c) existe para n = 0, 1, 2, ... y a„ - 
f {n) (c)/nl. Por lo tanto 
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CAPiTULOll - SEWS 1 NFMITA 5 


Usando la convention /^(e) *■ /<c). la serie de Taylor en rM.3^) se ptiede es- 
cribir con la notatidn de in mat aria. como sigac: 

El caso especial cuaudo c = Q se llama serie de Madaurm def{x). Esto sc enuncia a 
conti miatitfn como referenda. 


SERIE OE (11.40) 
MACLAURIN PARA 

H*) 


Si / es una funcion Ul flue fix) = para todo x 

en up interval a abierto {-r, r) w emonces 

/lx) = /tCJI + ( (flu +- * ‘ + 


2r 


«r 


jf’ + 


EJEMFLO f E,p el Ejemplo 6 dc b secridn anterior vimos que e* Liene la representa- 
ctdn cn serie 

f = ! + x + X 1 + ** x-* + ■ ■ ■ + -- x * 1 + - * ■ 

2“ 3! a: 

Verificai que esta es una serie de Madaurin, 

Soludon Si /( x) = entonces la A-Asima derivada de / es f m (x) = e J y 

/^ J (0j = f 0 = 1 para k = 0, 1, 2, .. * 

Por lo tamo, la serie de Madaurin (11.40) es 

i S-jp-x? *> si jj|r ** = 1 +■* +4 * l +■■■+**+■■• 

i=o i*t. *-o*! 2T d 


que es igual a la serie da da. * 


El Teorcma (11.39) implica que si ttna funtidn / se represents por una serie de po- 
icndas en x - c t entonces la serie de potentials dehe scr una serie de Taylor. Sin embar¬ 
go, el teorema no da conditioner que garanticcn la existent-ia dc una represen tad On en 
serie de potential A eominuatidn _se obtienen tales conditioner. Comcnzamos por no¬ 
tar que !a (*t + IHsima suma partial de la serie de Taylor en (11J9) d Polinomio 
de Taylor de grado n, P fl ( jr) dc / cue (v£ase la Definition (10JO)) Mas aiin. por cl 
Teorema (10.11), 

PAx) - fix) - Rjixi 

ft** it-j 

con W * w + V ( * _fr 

para un numero z enlre c y x. En el siguiente teorema se usa para obtener con- 

diciones suficientes que gaiuitlcen la existentia de una representation cn serie dc po- 
tenrias para fix}. 
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TEOREMA (11.41) 


Sea / una funcion que tiene derivadas de todos los orde- 
nes en un intervalo que contiene a c, y sea R n (x) el Re- 
siduo de Taylor de / en c. Si 


li'rn R„(x ) = 0 

/?-* oo 






para todo x en el intervalo, entonces f(x) esta represen- 
tada por la serie de Taylor de f(x) en c. 


Demostracion El polinomio de Taylor P„(x) es el n-esimo termino de la sucesion 
de las sumas parciales de la serie de Taylor para f(x) en c. Como P„(x) = f(x) - 
R n (x), 


lim P„(.v) = /(.y) - Iim R„( v) = /(x). 

n—x n — ol 

Por lo tanto, la sucesi6n de las sumas parciales converge a /( x ). Esto demuestra el teo- 
rema. • • 

En el Ejemplo 2 de la Seccidn 11.6 se demostro que la serie de potencias Y*x n /n\ 
es absolutamente convergente para todo numero real. El Teorema (11.16) da el siguien- 
te resultado. 


TEOREMA (11.42) 


El Teorema (11.42) se usard en la solucion del ejemplo siguiente. 



EJEMPLO 2 Encontrar la serie de Maclaurin para sen x y demostrar que representa 
a sen* para todo numero real x. 

Solucion Organizamos el trabajo como sigue: 

f(x) = sen a /(0) = 0 

fix) = cos x f( 0) = I 


fix) = -senx f\ 0) = 0 

rw» —cos x /'"(G) = -1 

Las siguientes derivadas siguen el mismo patrdn. Sustituyendo en (11.40), obtenemos 
la serie de Maclaurin 


sen x = 






+ • • • 


Hasta este momento lo que se sabe es que si senx esta representado por una serie de 
potencias en x, entonces la serie es esta. Para demostrar que sen x esta representado 
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CAPITULO 11 * SOffiSIHFMTAS 

por csia seric de Maclaurin. uwmos el Tcorcma <11.41). Sires un entero positive, en- 
lonces 

= |ccs.v| o bien = |sen*|, 

Por lo tamo, |/ w+l> U)i ^ 1 para todo mimero z y, asando la formula para 
eon c = 0, 




(n + H! 


i*r 


S tn + 1)!' 


A pariit del Teorema (11.42) y del Tearema de lntercalacion (11-7), se deduce quc 
lfro„_» | /?„(.*) | = 0. Por ronsiguieme, lim,^ = 0 y 1* representation en «rie 

de Madaurln para sen jr es v4lida pant todo Jr. 


EJEMPLO 3 Eneontrar la seric de Maclaurin para cos x. 

Solucion Podriamos proceder direetamente como en d Ejemplo 2. pero obtendre- 
mos la seric para cos jr derivando la seric dc sen jt quc se obtuvo en esc ejemplo. Esio da 


cos x = I 


X 4 

2! 


X 4 X* 

+ 41 “ 6! 


^.2* 


+ , - ,r S5 + - 


Tal seric tamhi£n puede obtenerse imegrando los t^nninos de la seric para smx. 

La scrie de Madaurin para se obtavc en el Ejemplo 6 de la sccddn anterior con 
mi mSodo indireeto (v^ase lambicn d Ejemplo L de csia seccidnL En seguida se da 
una deduccidn directs de esta importante fdtmula- 


EJEMPLO * Eneontrar la representaeidn en seric de Madtfurin de e J para todo no- 
mero real x. 

Solucion Si f(x) = e\ entonces f^Hx} =■ e* para todo entero positive k. Por 
lo tanto» / m (0) = 1 y sustituyertdo cn (11.40), obtenemos 

X 2 x* x K 

'-'***i*%+~*z*~ 


Como en la solticion dd Ejemplo 2* u&amos eJ Teorema (11,41) para demostrar que 
esia representad6n en serie de potendas para e* es v&iida para todo numcro real x. 
Usando la formula para con c - 0, 


RJ,x) 


in + 1j! 


_ ^ _ 

in + l)\ 


x* +l 


para algun numero z eatre 0 y x r Si 0 < x. emonces e z < e\ ya que la fuiieiOn expo¬ 
nential natural es erecienle y pot lanto. para todo entero podtivo n, 


0 < Rj[x) < 


(n+ II! 


if 


+1 


Usando d Teorema (11.42), 


Urn 


n.• I n + ri! 


** +J 

llm — - 0 
P - r (n-f I)! 











y, por el Teorema de Intercalation (1 1 . 7 ), 

lim /?„(*) = 0. 

Si j: < 0, entonces tambten z < 0 y asi e z < p° - i d 

y ' e < e = 1- Por consiguiente, 

0 <!«„(*)|< 


(n + II! | 

cirr" ,i ' nde a ““»• ~ *«<»<•» 

Ios numeros x diferenles de cero Por liliimn P ° t< T clas para e '« vall(| a en lodos 
e° = 1. . CCr0 - P ° r ul,,mo ' s ' * = 0, entonces la serie se reduce a 

!^ P10 n 5 ' a "* T ”"°' — -■- « Polencias de , - (,/«. 

las evaluamos ca c - "‘' a de * /«) - sea,. SI 

f ($H 

«" 6n d ' CU ‘ M Sasrirayeado an (11 ob- 


sen x 


2 2 l t) 2(2') V' () 


El n-esimo termino u„ de esta serie esti dado por 


= 


( n " 2 2(«!) (* 

D/2 ( _ n 


2 (n!) r 


rV 

■J S' « = 0, 2, 4, 6, ... 

*v . 

sj Sl n = *• 3 - 5, 7, ... 


Tpor blLToTotl^e “"1 *** Paredda 3 ' 3 que se 


asl CSSSa^sTl 1 ?,,1*“ “ ^ ■*»» C V aaa 

““"r 10 ” 1 eo,no um - R - M - • i-^ssrssi'rs: 
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Las series en {II.43) sirven para obtencr rcprescmaeiones en serie de pottncias de 
ottas funciones. Pot ejemplo, como (c> se satisface para todo x, puede obtenerse urn 
represemaeidn en sene de potencies para e“ x ‘ sustiluyendo x por “X 3 . Esto da 

X* X 2 * 

f** 1 -1 -x 1 *- -H-jr , + • 

31 n! 

Analogamentc, sustiluyendo x por — x en (c) se obtiene 

^ y 




• + <—ir- 

nl 


Como coshx - k (r* + e *), puede cncontrarse um serie de poicnctas para eoshx su- 
mando Ids termines correspond^ rues dc las series para e* y e~** y muhiplicando luego 

p° r *■ ***> da t = t * 

rash i = 1+ - + 4j + ■ - + ( — + * * ■ 


Es ..istnictivo eomparar esta serie con la de cchx en (11.43), 
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Las series de Taylor y de Maclaurin pueden emplearse para estimar los valores de 
una funci6n. Por ejemplo, para calcular sen (0.1), se puede usar (11.43) (a) y escribir 


sol( 0.„-0.,-^l + 
6 


0.00001 

120 


Por el Teorema (11.29), el error que se comete al utilizar la suma de los dos primeros 
terminos como una aproximacion, es menor que 0.00001/120 » 0.00000008. En gene¬ 
ral, se tiene la siguiente formula de aproximacidn por un polinomio: 

x 3 

sen x % x ——. 

6 

Por el Teorema (11.29), el error es menor que |x 5 |/51. 

El siguiente ejemplo ilustra el uso de las series infinitas para estimar los valores de 
las integrales definidas. 


EJEMPLO 6 Calcular aproximadamente j * senx 2 6fx con una precision de cuatro de¬ 
cimates. 

Solucion Sustituyendo x por x 2 en (11.43) (a). 


sen x 2 


y 6 x 10 y l4 



Integrando cada termino de la serie obtenemos 

J.“" x *‘-5-« + i 5»-7S606 + 

Sumando los tres primeros terminos, 

J * q 1 sen x 2 dx % 0.3103. 

Por el Teorema (11.29), el error es menor que r$ 6 oo ^ 0.00001. 


Cabe mencionar que en el ejemplo anterior se logro una precisidn de cuatro deci¬ 
mates sumando solamente tres terminos de la serie integrada de senx 2 . Para obtener 
este grado de precision con la Regia del Trapecio o con la Regia de Simpson, se necesi- 
taria emplear un valor grande de n en el intervalo [0, 1]. Esto muestra algo importante. 
En las aplicaciones numericas, ademds de analizar el problema dado debe buscarse tam- 
bten el metodo mas eficiente para calcular la respuesta. 

Para tener una representacidn en serie de Taylor o de Maclaurin de una funcion 
/ mediante (11.39) o (11.40), respectivamente, es necesario encontrar una formula ge¬ 
neral para f (n) (x) y ademas investigar lim,,^ /?„(x). Debido a esto, los ejemplos da¬ 
dos se han restringido a expresiones con senx, cosx y e x . Este ntetodo no sirve, por 
ejemplo, si /(x) es tanx o sen _I x, porque / (n) (x) se va complicando a medida que n 
aumenta. La mayoria de los ejercicios siguientes se basan en funciones cuyas rt-esimas 
derivadas pueden determinarse facilmente o en representaciones por series previamente 
establecidas. En los casos m£s complicados nos limitaremos solamente a los primeros 
terminos de la representacidn en serie de Taylor o de Maclaurin. 
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CAPfTULO 11 « SERIES INFINIIAS 


EJERCICIOS 11.8 

Ms Use (11.40) para aaffitw la serif de 
Madaurifl de la expresidn dada y demuestre que lfi se¬ 
rif es vAJida para lode jf, aprovechando el Tecrema 
(1143}- 

I. cos x 2. e ‘ J. e“ *■ e«*h * 

F jertlHas 5-12: Used 1.43)para cncomutt la senedc 
Maclaurin de la exprcsidti dada y determine el radio 
de convergencift. 


5, xV 

6. xe~** 

7. senh x 

x 4 sen x 

9. x sen lx 

10. cos t 1 

11, cos 4 * (Indicorfdni Hag* 
cos 2 x «■ \ (1 + cm2*).) 

uso de la formula 

12. sen 1 * 


Licrddos Eneuenlre la scric de Taylor m cl nii- 

mcro c para !a expresidn dada, iNo verifiquc que 
tim^RAx} - 0.) 

t3, *en v; f = it 4 

14. cos t: c = s-3 

IS. l/x: e = 2 

10. r\ < ^ —3 

17. 10*; « = 0 

If. In 1 i + x>: f 0 

19 r Encucntrc una representacion en serie pira e 1 * 
en potencies dc * 4* 1 

20. Halle una representaetdn en scric para In x en po- 
icncias tic * - L 

iljerclcios 21-26: Encuenire los 
mi nos dc la scric dc Taylor en el 
presitin dad a 

cuatro primeros ik- 
mimero c para la ct- 

21. see e ; c = n 3 

22, tan x: c = n;4 

23. sen 1 *: r * 1/2 

24. cue x: £ ■ 2n/3 

25- t' - - ! 

26, sech v: r » 0 

EJerdcHh 2^38; Use una serie infimta para caleular 
d ndmero dado con una precision da cuatro deainales, 

27. xc 

2t. e 1 

19. cos 3 

36- sen 1 

31. wn 1 o,l 

32. In 1.5 

33, sen h 0.5 

34. cosha i 

35. 

p*( j 

36, I .v cos .v a dx 
1° 

37, | m * cos v 3 Jv 

3*. ^ 1 tun 1 t j dx 


EJtrdrios JM2: Cakufc Mprosmadamaxtc ia integral 
eon una precision de cuatro dcctnuls, Suponga que 
si el inte&rando « /(*). entoriccs 

am - Itm^/U). 


„ r 1 - 4-os * 

* Jo— 


"• £ 


i,a In fl + *1 




Jx 



it\ 


43. Use < 1 1.43) (d) para evatuar la serie de Mnclau 
rift de In 10 + *)/(! ~x)l 


44 Use Ins cinco primeros idnnino* de la serie en cl 
Ejefrido 43 para calculttr In 2, y compare *u r»- 
pue&tn con d valor que sc obtiene usando una 
euladora o utm tabla. 


43. Use(n.43He)eoii x - I para represent nr r co- 
mo Ja siitiin de una serie infinita. £Qu£ precision 
sc obtiene umuido Jos cinco pnmeros t4nniiK» de 
ta serie para aproxmi&r if? ; r Cuintm t£rminos 
de tit serie se reqmeren apmximAdAmefHe para 
obtener una precision de oiatro decimates eti la 
estimacidn dc wl 

46. Apliquc la t dent id ad EaiT p 1 4 tan -1 \ = r/4 
(vease el fcjercicio 3d dc la Scccibn fl-5) para eat* 
presar r como la soma de dos series uifiniia.%, Use 
Ira dneo priitlcros ifrmitms de eada serie para 
estimar r y compare cl resukado con el gue se 
obtiene en cl Ejerddo 45, 

47. Cuando sc plane* una carretera a [raves de un 
desicrto, un toptigrato debe tomar en cuenta la 
curvatura de la Tierra a] medir las dil'crcncias de 
dc-acion tvease la riguralr 

la) Demuestre que si s es la longilud dc la ca 
mnera y H ts el radio dc la Tierra. Id co- 
rrecdbn C que sc debc haerr es 

C* Rtuett/R) - If. 

lb) Use la serie de Maclaurin de sec x para de- 
most rar que Ces aproxirnad&meme igual a 

+ (SvVOWM. 


VJSUAi 

E JEROQO 47 HQfctfONTAL 
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(c) El radio medio de la Tierra es igual a 
6370 km. CalcuJe la correction que hay que 
efectuar con una precision de 1 cm para una 
carretera de 8 km de longitud. 

48. Consulte el Ejercicio 57 de la Section 8.7. La ve- 
locidad v de una ola en el agua esta relacionada 
con la longitud de onda L y la profundidad D 
del agua, a traves de la fdrmula v 2 = ( i/L/2v) 
tanh ( 2-kD/L), donde a es la aceleracion de la 
gravedad. 

(a) Demuestre que tanh x * x - \ * 3 si x * 
0. (La serie de Maclaurin para tanh x es una 
serie altemante.) 

(b) Use la parte (a) para obtener la fdrmula de 
aproximacion v 2 * iiD para el caso en que 
el cociente D/L es pequeno. 

(c) Los oceandgrafos utilizan la estimation en 
la parte (b) cuando 0 < D/L < 2 o De¬ 
muestre que el error E - | v 2 — i/D| es me- 
nor que 0.002. 

49. Si se aplica una fuerza vertical hacia abajo P a 
una columna con extremo libre y de longitud L 
en un punto a una distancia de x unidades a la 
derecha del centro de su seccion transversal (vease 


la figura), entonces la columna se flexiona. La 
desviacion horizontal 6 se puede expresar por 

„ 1 — cos kL . , . r-. t ■ .. 

6 = x cos k L ~ ' donde * = vP/<£0 

La constante El se llama rigidez a la flexion del 
material. Use una serie de Maclaurin para demos- 
trar que 6 = PxL 2 /(EI) cuando P es pequefta. 


EJERCICIO 49 



50. Demuestre que cos x * 1 - \ x 2 + x * ~ 
720 '*’ 6 con una precision de cuatro decimales si 
0 < x < x/4. 
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SERIE DEL BINOMIO 


El Teorema del Binomio (3.9) dice que si k es un entero positivo, entonces para todos 
los numeros a y b, 

(a + b) k = a k -f ka k ~ x h -f ^ \t k ~ 2 h 2 -»-••• 
n\ 

Tomando a = 1 y b = x, se obtiene 


+ x) k = I +kx+ —-— x 2 + ■ 


k[k - I)- ••(*-»+ 1) . l , 

H-:- .V + • • • + X . 


Cuando k no es un entero positivo (o bien 0), el polinomio da lugar a una serie de po- 
tencias£ a n x n , donde a 0 = 1 y a n - k(k - 1 ) • • • (k - n 4- l )/n\ para n > 1. Esta 
serie infinita tiene la forma 


f k(k - 1) , k(k - 1) - (k -n -f 1) „ , 

I * k\ + - v- 4- • • • 4- X" 4- • • • 


»! 
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CAPiTULOII * SERIES INFfNtTAS 


y sc llama Serif del Biuomln Si k es un emero no negative*, la seric se reduce a la suma 
fimta dada en d Teorema del Binomio. En los Giro* easos, la serie es in finite- 5e dcrja 
como ejercicio demositar que 


llm 




llm 


ft — n 
ii 4- l 


l*M4 


Emoncra, segun el Crilerio de la RazAn <11.33). la scrie es absolutameme convergwite 
si |x] < l y divergcmte si- 1*| > !. Por !t> tamo, la Seric del Binomio represen la una 

funcibn / dada por 


** 0 n - 

Ya sc hiio la observacidn dc que si ft es un eniero no nc&aiivo, emonces fix) - 
(I 4 jc|* . Ahofa se demostrarS que lo mbmo succdc para todo numero real k* Deri- 
vando la Serte dd Binomio, se obtiene 


f f (x) ** ft + fcf ft — S + ’ b 1 + 


nftlfc - U 


♦ (ft — n + I] 


4- “' 


y por lo tamo, 


kx + k{k - ( \x* + - ■ + 


n k{k - i) ik - n + l) 

it! 


jr"* "■ 


Si se sum an los tdminos correspond! ernes de las dos series de poiendas antertores, el 
cocficiente de x” que se oNienc es 

+ JMtft - 11 ■ ik-tt) + ftftfft - !) ■ jk-n+ 1) 

In + III «1 


que al simplificar puede escribirse 


[(t - rt| + n] 


IcfJt - H - • • t fc - 11 + II 

n! 


ka M 


Por lo tanto. 


/tv) + v/'fv) = 1 knjC « kfW 

i» = h 


v entonces, 

/'IjcKI + *1 - = 0 

Si se define la funcidn ;/ por w tv) = fix )/(I + jt) , entonces 

(1 + xtf[x) /(JtWl +*f''[ 


ff'l-v) 


ll + xr* 

11 + vtf'(-v) - Mix) 
(1 ;f .T^ 1 


0, 
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Del Teorcma (4.33) se deduce que i/(x) = c para alguna constante c, es decir, 

fix) 

(I+.y)* C- 

Como /(0) = 1, se ve que c = 1 y por lo tanto, fix) = (1 + x) k , que es lo que se 
queria demostrar. El siguiente enunciado resume esta discusidn. 


SERIE DEL BINOMIO (11.44) 


Si |*i < 1, entonces para todo numcro real k, 
(1 + x) k = 1 + kx + k(k ~ - x 1 + • • • 


n\ 


EJEMPLO 1 
Solucion 


Encontrar una representacidn en serie de potencias para {/1 + x. 
Usando (11.44) con k - % , 


sj\ + x = 1 + .x + 3 ^ r ^ .x 2 + 


i(i — l)(i — 2) 


2! 


3! 


n\ 


que se puede dscribir 

</T + * = \+ \ 


3 2 • 2 ! 


1-2-5 
3 3 • 3! 


+ ... 


+ (-l)" M 


1 2 - • (3n — 4) „ 

- 

3" • n\ 


+ * * * 


para \x\ < 1. La formula para el rt-esimo termino de esta serie es valida siempre y cuando 
n ^ 2. • 


EJEMPLO 2 Encontrar una representation en serie de potencias para jf\ + \ 4 . 

Solucion La serie de potencias puede obtenerse sustituyendo x por x 4 en la serie 
del Ejemplo 1. Por tanto, si |x| < 1, entonces 

</T+^ = ' + f v4 -3^2! v8 + "' 


-f (-1)" 


3" • n\ 


EJEMPLO 3 Calcular aproximadamente |^° 3 {f\ + \ 4 dx. 
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Solution Intcgrando loslerminos dt la serk que obtuvo en cl Ejemplo2 t resuJta 

J yi + x* dr = 0 3 + 0.000162 - 0.000000243 + ' 

Por lo lanio, la integral es aproximadamenie iguat 0.300162 con una precision de seis 
decimals pucs el error es mcnor que 0.000000243. (^Por que?} * 

La Serk del Binomio puede utilizarse para representar aproximadamentt (1 + xf 
median te polinomim. For cjemplo, si \x\ < I B entonce* del Ejetnplo I, 

ifl + x * I + 1 x. 

dondc cl error cn la aproximaeion es menor qtie cl siguienic lirmino ix~ 


EJERCICIOS 11.9 

rjerddos 1-12: Encucmre una repudiation en «r- 
rie dc poiencias para to expreskin dad a y determine 
el radio de convergence. 


1. 

m \ i +■ x 

(fe| v 1 - 

2* 

i 

la* — 

j K1 ^ 



<1 + X 

CI - X J 

3* 

|l + 3El 11 

4. (1 + .t| 14 

5. 

{1 - X| J5 

6-0 ■ x)’'- 1 

7. 

a + x\ 1 

*. |l + .o * 

9. 

(t + x) J 

10. vt 1 + lil J 

11. 

</aT.v 

12. 14 + xf } 


13. Obrcn&a una rcpreseniacten en aerie de potency 

para scab 1 x utihzando la ijzualdad semlT 1 * = 
)i, (1 v 1 - iCuil es e! radiu de conver- 

gencia? 

1 4 . Oble nga una represenl aridn en serk dc potendas 
para senh' 1 x usandn la jfiunldad scnb _i| x = 

In II N I + i J ) dt iCnal cs c! radio de conver- 
gcncia? 

Ejerddo* IS 193 CalcuEe aproximadamenie la integral 

con una precision de ires decimals* 

15. [' 1 ^ 3 + r 1 tlx (v*a$e el Ejercicio I) 


ti. 

r 1 dx 

J ° <j 1 + T J 

(v^«e el Ejercicio 2l 

17. 


(y^ase el EjtTCieio 51 

It. 

J7‘|l -x>f'*lx 

el Ejercicio 6) 

19. 

r j —' 5 j* 

Jo 11 + *V 

i vease e! Ejcrckki 7) 

10. 

Consults d Ejercick) 42 dt la Secdin 10-4. La 
formula del periods T de un pendulo de longi- 


cud L con un dejtplazBrtiknTo itticial en un Sngu- 
I® $ L (en radiants) a partir de su posidon dc 
equilibrium csiA dada por la integral impropia 

T =*2JUjg J*' (cos 0 — cos Pol 1:3 dit. 

La simiiiuaon u - (sen L 0)/(sen { permite 
escribii la integral COIDO 

T - 2\ 2L g j* (3 - Jr seir u\ 11 du 

con k = sen 

(a) Use la Scrie del Binumi® pars (I - *1"' 3 A 
Tin de demostrar que 

T * 2* v Li/I I + }4 J > 

(b) Cakuk aprosimadamenie J suponkndo 
que U 0 = r/6. 
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11.10 


REPASO 


Defina o discuta lo siguiente. 

1. Sucesion infinita. 

2. Limite de una sucesion infinita. 

3. Sucesion infinita convergente. 

4. Sucesion infinita divergente. 

5. Teoremas sobre los limites de las sucesiones. 

6. Sucesiones monotonas. 

7. Sucesion de las sumas parciales de una serie in¬ 
finita. 

8. Serie infinita convergente. 

9. Serie infinita divergente. 

10. Serie armbnica. 

11. Serie geometrica. 

12. Criterio de la Integral. 

13. Serie p o hiperarmonica. 

14. Criterios de comparacidn. 


15. Criterio de la Razon. 

16. Criterio de la Raiz. 

17. Criterio para las Series Alternantes. 

18. Convergence absoluta. 

19. Convergence condicional. 

20. Series de potencias. 

21. Radio de convergence. 

22. Intervalo de convergence. 

23. Representation de funciones por series de po¬ 
tencias. 

24. Derivacibn e integracibn de las series de po¬ 
tencias. 

25. Series de Taylor. 

26. Series de Maclaurin. 

27. Aproximaciones por series. 

28. Serie del Binomio. 


EJERCICIOS 11.10 

Kjercicios 1-6: Determine si la sucesibn converge o di¬ 
verge. Si converge, calcule el limite. 


[In (ir + 1)] 


M- « } 

2. 1100(0.99)"] 

3. {I07n lo j 

4. i- +(-2)4 


J 

. f n n 1 

\( 2\ 2 ") 

5. ]—- p > 

6. \ 1 +- } 

C \/ii + 4 Vn + 9 J 

*) J 

Kjercicios 7-32: (a) Si la 

serie es de terminos positi- 


vos, determine si converge o diverge, (b) Si la serie 
contiene terminos positivos y negativos, determine si 
es absolutamente convergente, condicionalmente con¬ 
vergente o bien divergente. 


1 


7. Z 

« -1 </»(« + I )(n + 2) 
9. £ (-2/3)"-' 


8- I 


(2 n + 3)- 


»-o (n + I) 3 


,0 ‘ 2 + ( 1 / 


21" 


oc * I 

11 . f -- 

M n5 "~ 1 

13. f —— 

„ = i In (it + I) 

15. £( w * + 9M-2) 1 


or 

n= 1 It 


i9. I <-ir -= 

-at 

I 


V* 

sen(n5^ 3) 


3 


»■ f-(-ir-' ~ 

n — t II + I 


25. £ 


I — cos II 


12 z 


1 


3" + 2 

*4- i 

n ~ 1 ir + I 

tA. V- n + cos n 

16 . V 

M w 3 + I 


18- Z (-1)" ‘-t 

20 . £ (— 1 )' 


ir + I 
(09T 

In n 


22 . x (-ir^ 


n 2 - 1 


24. £ i-ir^ll 

«= i n! 


ir 
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2 2 i 

I*-(*■■■ + I — I r -:-r 

^ II 2! «' 


r. t 


29. I 


^T. I2r, - l|! 


* 1 

a. I -prro 

B- ( n T “ 


s/ln n 


m. X t-ir— a I 

B -a n *-i VI + 

EjtrefcicH M-3S: Use ti Criitfio de la Integral U1-22) 
para dderroinar la cenvergeneia o divergencia dc la 
serk. 


1 1 

»■ I 


M (3n + 2i J 


35. I n-V 

a v | 

* 10 

Ji. It 


j*. i 




X. I 


,r, n (In n} 1 


• -1 <yo + 8 


» I -j 


,7j n j - 4n 


Ejemclos SMfl* CatcuLc apimicmuiamerLCe la itima 
dc Ea serie con una pretisjbn dc ires decimates. 






" X'-" - ':wn 


tijffrrkios 45-14: Determine cl radio de convergencia 
de La serie, 


45 y 

4S ' Awi 1 


4ft. 1 


I 


■-oln +■ 5|1 


tv + sr 


tjerddos47-S2: Encuenlre la sene de Maclaudn pa¬ 
ra la cHpresion dada y determine cl radio dc conver- 
geode . 


I — COS X 




sU*0 


HJC «=0 

19 , s«u:coi.i Ml. Ifl 12 + 4 

51. II + *P J 


$2. W1 - ** 


53 r Encucmre una representation para e ' en serie 
de poiencia* de jc + 1. 

54, Gbienga non representation para cOaJr m serie 
de potencies de x - (irflh 

55, Encucnlre una representation para v'v en serie de 
pel end as de x - 4, 

I .jtrcicios StHW: Use ana serie infinite para esiimar 

cl numero dado eon una precision de ire* dedmales. 


Ejcrekta* 41*44: Encucftire el intcr^ak* de convcrgen- 
cia de Lb serie, 

4, y L- V 42, £<-ir-4=** 

,4f-3y' .*• v«+i 


ft. w/l* 




3 r rf.v 


5*. |,' fix)dX con /(*) - (sen x)//x a x * o y 

/<G) - 0. 

59. </roT 


60. e 


a z s 
























CAPITULO 



TEMAS SELECTOS DE LA 
GEOMETRIC AN AU TIC A 


U geometria plana incluye el estudio de figuras tales como 
rectas, cfrculos y triangulos, que se encuentran en un piano. Los 
teoremas se demuestran con razonamientos deductivos a partir 
de ciertos postulados. En la geometria anatitica las figuras planas 
se estudian introduciendo primero un sistema coordenado y 
usando despues varlos tipos de ecuaciones y formulas. Si fuese 
necesario resumir el estudio de la geometria analitica por 
medio de una sola frase, quizas la siguiente send apropiada-. 
“Dada una ecuacion, encontrar su grafted y, recfprocamente, 
dada una grafica, encontrar su ecuacion." En este capftulo 
aplicaremos los metodos de las coordenadas a algunas de las 
figuras planas basicas. 
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MS CAPitULO W « IE MAS S£LECTOS K LA GEOMETRtA ANALiTItA 



SECCIONES CONICAS 


Cada una de las figura* geomeiricas discutides en cslc capitulo pucde obtenersc ccimo 
la imersecdda de un eono circular recto de dot mantes con un piano, ernno se ilustra 
™ la Figura 12.1. Por esta razon sc Homan .wedones cdnkns, o simplememc ednwas. 
Vanando la position del piano coma sc ilusira en la figura. sc obdene una clipse, una 
pnr rI j o una hip£rhoEsi t respect ivamenie. 

Con algunas poddones del pbno se obtienen corneas degrad atlas (o degefitradast 
Por ejemplo, si el piano corta al eono sola men re era d Venice, enfoacea la cbnica const a 
dc un solo puitio. Si d piano comienc al eje dd cono, se obiiene un par dc rectas que 
se inlcrsecan. Finalmcnte, comenzando con el caso de la parabola en Ea Figura 12,1 y 
moviendo el piano paraidamente a Ja posicibn inidaJ puiede llegarve a una posicibn en 
la cual el cono iiene solamentc una recta en eomun con d piano. 

Los antiguos griegos estudjaron ouensivamcmc las seedones conical y descubrie- 
ron prepiedades que pemiten deftnir tales ctirvu en rdminos de ptmtos y rectas. Es 
notori o el hedto de que, aunque las seed ones cbmcas fucron estudiadas hacc miles de 
artos, estan lejos de scr ohsoletas. Son un medio important? para las investigacioncs 
aciuales en el espaeio exterior y para d estudio del comport am lento de las partfculas 
atbmicas. De la ftsica sabemos que si una partkula se mueve bajo la influenda de un 
carKpo de fuerza proporctonul at in verso del cuadrado de la disfancia, entonces su tra- 
yectoria puede describing por medio de umi cbnica, En los campos gravitational y dee’ 
troslitica se present s est e caso. Las brbitas de lw planet as son dfpiicas. Si la elipsc 
es mny J *aplastada M la curva correspond? a la trayectoria de un corneta. Los espejos 
parabdticos se utilizan a veces para captar encrgia solar La hipgrbola sirve para descri¬ 
be b trayectoria dc una partkuta alfa en el eampo dectrieo dc un mkko atdmico. 


FIGURA 14 1 



ran 


PARABOLAS 


En esta seccibn se define lb parabola y se deduccn las ecuadones de las curvas parabsili¬ 
cas que tienen eje vertical u horizontal 



pbno que equidisian dc un pumo fijo F (I lam ado loco) 
y de una recta fija / (Uaniada dfrertrta), am bos corned- 
dos en el piano. 













15.2 Parabolas 


603 


FIGURA 12.5 



FIGURA 12.3 



Supondremos que F no se encuentra sobre /, porque cuan- 
do esto sucede se obtiene una recta en vez de una parabola. 
Si P es un punto en el piano y P es el punto sobre / determi- 
nado por la recta perpendicular a / y que pasa por P (vease 
la Figura 12.2), entonces, segun la Definition 12.1, Pesta 
en la parabola si y solo si </(P, F) = d(P , P ). El punto P 
puede estar en cualquier lugar sobre la curva en la Figura 12.2. 
La recta que pasa por F y es perpendicular a la directriz se 
llama eje de la parabola. El punto V sobre el eje y que est£ 
a la misma distancia de F y de /, se llama vertice de la pa¬ 
rabola. 

Puede obtenerse una ecuacion sencilla para la parabola 
colocando el eje y sobre el eje de la parabola y el origen en 
el vertice V, como se ilustra en la Figura 12.3. En este caso, 
el foco F tiene coordenadas (0, p) para algun numero real 
p * 0, y la ecuacion de la directriz es y = -p. Segun la 
Formula de la Distancia, un punto P(x, y) esta en la para¬ 
bola si y sblo si 

- 0) 2 + (>• - pV = v't* - -X ) 2 ~(y + p) 2 . 


Elevando al cuadrado ambos lados obtenemos 

(.x - 0) J + (>■- p) 2 = (y + p) 2 . 

o bien 

x 2 -1- y 2 — 2 py + p 2 = y 2 + 2py p 2 - 


Simplificando se obtiene 

x 2 = 4 py. 

Hemos demostrado que las coordenadas de cualquier punto (x, y ) sobre la parabo¬ 
la satisfacen la ecuacibn x 2 = 4 py. Reciprocamente, si (x, y) ec una solucion de esta 
ecuacion en x y y, entonces, para encontrar una ecuacion en x' y y' que tenga la misma 
encuentra sobre la parabola. Si p > 0 la parabola abre hacia arriba como en la Figu¬ 
ra 12.3, mientras que si p < 0, la parabola abre hacia aba- 
jo. Notese que la grafica es simetrica con respecto al eje y, 
ya que las soluciones de la ecuacibn x~ = 4 py no cambian 
si se sustituye x por -x. 

Si el eje de la parabola se coloca a lo largo del eje x ocu- 
rre algo parecido. Si el vertice es F(0, 0), el foco es F(p % 0) 
y la directriz tiene ecuacibn x = ~p (vease la Figura 12.4), 
entonces, usando un argumento analogo, se obtiene la ecua- 
cion y 2 = 4px. Si p > 0 la parbbola abre hacia la derecha, 
y si p < 0 abre hacia la izquierda. En este caso la grafica es 

sim&rica con respecto al eje x. 

El siguiente teorema resume la discusion anterior 
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CAFNTULO 19 * TEMA5 SELECTOS DE LA GEOMETBIA AMAUHCA 


TEOREMA (18,8) 


La gra flea de cad a urta de las siguienge* ecuaciones es una 
parabola que ricne su v^rtice en el origefi y d foco y [a 
direariz tndkados* 

(I) X 1 = 4 py: foco F(Q, p), directriz v = -p 
(iij v 1 =? 4px: foco F{p r 0), direclriz x - -p 


RGURA 19.5 



EJEMPtO 1 EaooBtnr el foco y la tflrectrii de la parabo¬ 
la con ecu acton y 1 - -6* y trazar su gtAfka. 

Solution La ecuaddn y 7 = ~bx tiene la forma (ii) del 
Teorema (12.2) con 4 p = -6 t y por lo tanto p ~ - f. Ke^ 
sulta que d foco es 0). es dedr, F( —f T 0)* La eeua- 
ddn de la directriz es x = -p o bien x = f En la Figura 
12,5 aparcce uit croquis de la grdfka, 

EJEMPLQ 2 Qbtener una ecu ae ion de la pardhola que tte¬ 
nt virtiee en d origen> abre hacia artiba v pasa por d pumo 
P(-h 7>. 


SolUcion La forma general de la ecuacidn es x 1 = 4 py (viase (i) del Teorema 
(12.2)). Como P(-3, 7) c$i& cm la parabola, entonces (-3* 7)« una solution de la ecua- 
ci6n. Emonces sc tiene (-3) 1 = 4p(7), o bien/? = Sustiuiyendo el valor de p en 
x 1 = 4 py se oblitne la ecuuizidn x 2 = $ y\ o bien lx 2 - 9y. * 


noun a 19 x> 



Para tratar el caso en que el verlice de la parabola no 
esta en el oiigen se usa la Iraslaeibii de ejes, como se ilustra 
en Sa Figura 12.fi, en la que el ejexy el ejey sc ban desplaza- 
do a las positioner denotadas por x' y y \ que son para lei ns 
a Los ejes originates. Cada punto /Mel piano tiene dos repre- 
sentaciones diferemes como par ordenado: P(jr, y) en el sis- 
tema xy y P(x \ y ) en el sistema x y . Si cl origen del nuevo 
sislcma licne coordenadas {h. A ) cn el sisteina.ry p como 
st ilustra en la Figura 12,6, resub a que 

x ^ x* + h y y *= y' + k. 


Pucdc demostrarse que eitas formulas son vdlidas para tod os los valores de h y A, Las 
formulas 


X « x - h y y ' = y - k . 

son cquivalenies a las anteriores, Esia disc us ion puede res uni it sc como sigue. 

FORMULAS PARA (12.3) 

TRASLACION DE EJES 


Si (,¥. y) son las coordenatias de u*i punto Pen un siste- 
ma de toordenaJa*, A ' J y /') son las coordenadas de 
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P en un sistema de coordenadas x'y' cuyo origen esta en 
el punto (h, k) del sistema xy, entonces 

(i) X = x' + h, y = y' + k 

.... , 

(u)x = x-h, y = y - k 



Las Formulas para Traslacidn de Ejes permiten cambiar de un sistema de coorde¬ 
nadas a otro. Se usan principalmente para cambiar de forma las ecuaciones de las grdfi- 
cas. Concretamente, si un cierto conjunto de puntos en el piano xy es la grafica de una 
ecuacion en x y y, entonces, para encontrar una ecuacion en x y y que tenga la misma 
grafica en el piano x'y', se sustituye x por x' + hyypory' + k en la ecuacidn. Reci- 
procamente, si un conjunto de puntos en el piano x y' es la grafica de una ecuacion 
£11 x y y , entonces, para encontrar la ecuacion correspondiente en x y y se sustituye 
x' por x - h y y' por y - k. 

Por ejemplo, la ecuacion 


(x) 2 + (y) 2 = r 2 

tiene como grafica en el piano x'y’ a la circunferencia de radio r con centro en el ori¬ 
gen. Usando las Fdrmulas para Traslacion de Ejes, se obtiene como una ecuacion de 
esta curva en el piano xy 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 , 

que es la ecuacion de una circunferencia en el piano xy de radio r con centro en C(h, k) 
(vease (1.12)). 

Como otro ejemplo, se sabe que 

Or') 2 = 4py' 

es una ecuacion para la parabola con vert ice en el origen del piano x'y'. Usando las 
Formulas para Traslacion de Ejes, puede verse que 

(x ~ h) 2 = 4p(y - k) 

es una ecuacion para la misma parabola en el piano xy , la cual tiene vertice V(h t k), 
foco F(h, k + p) y la ecuacion de su directriz es y = k - p. Anaiogamente, comen- 
zando con (.y') 2 = 4/wr' se obtiene (v - k) 2 = 4p(x - h). El siguiente teorema resu¬ 
me esta discusidn. 

t 

TEOREMA (12.4) 


La grafica de cada una de las siguientes ecuaciones es una 
parabola con vertice V(h y k) que tiene el foco y la direc¬ 
triz indicados. 

(0 (x — hY = 4 p(y — k): foco F(h y k + p ), directriz 

y = k- P 

(ii) (y- k) 2 - 4p{x “/?): foco F(h + /?, k) t directriz 
x = h - p 
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CAPiTULG 1* * TEMAS SELECTOR LA GEGwETRiA A N ALitlC A 


FlGURA 11.? 

W 1*~ ftl 3 = 4pij~ k) 



tfb {t-k? *= Apix-hy 



En cada case d eje d* la parhbola es paralclo a lino de los ejes coordenados. La 
parabola con ccimcibn f 12.4) ft) abre hack arriba o had a abapo y la parabola con ecua 
cion (12 ,4)(ii) abre a la derecha o a la izquierda. En la Figura 12.7 aparectn croquis 
llpicos de cslas gra ficus. 

Desanoltando d lado izquierdo de la ecuacibn en d Teorema (12.4) (i) y simplifi 
cando, se obticne una ecuaei6n dc la forma 

y = ax 1 + bx + c 

para dettos numeros reales a, by c. Redprocaniente, dada una ecuadtin como esia, 
puede completarse d cuadrado en x para obtencr la forma (12.4) (i). Ifstc mcioJo *e 
tiu&trsra en el Ejcmplo 3. Pot lo tanto* si a ¥= 0, cmoficts ta yrdfka de y = ax 2 + 
Air + c es una parabola eon e/e vertical, 


EJEMPIO 3 Ctescribir y irazar la grifica dt y =» 2x : - 6x + 4. 

Sofucion L&grdficaes una parabola con eje vertical. Para obtoner la forma apro- 
pi ad a se express la ecuaridn como 


y- 4 = lx 2 - for » 2(x 2 - Jx). 


Ahora sc com pi cl a d cuadrado para la expresidn x~ - 3x, Reeordemos que para com- 
pletar el cuadrado de cua/quier expresion de la forma x 2 + qx y f se sum a el cuadrado 
de la mitad del eoefiriente de x, es decir, (^/2)\ Ententes, para jv* - 3jc hay que agre- 
gar (- i f o sea jj . Sin embargo* agregar J a x 2 - 3x en k etuacion v - 4 - 
2(x 2 - Jx)* debido al factor 2 fuera del parentesis, equivale a Rfvegsf s a I kdo dere- 
cho de b etuacidm Por to tamo debemos compensar esto sumando J (y no J ) al 
lado izquierdo. Esto da 

y - 4 + f - 2»x a - lxj+ 1) 
y + jr = 2<x -ty 

o t equivalcnierneme, 

IJC - i) J = iO' + i). 
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La ultima ecuacion esta en la forma ( 12.4) (i) con h = 4, 
^ = — y 4p = 0/7 = g* Por tanto, el vdrtice de la 

parabola es F(/z, A:) o bien -i). El foco esta dado 

por F(h, k + p) o sea F(4, -|) y la directriz es 

y = k ~ P = — i - i o bien y = -f . 

Como ayuda para trazar la grafica notamos que la orde- 
nada de la interseccidn con el eje y es 4. Para encontrar la 
abscisa de la intersection con el eje * resolvemos la ecuacion 
2x - 6x + 4 = 0 o, equivalentemente, ( 2x - 2)(x - 2) = 
0* obteniendo x = 1 y x = 2. La grafica esta en la Figura 
12 . 8 . 


La ecuacion en (12.4) (ii) puede escribirse como 

x = ay 2 + by + c 

para algunos numeros reales a> b y c. Reciprocamente, completando el cuadrado en 
y> esta ecuacion puede expresarse en la forma (12.4) (ii) t como se (lustra en el siguiente 
ejemplo. Por lo tanto, si a # 0, la grafica de x = ay~ + by + c es una parabola con 
eje horizontal. 


EJEMPLO 4 Describir y trazar la grafica de la ecuacion 2x = y 2 + Sy + 22. 
Solucion La grafica es una parabola con eje horizontal Escribiendo 



y 2 + %y = 2* - 22 

sumando 16 a ambos lados, puede completarse el cuadrado 
del lado izquierdo. Esto da 

y 2 + %y + 16 = 2*- 6. 

La ecuacion puede escribirse como 

(y + 4) 2 = 2(x - 3), 

que esta en la forma (12.4) (ii) con h = 3, k = -4, y 4/7 = 
2 o sea p = 4 . Por lo tanto, el vertice es P(3, -4). Como 
P = 2 > 0, resulta que la parabola abre hacia la derecha 
y tienc foco en F(h + p y k); es decir, F( -4). La ecua¬ 
cion de la directriz esx = h - p, o seax = La parabola 
esta en la Figura 12.9. • 


EJEMPLO 5 Encontrar una ecuacion de la parabola con vertice K(-4, 2) y directriz 
y = 5. 
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M\ j 

1/ 

VI - 4, U 

■ ■ 

1 1 1—1—1—1— 

7* 1 * 


Solucion En la Figura 12 JO se muestran d v£rtice y 
la directriz. La ffnea de trazo punteado indka la forma de la 
pardhota, Retulta que um ecuacidn para la pardbota cs 

(x- « 4p(y-*} 

con h - -4. k “ 2 y p = -3 . Esto da 

(Jf + 4) 2 - “I2(^ - 2}. 


Tai ecuaribn pucde expresarsc en la forma y - ax* + bx +- c como sigue: 

x 3 + 8,v + 16 = - 12y + 24 

12 y m -x 2 - 8x + 8 


ETSUftA 19.11 

rrayccEuria de una pdoia WtoboJ 



Si un jugador de beisbol lanza una pelota en una dircc- 
d6n no vertical, tomo se mucstra cn la Figura 12 J L p y la gra- 
vedad cs la iinica fuerza que actua sobre la pelota (cs deck, 
[a resistcncia del airey otros factores externos son deprecia¬ 
ble* L entonces la trayectoria de la bola (y de cualquier otro 
objeto lanzado) es par&briltea. Este hecho (que seri demos, * 


irado en el Capimlo 15) sirve para determinar ddnde caerS la pelota (o el objeto), para 


cnconlrar m altura ttixim*, etcetera (v^ase el Ejerdcio 39). 

La forma de los cables de cteno tipo de puentes organic* es parabblka. Sin embar¬ 
go, como scflalaiuo* en la Seccttn 8,7. I a forma de un cable que cuclga tibremente es 
una catenaria y no una parabola. 

Las recta* tan genres a las parabolas ticnen una propie- 
dad import ante. Supongamos que l es la recta tangent e a la 
grafka de y 2 - 4px en d pumo Flx u )> ¥ sea Fel foco - 
Como SC ve en la Figura 12J2, denotemos por a a) angulo 
enire i y el segmemo /-7 s , y por $ al Angulo entre / y la semi- 
recta horizontal con e.xtremo P, En d Ejerckio 34 sc pidc 
al lector demos irar queo = £L Esta propiedad tiene much as 
aplkadones. For ejemplo, la forma del espejo reflector de 
una linterna o de un faro se obtiene girando una parabola 
alrededor de su eje, Si se coloca una fuente de luz en el foco 
entonces, por las Icyes de la Fisica {et dngttlo de incidenda 
es tgual al dnguio de reflexion }, los rayos de luz se reflcjan a lo largo de ima recta par a- 
tela al eje {vease la Figura 12J3fi)L El mismo principio se emplea en la construccibn 
dc espejos para telescopios y homos solar e$. En el los los ray os de luz llegan al espejo 
parabblico a lo largo de rectas paraidas al eje y se reflejan hacia el foco (v^ase ta Figura 
12 J3(ii». Las antenas de slstemas de radar, radiotelescopios y mierdfonos de campo 
usados en d:versos deportes tambi^n tienert esta propiedad. 


riGURA It,19| 
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FIGURA 12.1 3 


(l) Reflector de faro 

RAVOS DE LUZ 



(if) Reflector de telescopio 



RAVOS DE UJZ 

OCUIAR 


EJERCICIOS 12.2 

Ejercicios 1-16: Eneuentre el vertice, el toco y la di- 
recCriz: de cada parabola y trace su grafica. 

1. x 2 = -12 y y 2 ~l< 

3. 2y 2 « — 3x 4 

5. 8x 2 = y 6 * y 2 - ~ I00x 

7. y 2 - 12=12.x 

8. y = 40x -91 - 4x z 

9. y = -V 2 — 4x 4- 2 

10 . v = 8x 2 4- Ifvv + 10 
U. y 2 ^4} -lx -4=^0 

12. y 2 4- 14y 4- 4.x 4-45=0 

13. 4x z 4- 40x + y + 106 = 0 

14. y 2 - 20y 4- 100 « 6x 

15. x 2 4- 20y - 10 

16. 4x 2 4- 4x + 4y 4- I - 0 

17. Describa un mStodo para localizar el vertice de 
la parabola y - ax 2 4- bx + c usando la deri- 
vada. Use este procedimiento para encontrar los 
vertices en los Ejercicios 8-10. Describa un me- 
iodo analogo para x = ay 2 4- by + c. 

18. Describa como puede usarse la segunda deriva- 
da para determinar si la parabola y - ax 2 4- 
bx 4 c abre haciaarriba o hacia abajo. llustre 
este metodo con los Ejercicios 8-10. 

Ejercicios 19-24: Eneuentre una ecuacion para la pa¬ 
rabola que satisface las ecuaciones dadas. 

19. Foco (2, 0), directriz * = ”2. 

20. Foco (0, —4). directriz y - 4. 

21. Foco (6, 4), directriz >’ - -2. 


22. Foco (-3, —2), directriz y = l. 

23. Vertice en el origen, simetrica con respecto al eje 
y y pasa por el punto A (2, •'3). 

24. Vertice E<-3, 5). eje paralelo al eje x y pasa por 
el punto A (5, 9). 

25. El reflector de un faro esta diseflado de manera 
que una seccion transversal a travfcs de su eje es 
una parabola y la fuente de luz esta colocada en 
el foco. Eneuentre el foco suponiendo que el re- 
Rector mide 3 pie de dtemetro y 1 pie de pro- 
fundidad. 

26. Una seccibn de un puente colgante tiene su peso 
uniformemente distribuido entre dos torres ge- 
melas que distan 400 pie una de otra y se elevan 
90 pie sobre una carretera horizontal (vease la fi- 
gura). Un cable suspendido entre los extremos su¬ 
periors de las torres tiene forma parabolica y su 
punto medio se encuentra 10 pie por arriba de la 
carretera. Consider los ejes coordenados que se 
muestran en la figura. 

(a) Eneuentre la ecuacibn de la parabola res- 
pectiva. 

(b> Establezca una integral que de la longitud 
del cable. 

(c) Suponiendo que se usan nueve cables verti¬ 
cals paralelos igualmente espaciados para 

EJERCIQO 26 
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EJERCICIO 37 



del h'quido es una solucidn de la ecuacion dife- 
rencial^' = (o) 2 /y)x con y = 32 pie/s 2 . 

(a) Demuestre que y = ^ 4 oj 2 x 2 + /(0). 

(b) Determine la velocidad angular o) que pro¬ 
duce una distancia focal de 2 pie. 

38. Suponga que la recta tangente / a una parabola 
en un punto P corta a la directriz en un punto 

EJERGCIO 38 



Q (vease la figura). Sea Fel foco. Demuestre que 
el angulo PFQ es recto. 

. Un nifto tira una pelota de beisbol en lo alto de 
una colina (vease la figura). La pelota, lanzada 
a un 4ngulo de 45° sobre la horizontal, cae a 
50 pie de distancia en la Ioma, que esti definida 
por la recta 4y + 3x = 0. 

(a) Despreciando la altura del nifto, encuentre 
la ecuacion de la trayectoria parabdlica de la 
pelota. 

(b) iCual es la altura maxima de la bola sobre 
el suelo? 

EJERCIQO 39 



44). Una cuerda focal es un segmento de recta que 
pasa por el foco de una parabola y tiene sus ex- 
tremos en la curva. Sea AB una cuerda focal. De¬ 
muestre que las rectas tangentes en A y B (a) son 
perpendiculares; (b) se cortan en la directriz. 


12.3 


ELIPSES 


Una elipse puede definirse como sigue. 


DEFINICION (12.5) 



Hay una forma fticil de trazar una elipse sobre papel. Se comienza por clavar dos 
tachuelas en dos puntos denotados por Fy F y atar los extremos de un hilo a las ta- 
chuelas. Despues se estira el hilo con la puma de un lapiz, como se muestra en la Figura 
12.14, y al mover dicha punta manteniendo el hild tenso la suma de las distancias d(F, P ) 
y d(F\ P ) es igual a la longitud del hilo y por lo tanto es constante. El lapiz irazard 
una elipse con focos Fy F'. Variando las posiciones de Fy F' pero manteniendo fija 
la longitud del hilo puede cambiarse mucho la forma de la elipse. Si F y F' estin muy 
separados de manera que d(F , F ) es casi igual a la longitud del hilo entonces la elipse 
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flout* iitt 


FIGURA 11.11 


r 




ft*. M 


cs muy alar gad a.. Si d{F t f ) ea pequefia en toners la elipsc es cast una dminfercncia. 
Si / - F se obtiene exactameme una ciretinfcTcnda con centre F. 

Introduciendo sistemas de coordenadas adecuados pueden deducirse algunas ecus- 
ciones Knclllas para las clipses, Eseojamas cl cje x como la recta quc pasa pot los do* 
locos F y F\ con d origen en el punto medio de! segmento F'F. Este punto se llama 
rnilro de la elipse. Si Ftiene coordenadas < c, 0). dondc c > 0* entoocei* como se nvuestra 
en la Figura 12,15, F r time coord triads (-r a Q) y la distance enire Fy F* es 2c. La 
constante que es la suma de ks distances de Fa Fy F* se denota por 2a. Para obtener 
punto* que no eslen sobre el eje * es nccesario que 2a > 2c; cs decir, a > e. Por defini- 
ei6n> P{x+ y) esii en )a elipse si y sdlo si 


d(P> F) + d(P r F) = 2a 


o, usando la Formula dr la Distanda, 


/(jc -c) 1 + (jr - 01- + v ( V + d J + (y - op - 2a. 


\ 


Escribiendu esta ecuaridn ccmo 


v ix - d J + y 1 = 2ti - Vlx -t-r^ + y 1 


y elevando am bos mienibros a l cuadrado* 

x 1 - 2t x + c 1 + y z s* 4d 2 - An v |a + tj 1 + y 2 + a 2 + lex + t 2 + y 1 . 

In eual *c reduce a 



El evando am bos miembroa a I cuadrado se ojtietie 


+ 2cx ± c 1 + y 1 ) = a* + la 2 cx + e¥. 


que puede escribirse como 


jr{» 1 - c J ) + oV = - c J ). 

Divtdiendo am bos miembros emre a 1 la 1 - c J ) se obiiene 
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Recordando que a > c y por tanto a 2 - c 2 > 0, se define 

h = yfa 2 — c 2 o bien b 2 = cr — c 2 . 

Esto da la ecuacion 



Como c > 0 y b 2 = a 2 - c 2 , resulta que a 2 > b 2 y por 
tanto a > b. 

Queda demostrado que las coordenadas de cualquier pun- 
to ( x , y) de la elipse en la Figura 12.16, satisfacen la ecua- 
ci6n ( x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) = 1. Redprocamente, si (jc, y) es 
una solucidn de esta ecuacion, invirtiendo el orden del razo- 
namiento anterior puede verse que el punto ( x , y) esta en la 
elipse. 

Las intersecciones con el eje x pueden encontrarse toman- 
do y = 0. Haciendo esto se obtiene x 2 /a 2 = I y x 2 = a 2 % 
y por lo tanto las intersecciones con el eje x son a y -a. 
Los puntos correspondientes de la grafica V(a % 0) y V\-a , 0) son los vertices de la 
elipse (vease la Figura 12.16). El segmento V' V es el eje mayor. An^logamente, toman- 
do x - 0 en la ecuacidn de la elipse, se obtiene y 2 /b 2 — 1, o bien y 2 = b 2 . Por lo tan¬ 
to, las intersecciones con el eje y son b y -b . El segmento entre M\ 0, -b) y A/(0, b ) 
es el eje menor de la elipse. Notese que el eje mayor es obviamente mas largo que el 
eje menor, ya que a > b. 

Aplicando la prueba de la simetria (1.11), se ve que la elipse es simetrica con res- 
pecto al eje x y al eje y y al origen. 

La discusidn anterior puede resumirse como sigue. 


FIGURA 12.16 



TEOREMA (12.6) 


La grafica de la ecuacion 

h 2 
b 



a 2 



donde a 2 > b 2 y es una elipse con vertices (±<?, 0). Los 
extremos del eje menor son (0, ±b). Los focos son por 
lo tanto (±c\ 0), donde c 2 = a 2 - b 2 . 


EJEMPLO 1 Estudiar y trazar la grafica de la ecuacidn 

4x 2 + 18y 2 = 36. 

Solucidn Para obtener la forma en el Teorema (12.6) dividimos ambos lados de 
la ecuacion entre 36 y simplificamos. Esto lleva a 
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que es La forma biiscado con o 2 - 9 y - 2, Asi a = 3, 
b = Vl t y por tanto Ios eKiremos del eje mayor son (±3. 0) 
y Ios dd eje menor son {0, ±v'2>, Como 

c 2 - a 2 - b 1 - 9 “ 2 = 7 o sea c = Vl, 

Ids focos son |±V7. 0}, En la Figure 12.7 aparece la grafica. 


EJEMPLO S Ertconuar una ccuacion dc la elipse con vertices (±4 t 0} y focos (±2. OK 

Solution Ustuido la notation del Tcorcma (I2.6K a = 4 y c =* 2. Como c 1 = 
a 2 - b 2 > vemos que b J « a 2 — c 2 = Lfi - 4 = 12, Esto da 


A veces es conveniente colotar d eje mayor de la dipse a lo largo deE eje v. SS Ids 
focos son (0, ±cK entonces, con ei mismo tipo dc razonamientos usados anlcriormen- 
te. sc obtiene lo que sigue. 


TEOREMA (12.7) 



En la Figura 12*18 aparece el croquis de una elipse con el eje mayor sobrc el eje 
El razonamiemo anterior muestra que una ecuaddn para una clipse con centro en 
el origert y focos sob re uno de losejcs coordenados pucdc escribirse sicmpre en Ja forma 


n<iunA ift.ii 



t 2 v 1 

+ — = t o bien / P\' “ pq 

P H 

donde p y q son posit ivos y p ± q. Si p > q el eje mayor 
estd sobrc d eje x y si q > p d eje mayor esti sabre el eje 
y r No es necesario rccordar estos dates y& qut en cuaJquier 
problems puedc deierttiinarse el eje mayor atializando las in- 
lerseccioncs con Los ejes. 


EiEMPLQ 3 Trazar la gudfica de la ecuaeidn 9x* + 
4y'- - 25. 













FIGURA 18.19 



Solution La grafica es una elipse con centra en el ori- 
gen y focos sobre uno de Ios ejes coordenados. Para en- 
contrar las intersecciones con el eje x , tomamos y = 0 y 
obtenemos 9x 2 = 25 o sea x = if. Analogamente, para 
encontrar las intersecciones con el eje y, tomamos x = 0 y 
obtenemos 4 y~ = 25, o sea>> = if. Esto permite dibujar 
la elipse (v6ase la Figura 12.19). Como f < f, el eje ma¬ 
yor esta sobre el eje y. • 


EJEMPIO 4 Encontrar el area de la region acotada por una elipse cuyos ejes mayor 
y menor tienen longitudes 2 a y 2b, respectivamente. 

Solucion Por (12.6), (x 2 /a~) + ( y 2 /b 2 ) = 1 es una ecuacidn para la elipse. Des- 
pejando y obtenemos 

y = (±b/a)sja 2 — x 2 . 

La grafica de la elipse tiene la forma que se muestra en la Figura 12.16. Entonces, por 
simetrfa, basta encontrar el drea de la regi6n en el primer cuadrante y multiplicar el 
resultado por 4. Usando (5.11), 

A = 4 - f sja 2 — x 2 dx. 
a J o 


Haciendo la sustituci6n trigonometrica x = a sen 0, 

v V - x 2 =* a cos 0 y dx = a cos 0 dO. 

M&s aun, los valores de 0 correspondientes ax=Oyx = ason0 = Oy0 = tt/ 2, 
respectivamente. En consecuencia, 


A = 4 f* 2 a 2 cos 2 0 dO = 4 ab f* 
a Jo 


*/2 1 -f cos 26 


dO 


= lab [0 + i sen2«]" 2 = 2ab[n/2] = jtofc. 

Como un caso especial, cuando b = a, la region acotada por la elipse es un ctrculo 
, y A = 7T</ 2 . • 


Usando las Formulas para Traslacion de Ejes (12.3) pueden generalizarse los resul- 
tados anteriores al caso de una elipse con centro en cualquier punto C(h, k) en el 
piano xy. Por ejemplo, como la grafica de 
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ts una dipsccon eemro en cl on gen O del piano x y (vease 
la Figma J2.2D) t su ecuadon con respctlo al sisfcma coorde- 
nado xy es 


(* - ftj* , (>' - k) J 
-1 + 


I 


Dcsarrolkmk? I OS Cuadrttlos y dnipliriearido sc Obticnc 
yna eeuadoti de la forma 


Ijc 2 + Cy 1 + Ox + Ey + F = 0 


donde los coefi denies son numeros reales y A y C son poskivos. Rc dprocaro cnte, ca~ 
menzando con una ecuacton dc estc lipo y complete do cuadrados puede oblencrse una 
cxprcsidn qut cxhibc explickamentc el centre de la dipse y las longitudes de sus semk- 
jcs. Esie rn&odo se (lustra en el ejemplo siguientc. 


EJEMPLO I Esludiar y irazar la grilles de la ccuadon 

I&r + 9 y 1 + 64.r - I8y - 1\ - 0, 
Solucion Comenzamos per cseribir la ecuactOn en la forma 


160c 1 + 4x) + 9{y* - 2y) = 71. 

Luego se com pic tan tos cuadrados para las exprcsiones etrtre parintesis obteniendo asi 
IGt* 1 + 4.r + 4) + 9 (y l - 2 y + 1) = 7] +64+9, 


N6tese quc al sumar 4 a la expresion dentro del primer parentesis hcmos sum ado 64 
at kdo izquicrdo de (a ocuaridn* y dcbemo* eompenjiar esio sum an do 64 al kdo dcre* 
cho. Analogamerue, al s Lunar 1 a la expresidn dentro del segundo par^ntcsiB, se suma 
9 al lado jzquierdo y par tanto, hay quc sirmar 9 al Eado derecho, La ecuari6n anterior 
puede escribirse 


16U + 2) 1 + 9 {y- = 144. 


FIGIJflA ta.ai 



Dividiendo enire 144 obtenemos 


n. + h- 

9 + 16 


If 


“ Ip 


que es de la forma 


(X 1 ) 1 IV) 1 ^ 
9 + J6 


con x* = x + 2 y y' = y - L Esia correspond e a tomar 
h = -2 y k = 1 en tas f6rmulas para traslaaon de ejes 
U2.3). Como la graftca de la ecuadon (jt')V 9 + (y")Vl6 = I es una dipse con cen¬ 
tre? cn d origen det piano x'y\ resulta que Ea grifka de la ecuacion dada cs una elipse 
con centro C{-2, U en el piano xy y euyos ejes son paralelos a los ejes coordenados. 
La Figura tl.21 muestra h grafica. 
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sobreta * edonS H r alargadas ° CaSi redondas - Para obte ^ r informacion 
sobre la redondez de una el.pse se usa a veces la excentricidad e (que no debe con- 

fundn-sc con la base de los logaritmos naturales). La exceniricidad se define como 

sigue supomendo que a, b y c t.enen el mismo significado que en los Teoremas (12 6) 


DEFINICION (12.8) 


La excentricidad e de una elipse es 


c . a 2 b 1 


a a 



bupongamos que en la Definicion (12.8) se considera la longitud del eje mayor la 

"<° <Vsf.' r r or ““t «*-*• c— /A < 1 

“ 7 1 ’ ent0nces v "- - h 2 « a y por tamo b = 0. En este caso la clip- 

« "" 0nC ' S V*’-** E.«« «o la clips. 

laor^a'd^'^ I5 , se den ’ os «raran las ires leyes de Kepler. La primera afirma que 

a mavort 7 \ ? u “ SIS,ema SOlar “ Una elipse con el So1 en uno d * los focos. 
.. "} ayona dc las orbltas son casi circulares (o muy redondas) y por tamo, sus excentri- 
ctdades son casi 0. Por ejemplo, para la Tierra e = 0.017; para Marte e * 0 093 y pa- 
ra lrano<» 0.046. Las drbitas de Mercurio y Pluton son menos redondas. con 
e/centricidades de 0.206 y 0.249, respectivamente. 

easo^ UCh ° S c ° me ‘ as tienen 6rbi ‘as elipticas con cl Sol en uno de los focos. En esos 
casos a exceniricidad es casi 1 y la elipse es muy alargada. En el ejemplo siguiente se 
usara la un.dad astronomica (1 UA = 150 000 000 km o 92 000 000 mi) para medir gran- 


FtGURA 12.98 

^COMETA DE HALLEY 



EJEMPLO 6 El cometa de Halley tiene un periodo de 76.2 
anos y una orbita eliptica con excentricidad e = 0.967. La 
distancia minima al Sol que alcanza el cometa es 0.587 UA. 
Estimar la distancia maxima del cometa al Sol con una pre¬ 
cision de 0.1 UA. 


la longitud del 
Como a - 


Solucion La Figura 12.22, donde como de costumbre c 
es la distancia del centro de la elipse al foco (el Sol) y 2a es 
eje mayor, ilustra la drbita del cometa. 

c es la distancia minima entre el Sol y el cometa, tenemos (en UA), 


a “ c * 0.587 o bien a = c + 0.587. 
Como e = c/a = 0.967, 


c* * 0.961a = 0.967(c + 0.587) ~ 0.967c + 0.568. 

Por Io tanto, 


0.568 

0.033 


17.2. 


0.033c * 0.568 y 


c * 
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tin cOnsccuCncia, 


a = c + 0.587 - 17.2 + 0.6 = 17.8 
y la distancia minima « 

tf + c - 17.8 + 17.2 = 35.0UA. 


amaaas m 

Ejerekrra I-I4i Trace I a grifka dele elqrae y etKuert- 
;re las coordenada* dc Eos virtico y 3 os focos. 


3< 4s 3 + y* w Lfi 4. y 1 4- 9s J = 9 

5s J + 2y* - 10 4, + 2JP 3 - £ 

7. 4** + 25y 3 - I «. I0y» + x 1 - 5 

*. 4x J + V - 32* - 36v + 64 - 0 

10. x* + 2> J + 2* - 20y + 43 = 0 

11. Sn 1 + \ty 2 + 54.\ - 32y - 47 = Q 

12. 4.< ! + 9y 1 + 24jT+ I8>' + 9-0 

13. 2Sx } + 4j»* - 2SOr - I6y + 541 = 0 

14. 4x 1 + y 1 -2>' 


hjertikios 15-22: Enciiemrv la ccuaciir dc la etipse que 
satisface las condiciones datias. 

IS. Virlicef 0), focos F{±S t 0). 

Eft. Vertices F(0, ± 7 ) t Tocos F{0 t ±2)- 

17, Vertices K(0, ±5), Ion git ud del eje menor 3, 

IS. FOCOS F(±J, kmgitud dd eje menor 2 

19. Vertices F<0, ±6>, y pasa por 43* 2K 

IIP . Cairo en el origen r umei rica con respccto a am- 
bo? ejes y pasa por \m punios .4(2. 3) y #(6, IL 

21 , Excentrtridid j, vertices F(0, ±4). 

22, Excentncidad J, ccmio end or igen> vertices en 
el eje ,r y pasa por el pun to {3, 3}, 

23, Un ttreo de tin puerile xiene forma semicJiptka 
con el e}c mayor horizontal, La base del aico mi 
de 30 pie y la pane mas alia csui 10 pie por encl- 
ma de Is canvttra horizontal que pasa por abajo 
del puente (veasc la figiirap. CaJcute le altura del 


a rco sobre el punto del suelo que esta a 5 pie del centro 


EJEHQQO S3 



24. Demumre que 



m 

k 1 


1. 


tt Lilia ecuftddn de la recta tangente a la etipse 
f.rVtf 1 ) + (y*/b*) = 1 en el punto P(jr Ll ^}. 


25. Fncuenlre uim ecuacitin para La recta EangcnEc a 
la elipse Sx x + 4 y l • 56 en el punio P(-Z, 3). 

26, Fncueotrc I os punio* de rangenda & la elipse 
9JC 1 + 4> ri - 36. de dos rectas que corlan c! cjt 
_y tTi el punio (0, 6). 


27, Caleule el volumcn del solido que k obCimc al 
girar la regidn acotada por la dipse b*x 2 4 
tf 1 / 1 = a 7 b 2 alrcdedor de (a) el eje Xi (bj el eje 
/. 

2i. La base de un cuerpo o idlido e$ la fe^ii^n acota- 
da por una elipse con eje mayor 16 y eje tnenor 
9. Calnde el volume de la figura suponiendo que 
la* sccciones iransversale* corre^pondjenecs a tos 
piano* perpetldiimlv^ e if mayor son (a) cua- 
tirades; (bj t bring Dios equi Sri tern* . 

29- Calcule la* dimensiones dd rectringulo de mayor 
rirea irwcrilo en inja elipse con sezniejes a y b k y 
que lime do* lades paralelos al eje mayor. 

36. V n e anque dlindrico oiyas secciones t ran s versa - 
fes son clipses con eje* de longitud fi y 4 pie. re*- 
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pectivamente, est<i acostado y lleno de agua hasta 
la mitad. Calcule la fuerza ejercida por el agua 
en uno de sus extremos. 

31. Sea / la recta tangente en el punto P a una elipse 
con focos F* y F(v6ase la figura). Sea a el angu- 
lo entre F'P y /, y sea 0 el angulo entre FP y /. 
Demuestre que a = /?. (Esta es la propiedad de 
reflexi6n analoga a la de la parabola ilustrada en 
la Figura 12.12, y que se aprecia en los “cuartos 
de los secretos”, donde una persona que hable 
en voz muy baja en uno de los focos puede ser 
escuchada por otra situada en el otro foco.) 

EJERCIQO 31 


(a) Para una velocidad y desplazamiento dados 
la energia total es constante. Demuestre que 
en el espacio de coordenadas xv (espacio de 
fase) el movimiento del sistema describe una 
elipse. 

(b) Encuentre la relacidn entre el area A de la 
elipse de la parte (a), la energia total E y 
la frecuencia / de las oscilaciones. 

36. Una elipse tiene un v^rtice en el origen y focos 
f i(^°) y F i(P + 2c, 0) (vdase la figura). Verifi- 
que que F, suponiendo que el foco lim^o, y 2 = 
4 Px esta fijo. Concluya que una parabola puede 
considerarse como una elipse que tiene “un fo¬ 
co en el infinito”. 



32. La base de un cono eliptico recto de altura h , tiene 
ejes mayor y menor de longitudes 2 a y 2b , res- 
pectivamente. Calcule el volumen del cono. 

33. Suponga que el eje mayor de la orbita de la Tie- 
rra mide 186 000 000 mi y que la excentricidad de 
la misma es 0.017. Calcule las distancias maxi¬ 
ma y minima de la Tierra al Sol con una preci¬ 
sion de 1000 mi. 

34. (a) Demuestre que el perimetro C de una elipse 

con excentricidad e est£ dado por 

~ C = 4a J o 2 v I — e 2 sen 2 0 dO. 

(Sugerencia: Utilice la sustitucidn trigonomdtri- 
ca x = a sen B en la f6rmula (6.9) para*calcular 
la longitud de arco. Esta es una integral e/iptica 
que no es posible evaluar con funciones ele- 
mentales.) 

(b) El planeta Mercurio recorre una 6rbita elip- 
tica con e = 0.206 y a = 0.387 UA. Usan- 
do la parte (a) y la Regia de Simpson con 
n = 10, estime la longitud de su orbita. 

35. Consulte la Figura 8.19dela Secci6n 8.3. En un 
sistema de cuerpo y resorte, la energia total E (la 
suma de las energias cinetica y potencial) esta da- 
da por E - \ mv 2 + \ kx 2 y donde *es el des¬ 
plazamiento del cuerpo con respecto a la posicibn 
de equifibrio, v es la velocidad del mismo y k es 
una constante. 



37. Una de las figuras geom£tricas frecuentemente 
utilizada para modelar las extremidades del cuer¬ 
po humano es el cono eliptico truncado , en el que 
todas las secciones transversales son elipticas y 
tienen la misma excentricidad. La excentricidad 
de brazos y piernas varia entre 0.6 y 1. Sea k = 
a\/b x - o 2 /b 2 y sea L la longitud de una extre- 
midad. Demuestre que el volumen Fest4 dado 
por la f6rmula 1 = < **/. k)Ur { + a t a 2 + a\). 

EJERQCIO 37 



38. Demuestre que si la normal a una elipse en un 
punto P(x ]$ y } ) que no es extremo de ninguno 
de los ejes, contiene al centro de la elipse, enton- 
ces esta curva es una circunferencia. 

39. Un segmento de longitud a + b se mueve man- 
teniendo sus extremos Ay B sobre los ejes coor- 
denados, como se ilustra en la figura. Demuestre 











MO CaHTUIO 1« ■ TEMAS SEIEOOS f5E SEOWETWA ANALiTltA 



que si a * b, ententes el pwwa P describe nils 
dip St. 

441, Un segmento PQ cs perpendicular aJ diamctro A& 
de la circunferenek _r a + y 1 - 4 y Mes &u pun 


to medio (v£ase Is figura) Eneuefitrc una ecua- 
ddn para et COfljfcMO de todos I os punt os medias 
M y trace ta grifica, 

EJEROQO #0 


J 



Q 


12.4 


HIPERBOLAS 


l,a detinieidn dc una hiperbola e$ parecida a la dc una elipsc. El unico carnbio conmte 
tn que en lugar dc usar la surruj dc distancias a dos punt os fijew, se usa la difmncia. 


DEFINICION ( 14 . 9 ) Una tiipertmk cs d con junto dc sod os I os pun (os dc un 

piano talcs que la difereneia de ms distancing a dos pun 
to* fljos dd piano (b$ foens) es una constants posiuva, 


noun* it.ta 



Con el oh jet o de cticontrar turn ecuacitin lenriSla para una 
hiperbota sc clige un sistema de coordenadas dc marscra que 
Jos foeos queden en Fie* 0) y 0) y sc denote la dife- 

rencia de las distanci&s (constant*) por 2a. En la Figum 12.23 
puede verse que un punto P(Jt, eslri cn La hiperbota si y 
solo si se cumple una dc las dos iguakiades sign Sent es : 

d{P t F) - d(P> F) * 2a 
d{P,F)~diP*F) = 2a 


Para las hiptfrboks (at contrario que en la* etipses) se requiere 0 < c para obicner 
punto* dc la hiperbola que no esl^n en el eje x t piles si P es un punto tal, etttonces en 
k Figura 12.21 veruos que 


d{P, F 1 < diF\F) + d{P t F% 

porque la Eongitud de un kdo de un tr Iangulo siempre es mcdor que k suma dc I 
gitudes de los oiros dos lados, Analogamenie 


las lon- 


d{P> F) < d{F\ F\ + diP . Fh 


Las dos desigualdadcs ammo res son equivalents a 


d{P* F) - d{P* Fi < d(F\ F) 
d{P t F)-d(P, F) < d[F\ F) r 
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Como las diferencias a la izquierda son ambas iguales a la y d(F\ F) = 2c, las dos 
desigualdades implican que 2 a < 2c, o bicn a < c. 

Las ecuaciones d(P y F) - d(P y F) = 2a y d(P y F) - d(P y F) = 2* pueden 
reemplazarse con una sola ecuacion 


\d(P y F) - d(P y F')l = 2a. 

Usando la Formula de la Distancia se infiere que 

| vl* - c) 2 + (>’ - 0) 2 - VtT + c) 2 + (y - 0) 2 1 = 2a 

es una ecuacion de la hiperbola. Simplificando como se hizo al deducir una ecuacion 
de la elipse, se llega a la ecuacidn equivalente 



Por conveniencia se define 


b 2 = c 2 - a 2 donde b > 0. 

Sustituyendo en la ecuacion anterior se obtiene 


Quedo demostrado que las coordenadas de cada punto (*, y) de la hiperbola en 
la Figura 12.23 satisfacen la ecuacion anterior. Rectprocamente, si ( x y y) es una solu- 
ci6n de dicha ecuacion, entonces invirtiendo los pasos del razonamiento anterior puede 
verse que el punto (jt, y) esta en la hiperbola. 

La prueba de la Simetria (1.11) muestra que la hiperbola es simetrica respecto a 
ambos ejes y al origen. Las intercepciones x son ±a. Los puntos correspondientes V(a y 0) 
y V (~a y 0) son los vertices y el segmento V'V es el eje transverso de la hiperbola. El 
origen es el centro de la hiperbola. En consecuencia, no hay intercepciones y pues la 
ecuacidn -y 2 /b 2 = 1 no tiene soluciones. 

Los resultados de la discusion anterior pueden resumirse como sigue. 


TEOREMA (12*10) 


La grafica de la ecuacion 




es una hiperbola con vertices (±a y 0). Los focos son 
(±c, 0), donde c 2 = a 2 ± b 2 . 


Despejando y de la ecuacidn (x 2 /a 2 ) - (y 2 /b 2 ) = 1 se obtiene 

y = ±- yfx 2 - a 2 , 
a 

No hay puntos (x y y) de la grafica con x 2 - a 2 < 0; es decir, si -a < x < a. Sin em¬ 
bargo, si hay puntos P(x y y) de la grafica con x > a o bien x < -a. 










m 
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La recta y = ( b/a)x es una asimota de Ea hip^rbola porque la distantfa x) cmre 
cl punto P{x, y) tic la hip£rbo!a y cl punto correspond icnie P'( y L ) en la recta tien- 
de a eero cuando x tiende a infinite, Para demoslrar esto se observa que si X > 0 ententes 

flx) = - x - * s/x 1 - a 1 = - (\ - t/x* - a 1 ), 

a a u 

Rational izando el uumerador se price ba que 

X - fl 1 

I " x + 

b a 1 

For lo tamo Km p(x\ ** Hm - = 0. 

x + y.v J - 

Anilogarncntc* Um^-mpix) => 0. Puede demostraise tambien que la recta y — 
(-bfaiv cs una asimoia dc b biperbob del Teorcma 12,10, 

Las asfmotas son una guia cxoelente para irazar la gr£- 
fica, Una manera convenient c de dibujar Las asfntoias cs 
marcar priltiero bs vertices 0), V(-o T 0) y los punto s 
b} t IT (0, -b) (v$ase la Flgura 12-24). El segment 
W" W de longitud 2b se Llama eje cnttjugadci de la hip^rbola. 
Si se trazan reel as ven Sca les y horbomales que pasen par tos 
extreme.* dc los ejes conjugado y transverse rcspectivamen* 
te, entonces las diagonal es del reel Angulo resultante tientn 
pendteme b/a y -b/s, Prolong a ndo estas dtagonales se ob- 
tienen reeias con eetiadoncs y = fab/a) JT, Lucgo se tr&za b 
hiperhola como cn la Figura 12.24, usando las asm tolas co¬ 
me gdas Las dos curvas que const it u yen la htpdbola »n 
sus mums 


tJEMPLO 1 Fsiudiar y tr&z^r la grafica dc la ecuaribn 
- 4y 2 = 36. 

SoluCion Dividiendo am bos I ados entre 36 se tiene 


que es de 3a forma que aparece cn cl Teoremr (12,10) con 
a 1 = 4 y fr 2 «= 9. For lo tanto a = 2 y b = 3, Los verti¬ 
ces (±2 1 0 ) y los extremes (0, ±3) del eje conjugado deteritii- 
nan un rectingub cuyas diagonales (prolongadas.1 son las 
asintotas. En la Figura 12.25 se tiene La grlfka de esta ecua- 
cibn. Las ccuadooes de las asfmotas y - ±fx T pueden encontrarse a partir de la gr^- 
fka o de las ecuadoncs y = ±(h/a)x. Como c l - a m + b 2 - 4 + 19 - 13, los fo- 
cm son (±V13, 0). * 

El ejempb anterior mucstra que cn las hiperbolas no stempre es cierto que a < b t 
cottio sueede con las elipses. Puede tenerse & < 6 + o.> b o a = b+ 


PHlUfU 1114 

*i J b 1 



OGUI tJk lt-45 

9v 2 - 4r J = 
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EJEMPLO 2 Encontrar una ecuaci6n, los focos y las asmtotas de la hiperbola con 
vertices (±3, 0) y que pasa por el punto P( 5, 2). 

Solucion Sustituyendo a = 3 en (x 2 /a 2 ) - ( y 2 /b 2 ) = 1, obtenemos 


Como (5, 2) es una solucion de esta ecuacion, se tiene 


Esto da b 2 = f y por lo tanto, la ecuaci6n buscada es 

x 2 4 y 2 

~9~~9~ = L 

o equivalentemente, x 2 — 4 y 2 = 9. 

Como c 2 = a 1 + b 2 = 9 + | resulta que c = v 4 4 5 = 4 >^5. Por lo 

tanto los focos son (±j^/5, 0). Sustituyendo b y a en y = y simplificando, 

obtenemos las ecuaciones y = x para las asmtotas. • 


Si los focos de una hiperbola son los puntos (0, ±c) sobre el eje^, usando razona- 
mientos semejantes a los anteriores se llega al siguiente teorema. 


TEOREMA (12.11) 



FIGURA 12.96 




En este caso los extremos del eje conjugado son W(b y 0) 
y W\-b, 0). Las asmtotas se encuentran como antes, usan¬ 
do las diagonales del rectdngulo determinado por los puntos 
W y W\ los vertices y las rectas paralelas a los ejes coorde- 
nados. En la Figura 12.26 aparece la gr&fica correspondien- 
te. Las ecuaciones de las asmtotas son y = ±(a/b)x. N6tese 
la diferencia entre estas ecuaciones y las ecuaciones y = 
±(b/a)x para las asmtotas de la hiperbola considerada en el 
Teorema (12.10). 


EJEMPLO 3 Estudiar la grafica de la ecuacion 
4y 2 - 2 jc 2 = 1. 











CAPfTULO tfl * TEMAS SELECTOR DC LA GEGfciETfiiA A^AlltltA 


624 


Solucion Fedora* obrener la Forma que aparece en el Teorema (12.11) eacribien- 
do la ecuacioii como 


Earonra a 2 = i< b 2 = 1* y r 1 = i + J = J. Por to tamo a - J, £ = VI/2 
y f = V5/2. Los vertices son (0, ± J ) y !os focos son (0 + ±VJ/2), La grdfica tienc la 
apariencia de la curva que aparece en la Figura 1226, * 


Como en el easo de las eltpses, puede usarse la Lraslacidrt de ejes para generalirar 

estta result ados. El siguiente ejemplo ilustra el metodo. 

# 


FIOU1A 1ft 37 



EJEMPLO 4 Estudiar y rrazar la grafica de Ib ecuaeion 
9x* - Ay 1 - 54x - J6.V + 29 = 0. 

Solucion Transformamos la ecuacidti como signer 

9f.i J - 6*| -4{/ + 4)1 = -29 
9(v’ - 6.v + 91 - 4(> J + 4v + 41 = -29 + 81-16 
‘■N v - 3| 2 - 4|y + 2)* = 36 

U - 3)* (>' + 2) 2 , 

4 - 9 -’’ 

qrn* es de la Toma 

(xV {/¥ 

4 9 


coo x' »= x - 3 y = y + 2, Irushdando los ejes x y >■ a! nuevo origcn C(3 k -2) 
obienemos cl croquis que aparece en la Figura J2.27, * 


Los resulted os anteriore* muestran que La grafiea de cualquier ecuaeidn de la forma 
Ax 1 + Cy 2 + Dx + By + F * 0 

es una seccidn cdnica except o por algunos casos drgradados en los que la grafka const a 
stilo de punt os o rectas, o bien no exist e la grdfica. Antique sdlo se han considerado 
cjemplos especialcs. estos mfrodos son compleramente generate*. Si A y C son iguales 
pero no nulos, entonces la crafica, cuando ex isle, es una ri rerun ferenda o —en aigunos 
cams— un purno. Si A y C son diferentes pern del mismo signo. empnees, compleian* 
do nm dr ados y trasladando los ejes adecuadamente, se obtiene una ecuaeidn cuya grd- 
fica, cuando exists, es una elipse (o un punto). Si A y Clienen signos opuestos, seobtiene 
la ecuadon de una hipfrbola o posiblcrnente, en algunos casos en que hay degradation, 
dos recias que se cortan. Finalmente, si tmo de Eos dos {A o Cl es cero, pero el oiro 
no, la grifica es una parabola o —en algmios casos— un par de rectas para Idas, o bien 
una sola reel a. 
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m 

La definicidn de hiperbola (12.9) esta basada en la dife- 
rencia de las distancias a dos puntos fijos (los focos). Esta 
propiedad se usa en un sistema de navegacidn llamado loran 
(acrdmmo del ingles long range navigation, que significa “na- 
vegacidn de largo alcance”). Este sistema utiliza dos pares 
de radiotransmisores, como !os indicados en T T y 5 S' 

los transmit n FigUra l2 ' 28 ' Las scales emitidas desde’ T y T por 

. Entonces. la intersecc.dn de estas dos ramas determina la posicidn del barco. 


FIGURA 18.29 


ft 


( 0 , 50 ) 

ti, ^ 


B{ - 100 . 0 ) 


»- 


/%( 100 . 0 > 


EJEMPLO 5 Una estacion A de loran se encuentra 200 mi 
al este de otra estacion B. Un barco navega 50 mi al norte 
sobre una l.nea recta paralela a la que pasa por las estaciones 

A La Las c,tadas estac '°nes A y B emiten seflaies a razon 
de 980 pie//ts. La seflal emitida por B llega al barco 400 us 
(microsegundos) mis tarde que la emitida por A. Localizar 
la position de! barco. 

l S 2 0 29 < dfm I ,n^ r0dU< i imOS SfS,ema de coordena das como se muestra en la Figura 
! 2 | 2 k’ d n qUC 3S estac,ones se encuentran en los puntos A y B sobre el cje v 

It en r M° na , V : ga SObre 13 rec,a ' = 50 - Como ,a seflal emitida por 5 tarda ^s 

sss: Ca“ ,ut po " i ' u “• - * * '•« <'■«“• »• 

d,~d 2 = (980)(400) = 392000 pic. 

Dividiendo entre 5280 (pies por milla), 

. , 392.000 

d '~ d2 = 5280 = 7^-2424 ... mi. 

Recordando que en la deduccion de la ecuacidn (x 2 /a 2 ) - (y 2 /b 2 ) = l S e tomd 
d\ d 2 - 2a , resulta que en este caso, * 


74.2424 . 


= 37.1212... 


a 2 * 1378. 


Como c = 100, 


h 2 = c 2 - a 2 * 10.000 - 1378 * 8622. 


Por lo tanto, una ecuacidn (aproximada) de la hiperbola con focos en A y B que nasa 
por el punto P es H p 


1378 8622 


= I. 
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Tomando y = 50 (la coordenada y de P) obienemos 

£_ _ 2500 _ 

137H ” 8622 “ 

Despejando tconduimos que jr - 42,16, Despreciando I racciones de milla, las coor 
dcnadas de P son aproxmiadamente (42* 5GK * 


EJERC1CIOS 12.4 


fcjfmdfw 1-1®: Trace I* graftca de la Mp4tbo!a, cal- 
oule itt eoordenad-as dc \o% v+ftfces y Ids fdeos y cn- 
CUCTitre las ecuacionca dc las a si juntas. 


* J y 1 

L ^ 4 * 1 

2 £-^=| 

*' 49 16 

* 

9 4 

V 3 

* 45 X T6-‘ 

5. y 1 — 4JC 3 « 16 

6. * 3 — 2| J = $ 

7. x 1 - y 1 = l 

S. y* — 16* 1 " 1 

9. x J - - 25 

10. Jy 1 - 4 jc j - I 

II. 3a j - - - 3 

12. J6i> -36^ = 

13. 2Sji 5 - 16y* + 250s + i2y + !l» = 0 


14. y 1 - 4X 2 - I2y - 16* +■ 16 « 0 
tf. 4V 1 -x a +40v-4x + 6tl«0 

16. 25X 1 - 9y J - 100.sc - 54> +10 = 0 

17. V - x 1 - 36} + 12* - 36 = 0 
ML 4_i J - y 1 + 32a - 8 y + 4* = 0 

Kjereirwi 16-14: Encuentre una ecuacitin para la hi 
pirtola que sadsfacc las conditioner mdicrtdas. 

19. Focos F( 0. *4} P vertices F(0. ±lh 

Ifl Focos F(±B k 0), vertices F(*5, 0). 

li. Focds F(±5. 0) T vertices F(±3 S 0), 

12- Foeos F{0 h ±3)* vertices ViQ t 

LJ t Foods F( 0, ±5). longttud del eje conjugada 4. 

24. Vertices H±4, OK paia pet P{ ft t 2}. 

25. Vertices F(±3, 0), ecuacionrs dc las asintofas 
y = ±2 Jr. 

26. Foods f*((K±l0K ecuocioncs dc las it&fntatas 
y - ± 1 Jr- 


27. Las griHcas de las ecuaciones 

a 1 fr 1 y a 1 b 1 


-1 


se llama n hiptrbalasconjugudas Trace las gri- 
fietts dc am has ecuaciones en un mis mo slsiema 
de coorderadas con a = 2 y b ■* 5, Describe la 
relation entre Las grafkas 

24. Demuestre que un punto ftjr* y) en una rartia 
de una htp4rbola csid mA* ctrca del food interior 
cu&ndo coincide con el virtiee V\ 

2^. Fncuentre una ecuacidn para la recta tangent? a 
la htp&bda lx 1 - Sy 1 = 3 cn d punto P(-2, 1 K 

.10, Demuestrc que una «usd6n de la recta tan gen¬ 
ie a la hip^fbola (x J /ir 3 >- {J^b 1 ) « I en el 
pumo FU Jt y,) es 

Piy . 
a* ’ 

31 . FsiCU entre los punt os de tangencia de dos rectas 
mngtnte* a la hiper bo la 9x l - y 1 - 36 y que sc 
cortan cn cl eje y en d punio (0; 6). 

32. Encoentre la ecuadftn dc una recta que pasa por 
P(2, -t>y « langCfite a la Kiperbola x* - 4y J = 

16 . 

33. Sea R Le regjdn acotada por la hip^rboia con 
ecuacion - a^ 1 = a J fr 3 y una recta verti¬ 
cal que pasa pot el toco. Catcufc el volutnen del 
sdlido que se oblietic aL girar R atretlcdor dc (a) el 
eje jr. (b) el eje y. 

34 . Calcuk el 4rca dc la region accnada por la hipfcr - 
bola 6 3 * 1 - a l y l * ^b 1 y la recta que pasu 
por un loco v ts perpendicular al eje transverso. 

35. Un barco n a vega a 100 mi de la co«a a lo largo 
de una Lines recta paralda a clla. EL barco envia 
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una seftal de auxilio que se recibe en dos estacio- 
nes A y B de la guardia costera separadas 200 mi 
una de otra (vAase la figura). Midiendo la dife- 
rencia entre los tiempos de llegada de la serial, los 
oficiales deducen que el barco esta 160 mi mas cer- 
ca de B que de A. ^D6nde se encuentra el barco? 



EJERCICIO 35 


36. El fisico Ernest Rutherford descubrib que las par- 
ticulas alfa disparadas hacia un atomo son des- 
viadas por su nucleo a lo largo de trayectorias 
hiperbblicas. La figura ilustra la trayectoria de 
una particula disparada hacia el origen a lo lar¬ 
go de la recta y = \ x y que alcanza una distan- 
cia minima al nucleo de 3 unidades. Halle la 
ecuacibn de la trayectoria. 


EJERCICIO 36 



NUCLEO 


PARTfCULA ALFA 


37. Sea / la recta tangente en el punto P a una hiper- 
bola con focos Fy F' (vAase la figura). Sea a el 
Angulo entre F'P y /, y sea 0 el Angulo entre FP 
y /. Demuestre que a = /3. Esta es la propiedad 
de reflexibn anAloga a la de la elipse (vease el 
Ejercicio 31 de la Seccibn 12.3). Un rayo de luz 


emitido por uno de los focos se reflejarA en P a 
lo largo de una recta que pasa por el otro foco. 
Esta propiedad se aprovecha en el disefto de los 
telescopios de tipo Cassegrain (vease el Ejerci¬ 
cio 38). 

38. El disefto del telescopio Cassegrain (que data de 
1672) aprovecha las propiedades de reflexion de 
la parAbola y de la hipbrbola (v6ase el ejercicio 
anterior y el 34 de la Seccibn 12.2). En la figura 
se muestra un espcjo parabolico (partido) con fo¬ 
cos en F, y eje sobre la recta /, y un segundo es- 
pejo hiperbblico con uno de sus focos tambten 
en F, y eje transverso a lo largo del eje de la pa¬ 
rAbola. Determine d6nde se captarAn finalmen- 
te los rayos de luz que llegan paralelos al eje 
comun de los espejos. 


EJERCICIO 38 



• F . 



ESPEJO 

HIPERB6LICO 


ESPEJO 

1 parab6uco 


39. Algunos cometas recorren trayectorias hiperbd- 
licas con el Sol en uno de los focos. En la figura 
se muestra la grAfica de una de esas trayectorias. 
Se ha elegido el sistema de coordenadas de ma- 
nera que el Sol est£ en el origen y el eje transver¬ 
so quede a lo largo del eje x. A partir de varias 
observaciones de la posicibn del cometa, los as- 
trdnomos han determinado que 12x 2 + 24*- 
4_y 2 + 9 = 0 es una ecuacidn para la trayecto- 


EJERC1CIO 39 


EJERCICIO 37 


COMETA 









m 


capitulo ta - TtMAs mxiaos de u<3£OmetsIa anaufica 


ria <Jd cometa Cikiile tfu* tan ccrca f«l UA> )k 
g8 a cstai d cometa de( Sol. iSufttrencm: Vravc 
d Ljerckk? 28.) 

*Ml Sea / la rocta tangctik a Lina hjperbola cn e| pan¬ 
to P fWase Ja ngon). Sean g y /? los puntos dc 
inicrseccMin dr/ton tas asfntotas. Lkmoeslrcque 
^ « el punt-ci medio dd see me mo gfi. 


tmtQQQ 40 




12.5 


ROTACfON DE EJES 


Pucdepensarse queel si sterna de eoordenadas jt>' usadoen la irasiacidn dcejes(12.3) 
se obiuvo moviendo el origen O del Sterna xy a un, nuevo punto (A. *) sir cambiar 
las directions posit ivas de lot ejes ni el tornado de la untdad. Eu csta seccidn sc intro¬ 
duce un nuevo sistema de coordenadas manteniendo fijo el origen O y girando to* ejes 
xy y ;d reded or de O basis oira posicidn denotada por jt' y y'. Lina transformation 
dc esle lipo es tin a rniacion de ejes. 


FIQUItA it .jo 



Con referenda a la rotation de ejes en la Figurs 12.30. 
sea <p el Angulo que debe girar.se ul eje jr positive para que 
coincida eon el eje jr' posilivo. Si <Jt. yj son las coordenadas 
de un punto fcon respecto si piano Ay, cntonces (x\ y ) sc¬ 
ran las coordenadas dd punto con rcspeclo aJ nuevo si stern a 
de coordenadas x'y'. 

Supongamos que las pnoyeccioncs de P sob re los diver- 
sos ejes se denoian como se indict* en la Figura 12.30 y deno¬ 
te por 6 si angulo POQ . Si p = d{0, P\, entonces 

*' = P cos ff. y' ~ p «n 


X = p cos (0 + *), y - p sen {* + *>. 


Aplicando las formulas para el seiio y d coseno de una suma. se vc que 

jr = p cos & cos * - i> sen t) sen 
y = p sen 6 cos <? + p los 0 sen *\ 


Usaitdo el hecho de que if’ * p cos 6 y y' = p sen 9 se obticnc (j> del siguiente teore 
ma. Las formulas cn (jj) pueden obtencric de (j)> despejando x r y y\ 


FORMULAS PARA (ts.12) Si los ejes .v y y giran un dnguio t - ulicik-dnr del onl'cT 
ROTACION DE EJES ! °f cntonces las coordenadas ( v F v } > u t > J de un punto 

P ulikado en los dos sistemas csvAn rdacimmdas como i 
signer 

(i> X * X cos v? - y sen^. y x sen + v cos * 

Oil x - x cos tp 4 v ven y - v sen ^ 4 v 
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FIGURA 12.31 

y =* I Ax 



Reemplazando jr 


EJEMPLO 1 La gr&fica de la ecuacidn xy = 1 o equiva- 
lentemente^ = l/x, esta en la Figura 12.31. Los ejes coor- 
denados giran un angulo de 45°. Encontrar la grafica de la 
ecuacidn con respecto al nuevo sistema de coordenadas x'y'. 

Solucion Sustituyendo <p = 45° en (i) de las F6rmulas 
para Rotacion de Ejes (12.12), 


.V = 


y = 

y y en la ecuacion xy 


) - Kf 

‘■(T) + f '(f)-(f) (x ' + - 1 ' 1 - 

= 1 se obtiene 


(4 2 ) (x ' -/) (y) ,x ' + >•')='• 

Esto se reduce a 

(.v ) 2 00 2 _ 

2 2 ~ ’ 

que es una ecuacion de la hiperbola con vertices (±V2, 0) sobre el eje x'. Notese que las 
asintotas de la hiperbola tiencn ecuaciones y' = ± x' en el nuevo sistema, que corres- 
ponden a los ejes x y y originales. • 


El Ejemplo 1 ilustra un metodo para climinar de una ecuacidn el t£rmino que con- 
tiene al producto xy. Este metodo puede servir para transformar cualquier ecuacion 
de la forma 

Ax 2 + Bxy -i- Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, 

con B * 0, en una ecuacidn en x' y y' que no contiene termino en x'y'. A continuation 
se muestra que esto sicmpre puede hacerse. Si se giran los ejes un angulo entonces 
sustituyendo x y y por sus expresiones en (12.12)0) se obtiene 

'4(.y' cos <p — y' sent/?) 2 

4- B(x' cos </> - y sen <pMx' sen </> + y’ cos </>) 

+ C(x' sen </> + y cos ip) 2 + D(.t' cos </> - / sem/>) 

+ E(x' setup + y cos ip) + F = 0. 

Realizando las operaciones y ordenando terminos, esta ecuacidn puede escribirse en la 
forma 

A\x') 2 + B x’y’ + C’(y ) 2 + Dx’ + Ey + F' - 0 
con 

(12*13) r = A cos 2 (p + B cos ip setup + Csen 2 tp 

B' = 2(C — A |sen ip cos ip + #(cos 2 </> —sen 2 ip) 
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C" = A scn J tp — B senv> con ip -4 C cos 5 ip 
£> f - D cos ip 4 E sentp 
£ = — £> setup 4 E cos ip 
F = f 


Para efinlhur el tdrnino xy r debe degirse ^ de mantra que 8 » G k e$ dctii\ 
2(C — A) sen ^ cos ^ + #(oos J ^ — sen 5 ^} = 0, 

Usando las fdrmulas para el dobie de un angulo, esia ecuacidn queda 
(C - A) scn2*p + & cost# = 0. 

que es equivalents a 


cot lip ■■ 


A -C 
3 


La anterior demuestra d siguiente rtsukado. 


TEOKEMA (12.H) 


Para dimmer cl itrmino xy de la ecuucion 

Ax 2 4 Bxy + Cy~ + Dx 4 Ey 4 F = 0 
donde if A 0 K clfjEse un angulo tal que 
cot lip = ^ j^ C 

y apkquense Jas Formulas para Roiadon de Ljfji U2.t2). 


Se conduye que la graffca de cuaJquier ecuacidn cn x y y y del tipo que se ex hi be 
cn d lerorcma anlerior, es iina sect;ion c5nica< cxeepto por algunos casos degenerative^ 


EjtMPtO t Esmdiar y irazar la grafica de Ea ecuacidn 
4]x 2 - 24 xy + 54/ - 25 = 0, 
So hic ton Usando la ciotacidn del ico v-ma anterior. 


y 


A 


= 41. 

cat lip 


-24, 

41 - 34 
-24 


C = 34. 
7 

24 


Como cot 2v? es negativo, podemos elegir 2# de mantra que 90* < 2# < 180** y por 
lo tanto cos2^ . (*Por que?) Ahora st utilizttn Jas fdrmuias para la mitad de 

un angulo y rcsuJta asl 


/l - cos 2<p _ j I - {-n) 

'* V 2 "V 2 


4 

5 

3 

5 
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ejes 


Por lo tanto, las formulas de rotacibn buscadas 


son 


x = h'~ $y\ y = $x' + jy. 


FIGURA 18.38 


Sustituyendo x y y en la ecuacibn dada y simplificando ob- 
tenemos 


( X) 2 + 2 (y') 2 = 1. 

La grafica es una elipse con vertices en (±1, 0) sobre el eje 
x‘. Como tan y> = (sen y>)/(cos *>) = ( J )/( i ) = j , re- 
sulta que <p = tan 1 (j ). Despreciando los segundos se ob- 
tiene * 53°8\ La grafica esta en la Figura 12.32. 

El siguiente teorema ensefta c6mo obtener informacidn de la grafica de la ecuacidn 
del Teorema (12.14) antes de girar los ejes. 



TEOREMA (12,15) 


Demostracidf! Si los ejes x y y giran un angulo <p entonces, aplicando las Fdrmulas 
de Rotacion de Ejes (12.12) se obtiene 

A\x') 2 + B'x'y' + C\y ) 2 Dx + E'y' + F' = 0. 

Con las relaciones en (12.13) puede demostrarse que 

B 2 - 4AC = (B ) 2 - 4 A C. 

Con una rotacidn de ejes adecuada, resulta B' = 0 y 

A\x) 2 + C\y ) 2 ^ D’x + EY + F ' * 0. 

Exceptuando los casos degradados o degenerativos la grdfica de esta ecuacidn es una 
elipse cuando AC >0 (es decir A y C tienen el mismo signo), una hip^rbola cuan- 
do A C < 0 (A ' y C tienen signos opuestos), o una parabola si A C = 0 (es decir 
A = 0 o bien C' = 0). Sin embargo, como B = 0 entonces B 2 - 4AC = -4A C\ 
y por lo tanto la grafica es una elipse, hiperbola o parabola segun que B 2 - 4AC < 0, 
B 2 - 4AC > 0, o bien B 2 - 4AC = 0, respectivamente. • • 

La expresidn B 2 - 4,4Cse llama discriminante de la ecuacidn del Teorema (12.15). 
Se demostro que el discriminante es invariante ante la rotacidn de ejes ya que su valor 
no cambia con un giro. 


La grafica de la ecuacion 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

es una seccion cdnica o una conica degenerativa. Si la 
grafica es una cdnica entonces se trata de una 

(i) parabola cuando B 2 - 4 AC = 0. 

(ii) elipse cuando B 2 - 4 AC < 0. 

(iii) hiperbola cuando B 2 - 4AC > 0. 
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EJEMPLO 3 Usar el Teorema (12,15) para dcterminar si la grdfka de la ccuadon 
4U 1 - 2Axy f 34>> J - 25 « 0 
es una pardbola, una elipse o una htperbola. 

Solution Estudiamos esia ecuatitin eft el Ejemplo 2 t donde se realizo una rotacidn 
de ejes. Como A - 41, B =* -24 y C = 34, el tiiscriminamc cs 

B 2 - 4AC - 576 - 4(41X34) - -5000 < 0, 

Por la l auto ( de acuerdo con el Teorema (12.15) (If), la grMica es una elipse. 

En algunos casos at diminar el Lermino xy t la ecuari6n result-ante contiene un t£r- 
mino en x o y . En tal caso es convenience trasladar Ins ejes del sistema de coordena- 
das x y a fin de obtener la grdflca. Los siguientes ejercicios incluyen algunos problem** 
de estos. 


EJERCICIOS 12.5 


Ejercicios 1-14: (a) Apliqueel Teotrcma f 13.15) pm 
determma/ si la gtSfk* de la ccuarititi« una parAbo- 
ta r una elipse o una hlperbnla. (b) Real ice una roia- 
eidn dc ejes ndecuada a Lada case y trace Ea graftea 
de la ccuaciCm. 

1. 32/ - 72*y + 53/ - sn 

1. 7 / - 4S*y - 7/ - 225 

i. 1 \i } + ib-J&y + V 1 - 4 


4 . / - xy + / = 3 

5. 5/ - Sxy + 5/ = V 


* Ha 1 - IQ-Jjxy + / - 20 
7* 16/ - 24 xy + ?/ — GOx - BOy + 100 » 0 
*■ x 1 + 2 v /5 xy + 3/ + 6^/5* - By + 32 « 0 
9. 5/ + 6\/3xy “ / +■ 8* ~ - 1 2 = 0 

10. 16/- 4«xjr + 82/ + -60-0 

I L / + 4vi + 4/ + 6 V 5* - 16s/5y +45 = 0 
12. 15x J 4- 20xy - 4 <J$x + S-^v - 100 = 0 

U. 40/ - 36xy + 25/ - 8 v n.x - I2 v l3 y = 0 

II M/ - 240xy + 225/ + I020x - 544y = 0 



REPASO 


IVfins o di scuta lu Uguiente, 

1 ■ Seci'ioics cbmciis. 

2 + ParAbcda. 

-L Face, directri/ p vtnim y eje de una parabola. 

4. Tmaladdn dc ejes. 

5. Elipse. 

* Lie mayor y eje menor de una elipse. 

7. Polos y vertices de una elipse. 


», Excentrieidad de una elipse. 

Hiperbola. 

16. Eje trans verso y eje con ju gado de u na hipirbola. 
11' Focos y vertices dc una liip^rboSa, 

■ 2 Asintotas dc una tup^rbola, 

13. Propicdades de TCflcxidn de las cdnkas. 

14. Roe acton dc ejes. 
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EJERCIQO J2 



1 Sea jR La regidn dcJirnirad& pgr I 4 p-arikKiJa 9 y ±* 
Sjt 1 j J5»x -s- 9fi >■ urra de Us asiTifoias de (a hi- 
P&lttia Vy 2 - 4& 1 ^ 

Calctik t[ £fea dc Jt, 

lb) C akrute eJ vohirnen de* s6lid0 que rtfsutia a) 
gir^r R alredcdtw dej eje y. 

=5. Lina elipse eon ejes de loagftutitt g y 4 gilb ajfc- 
dedor die su eje mtyof v Cilaffc ef volume* def 
$Mdo mufiame. 

Wt La bflue dc un sMido Ps la inegi6n def pkrro xy aco- 
tada (X>r la grifkx de Jt* + f 1 = r 1 . Las seccio- 
n*s traits versa Jet del &5lidc 4 cOrrcspofttlfe&i es a 


pianos pcrjvrndktAares a \ eje *, ton media* dip- 
Se& que licnttt sieifipre up eje de fongitud c*m*. 
tapte r. Caicute d volumen del jrfiiito. 

31 Dtremwie ^ cefiJro dc graved dc la region to 
pta™ ^ aontsda por la ItipcrtKda - <r*i = 
p la recta f = c qut pasa por an fbco <Je 
oqudli. 

f * Utilbc el dfertakuntfi para idem! Rear La jf ifL 
^ catJfii Efv'uaviirSn. (So es nccewio fraiar la 
jrifict), 

lal lx 2 - bey + 4v J + fa - -6*0 

^b| 3* J + Jxy - y - 2* + y + 4 *■ Q 
(t| Jt 1 - Sxy + 9/ + * ^ J y + 5 ^ 0 

timicim Reaiice uma rptackm cfe ejes adecuadfl 

a oada easo, desen fra la gr^fJca de La ercuaddn y trace 
dkha grdfiai,) 

J “' * J ' «X)i + 16v s - 12 v IT* - 3 v 'Tt> : 0 

*» ft/ + 12xy + 17/ _ lftVSr - (2 V ^>' - 0 





CAPITULO 


CURVAS PLANAS 
y COORDENADAS POLARES 


este capftulo se estudian las ecuaciones parametricas y 
polares de las curvas. Las aplicaciones incluyen rectas tangentes, 
areas, longitud de arco y superficies de revolucion. 
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CAPtmiO 11 • CUKYAS ? LANAS ¥ COORDtNAOAS POLARtS 


13.1 


CURVAS PLAN AS 


A veces %t dice que la gr^fica de una ecuacidn y = /(xh dortdc / es una Funcidru es 
una curveptona. Sin embargo, hay mudias curves plana* utiles que no son deeste tipo. 
l a siguierne defmkibn es satisfactory para La mayoria de las aplieacioncs. 


DEFINICION (13.1) 


Una curva plant es un conjumo C de para ordenados 
de ta forme (fir), donde/y 0 son funeionc* con¬ 
tinual en un intervalo /. 


Por scndllez, frecucntememe se llama curva a una eurva plana. La curve C en la 
Defmkton (13.1) consta de todos ios puntos en un sistema de coordenadas rectangula- 
res de la forma P{<) = I/O). »Wh pa™ t en * Cada Pity un puma de la curva. 
A voces es convenienic imaginar que el punto P( t ) traza ta curva C cuand© / varii en 
d interval*) t. Esio es especialmcitfe deno en las aplicacionc* en las que t reprcsen- 
la el liempo y PU) la position ai tiempo r de una partkula en movimiento. 

En la Figura 13 J aparccen las represenraciones de algunas curias, para las que I 
es un interval© cerrado [a. b ], Si P(a) # Fib)* como en (i>de la figura. entonces P[a) 
y P{b) son Ios exiremns de C La curva ilustrada en (i) se corta a si mistna, es deck, 
hay dos vaiores diferemes de i que dan el rmsmo punto. Si P[a) « P{b) como se ilus- 
tra en la Figura L3.1(ii), entcmces C es una eurva c*rr*da Si P{*) = P[b) y C no se 
coria a si mistna en ningdn otro punto* como se ilustra en (iii), enionces t es una curv* 
L-errada simple 


FIGURA 13.1 

HI Clirvi (ptana) (H) Curvi cemdl (lii) Curva L-rrrada nmpi« 


Y 



En la siguiente definieibn se da una mantra conveniente de represents curva* 


DEFINICIOH (13.2} 


Sea C una curva que consist* en todos Ios pares ordena- 
dos (f{th tf (i)j, dondc / y son continuas en un inter 
valo /. Las ecuaciones 

* - fu). y = tnn. 

para I im l, son tcnacfoatt paramcirius lie C ton pari 
met™ t. 

____ 
















13.1 Curvas p/anas 


n ara L l CUrVa C ^ 13 Definici6n < 132 > se llama curva parametrizada y las ecuaciones 
param&ricas son una paramelrizacion de C. A veces se usa la notacL 

x = /(0. y = g(ty, I en / 

para indicar el dominio /defy g. La continuidad de / y « imnjjca oue >m r am h,v, 

pequeflo en / produce un cam Wo pequefio en la posicion del punto (/(TgZienC 

Por o,amo, puede ob'enerse la curva trazando machos pun^y uwindolos en el or 

tra ,1E aparecen cuando 1 crece > como se ilustra en el Ejemplo 1. El ejemplo mues 

r el ? qUe / , VeCCS CS P ° S,ble eliminar el Parametro y obtener una ecuacion para 
C en t^rminos de las variables xy y linicamente. ecuacion para 


EJEMPLO t Trazar la grafica de la curva C con parametrizacidn 


* « 2 1, y = t 2 - |; 


-| £ / s 2. 


zzszzzr ro,mar - ,awa “*— 


t 

•1 i 0 1 , i 2 1 

X 

2 1 0 12 3 4 

y 

0 i 1 i o i 3 


Siruando pumos y utilizando la continuidad de / y g, obtenemos el croquis de la Figu 



OesD S eia P n U d C o e / °d b ' < i ner • "* deScripci6n mis clara de ' a grafica eliminando el parametro 
Xspcjando / de la pnmcra ecuacion paramctrica, obtenemos I = x/2. Sustituyendo 
t cn la segunda ecuacidn, yenao 




o bien 


> + I = lx 2 


L. grahca de esta ecuacion es una parabola con eje vertical y Venice cn el punto (0-1) 
Not esc sin embargo que, como at = 2/ y -1 s / s 2, tenemos que -2 < * < 4 P or 

v ' a CUrva C es la '| arte de la Parabola que sc encuentra entre los puntos (-2 O' 
y (4, 3) y sc muestra en la Figura 13.2. . p 1 
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Una eurva tiene much as paramctrtzacioncs diferentes. La eurva C dd Ejempio 1 
Lietie entre otras, las sigmemes parametruadones: 


x = 2f, y = t 1 - I: 
x — I, — ij 

JC ^ r 5 . y = ir b - 1 ; 


“l £ f £ 2 
-2 £* £4 

^ S ( S if* 


E\ riguienic ejemplo ilustra el hecho de que con frecuenda es util climmar d par£- 
metro antes de ubicar pantos. 


nauRA ti4 




EJEMPLO 2 Trazar la representaridn de la curva C que tie- 
ne la parameirizacibn 

x - -2 + i 2 t y 31 I + i cn R. 

Sol uc ion Para diminaf el parlmetro, de la primera ecua- 
ddn obtenemos f 3 - x + 2, Sustiluycndo t l en la segunda 
ecuaddti queda 

y = l + 2{x +2) o bien y - 1 = 2(jr + 2). 

Hsta es la ccuaridn de una reel a con pcndkme 2 que pass 
por el puMo (-2, I), como se indica con linea puflffeada en 
la Figura 13.3, Sin embargo, como t 1 a O* 

jr* —2 + # a a -2 y = 1 + 2r 2 a 1. 


Results qye la representacidn de C cs ta parte de La recta que sc encuentra a la derecha 
del pun to (-2, l), el etial correspond* a t = 0, como se muestra en la Figura 13,4. Hite 
hecho puede verificarse uunbkn dtuando varies pantos. * 


EJEMPtO 3 Una particula se mueve cn uti piano de manera que su position Fix, y) 
al tiempo t c$t£ dada por 

x = ff cos r t y = a sen t ; t en R 

donde a es ana constant* positiva. Describir la truyectoria de la particula. 


FI GUO A 13.3 

X = a cm ii y - o sen fl / cn R 



Sol uc ion Si Rcribimos las ccuaciones parametrical como 

x 


■■ cos f. 


y 

= sen t 


n a 

*2 * * , 


y ussmos ta identidad cos 2 f + seir/ =» I, obtenemos 


©r-CST 


t o bicn x 3 + r 3 = fl 1 * 
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Entonces la parti'cula se mueve sobre una circunferencia de radio a con centro en el 
origen (vease la Figura 13.5). En particular, la particula esta en el punto A(a, 0) cuan- 
do / = 0; en (0, a) cuando t = x/2; en (-</, 0) cuando t = 3*/2, etcetera. En general, 
cuando t aumenta, la particula se mueve sobre la circunferencia en el sentido contrario 
al del reloj, dando una vuelta cada 2x unidades de tiempo. 

Observemos que en este ejemplo el parametro / se puede interpretar geometrica- 
mente como la medida en radianes del angulo AOP. 

Si una curva C se describe mediante una ecuacidn y = /(*), donde / es una fun- 
ci6n continua, entonces pueden obtenerse facilmente ecuaciones parametricas de C de- 
finiendo 

* m t, y = /(/) 

para t en el dominio de /. Por ejemplo, para y = x\ se obtienen las ecuaciones para- 
metricas 

x = t, y = r J ; t en IR. 

Se pueden usar diferentes sustituciones para x, con la condicidn de que cuando t 
varie en algun intervalo, x tome todos los valores en el dominio de /. Asi, la grafica 
de y = at 3 tambien esta dada por 

x = t‘ /} , y = /; /en R, 

Sin embargo, las ecuaciones parametricas 

x = sen /, y = sen 3 f; t en U 

s61o dan la parte de la gr&fica de y - at 3 que se encuentra entre los puntos (-1, -1) 

y (1, 1). 


EJEMPLO 4 Encontrar tres parametrizaciones para la recta con pendiente m que pa- 
sa por el punto (*,, y } ). 

Solucion La Forma de Punto y Pendiente de la recta da 

y-y i = m{x- x x ). 

Si tomamos x = /, entonces y — y x = m(t — x x )y resultan las ecuaciones parametricas 

x = ty y = y 1 + m(t - Xj); / en (R. 

Obtenemos otro par de ecuaciones parametricas de la recta tomando x - x x = t. 
En este caso y - y x = mt y asi 

x = x, + t, y = y x + mt; t en R. 

Para obtener una tercera parametrizacion, tomamos x - x, = tan / y entonces, 

x = Xj + tan/, y = y x + m tan/; ~J < 1 < \• 

Hay muchas parametrizaciones mas de la recta. • 
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Las e^uacioncs paramfrrieas de la forma 

x = n sciiEifjL y = be asuiL 

dondc a, b , w, y uj son constants. y ( ^ 0, aparecen cn el estudio de la elect rici dad. 
Las variables xyy suelen representar voliajes o eomcittes at tiempo ' La curva rcsul- 
lanle as a menudo dificil de trazar ubicando puntoso eliminando el parametro- Sin em¬ 
bargo, usando un osdloscopiO y poniendo voltajes |o corrieiues) en las enlTadas vertical 
y horizontal, se puede visual izar la grificacomo una flgura en la pamaJIa del osCilo«o- 
pio. Una imagen de este tipo se Mama fijan de LUsajow Estas compheadas graficas 
tambien pueden obtenerse pot compuladora. 


EJEMPLO 5 

i a) Trazar la figure de Lissajous correspondieme a 

x * sen 2i t ¥ - cosi; 0 £ t S It, 
tbi Enconirer una ecu^eidn. de la curva en x y y. 

Solution 

vP ) La grafica de la Figura 13,6 %t gener6 eon una compuladora. Para trazar la grifica 
siiuando puntos, podemos haeer una labUcomo cn el Ejem- 
plo 1. La siguiemctabla da algunos valores dex yy para 0 £ 
nous* 13,* t ^ r. (T&mbten podrfamos usar una calculadoia para ob- 

tener valorcs aproximados de x y ¥*) 



r 

it « ■ » 2« 3a 5s 

0 (, 4 3 2 T 4 6 

X 

0 | 1 | 9 -f 1 y l> 

y 

J3 V2 1 1 s/2 ^ _ t 

2 2 2 2 2 2 


Los punios Pit. y) con los vatores indicados de I se indican en la F.gura 1J A Cuando 
r aumenta de 0 a t/i, el punto P{x, y) iraza la parte de la curva que estd en el Cuadran- 
tc \ (en direction negative); cuando i sumenla de k/2 a t + P(x f .F) ira*i La pane que 
esti en el Cuadrantc 11 Men direcciPn posiliva); para ir S t <. 3^/2. obtenemos la par¬ 
te ett el Cuadrantc IV. y para 3x/2 S t <. It. la parte cn cl Cuadrantc It. 

,h> Para cncontrar una wuacidn de la curva tnxyy, utilizamos las idenlidadcs trigo- 
ttomfcricas y hacemos mantpulaciones atgebraicas. Escribicndo x = 2sen / cost y cle- 
vartdo al cuadrado. obienemos 


£ 2 ±= 4 sen 2, t cos 1 ! o bten x 3 = 4(1 cos 2 () cos f* 
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Como y = cos /, esto da 


x 2 = 4(1 - y 2 )y 2 . 


que es una ecuacion de la curva. 

Si queTemos expresar y en terminos de x, puede escribirse la ecuacidn anterior como 
4 y 4 - 4 y 1 + x 2 = 0 


y usar la F6rmula Cuadratica para evaluar y 2 como sigue: 

, 4 ± y/\€ - 16X 2 1 ± V 1 - x 2 

/ = _----2 






Tomando Iuego la raiz cuadrada, 

y 

Esta ecuacion complicada muestra la ventaja de expresar la curva en forma para- 
met rica. • 


Una curva Ces regular (o alisada) si tiene una parametrizacion x = /(/), y = sKO, 
en un intervalo f tal que las derivadas /' y g son continuas en / y no se anulan simulta- 
neamente excepto taJ vez en los extremos de /. Una curva C es regular parte por parte 
si se puede partir el intervalo I en subimervalos cerrados de manera que C sea regular 
en cada subintervalo. La representation de una curva regular no tiene picos. Las curvas 
dadas en los Ejemplos 1-5 son regulares; la que se describe en e! siguiente ejemplo es 
regular parte por parte. 


EJEMPLO 6 La curva trazada en un piano por un punto fijo P en una circunferencia 
que rueda sobre una recta, se llama cicloide. Encontrar ecuaciones parametricas para 
una cicloide. 


FIGURA 13.7 

Cicloide 


2a- 

y' 

Hx.y) 

? i 

N ? 


K.K 

d- 



, * 


0 

- —■— ♦- - i - 

T ira 

i 

7nu * 


Solution Supongase que la circunferencia tiene radio a 
y que gira a lo largo (por arriba) del eje x en el sentido positi- 
vo. Supongamos que en algun momento Pesta en el origen. 
La Figura 15.7 muestra parte de la curva con una position 
tipica de la circunferencia. 

Sea K el centro de la circunferencia y T su punto de 
tangencia con el eje Jr. Definimos el parametro i como la me- 
dida en radianes del Angulo TKP* La distancia que la circun¬ 
ferencia ha rodado es d(O f T) ~ at . Por lo tanto, las 
coordenadas de K son {at, a). Si consideramos un sistema 
coordenado xy' con origen en K(at, a) y si P{x , y ) deno- 
ta el punto P en este sistema, entonces, nor las Formulas pa¬ 
ra Traslacion de Ejes (12.5) con h = at y k * a, 

x = at + x\ y * a + y. 
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Si, como en la Figum 13^8 P denote c! Angulo formado por 
el ejc x'y* y e! segment o KP , entonces d - (St/ 2) - /. For 
lo tan to. 

x r = s costf - a cos l(3x/2) - rj ■ -a sen f 
y r *= a send = a senl(3ir/2) - /] - ~e cost, 

y sustituyendo esio en x — at + x\y = a + J 1 , obienemos 
unas ecttadoiKf parametricas de la cicloide: 

X - tf(f - sen/), y = ffCI “ cosf); t en R. 


Derivando las ecuaeioncs parametricas de la cidoide, 

dx dy 

— = ejp(l — cos f, ■ = cj $en f 

dt dt 

Estas derivadas son continue para rodo t pero se anulnn sknultaneamente en t = l*n 
para todo entero n. N&tese que los punt os correspond ientcs a t - 2irn dan Ins abscisas 
cn el origen y que la cicloide en esos pimtos Lime pi cos (vease la Figtira 13.7), For lo 
t ant a, la cicloide no es entcramente regular. La frtfica « regular parte por pane en 
todo intervale de t (2t/s, 2t(a + 1)|, para un micro u. • 


11 .* 



Si a < 0, emonces la grifica de x = sit - sen/}, y = 
ail ~ cos 0, es la cidoide invertida que se obticne si la cir~ 
cunferencia dd Ejemplo 6 rueda par ahajo del eje x, Esta 
curva tienc varias propiedades fisicas imponantes. En par¬ 
ticular* supongamos que un al&mbre delgado pasa por dos 
panto® fijos A y B como se ilusti* eti la Figura 13.9 y que 
La forma del abrnhre se pntde cambiar arbitrariamente do- 
blandnio. Supongamos a deni As que se ensarta una enema en 
el alambrc y sc deja que resbale a lo largo de d de manera que la uiuea fuerza que actue 
sobre ia caenta sea la gravedad. A bora se pregunta cudl dc todays Ins posibles trayecto 
rias hard que la cuenta resbale de A aBcn cl menor tiempo posible, Es natural creer 
que la trayectona buscada es d segmento de recta que va de A a 8 , pero ista no es la 
respuesta corrects. La trayectoria que requiere el tiempo mini mo coincide con la grifi’ 
ca de la cicloide invertida con A en e! origen y que pasa por B. Debido a que la veloci- 
dad de la cuenta aumerrta mas rdpidamentc a lo largo de la cidoidc que a lo largo de 
la recta* la cuenta liega mas rapidamenie a B por la cidoide, a pesar de que La dislancia 
es mayor. La demostracidn de cste result ado- sc oiniie. 

Hay otra propiedad interesante de esta curv# de deseensi) en tiempn minimu. Sea 
A el origen y B cl panto coo absei&a x|u[; es dedr, d punto nias bajo del primer arco 
de la cidoide a la derecha de A, Si la cuenta se sudta ea aigiin punto entre A y B> cl 
tiempo que requiere para llegar a B cs siempre d mis mo; es dcdr t es independiente del 


punto do tide se suelca. 

En las aplicaciones aparecen variedades de la ckloide. For ■yemplo. La curva que 
traza un punto fijo en uno de los ray os de una rueda de una motocicleta que va por 
una carreiera recta* es del tipo de la cicloide, En est t caso t la curva no tiene pieos ni 
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toca a la carretera (el eje x) como lo hace la grafica de una cicloide. La curva trazada 
por un punto fijo en la ceja de una rueda de vagdn de tren (que rebasa hacia abajo 
el perfil de la via) muestra lazos a intervalos regulares (vease el Ejercicio 44). En los 
Ejercicios 37 y 3B se definen otras cicloides. 


EJERCICIOS 13.1 

Ejercicios 1-20: (a) Trace la representacidn de la cur¬ 
va C y (b) encuentre una ecuacidn rectangular cuya 
gr4fica contenga a los puntos de C. 

1. x = t-2, y = 2f+ 3; O^f <5 

2. x « l -■ y - 1 + - 1 £' ^ 4 

3. x = r 2 + L y-t 1 -*; -2 

4. * = r 3 + 1, y-f 3 - 1; -2 <,t<2 

5. x = 4t 2 - 5. y ~ 2t + 3; t en R 

6. v = t 3 , y *= f 2 ; t en R 

7. x « e f , y = e -2 '; / er R 

8. x = >/r, y * 3t + 4; / £ 0 

9. x = 2sen t, y = 3 cos r; 0 £ t <, 2n 

10. x = cos / - 2, y <= sen t + 3; 0 ^ t <, 2n 

11. x = sec t, y — tan /; — 7t/2 < t <r njl 

12. x = cos 2t, y —sen f; —it S t < it 

13. x = r 2 , y = 2 In r; t > 0 

14. x = cos 3 1, y — sen 3 1; 0 < f < 2;r 

15. x =* sen t. y = esc t; 0 < t <* n}2 

16. x ~ e 1 . y = e~ l \ t en ft 

17 . x ® cosh U y -senh t; t en R 

18. x = 3 cosh U y « 2senh r; / en K 

19. x =*t, y = yft 2 

20. X- = 1 

Ejercicios 21-24: Trace la representacidn de la curva C. 

21. x * t y y = >/t 2 - It +7; 0<£/<4 

22. x» 2r, y = 8r 3 ; -1< 1 

23. x * it + l) 3 , y - (f + 2) 2 ; 0 ^ t < 2 

24. X * tan u y = 1; -*/2 < t < njl 

Ejercicios 25-26: Las curvas Cj, C 2 , C 3 y C 4 est4n da- 
das parametricamcnte para t en ft. Trace sus grafi- 
cas y discuta las similaridades y las diferencias. 


25. C t : x = t\ y^t C 2 : x ~ t\ y = t 2 

Cy. x *=sen 2 1 , y « sent C 4 . x - e 2r , y - 

26. c\: x s= l, y = I - t 
C 2 : x* 1 -f 2 , y = t 2 
C 3 : x = cos 2 f, y =sen 2 1 

C 4 : x - -I + In t, y » 1 + f - In / 


Ejercicios 27-28: Las ecuaciones parametricas dan la 
posicidn de un punto P(x , y) a] tiempo t. Describa 
el movimiento del punto durante el intervalo de tiem¬ 
po indicado. 

27. (a) x =* cos r, y = sent; 0 <* t < n 

(b) x = sen t r y = cos t ; 0 < t <> n 

(C) X = t. y = v/l-f 1 ; -1 £ • <. I 

2*. (a) x = r l , y = 1 - r J ; 0 £ t £ I 

(b) x « 1 — In t, y = In t; I <>t <e 

(c) x =* cos 2 f, y =sen 2 f; 0 <> t <t 2n 

29. Demuestre que si P\(x u y x ) y Pi(x 2 , yj) son 
puntos distintos, entonces 

x = (x 2 - x,)r + x„ 

y * (y 2 ~>'i) / + y\> /cnR 

son ecuaciones parametricas de la recta / que pa- 
sa por P x y P 2 . Encuentre otros tres pares de 
ecuaciones parametricas para la recta /. Demues¬ 
tre que / tiene un mimero infinito de parametri- 
zaciones. 

30. Describa las diferencias entre la grafica de la hi- 
perbola b 2 x 2 - a z y l * o z b l y la gTafica de 

x = a coshr> y « b senh/; / en R. 

31. Demuestre que 

x = a cos / 4- h, y — b sen t + k ; 

0 ^ / £ 2t 

es una parametrizacidn de la elipse con centre en 
el punto {h, k) y semiejes de longitudes a y b. 
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32. Encuemrc eaiBcioncs para met ri-eas para Ha para¬ 
bola que tiene 

iu) v^rtict K(Q + Q)+ foco F(0, ph 
(b) virtioe *), foco F{h^ k + p) P 

33. Lai figuras de l.issajous sf u&qii frecupnlemcnlc 
Em ta leoria tic \a efcaricid&d para exhibit La re 
lac ion entre dos voliajes o corricmcs (v£&se d 
Ejcmplo 5}, 

(a) Ueve a cifeo ia description dc Las figura* 
dc Limjods que resulLan cuando f{t) * 
dienuf y » ^poswf- para f & 0. 

(b) Supcjitp que /(f) *■ a sea n,f y g{t} = 

£ wn luj/, donde y ^ son numeros ra- 
ctonalcs positive*. El eocicfite pue- 

de eserttrirae como min para dess cnieras 
posiiwocs my n. Dcituitttreque/[f + p) = 
/(I) y p(r + p) = para d numero 
real /S = 2TJl/«tf|< Observe que esto signi- 
fka que la curva pasa sobre si mtsma cada 
p uuidades dc licrcipo. 

34 . Eu la figura se muestra una grafica genemda por 
computadora 4e La figura de LJssajou* dada pa- 
mnieiricamcnie por x * 2seii3f P> y = Jsen1.5f; 

t 2 0- 

{a} Encocntre el periodo de ta figura. es dccii, 
la magnitud del menur interval® de tiempa 
ets el que sc traza la curvg. 

(b) Eriojeotre la dtstanria maxima desde origin 
de un pmrio de la euEva. 


EJEROaO 34 



Ejt rciciif* 35-34; Trace Lb figura de Lissajous. 

35. x * «n If* y = cos t. t £ 0 

36. .X = 4 sen If. >' = 2 cos 3f; f ^ 0 

37. U ua circun ferencta C de rad io b rueda por afue- 
ra dc uria segunda circuit fercneia con ecuacion 
X 2 + y 2 - a 2 , donde b < a. Sea P un panto fi- 
jo en C cuya poskidn initial es A (c, -0) (v£ase 


la figura). Dcmuestre que si el pari melt® r e* el 
Angulo entre ta parte positiva del eje Jr y d seg- 
men to de recta que va de O al centro d? C en¬ 
tentes las ecuBciones param^irka^ de la curva 
r ra?ad a por P (llamada eptnefoide) son 


U + b\ 

x t* [a + M cos f - b cos [ - i \ 

fa + h \ 

y = (d + frlwn r - bwn ^ ^ tj 

para 0 s l 5 2 t. 


EJEftQOO 37 



3*. Si la circunrcTcncta C del Ejcrcteio 37 rueda por 
d inferior de una srgunda dreunferencta fvease 
la figura), emonces ta curva irazada por P es 
una hipoctifuide. Demurttre que Im ecuacioncs 
parametricas dc cstn curve ion 


x «(in - b) cos r + b cot 

>' a (p - jtq sci u h sen 


fi'-) 


para 0 </< 2*. Peniuestrequcsi b = Jo.m- 
tonces 

x = a cos 3 u y=a see J I 

y trace la curva, 


EJEUCIQO 38 
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13.2 


RECTAS TAN6ENTES V LONGITUD DE ARCO 


La eurva C con ecuacioncs paramtincas 

x — 2r, y=i* -U 

sc puede rcpresentar tambten per una ecuacidn de la forma y = *(Jr) para tiguna fun- 
ti6n k definida en un intervale adecuado. En d F-jempto I dc la sccci6n sc eltmind d 
par am ci ro t y se liegd a 

y»fc( v) = ix 2 ^l para -2^t<4 
De esto results que la pendiente de la recta tangente en cualquier pinto P(*, y) de C es 

k\x J = ix o bien k{x) = §(2r) = L 

A conti nuacidn sc dcducirA una ftirmuSa que puede usarsc para encontrsr la pendiente 
di reel ament e a partir de las ecuaciones paramdricas. 

Seanx * = ^(Occuationes prramftric&s de una curva Cque tarn bien puede 

represen tar&e por una eettacidn dc la forma y = k(x) para alguna funtidn k* Suponga- 
mos que /, g y k son derivables cn sus dominion Si /*(/(!), tf(0) un pimio C 
entoncts sus coordenadas satis faeen la ectiaeidn y = A(r). cs dwifn 

m - &(/(*)} 

Aplicando la Regia dc la Cadena, 

m = kijmru) = mm 

Por to tanto, Sa pendiente de la recta tangentc cn Pcs 

klx) - siempre que /TO # 0, 

Para encomra? los pumos en los que la recta tangeme cs horizontal se resuelvc 
la ecuacitaffX') “ 0. Si/'(0 = 0 y d (/) # 0 para algnn f. ententes Cbene una rec¬ 
ta umgenie vertical en e! punto corrcspondiemc a L Si f in y ^{O sc amilan uimtHa- 
neametne, sc rcquierc entonces mayor information. 

Las conditioner tmpuesias cn la discusidn anterior se satisfaccfii si C es tegular y 
fXt) # f> para todo l en cl inlcrvalo cer ado (tf f ft]. En estc ca*o N / (0 > 1)0 
f it) < 0 cn todo \a ¥ ft] y, del Teorcma (2.27} o de! Teorema (?.28|, sc deduce que 
/ tienc una funtiOn inversa /~ J . Comor - fUh sc puede escribir i - f\x) para x 
cn cl interval j /(a), /(ft)]. Por lo t-nlo, 

> = 0) = 0(/" L |x)) = kix) 

donde k es ia funtidn compucsta y »f~K 

Una mancra facil dc recordar la fdrmula para k (x) es escnbirla en la iiotaodn 
deferential como sc hace cn d siguiente teorema. 
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TEOREMA (13.3) 


--- --— - ■ - ; 

Si una curva regular C esta dada parametricamente por 
x = /(() y y ~ c/(t), entonces la pendiente dyidx de la 
recta tangente a C en P(x, y) es 

dy dv/dt . dx 

~ — W e ,u« * 0. 



EJEMPLO t Encontrar las pendientes de las rectas tangente y normal en el punto 
P(x y y) a la curva con parametrizacion x = It, y =* t 2 - 1; *“1 s t ^ 2. 

Solucion La curva es la misma que se considerd en el Ejemplo 1 de la seccidn ante¬ 
rior (vease la Figura 13.2). Usando el Teorema (13.3) con x = 2/ y y * t 1 - l f obte- 
nemos que la pendiente de la recta tangente en P(x, y) es 

dy _ dyjdt _ 2/ _ ^ 
dx dxidt 2 

Esto concuerda con la discusidn al principio de la seccidn, donde usamos la forma 
y = k(x) para demostrar que m - \x ~ t. 

La pendiente de la recta normal es redproco negativo -1/t, siempre y cuando 

t* 0. 


FIGURA 13.10 

x * t 3 — 3f, y * t 2 - 5t — 1; t en R 



EJEMPLO 8 Sea C una curva con ecuaciones parametricas 
x = t 3 - 3t, y = t 2 - 5* - 1; t en U. Encontrar la ecua- 
cion de una recta tangente a C en el punto correspondiente 
a / = 2. ^Para que valores de t la recta tangente es horizon¬ 
tal o vertical? 

Solucion La Figura 13.10 muestra una grdfica genera- 
da por computadora. Como suele suceder con estas graficas, 
es dificil, si no imposible, encontrar la pendiente exacta de 
la recta tangente en cualquier punto P(x , y) de la curva. Sin 
embargo, aplicando el Teorema (13.3), 

dy __ d v/dt _ 2/ — S 

dx dx/dt 3 1 1 — 3 


Usando las ecuaciones parametricas para C, vemos que el punto correspondiente para 
t = 2 es (2, -7) (vdase la Figura 13.10). De la fdrmula paTa dy/dx con / - 2, resulta 
que la pendiente m de la recta tangente en este punto es 


2(2) — 5 1 

m ~3(2 2 )-3~ 9* 

Aplicando la Forma de Punto y Pendiente, obtenemos la siguiente ecuacion para esta 
recta tangente: 

y + 7 = - 2) o bien x F 9y -f 61 — 0. 
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La recta tangente es horizontal si dvfdt = 0; «s decir. si 2t S - Oo bien r = j. 
El pun to correspondienlc cn C es (¥, “ 4 3 ), cotno sc muesira en la t-igura 13.10. 

La tecta lanjcnte es vertical si 3f' -3=0. Entcncn hay rcetas tangente.s verti- 
cales cn los punros correspondienrcs at- 1 y ( = -1; « deeir, cn (2, S) y (-2,5). 

* 

Si € «ii dada par x = /{/), y q{i) y si y r es una funci6n derivable dc se 
puede encontrar d l y/dx l aplicanda el Teorema (11.3) a y* como sjgue: 


(13.4) 


d 2 v 

I? 


d dy'fdt 
<& {y) ~ to/di 


Notese que </ , .t l ,ds 5 # ti'V)/f'Vh- 

EJEMPIO 3 Sea C una eurva con ccuacioncs parametritis 


x « *** y = € h \ l en R. 


in) Trazar la representation de C. 

TO Evaluar d 2 y/dx 2 directamcnte dc las ecuariones parametricas. 

(c) Definir utm futtcidn * que tenga la misma grilled que C y verificar la respuesta a 
la pane (b). 

(d) Analizar la coneavidad dc C 


Solucfdn 

<i) Coma x =■ e“ f = l/e', tenenim que e* = ]/*, Sustituyendo cn y = e n - fe') 1 , 
obtcnemos La ecuadtin 


figupa f),|| 




Recofdando que x = e 1 > 0. Ilegamos a la grifica de la Ft* 
gura 13,11. 

TO Para encontrar d l y/dx 2 usamos (13.4). Entonces 


iy _ dy/dt 
+ ~ jZ ~ " 


2e ir 


dx dx/dt - e 


- = _ 

t * 


d 2 y _ dy _ rf//df — 6e JI 
dx 2 dx dx/dt -e“ r 


(c) Dc la parte (a>, sc tiene que una functen k que tiene la misma grifica que C es 


X J para t > 0. 

x* 

Puerto que k'{x) = -lx~\ 


que concuerda con Ea parte (b), 

(d) Como 6e 4if > 0 para todo /. la curva C tiene concavidad had a arriba 

cn todoi los puntps k * 
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valo S L U " a i CUrV f CS ' a 8rd [’ Ca de Una ecuaci6n y = /<*> y /« regular en un inter- 
p7 l lnk^ r? SU !°T'“ d de arc ° puede ca| cularse evaluando la integral 
•A V A + A ri dx vease a Deflnic ' 6n (6.9)). A continuacion se efectuara la obten- 
c.6n de una formula para calcular la longitud de curvas parametrizadas. 
ea C una curva regular que esta dada parametricamente por 

JC =/(0. y = (Ht); a^t<b. 


Supongase ademas que C no se corta a si misma; es decir, 
que diferentes valores de t entre a y b determinan distintos 
puntos de C. Sea P una partition de [a, b] dada por a = 

D K -\ f, h < ” \ < l " = b Sea A ‘ k = 4 ~ 4-1 y sea 
* - w (**)> <1 (/*)) el punto de C que corresponde a Si 
d(P k -\, P k ) es la longitud del segmento P k ., P k entonces la 
longitud L P de la linea qucbrada que aparece en negro en la 
Figura 13.12, es 


Lr= t d(Pk-i,P k ). 

1 

Como en la Seccidn 6.5, se escribe 

L = lfm L P 
11*11-0 

y L se llama longitud de C de P 0 a P„ si para c > 0 existe un fi > 0 tal que 
\Lp- L\ < £ para toda particidn P tal que ||/>|| < 6. 

Por la Formula de la Distancia, 



Pk) - \/lfUk) ~ f(t k - 1)] 2 + [g(t k ) - 

De acuerdo con el Teorema del Valor Medio (4.12), existen numeros 
tervalo abierto (/*-,,/*), tales que 


w k y z k en el in- 


f(tk)-f(t k - x )=f(w k ) At k . 


dUk) - gUk-t) = g'(z k ) At k . 


Sustituyendo en la formula para c/{P k _ u 
dentro del radical, se obtiene 


Pk) y eliminando el factor comun ( At k ) 2 


Por lo tanto, 


^ P k- 1 > p k) - n/[/'(w*)] 2 + [s'(z,)] 2 At,. 


L ■ .it . L - - +t»w]* a... 


siempre y cuando .1 Itai.e exiaa. Si », . para lodo ^en.once, la, aims son 

f "" Cl6n d ' finida »o r v'm«F+W»]‘. El limite de esta, 


sumas es 


L = £Sim 2 + [yV)Ydt. 


El limite existe aun si * z k , pero la demostracidn requiere metodos mas 
y se omite. El siguiente teorema resume esta discusion. 


avanzados 
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TEOREMA (13.5) 


Si una curva regular (□ alisada) C cstd dada parametn- 
catnente par* = f(t) yy - g{t}ia ^ f £ /tysiCno 
M corta a si misma exeepto posiblementc ert Ids extre¬ 
mes de [a, nuances la longicud L de C vs 


L = f vL-rifiy + ^oy Jr = 



La formula de integral del Teorema (13.5) no es necesanarnente deria cuando C 
se corta a si mbma, For ejcmplo, si C tiene la parametrizacion x = cos i t y - sen t ; 
I) s f s 4r, entonccs su represent acidn es la drcuvtferencia unit aria con centre en el 
origetL Si t vana de 0 a 4*\ la dreunferenda sc recorre dos veees y por lo tanto, se 
corta a sf mssma una infinidad de veces. Si sc usa cl Tcorcma tl3 + 5) con a = 0 y b - 4n\ 
se obtiene un valor incorrect o de 4* para la longitud de C m El valor rorrccto 2 t se obtic- 
ne usando cl intervale r 10,2rJ, En csic easo, la curva se corta a st misma s61o cn los 
extreme* 0 y lr del inter vain, lo cual esc a permitido por cl tcorcma. 

Si ana eurva C sc describe en coordcnadas red a ngu lares por nna ecuacidn de la 
forma y - £(*), dondc k f es continue cn [u h *] + emonces una parametrizacidn de C 
estd dada por 

x y- WO: a £h. 

En estc enso 

x - *'(xl - *M * = dx 

lit at 

y t por el Teorema (13.5)* 

L - J* V i + [*'(*)] 1 <lx. 

Esto concuerda con Ea formula para la longitud de arco dada en la Definicidn (6-9). 


EJEMPLO 4 Encontrar La longitud de una area da de 1st cidoidc que tiene ecuaciones 
pafamfrricas x = t — sen r ? y ■= l - cos L 


Solucton Im gr4fica tiettc la forma que se muestra en la Figura 13.7. El radio a 
dc la tircunfcrcnda cs l. Sc obtiene una arcada cuando / vans de 0 a lx. Aplicando 
cl Teorema (J3.5), 


L 


j l!r vd - cos f] J + (seni) J dt 

yl 2 o its* i h* i +sen* t dr. 


Come cos^f + sen 3 / = I. cl imegrando sc reduce a 


•J2 “ 2 oos f - ios t - 
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Por lo tamo, 


L = J** v^v/T^cos t dt. 


Por una de las fdrmulas para la mitad de un angulo, sen 2 | / = i (1 - cos /) o eaui 
valentemente, / M 

I — cos t = 2sen 2 £r. 

Entonces, 

- cos t = y^sen 2 {t = 72 |sen |. 

El valor absoluto se puede omitir porque si 0 s t s 2x, entonces Os j t s *■, y por 
lo tanto, sen i f 2 0. En consecuencia, 

L = J 0 v 2 \J2 sen \l dt = 2 Jj" sen jf dt 

= -4 cos it]*" = (—4)(— I) - (—4)(1) = 8 • 

i Pa ™ recordar el Teorema (13.5), conviene observar que si ds es la diferencial de 
longitud de arco, entonces por el Teorema (6.12), 

(ds) 2 = (dx) 1 + (dy) 1 . 4 

Suponiendo que ds y dt son positivos, se tiene lo siguiente. 


DIFERENCIAL DE (13.6) 
LONGITUD DE ARCO 


F1GURA 13.13 




La formula para la longitud de arco en el Teorema (13 5) 
puede escribirse entonces como L = ds. Los limites de 
integration indican que la variable independiente es t y no s. 

Si /es una funcion regular y no negativa para a s x s b, 
entonces por la Definicidn (6.14), el area S de la superficie 
que genera la grafica de y = f(x) al girar alrededor del eie 
y (vease la Figura 13.13), esti dada por 

S = IC 27f >' ds 


dondc ds - v I + [f (v)]* dx. Se puede considerar a 2xyds como el iirea de la super¬ 
ficie de un cono truncado con longitud de generatriz ds y radio medio / (vease (6.13)). 

Si una curva C esta dada parametricamente por jc = /(/), y = q ( t )\ a < t < b 
y si g{t) > 0 en todo [ a , b ], se puede plantear un argumento semcjante al de la Sec- 
cion 6.5 para calcular el area de la superficie genuada al girar C alrededor del eie y 

Sit ? Se t!T; C ,a f6rm “ la 5 = f- do " de *« ' a diferencial parame¬ 

tria de la longitud de arco (13.6). Este resultado se enuncia a .ontinuacion como refe- 
rencia. 
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TEOREMA (13.7) 


Sea C tina eurva regular dada por x - /( f), y - gU >; 
0 £ f £ A* y que no se cotta a *1 rnisma excepto posi- 
blemente en Ich extremos de \a, h]. Si ^(f) > 0 en todo 
el [& t h]> enionces d area S de La super fide de revolu¬ 
tion que se obticnc at girar C alrededor dd eje X cs 

= j* InQitjx [/'UflP + f/iflt" dt 



FI QUA A 13,14 


La fdrmala para $ en el Tcorema (13,7) se puede genera- 
Haar al caso en que y = g (f) es negative para algunos valo- 
rcs de f en [ti, A|> simplemente susticuyendo por |j| La varia¬ 
ble .V que precede a ds * 

Si la curva C del Tcorema (13/7) gira alrcdedor del eje 
yys ix — /{() £ 0 para a £ t £ b (v£a*e la Figura 13,14), 
eotonces 



En esie caso puede consider arse a Iwxds como el area de 
La super fide de un cono truneadocon iongilud de general riz 
ds y radio medio x 


EJEMHO 5 Vcrificar que el &rea de la superficie de una esfera de radio a cs Ava 1 , 

Soludon Si C es ta mi rad superior de la drcun reread a x 2 + y 2 = ft 1 , ententes 
la superfine esttrica puede obtenerse girando C alrededor del eje x Una parametriza- 
ddn de C cs 

x - acosr. y = a sen r; Q £ t £ ** 

Aplicando cl Tenrcma (13,7) y u&ando la identidad sen 2 i + cos J t = 1, 

5 = j* litdit n f^Vscn 2 f + n 2 cos 2 1 df * 2i«r J %en r Jr 

= — 2nd 1 [cos rj ( = - 2na\ - 1 — 1J = 4rrri s * 

EJERCICtOS 13,2 

hjrrrirm* 141: Calculc la pendtenie de is rctia lan- x - t 1 + 1, y » i a - 1 _ t j ^ > 

genic a la curva en el p^ito correspondienie a t « J 

(vcan.se los Ejerddo* 3-10 dc la SeceiOn 13,1), 2. * - I 1 + I, y - f* - 1; -2 £ f £ 2 











16. x = 5 sen \t 
> = 4 sen 21 
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13.3 Coordenadas polares 

3. x = 4r - 5, y = 2r 3; / en R 

4. x = f 3 , y = r 2 ; t en R 

5. x = e f y y = e~ 2 '\ t en R 

6. x = yft 3 y = 3t + 4; / £ 0 

7. x = 2sent, y - 3 cos f; 0 < t < 2n y 

8. x = cos f — 2, y = sen t + 3; 0 ^ t ^ 2n 

Ejercicios 9-14: (a) Encuentre Ios puntos de la curva 
en Ios que la recta tangente es horizontal o vertical, 
(b) Halle d z y/dx 2 . 

9. x = 4f 2 , y = t 3 - 12t; t enR 
10. x = t 3 -f 1, y = f 2 — 2/; t en R 
H. x = 3r 2 - 6t, y » yft; t > 0 

12. x = </l, y = <[t - l\ t en R 

13. x ■* cos 3 t, y =sen 3 t; 0 <t <,2n 

14. x = cosh t, y =senh t; t en R 

Ejercicios 15-16: Se muestran figuras de Lissajous ge- 
neradas por computadora (vease el Ejemplo 5 de la 
Seccion 13.1). (a) Determine Ios lugares donde la rec¬ 
ta tangente es horizontal o vertical y (b) encuentre el 
periodo de la curva. 


15. x = 4sen2f 
y = 2 cos 3/ 




Ejercicios 17-22#Calcule la longitud de la curva. 


17. 

X 

= 5f 2 , y : 

= 2 f 3 ; 

0 5 r s 1 


18. 

X 

= y = 

2f 3/2 ; 

0<IS4 


19. 

X 

= e 1 cos t, 

y = ** 

VI 

o 

c 

& 

<n/2 

20. 

X 

II 

o 

(A 

y =sen 

VI 

VI 

o 

n 

21. 

X 

= t cos t - 

- sent, 

>’ = r sent + 

cos f; 


0 

<N 

VI 

VI 




22. 

X 

= cos 3 1 » 

V =sen 

1 1; osts 

n/2 


Ejercicios 23-28: Calcule el area de la superficie gene- 
rada al girar la curva alrededor del eje x. 

23. x = r 2 , y = 2t; 0 £ t < 4 

24. x = 4r, y = t 3 ; 1 ^ t ^ 2 

25. x = t 2 , y = t - jf 3 ; 0 < t <, 1 

26. x = 4f 2 -f- 1, y = 3 - 2f; -2 ^ t < 0 

27. x = a(t - sen f), y = a( l - cos /); 0 ^ t <, 2n 

28. x = t, y = jt 3 -fit* 1 ; 1 < t <> 2 

Ejercicios 29-32: Determine el irea de la superficie ge- 
nerada al girar la curva alrededor del eje y. 

29. x = 4f 1/2 , y = jr 2 + r *; 1 < / < 4 

30. x»3t, y*t+l; 0 ^ t < 5 

31. x = e' sen t, y =* e' cos t: 0 £ t £ n/2 

32. x = 3f 2 , y = 2t J ; 0 £ t ^ 1 


13.3 


COORDENADAS POLARES 


En un sistema de coordenadas rectangulares el par ordenado (a, b) denota el punto 
con abscisa a y ordenada b. Las coordenadas polares son otra forma de representar 
puntos. Se comienza con un punto fijo O (el origen o polo) y una semirrecta dirigida 
(el eje polar ) cuyo extremo es O. Luego se considera cualquier punto P del piano dife- 
rente de O. Si, como se ilustra en la Figura 13.5, r = d(O t P) y 6 denota la medida 
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CAprmo is • curvasplanas v coosdenadas polares 


del nngulo dciermirtado por el eje polar y OP, eruonces r y 
e 5 ° n la* toordensdas polares de P y se usan los simbolos 
(r, 4) o P{r, 4) para denotar a P. Como de cosiumbre, 9 se 
considers posit ivo si el angulo sc genera por la rotation de 
ona recta coinridentc con el eje polar, els el sentido opuesto 
al del reloj, y negativosi la rotation es en el semidodel reioj, 
Et Angulo 9 se mide en radianes. 

Las coos den adas polares de un panto no son linicas. Por ejemplo, (3, *74), (3, 9r/4) 
y (3. -7*74) representan el mismo punto (v£ase la Figura 13.16), Tambiiti sc pcrmdc 
que r sea negative*, En tal caso, en lugar de medir |r| unidades sobre el lad,o final del 
anguio fl.se miden a lo largo de la semi r recta con eiilremo O y direction opuesta a la 
dd lado final. En la Figura 13.16 sc locati/an tambien los puntos correspondicmcs a 
los pares {-3, 5*74) y (-3, -3*74), 


figura 11.13 

PU *1 



POt«r 


FieUltA 11.14 




A 


X 


Finalmcnte, sc adopts la convention de que el polo O tiene eoordenadas polares 
(0, 9) para cualqmerd. Una asign acid n de pares ordenados de la forma (r, fl) a los pun- 

tos de an piano sc llama un sistrma de raordenadas polares y sc dice que el piano es 
ff piano f 0 , 


Una ceuicidn polar es una ecuacibn en r y fl, Una solucibi. de una ecuacibn polar 
es tin par ordenado to, b) que I Icy a a una igualdad si sc sustiluye en la ecuacibn r por 

V f f° r t La * rifKA dc una «uaci<in polar es el conjunto de rodos los puntos (en 
el piano r&) que corresponden a sofuciones de la ecuacibn 


EJEMPIO 1 Trazar la grifica de la ecuacibn polar r m 4 sen 9. 

Solucion La siguiente tab! a muestra algunas soluciones de la ecuacibn. El terser 
rcnglon da aproximaciones de r con una precision dc una dfra decimal. 


0 

0 

*/6 

n/4 

*f/5 


2nil 

3*/4 

S*/6 

it 

F 

0 

2 

2J2 

273 

4 

2v'5 

2<Jl 

2 

0 

r (aprox,) 

0 

2 

IS 

34 

4 

3.4 

IS 

2 

0 


tecta Tl * KS ' la 8 " fiCa de !a ccuaci<kn «««* de una ond a senotdal 
de ampiuud 4 y penodo 2r. Sin embargo, si se usan eoordenadas polares ententes 
ios puntos correspon dim tea a los pares en la tabla parecen estar en una arcunre^da 
de radio * y se traea ia grifica de acuetdo con esio (tease la Figura 13.17). Como ayuda 
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EJEMPLO i Trazar la gf^fica de r = 2 + -Scosfl. 

■^Is. * • |£.1 i l. ^ 

Solution En la siguiente tab la aparceen aJgunos juntos cor respond ientes a 0 £ 

6 < x. 


6 

0 

Jt/6 

*/4 

*/3 

x/2 

2«/3 

Jrc/4 

5x/6 h 

f 

6 

2 + 2/3 

2 + 2/1 

4 

2 

0 

2 - 2/2 

2-2V3 -2 

r (aprox.) 

6 

5.4 

4.B 

4 

2 

0 

-0J 

-1.4 -2 


N memos que r = Oenfl = 2x/3, Los valores de f son nega- 
tivos paralx/3 < 0 £ x Jo cual da la mitad Inferior del rizo 
pequefio en la Ftgura 13.19, (Verifiquese esie taecho.) Cuan- 
do 0 vana de w a 2x. sc obiienen La muuad superior del rizo 
pcqucflo y la miiad inferior del rizo grande. * 


EJEMPLO 4 Dibujar la grdfica de la ecuacidu r - a sen 26 
para a > 0. 

Solucion En lugar de formar ana table con las solurio- 
nes, razonamos coma sigue: Si 6 amtiema de 0 a x/4 p enton- 
oes 2d va de 0 a x/2 y, par la tamo* sen 1& aumenta de 0 a 
1. Result a que r atimenta de 0 a a cuando 9 recorre el inter- 
valo [0, x/4|. Si ahora 6 aumenla de x/4 a x/2* entonces 
2# aumenta de x/2 a x y, par lo tanto* sen 26 disminuye de 
l a 0, Entonces* r disminuye deuaO cuando 6 recorre el in- 
tervalo dc fl[x/4, x/2], Los puntos correspondfcntes de la 
graflca forman cl lazo o rizo en cl primer cuadrante, como 
st iliistra en la Figura 13.20. Ndtese que el pisnto P{r „ $) des¬ 
cribe el lazo en el sentido positive (scrialado por las flcehas) 
cuando 6 an merit a de 0 a x/2 + 

Si x/2 ^ 6 £ x. entonces x £ 2d £ 2x y por lo tan- 
io p r - a sen 26 £ 0. Por consiguiente, si x/2 < 6 < x, 
emonccs r es negative y tospuntos P(r f 6) estdn eft elcuarfo 
cuadrante. Si 6 aumenta de x/2 a i* emonccs local! zan do puntos, podemos moslrar 
que P recorre cl rizo cn el cuarto cuadrante (en el scntido positive), 

Andlog&mente. para x < 6 £ 3 x/2 obi enemas el rizo del lercer cuadrante, y para 
3x/2 ^ 6 £ 2x el del segundo cuadrante. Ambos lazos se trazan en e! sentido positjvo 
cuando $ aumenta, FL lector debt veriHcar eslos heebos localizando a I gun os puntos, 
pen ejempio con a = l. En la Figura 13,20 s6lo sc skuaron las pumas de 3u pdfica 
que cotrespoodcQ a los valores maximos dc r< * 

La grafica del Ejemplo 4 es una rosa de cuairn pemlnv En general, una ecuacidn 
de la forma 

r = c sen nd o bien t a ucosftd, 

para cualquier emero positivo n mayor que 1 y cutdquier numero real o + tleoe una grift- 


rMSURA 13,19 
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ca que consta de rizos que se unen en el origen. Si n es par, entonces hay 2n rizos y 
si n es impar, entonces hay n lazos (veanse , por ejemp/o, los Ejercicios 9, 10 y 22). 

La grafica de la ecuacion polar r = aO , para cualquier numero real a , es una espi- 
ral de Arqui'medes. En el siguiente ejemplo se considera el caso a = 1. 

/ 


FIGURA 13.21 



FIGURA 13.22 


(if) r < 0 


/V. ft 
/»U. y) 


EJEMPLO 5 , Trazar la grdfica de r = 0 para 0^0. 

Solucion La grafica consta de todos los puntos que tie- 
nen coordenadas polares de la forma (c, c) para cualquier 
numero real c > 0. Entonces, la grafica contiene Ios puntos 
(0, 0), (*72, tt/2), (t, tt ), etcetera. Cuando 0 aumenta, r 
aumenta con la misma rapidez y la espiral gira alrededor del 
origen en el sentido positivo cortando al eje polar en 0, 2ir, 
..., como se i/ustra en la Figura 13.21. 

Si se permite que 0 sea negativo, cuando 0 disminuye to- 
mando valores negativos, entonces la espiral resultante da 
vueltas alrededor del origen y es la imagen sim&rica con res- 
pecto al eje vertical de la curva que se muestra en la Figu¬ 
ra 13.21. 

Las ecuaciones polares producen muchas otras gr^ficas 
interesantes. Algunas de ellas se incluyen en los ejercicios del 
final de esta seccidn. Las coordenadas polares son utiles pa¬ 
ra las aplicaciones en las que aparecen circunferencias con 
centro en el origen o rectas que pasan por el origen, pues las 
ecuaciones que tienen estas graficas pueden escribirse en las 
formas simples r — k o bien 0 = k> donde k es una constan- 
te. (Veriflquese este hecho.) 

Sobreponemos ahora un piano xy a un piano r0 de ma- 
nera que la parte positiva del eje x coincida con el eje polar. 
A cualquier punto P del piano se le pueden asignar coorde¬ 
nadas rectangulares (*, y) o bien coordenadas polares (r, 0). 
Si r > 0, se tiene una situacidn como la que se ilustra en la 
Figura 13.22(i). Si r <0, se tiene la situacidn que se muestra 
en (ii) de la figura, donde tambien se ubico el punto P' con 
coordenadas polares (|r|, 0) y coordenadas rectangulares (- x t -y) para referenda pos¬ 
terior. 

El siguiente teorema muestra las relaciones entre (*, y) y (r, 0). En el enunciado 
del teorema se supone que la parte positiva del eje * coincide con el eje polar. 


(i) r > 0 

,y 

Pir . ft 

f n.i. v) 

r/ 


/\e 

0 

X 





-*v) 


TEOREMA (13.8) 


Las coordenadas rectangulares (*, y) y las polares (r, 
de un punto P estdn relacionadas como sigue: 

(i) x = r cos 0, y = r sen 0 


(ii) tan 0 = 


x 2 + y 2 
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Dcmoitrttion Aunque en in Figura 13,22 SC represent6 & como un angulo agudo, 
el analisis que se da a conimuacibn es valid a para Lodos Sos angulos, Si r > 0, como 
en la Ftgura I3 r 22(i), esstoncei cos# = */#\ sen# = y/r, y, por Jo tanio t 

x = rcos #, y - rsen S. 


Si r < 0* entonces |r| - -r y se ve dc la Pigura 1122(!i) que 



Multiplicando por r se obliene Ci) del teorcma y asi, eslas formulas son vdfidis para 
r positive o negative, Si r - 0, entonces cl punto cs d polo y sc vc que las formulas 
en fl) tambien se satisfacen. 

Las formulas en (ii) se deduct*! directamente de la Figura I3.22 h * - 


El Teorema (13.8) puede ntiltzarse para cambiar de un sistema de coordenadas al 
oiro. Una aplicaddn mas important^ de (13,8) es ia transforrnacitfn de una ecuacidn 
polar a uni ecitfldda cn x y y> y viceverwu Esto se ilustra en Jos dos ejetnplos siguientes, 

** 

EJEMPLO i Enconirar una ecuftcidn en x y y* que lenga 1ft misroa pAIka que la ecua- 
cidn polar r = 4 sen #. 

Solucion En d Ejemplo l se considero la ecuacidn r = 4 sen B. Multiplicando ant- 
bos lados por r Ikgamos ft r = 4^sen#. ApUcsndo d Teorema (13.8), obtenemos 
x 2 + y 1 a Ay que es equivalent? ax 1 + (y- if - 4. Entonces la gr^fica es una dr- 
oinfcrencia de radio 2 con centre en el punto (0,2) del piano xy. * 


EJEMPLO 7 Encontrar una ecuacidn polar para una recta arbilraria. 

Solucibn Sabemos que loda recta cn wn sistema de coordenadas xy es la grafica 
de una ecuacidn lineal ax + by + c = 0. !Las formulas x - rcos# y y = rsen# dan 
ia ecuadon polar 

ar cos 0 + hr sen 6 + c ~ 0 

o bien r{a cos# + b sen#) + c “ 0 + « 


Cuando se sobrepone un piano xy a un piano rB, la grafica de una ecuacidn polar 
puede resultar simdrica con respecto al eje x, al eje_y o al origen. La Figure 13,23 ilus- 
tra algunas simetria$ tipicM, Eski conduce al siguiente tcorema. 


CR1TER10S DE (13,9) 
SlMETRIA 


(i) La grifka dc r = /(i?) es simetiica con respecto al 
eje,tit a I susiituir 0 por -B sc obcicnc unaecuaddn 
equivalenic. 
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TEOREMA ( 13 . 10 ) 


E a pcndientc m dc In reeia tangenie a ia grMica tie r - 
f{B) en el ptmto Pfr, ft) es 
dr 

—r sen# + rcostf 


cos ft - rsentf 




Demostracion Si <x, y) son las coordenadas rectatigulares dc F(r, 8)* enionces por 
el Tcorema (13.8), 

* = rcosff = /(8) COS0 
j = /-senfl = /(0) senfl. 

Estas se pucdcn considers cottki ecuationes parameirteas dc [a grdfica, donde tf es e] 
parametro, Aplkftttdo el Teorenia (I3u3), la pendienie de la recta caimcnle en ( y) es 

tly _ dyfdO = /W) sen fl +/(fl) cos^J 
d* d*/d0 rt^l cos 0 — f(d) sen § 

Esta formula es equivalents a Ea del entinciado del tcorema, * ■ 

Cuando el nurnerador en la formula para m es eem y d denominador no es ccro* 
la recta tangent? es horizontal Cuando cl denominator es cero pero d numerador no 
es cero, La recta tangentc es vertical El caso 0/0 require atendAn especial 

Para calcular las pendientes de las rectas langcntes cn d polo, hay que determinar 
los valores dc $ para los que r = 0. Para tales valorem (y tomandp r = 0) la formula 
del Tcorema [ 13. JO) se reduce a m = tan B. Bios comenrarios se Must ran tn et ejempio 
sig wienie. 


EJEMPLO 8 Para la cardiode r = 2 + Zcos tf. caJcular 

W la pendiente de lo recta tangente en & - *76, 

fhl los pantos en los que la recta langentc es horizontal, 

U l los pumos cn los que !a recta tangenle es vertical 

Solution En el Ejempio 2 se consider* la gfifica dc r - 2 + Zeosff. En la Figura 
13.23 aparece dfbujada dc nuevo, ApHtando el Teorema (13.10), la pendiente m dc 9a 
recta tangente es 

( -2sen 01 sen tt + (2 + 2 Cos &\ cos f) 

ta —-■— - i -— -—--—. 

(-2 send) cos 0 - \2 + Zcosfhsenff 

_ 2 (cos 1 0 — sen* + 2 cos 0 
2(2 sen 0 cos if} 2 send 

cos W + cos 0 
sen 20 + send 













FIGURA 13-25 


13.3 Coordenadas polares 


“ 6*1 


r =■ 2 + 2 cos 6 


(a> En 8 ~ x/6, es decir, en el punto (2 4 73, x/6), 




cos (x/3) 4 cos (7T/6) (1/2) 4 ( v 3/2) 




sen {nft) + sen (x/6) “ ( v /3/2) + (1/2) 

(bi Para encontrar las tangentes horizontales, hacemos 

cos 2(1 4 cos 0 - 0. 

Esta ecuacidn se puede escribir como 

2 cos 2 V — l + cos 0 - 0, 

o bien 

(2 cos 0 — l)(cos 6 4 1) * 0. 

7 De cos 0 - 1 , obtenemos 6 *= x/3 y 0 - 5?r/3. Los dos 

puntos correspondientes son (3, *73) y (3, 5*73). Usando 
cos# = -1, obtenemos 6 - x. Como el denominador en la 
formula para m es cero en 6 = x, se requiere investigar mas. En (b) vimos que hay 
una recta tangente horizontal en el punto (0, x) (el polo). 

4c) Para encontrar las tangentes verticales hacemos 



sen 26 4 sen 6 = 0. 

Las siguientes ecuaciones son equivalentes a esta. 

« 2 sen d cos 6 + sen 0 = 0 

y sen 6 (2 cos $ 4 1) = 0, 

Tomando sen# * 0 y cos# = , llegamos a los siguientes valoves de 6: 0 > x, 2x73 

y 4x/3. En la parte (b), encontramos que x da una tangente horizontal. Los otros valo- 
res dan los puntos (4, 0), (1 > 2x/3) y (1, 4x/3) en los que la grdfica tiene rectas tangen¬ 
tes verticales. • 


EJERCICIOS 13.3 

Ejerdctos 1-24: Trace la gr4fica de la ecuacion polar. 


1. 

r — 5 

2. 

0 = nj 4 

3. 

0 ~ — ti/6 

4. 

r « -2 

5. 

r ~ 2 cos 0 

6. 

r = 5—2 sen 0 

7. 

r 5=4(1 — sen 0) 

8. 

r =« ! 4 2 cos 

9. 

r — 8 cos 3# 

to. 

r = 2 sen 40 

11. 

r 2 = 4 cos 20 (lemniscata) 

12. 

r 6 sen 2 \ \0) 

>3. 

r = 4 esc 0 

14. 

r = — 3 sec # 

15. 

r=« 2 - cos 0 

16. 

r = 2 f 2 sec # 

(concoide) 

17. 

r = 2*. 0 > 0 (espiral) 




18. 

rO 

= 1, 0 > 0 (espiral) 



19. 

r =c — 6(! + cos #1 

20. 

r = e 2t> 




(espiral logaritmica) 

21. 

r = 

= 244 sen 0 

22. 

/• — 8 cos 50 

23. 

r 2 

= -16 sen 20 

24. 

4r = 0 


Ejercicios 25-32: Encuenfre una ecuacidn polar que 
renga la misma gr^fica que la ecuacion en x y y. 


25. 

v = -3 

26. V » 3 

27. 

.Y J 4 V 2 = 16 

28. y 

2V. 

V 2 — y 2 s= 16 

30. 0.v 2 4 4v 2 = 36 







60. fit m 1, 0 *■ 2ir 
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■ (jT + y*) cm * (>7x) = <iy, a > 0 

(codeoide o curve del in biero de In Ouije) 

33. x 1 + y ) — $axy m 0 (folio de Descartes] 

Ejerddos 33-48: Encuentre una etuadGn en jry yque 
tetlga l« misma grafica que ta ecu acton cn coordena- 
das po lares y usdfl cottw ayuda para traaar la gr&fica 
en on sistema de cootdcnadas polares. 


33. 

r COS 0 - 5 

34. rsen0=-2 

35. 

r — 6s?n^ * 0 

36, r = 6 cot fl 

37. 

r* 2 

3*. fl * n/4 

39. 

r = Ean & 

40 r -= 4 see 0 

41, 

r s |4sen- 0 — $ co%- * 36 

41, 

r 2 (cos 1 fl + 4sen J tf| « 

3 6 

41. 

r 2 cos 2fl = 1 

44. r 2 sen 2fl * 4 

45 

r (sen fl - 2 cm 0) = 6 


46. 

Hscnd + r cos 1 flj = 1 


47. 

1 

4 

4| f a _ 

r \ + m. W 

2 +sen fl 


49 Scan P,(r t * A,} y P 2 {r lt fl 3 ) dos panics en un 
piano r8. Use ta Ley de los Cosmos para detnm- 
irar que 

l4P h Pj)Y w r\ +■ rf- 2 cos(O z - 0,| 

50. Dcnuiestre que la grdfica dc cada tcuecidn polar 
(aHc) cs una rircunferencta.. Encucnire sit een- 
iro y sit radio. 

ta )r = usenO. « ^ li (b)r^6eosfl» ^ #0 
(c| r = di senO + b cos fl, nh ^ 0 

Ejerddos SI-O0; Encuentre la pendiente de la recta 
tangent? a La gjdfica dc la cctiacidn en el valor de ft 
dado. (Consult? Eas grdficas de los Ejcmdos 5-12 y 
17-18.* 

51 , r rnm 2 cos ff, fl — a/3 

52. r = - 2 scnP* 0 = ir/6 

53. r = 4{l - sen PL fl - 0 


M. 

?■■!+! cos 

fl. iJ -ir /: 

55, 

r - K cos 30. 

0 » k! 4 

56, 

r« l sen 4tf, 

0 « n/4 

57, 

r 1 = 4 cos 30. 

Q m ff/fc 

55. 

r = ftsen 1 \(K 

0 = 2n/3 


59. r ■ 2* fl = rr 

61 Compruebc que si las graficas de Eds ecuacuv 
ties polares r - /(fl) y r - tf(fl) se cortan en 
P(r h 0), entonccs las recta* tangentes en P son 
perpendku lares si >■ sdlo si 

rwm + fwm =0 

(Las gr&ficas son ortogonofes en P.) 

61 . Use cl Ejercicio 61 para demostrur que las grafl¬ 
eas dc cad a par de ecuaciones son ortogon oJes cn 
sus puntm de interseccidn. 

in) r =s a sen ft. r * u cos fl (bt r = ufl, rfl = a 

63. Demuestre que si cos fl * o* cntonccs Ea pendkme 
de la recta tangent? a la grdfica de r = /(0) cs 
idr 'dH) tan 0 + r 
m (drfdO) - nan 0 

M. Sea ir > 0 y sea C cl conjunio de los punios, del 
piano coordenado tales que el produetti de ^us 
distandas a P(d, 0) y a Q[-a, 0) es igual a a t . 
Demuestre que? 3 - 2* a cot Z$ es una ecuacion 
polar de C\ {Sage renew; Use el Ejercicio 4^.) 

65. El gedmelra friego Diocles (alrededor de L80 
\.c .) inventd una curva especial Hamada cisoide 
que mitiid para dupticar el cubo t ts decir, para 
construir un cubo con el doble del volumen de 
un cube? dado. Usando ia circunferencia x 1 + 
(y — u) 3 = a 1 , sc elige urt punto A en la recta 
tmtentc y = 2a y luego sc elige P(r, en OA 
de manera que OP « PA, dernde B es d punto 
de Lntenteocion de OA con la dtcunferencia (vfrase 
la figuraL Demuestre que la cisoide de Diodes 
licnc como ocuaddfl polar r * 2acos : # esefl. 



66. Demuestre que La cisotde del Ejercicio 65 liene 
come ecuadbn rectangular Jf *{2a - .v) = y ' y 
trace la grafka. 

67. Una eapiral logaritnuca licne una ecuaci6n po¬ 
lar de la forma r * ep jMt 1 donde a y t son cons- 
tames diferenres de cero (v^ase el Ejerdcio 2D). 
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El famoso problema de los “cuatro insectos” 
ejemplifica esta curva. Cuatro insectos A, B, C 
y D se encuentran en las cuatro esquinas de un 
cuadrado. El centro de este se tiene en el polo. 
Los insectos comienzan a moverse simult^nea- 
mente. El A camina hacia B, el B hacia C, el C 
hacia D y el D hacia A (vease la figura). Todos 
los insectos andan cpn la misma velocidad en to- 
do momento directamente hacia el siguiente in- 
secto. En cualquier momento, los insectos estin 
en los vertices de un cuadrado que se encoge y 
gira hacia el centro del cuadrado original. Si la 
position del insecto A tiene coordenadas pola¬ 
res (r, 0), entonces la de B tendr& coordenadas 
(r,0 + i *). 

(a) Demuestre que la recta que pasa por A y B 
tiene por pendiente 

EJERCICIO 67 



sen 6 — cos 0 
sen 0 + cos 0' 

(b) La recta que pasa por A y B es tangente a 
la trayectoria del insecto A. Sirvase de la 
formula del Ejercicio 63 para deducir que 
dr/dO = -r. 

(c) Demuestre que la trayectoria del insecto A 
es una espiral logarftmica. 

68 • Un segmento recto AB de longitud fija a tiene 
su extremo A sobre el eje y y su extremo B sobre 
el eje x. Se traza una perpendicular del origen O 
a AB que corta a AB en el punto P, como se 
muestra en la figura. Los puntos A y B se desli- 
zan libremente a lo largo de sus ejes respectivos. 
Realice la demostracidn de que la curva trazada 
por P es la rosa de cuatro ptialos con ecuacidn 
polar r - \ a sen 2d. 

EJERCICIO 68 
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INTEGRALES EN COORDENADAS POLARES 


FIGURA 13.86 




FIGURA 13.87 


El &rea de una region acotada por grdficas de ecuaciones po¬ 
lares se puede calcular usando limites de sumas de areas de 
sectores circulares. Sea R una regidn en el piano rd acotada 
por las rectas que pasan por O con ecuaciones 6 = a y 0 = b> 
donde 0 s a < /? s 2 t, y por la grdfica de r = /(0), don- 
de/es continua y f(6) > Oen [ a , b]. La Figura 13.26 mues¬ 
tra una regidn de este tipo. 

Sea P una particion de [a, b] determinada por 

a = 0 o < 0j < 0 2 < • • • < 6 n = b 

y sea A0* - 6 k - 0*-, para k = 1,2, ...,«. Las rectas ra- 
diales con ecuaciones 0 = 0* dividen R en subregiones en 
forma de cufta. Si f(u k ) es el valor mi'nimo y f(v k ) el ma- 
ximo de / en [0*_|, 0*], entonces, como se ilustra en la Figu¬ 
ra 13.27, el cirea AA k de la A:-£sima subregion tiene un valor 
intermedio entre las de los sectores circulares inscrito y cir- 
cunscrito, con angulo central A0 k y radios f(u k ) y /(v*), 
respectivamente. Entonces, por el Teorema (8.17), 

H/M 2 A0* £ AA„ £ }[/M 2 A8 k . 












m 
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Sumando desde k = 1 hasia k — tt y usando cJ heeho de que la sum a de las A4* es 
el area A de /?, sc obtiene 

1 i[/M ! £ 4 z i i[/M 3 M,. 

*-i k~\ 

Cuando ia norma |P| de la subdivision riende a cero + Era limites de la$ sumas ticnden 
ala integral [fmVdO, Esto da el siguicnte rcsultado. 


TEOREMA 


Si/es continua y/[fl) aOcn Is, A], dcndc 0 s a < 
b S 2ir, entoaces el irea .4 dr la region acmada por las 
grafkas de r = /(B, S = uyt) = bes 

>1 -flt/WP* -f 


FIGUftA 13. t§ 



La integral del Teorema (13.11) se puedc ititerpretar co- 
mo tin I imi re de sumas escribiendo 

* - r * tw ^ = hm i i[/(«4j] j As* 

donde es awiqukr numero en el intervaio [0*_ h 8 k ) dq 
H La Figura 13*28 ilustra geomgiricamente una suma 
de Ricmann lipica. Es convcnicnte pensar que sc empicza con 
el area de un sector circular y se describe la region R huden- 
do que 0 varfe de a a h T a! nmsmo liempo que eada dflj. deri¬ 
de a cero. 


ftauRA 13,a* 



EJEMPLO 1 Calcukr el area de la region delimitada por 
fa cardiodt r = 2 + 2cosff. 

Solution La gr^fica sc obtuyp en el Ejemplo 2 de La Sec* 
ci6ri 13*3. Aparecc de nuevo en la Figura J3*29 junto con 
un sector circular tipico del iipo tnencionado anteriormente, 
Apro vecband o la simcfria. calcubremos d &rca dc la mi tad 
superior de la regidn y se dtiplicarfl luegod resuKido. La fum 
d6n /del Teorema (13.11) cst^ dada por /(0) = 2 + t cos 8. 
Para encontrar a y h observamos que los sectores circularcs 
dcben destribir la mitad superior de la eardi ode cuando $ va- 
ria dc 0 a w. Por to lanto, a = 0, b - r t y 

4 »2 J'il2 + 2cos WdQ 
“ JJ”(4 + 8 cos (J + 4 «js j <I}M 
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Usando el hecho de que cos 2 0 = £(i + cos20), 

A = Jo' (6 + 8 cos e + 2 cos 20) dO 

— Fbtf + 8 sen 0 + sen 2o\ = 671 . 

/ L Jo 

Tambten podriamos haber calculado el area usando (13.11) con a = Oyft = 2 tt 
E l siguiente resultado generaliza el Teorema (13.11). 


TEOREMA (13.12) 


Sean fy g funciones continuas tales que /(d) > u(d) a 0 
para todo 6 en [a, b], donde 0 S a < A < 2r. Sea R 
la region acotada por las grafieas de r = f(6), r = y(d), 
d = a y 6 = b. El area A de R es 

A *=i r - [y(«)l 2 } de. 


FIGURA 13.30 

8 = b 



En la Figura 13.30 aparece una regibn del tipo descrito 
en el Teorema (13.12). El area A puede calculate restando 
las areas de dos regiones del tipo descrito en (13.11). Asi, 

A = f H/(0)] 2 do - £ *0(0)]* JO. 

Escnbiendo esto como una integral se obtiene el Teorema 
(13.12). 

La integral en (13.12) puede expresarse como un lfmite 
de sumas como sigue: 


La suma puede considerarse como el procedimiento de describir la region R comenzan- 

do con el area de una region del tipo iiustrado por la cufta truncada de la Figura 13 30 
haciendo que 6 varie de<iaA. r. K u. d u.jo, 


FIGURA 13.31 



EJEMPLO 2 Calcular el area A de la region que se encuen- 
tra dentro de la cardiode r = 2 + 2 cos 0 y fuera de la cir- 
cunferencia r = 3 . 

Solution La regidn, junto con un elemento de area tipi- 
co, esta en la Figura 13.31. Como las dos grafieas se cruzan 
en los puntos (3, -ir/3) y (3, t/ 3), la region es descrita cuan- 
do 9 varia de -,r/3 a t/ 3. Usando el Teorema (13.12), 

A = 2 fZ [(2 + 2 cos 0 ) 2 - 3 2 ] JO 

I f */ 3 

= 2 J .. /3 cos 0 + 4 cos 2 0 - 5 ) JO. 
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Como en el Ejeraplo I, La integral puede evaluate mediante la sustiUid6n cm 2 9 = 
JO + cosSfl 1 ), Podcraos dcmostrar quc A = {9v3/2> - T 4 65. 


Ei siguieme teoferna da, Ltm formula para !b Longkud dc arcoen coordcnadas, polares. 

TEOREMA {13.13} 


Dcmostracion Como en la demosinscidn del Teoranu (13.10), la curva C itene la pa- 
rainetrizaci6n. 

JC = f(0) COS 9, y= /{«) sen It: a £0£b. 

Por lo tanto, 

dx 

— = <t + /"(tf) cos $ 

■» ifv , 

dj) = /(»} cot 0 + /W send 1 . 

No cs diftcit dtitiostrar que 

(£) , + (»)*‘ c/, ' 8 ’ + t/wl ‘ 

Similuyendo en d Teorema f 13.5) con 0 = / t se oblienc la formula deseada. 


Si una curva C cs La gr&fica de una ceuaddn polar t - 
/{&} y si J ei cotuinua en [u + h], entoncc! la longitud 
/. de C es 


f v [ \fmym 




dtf 


FI SURA 13 r 31 



EJEMPLO 3 Calcular Is longitudde It cardlode r = I + 
cosff. 

Solution Esa curva se tiene en la Fjgura 13.32. Aprovc- 
chando la simetria, calcularemos la longiuid dc la mitad su¬ 
perior y se dupltcarA luego d resultado. Aplicando el Teorcma 

(13 LU 

L = 2 VU + cos #1* + ( —scnfl) 

= 2 j" fl v ‘ I -f 2 cos ft + cos^ 9 +SCH 1 0 d9 
~ 2 J* u ^ 4- 2 cos i) d9 = + cos $ rffl. 


l a ultima tnie&ral se puette evaluar milizando la identidad Lrigonomdrica cos 2 i & = 
4 (I + costf) o, equivaleniemente, 1 + cosfl ^ 2cnr i fl, Asl. 
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L = 2y/2 j* yJ2 cos 2 dO 
- 4 cos $0 dQ 

S' =(4 *2) sen+0j* = 8 • 

En la solucidn del Ejemplo 3 se pudo reemplazar v cos 2 \0 por cos i 0 , porque 
si 0 < 0 < it , entonces 0 < < tt/2 y, por lo tanto, cos ^ 0 es positivo en [0, t]. 

Si /70 se hubiese usado la simetrfa y se hubiera escrito L como v r 2 -I- (dr/d0) 2 dO , 
la simplification no habria sido v^lida. En general, cuando se calculan areas o longitu¬ 
des de arco en coordenadas polares, conviene aprovechar las simetrias existentes. 

Sea C la grafica de una ecuacion polar r = f(8) para a < 
0 < b. Se desea obtener una formula para el area S de la su- 
perficie generada al girar C alrededor del eje polar, como se 
ilustra en la Figura 13.33. Como Ctiene la parametrizacion 

x = /(0) cos0, y = /(0) sen0; a ^ 0 < b , 

puede calcularse S utilizando el Teorema (13.7) con 0 = t. 
Esto da como resultado la siguiente formula en la que se usa 
la diferencial de l ong itud de arco en coordenadas polares 
ds = >/[/(0)] 2 4- [/'(#)] 2 d6 que se obtuvo en la demostra- 
ci6n del Teorema (13.13): 

(13.14) S = J 27 ly ds - £ 2nf\0) sen 0y/lf(0)] 2 + [/'(0)] 2 dO (alrededor del eje 

polar) 

Si C gira alrededor de la recta vertical 0 = x/2 (el eje v), entonces, como en la pdgina 
652, 

(13.15) s=j;; 2tt.v ds = 2nf(9) cos 0>/[/(0)] 2 + [?'(0)] 2 dd (alrededor de 8 = 

t/2) 

Si se utilizan (13.14) o (13.15) ay b se deben elegir de martera que la super fide 
no se trace dos veces en alguna parte cuando C gira , como sucede cuando hay rotation 
de la grafica de r = cos 0, con 0 < 0 < tt alrededor del eje polar. 


FIGURA 13.33 



FIGURA 13.34 



EJEMPLO 4 La parte de la espiral r = e e/2 entre 0 = 0 y 
0 = it gira alrededor del eje polar. Calcular el £rea de la su- 
perficie resultante. 

Solucion La Figura 13.34 ilustra la superficie. A partir 
de (13.14) con /(0) = e 9/2 , 

S = Jj 27r^ , 2 sen 0yJ(e 612 ) 2 + J$e 6 2 ) 2 dO 

= J* 2 ne 912 sen 0^1? dO = y/5n J* e° sen 0 dO. 
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Integrands por partes o usando la Fdnmula 98 de la Tabla de Integrates (vcase el Apen- 
dice IV), 

S * t’ 1 (setlW eos f))J" - - ^ ” (e* + I) ^ 848 * 


EJERCICIOS 13.4 

EJkfcklOft IS: Cakuleri Sirea dc la region acolada por 


la grdfica 


I. r ^=> 2 cos fl 

2. r - 5«n W 

3. r ■ I - cos ft 

«, r ■> t - 6sen 0 

5. r - sen 

ft. r 3 = 9 cos 21? 

7. r = 4 + sen 8 

8 r = 3 h- 2 cos U 

Kjerddcts 9-10: Calculc d irea de Ea region R , 

9. /? = {|i- t i)): 0 <; < ff/'2. 1) ^ r ^ e* J. 

10, R ±* (|r, ft\: Q<8 ■£ 

Osrs 2^S- 


Kjlt-n kiub (1-14: CaJcuk d area de la region acotada 
por un rizo de la grdftca de La ecuiddn. 

II. r 3 « 4 cm 2fl (2. r = 2«i5 30 

13, r = Jcos!fi r^seaWJ 

EJemcira 15-lit; Calcule et area dc b region que sc 
eociicnira t'ucra dc la grifka dc la pnmera ccuoddn 
y denim dc Ea grillea de 3a segmicU. 

15. r = 2 + 2 cos B, r = 3 
It. * " 2, f = 4 cos ff 
17, r»X 

18 r v I send. r = .Iseti 0 

Rjemcios 19-22: Cal cole el Area dc Ea region que sc 
cncuerura dentro de las grAficas de las dps ecua clones. 

19, r = sea 8, r = yfy ea* 0 
21L r =. 2|T +scn /?). r t= ] 

21. r = I + fsert 0, r = 5 sen 8 
n. r 3 ** 4 Q 0 & 20, r - 1 

tjemiin* 23-26: Calcule d 3rca de la regi6n acotada 
pof Eas grificas de Las ecuaciooes- 


13. r = 2 see fl k 0 - k/ 6, fl = jc/3 

24. f-CK?cot<J t 0 - s/6. G =■ jt/4 

25. r-4/fi-ewfl), ff-ir/4 

2t, /*(! + scnJ) ■ 2, & = nr/3 

27. LTitb recta carta a un circuit dc radio a a una dis- 
lancia ft dc su centre, donde ft < ft < a. Caku 
Le el irea dcE mcnor de los dos scginciiios eircu- 
3&r« en las que la recta corta al drculo. 

28, Sea OP cl rayo que va dcJ polo al punto P( r f 6 } 
de la spiral r = aft, donde a > 0. El rayo da 
dos vudtis (comcfizando con ft = 0). Cikufe el 
area de 3a fegidn desertta por et rayo en su se- 
gunda vuelta y que no fue dsenta cn J.a prfmcfm 
{*&*.sc la figure). 



tjereicins 29-34: Calorie la longniud dc la curva. 

29. r = t * de 0 = 0 a & - 2-r 
JO. r “ ft de & =r 0 a & = 4w 

31. r - cos 1 jl) d^-OaH-T 

32. r ^ 2* de 8 - 0 a « » x 
31. r a sen J 

34, r ** 2 - 2costf 

Kjrrikins J5-31I: Calculc d Area de ta super fide gene- 
rada al girar La Clirva atrededor del eje polar. 

H. r ^ 2 + 2 cos rt 

37. r » 2a sen E?- 


36, H » 4 cos 
38. r = 2u cets 9 




13.5 Ecuaciones polares de las cdnicas 

^ Un loro es la super fide generada al girar una cir- 
cunferencia alrededor de una recta que est<i en 
el mismo piano y que no la corta. Utilice las coor- 
denadas polares para calcular el area de la super- 
ficie del toro generado al girar la circunferencia 
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x 2 + y 1 = a 2 alrededor de la recta x = b, don- 
de 0 < a < b. 

40. La parte de la espiral r = e'0 entre 0 = 0 y 0 = 
tt/ 2 gira alrededor de la recta 0 = r/2. Calcule 
el area de la superficie resultante. 


13.5 


ECUACIONES POLARES DE LAS CONICAS 

El siguiente teorema combina las definiciones de parabola, elipse e hiperbola en una 
descripcion unificada de las secciones cdnicas. 


(13.16) Sean h un punto fijo y / una recta fija en un piano. El 
con junto de todos /os puntos Pdel piano tales que la ra- 
z6n d(P , F)/d(P ; Q) es una constante positiva e, don- 
de d(P 7 Q) es la distancia de P a /, es una seccion coni- 
ca. La cdnica es una parabola si e = 1, una elipse si 0 < 
e < \ t y una hiperbola si e > 1. 


FIGURA 13.35 



FIGURA 13.36 



Como en la Definicidn (12.8), la constante e es la excen- 
tricidad de la cdnica. Se ver£ que Fes un foco de la cdnica. 
La recta / es la directriz. La Figura 13.35 muestra una situa- 
cion tipica con una posicion posible de P sobre la curva. 

Se demostrara el teorema para e < 1, y el caso e > 1 
se deja como ejercicio. 

Sl e - 1 en el Teorema (13.16), entonces d(P , F) = 
d(P, Q) y de acuerdo con la Definicion (12.1), la cdnica re¬ 
sultante es una parabola con foco F y directriz /. 

Supongamos ahora que 0 < e < I. Es conveniente un 
sistema de coordenadas polares en el piano, con Fen el polo 
y / perpendicular al eje polar pasando por el punto D(d , 0 ), 
donde d > 0. Si P(r, 6) es un punto del piano tal que 
d( p ' F Vd{P y Q) = e < 1, entonces de la Figura 13.36 se 
ve que P se encuentra a la izquierda de /. Sea C la proyeccion 
de P sobre el eje polar. Como 

r/(P,F) = r y d(P, Q) = ~FD - FC = d - r cos 0, 
resulta que P satisface la condicidn en (13.16) si y sdlo si 


(I — r cos 0 

o bien 


r = de - er cos 0. 
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CAPflUlO 13 


OJRVAS PLANAS V COORDtMADAS POLARtS 


FIGUflA 

fltrf, wi* 


Despejando t sc obtiene 


tU- 


( + e cos ( 


queo una ecuaci6n polar de la grafica De becho, se obtiene !a misma «uari6n si e 
sin embargo, no hay ningiin puoto (f, 9 ) cn la grafica euando I + eosi? = 0. 
La ecuacidn r = de - er cos 0 corrcsponde a Ea ecuacidn en .r y > 

■Jx 1 + y J - <ii- - «*. 

E lev and o al cuadrado ambos lados y ordenando los terminos sc obliene 

it - f-)v J + liie'x + y 1 = dV. 

Compleiando cl cuadrado y simplificando, 

/ dV 


/ de 1 v . r 

(/ + n^v + rr?iT^ r i 1 ' 


Fiaalmcnle. Jlviditndo unbot lados cidrt dV/ll - 0 s ) 1 . sc lies* • on* ccu«34o dc 
la forma 

<* - f , 

— ?~ + P 

dortde ft = - e 1 ). For lo tanto, la grifica e* una el ipse con centra en el pun- 

to <-**/(! - e 1 ), 0) sobre el eje x y para la cual 

d “(T^* b 


Por tl Teorema (12.6), 


c* — - h 2 = — 


dV 


13,37 


(l -**) 2 

y pur lo tamo, c = de 2 /(l - e 1 ). Esto demuestra que F cs un foco de la elipse. Tara- 
bien se deduce que * = c/a {viaw la Dcfmicidn (12.S))- Se puede dar una demostra- 

ddn pareeida para cl caso e > I. 

Pucdc demosirarse que t inversamenie, toda cornea no 
degenerative sc puede describir median (c d enuntiado del 
Tcorema (13.16)* E$to da una formutacid® de las scccioncs 
ctinkas que es equivalente a! en toque usado cn el Capitulo 
12. Como (13. IGJinduye a los tres tipos de ednieas, sc le con¬ 
siders a veces eomo una defmicibn de las sectioned ednicas. 

Si sc hubiese escogido el foco Fa la derecha dc la direc¬ 
trix como se ilustra en la Figura 13.37 (en donded > 0) t cn^ 
tonces se habria obtenido la ecnation r = de/{\ — e 
{N6i«e que hay un signo me nos en lugar de un siguo mis.) 
Si se pcrrniie que d sea negative, cxisten otros cambios dc 
signos 

Si / sc toma parotela at eje polar pasando por uno de los punlos {d f t/2) o bien 
{d, 3 t/ 2}, como sc ilustra en b Figura I3JS, entontes en las ecuaciones correspon- 
















13.5 


Ecuaciones polares de las cbnicas 


FIGURA 13.38 


0 ) 


CH) 
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dientes aparece sen 0 en vez de cos 0. Las demostraciones de estos hechos se deian como 
ejercicios. 

El siguiente teorema resume esta discusidn. 


TEOREMA (13-17) 


Una ecuacidn polar que tiene una de las formas 

de , . de 

r - ~T~1 - — o bien r = - 

1 ± e cos0 i ± e send 

es una seccidn conica. La conica es una parabola si e = 1 , 
una elipse si 0 < e < 1, o una hiperbola si e > 1. 


EJEMPLO 1 Describir y trazar ia grafica de la ecuacidn 

_ _ 10 

3 + 2 cos 0 ’ 


Solucion Dividiendo el numerador y el denominador entre 3, obtenemos 

r— y 

1 + i cos o 

que tiene una de las formas en el Teorema (13.17) con e = f. Entonces, la grafica 
es una elipse con foco E'en el polo y eje mayor a lo largo del eje polar. Los extremos 
del eje mayor se encuentran tomando 8 = 0 y B = v. Esto da L(2, 0) y V\ 10 tt) 
Por lo tanto, 

2 a - d(V\ V) = 12 o bien a = 6. 


FIGURA 13.39 



El centro de la elipse es el punto medio (4 , tt) del segmento 
V V. Usando el hecho de que e = c/a t obtenemos 

c = ae = 6(j) = 4. 

Por lo tanto, 

b 2 « a 2 -e 2 = 36 - 16 = 20. 

De manera que el semieje menor tiene longitud b = y/20. La 
grafica aparece en la Figura 13.39, en la que se ha sobrepuesto 
al sistema polar, como marco de referenda, un sistema de 
coordenadas rectangulares. • 
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EJEMPLO S Describir y irazar la gr£fica de la eeuacibn 

10 

r “2 + 3 senS 


Solution Para cxpresar la ecuecion en una. de las formas del Teorema (13*17), di- 
vidimos numemdor y denominador por 2, ohtenicndo 

5 

r = HTj s tnO 


nGUNA 13-40 

ID 


2 4 1 wit 



Entonees, e — j y la grafica es una hip£rbala cor art foco 
en cl polo. La cxpresion sen# dice qwc d eje transversal de 
la hipdrbolacs perpendicular aJ eje polar, Para encontrar Los 
vertices sustkuiinos 0 = #/2 y 0 - 3 t/ 2 en la ecuacidn da- 
da. Esto da los pumos ¥(2< t/2), P (-10 p lx/2) y, por lo 
tanto* 

lu = d(¥ t ¥ ) = 8 o bien a - 4. 

Se pnedert usar los punios (5, 0) y (5 K ir| sobre la graHca pa* 
ra trazar la rama inferior de la hiperbola. La rama superior 
se obtiene por simeiria, como se iltistrs cn la Figura 11.40. 
Si «r desea mayor precision o m for mac ion adidonal, puede 
calc u I arse 

c » at— 4| j) « 6 

y fc 2 * c 1 — tr 1 = 36 - 16 = 20. 

A partir de esto es posibie comirulr las astruotas de la mane- 
ra acostumbrada. * 


EJEMPLO 3 Trazar La gnifka de la ecuacidn 

15 

4-4 cos it 


Solution Para oblener una de las Ebrmas en (13.17)* dividimos el numerador y el 
denominador emre 4, obteniendo 


I — cos£F 

Por lo Lanio, e = I y la gr^fka es una parabola con foco en el polo. Puede ohtenerse 
un croquis u bican do los pumos corTespondientes a las abscisas y ordenadas en d ori¬ 
gin* que sc lienen en la tabla siguierne. 



0 ji/2 7i lff/2 

r 

V V V 
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FIGURA 13.41 



No hay ningun punto de la grafica que corresponda a 6 = 0 
pues el denominador 1 - cos0 se anula para ese valor. Tra- 
zando Ios tres puntos y usando el hecho de que la grafica es 
una parabola con foco en el polo, obtenemos el croquis de 
la Figura 13.41. • 


Si s61o se desea un dibujo burdo de una c6nica, se reco- 
mienda emplear el metodo usado en el Ejemplo 3. Para usar 


este procedimiento, se ubican (si es posible hacerlo) los pun¬ 
tos correspondientes a 9 = 0, x/2, t y 3x/2. Estos tres 
puntos junto con el tipo de conica (que se obtiene del valor de e) Ilevan inmediatamente 
al croquis. 


EJERCICIOS 13.5 


Ejercicios 1-10: Describa la grafica de la ecuacibn 
polar. 


12 

1 r- 12 

6 + 2 sen 0 

6 — 2 sen 0 

12 

4 r- 12 

2 - 6 cos 0 

2 + 6 cos 0 

3 

6 r - 3 

2 + 2 cos 0 

2 — 2 sen 0 

4 

g 4 sec 0 

cos 0 - 2 

2 sec 0 — 1 

6 esc 0 


2 esc 0 -|- 3 



27. Encuentre la ecuacibn polar de una parabola con 
foco en el polo y v^rtice (4, x/2). 

2R. Encuentre la ecuacibn polar de una elipse con ex- 
centricidad f, un vbrtice en (1, 3x/2) y un foco 
en el polo. 

29. Demuestre el Teorema (13.16) para el caso e > 1. 

30. (a) Use la Figura 13.37 para deducir la fbrmula 

r = de/( 1 - e cos 0). 

(b) Deduzca las formulas 

r = de/( 1 ± esen 0) 

del Teorema (13.17) usando la Figura 13.38. 


10. r = esc 0 (esc 0 — cot 0 ) 


11-20. Encuentre ecuaciones en x y y para las grdfi- 
cas de los Ejercicios 1-10. 

Ejercicios 21-26: Use el Teorema (13.16) para encon- 
trar una ecuacibn polar de la cbnica con foco en el 
polo, y con excentricidad y ecuacibn de la directriz 
dadas. 


21. e - r = 2 sec 0 

23. e = 4. r = — 3 esc 0 

24. e = 3, r = —4 sec 0 

25. e =* 1, r cos 0 = 5 

1, r sen 9 = —2 


22. e = f, r = 4 esc 0 


Ejercicios 31-36: Exprese la ecuacibn en una de las for¬ 
mas del Teorema (13.17). A partir de ahi calcule la 
excentricidad y encuentre una ecuacibn de la directriz. 

31. y 2 = 4 — 4* 32 . x 2 = 1- 2y 

33. 3y 2 - 16 .v-x 2 + 16 = 0 

34. 5.x 2 + 9y 2 = 32x + 64 

35. 8.x 2 -f- 9y 2 + 4x = 4 

36. 4.x 2 — 5y 2 -f 36 y - 36 = 0 


Ejercicios 37-40: Encuentre la pendiente de la recta 
tangente a la gr&fica de la ecuacibn en el punto co- 
rrespondiente al valor dado de 0. (Consulte las gr£fi- 
cas de los Ejercicios 1-4.) 


37. r 


12 

6-4-2 sent)' 


0 = n/6 

















wimon * cusvas pranas * coo*0chacias rolmis 
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Jt. r - 

». r* 


i: 


& - 2 sen it 

13 

2-6 WHIP 

I t 

? + 6c»i' 


, 6-pfl 

,* * - */l 


41. Iji fKniTKf a ley de Kepk“f <*T*ie li S«ftdn 1 * 6) 
iFLmva qi ic kn pterwia* *iajan en Artuia* rlltHi- 
cu qur lieam ■! Sol m uito de lot fooji. Para, 
CBtonLf ar la rcuaodri de una licNla, k colcca *1 
polo f> im rl centre 4d Sol y el cjt polar a kn lar¬ 
go del r ic mayor dr la etrjHr (v£aae la ftfura) 
(fe| Demunlrr qur la ecuaoOn dr la Or biEa « 

II -r> 

P - 1 - f «n IP 

domic r es Id cxccntrkidad. y la. la lon|i- 
lud dci ejc mayor. 

<b) 1 -a rfaronria /wrAr//o f, y la dhtgatw 
dfi ti/flii.' f w ir dcfirun como la dtiTamria 
minima > minima, rnpevEivamemr. dr un 
planet* at Sol. ReaLicr la drmoitracidn dr 
qw f, » all * *1 r',- all - rj. 

42. Cutff el EjrtcKtn 41 La dfbrta del pfaacta 


£4*000 



Hufftn twne una eKcmincidjid dr 0.249. y la Jn- 
(aneift 4# H afriio n dr 29.61 U A (unkJade* *> 
UOflOmkas) DicurnErr la roucrin polar dr la 
dtbrta dc Fluidn y eilcult la disiancm de nu rw- 

43 (*1 Ulditt kflMliTUridn i • Lin (6/2} para dc 

ffionrar qur 

/ ■ i ^Tw^s 1 *” 7^7 

(Swir/ywcta.- V£»*c <1 Tcorcm* (9 6},) 
lb} Use drftuksdodek parietal par a demo*- 
tray que b duEancia media dr un planet a al 

Sole* mV*- f 1 . 

44, CocuulEr Jo* £|crpcioi *1 y 43 Em* ft el mas 
pequeftiY de lot airtfoidft del siiEema lolai Su 
dj*iaEKia media al Sol n dr I MU\ f la escen- 
trickdacf dr mj drbila ft 0.22 J. Fmuetilrr la etfua- 
cidh polu d« *u tifbita y cakute qur lanto sc 
acerca al Sol et a*EcrL»nJr 


ffin REPA50 


Drfina o dlaniti In *j£id*nlt. 


I* 

Cuna piana. 

t. 

It 

Cm * a ctfrada 

t. 

y 

Cnrtra ceffada limpk. 

1*. 

i 

EcuaaoDft par amftrkai. 

11. 

s. 

Cutva pafamci ntada. 

iy 

6. 

Farm* paramttrkji r*fa dy/dx. 

IX 

% 

Forma pafamdrira pan 

14, 


Forma paiam^Erica para la bpfitud dr VCO- 

Foima p*ftm4ifica paia d area de una luperfkvr 

Coordenadai polain. 

Grificfir dc ecuaoonft polajft 

ItelaeiCMift mire lai roordenadai iftian^uEam 
y las polar n. 

Inletraift m eodcdmadai polam. 
licuuwm police* de la* ednlcas. 


EJERCICIOS 13.6 


IJtmmns ij.« 

KjrnMoi |Ji Tr*« 1* dc 1< turn, cncurnlrc pumot dc U cwva f rslcuk la pend KM, Ic dc La retfa 

una tcuaodn cn jryr dc una gratica t]uc contcnjn lot tanceme en el pumo corrnpondiEntc u • I. 










13.6 Repaso 
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1. x = (t/t) -f 1, * (2/t) — t; 0 </<4 

2. x = cos 2 t — 2, y =sen t + 1; 0 < t < 2n 

3. x = yft, y = e~'\ t £ 0 

4. Sea CJa curva con ecuaciones parametricas x = 

t 2 , y = 20 + 4/ - 1; / en U. 

(a) Encuentre las abscisas de los puntos de C 
tales que la recta tangente en ellos pasa por 
el origen. 

(b) Halle los vaiores de / que corresponden a 
rectas tangentes horizontales o verticales. 

(c) Encuentre una forma parametrica para la 
expresibn d 2 y/dx 2 . 

5. Compare las graficas de las siguientes curvas para 

/ en U. 

(a) x = t 2 , y = f 3 (b) x = / 4 , y * t 6 

(c) x = e 2 \ y = e 3t 

(d) x = 1 -sen 2 r, y - cos 3 t 


Ejercicios 6-18: Trace la grafica de la ecuacidn y en¬ 
cuentre una ecuacion en x y y que tenga la misma 
gr£fica. 


6. 

r = 3 -f 2 cos 0 

7. 

r = 6 cos 20 

8. 

r = 4 — 4 cos 0 

9. 

r 2 = —4 sen 20 

10. 

r = 2 sen 36 

11. 

r(3 cos 0 — 2 sen 0) — 6 

12. 

r = <r*, 0^0 

13. 

r 2 = sec 20 

14. 

r = 8 sec 0 

15. 

r = 4 cos 2 i 0 

16. 

r = 6 — r cos 6 

17. 

r = 8/(3 + cos 0) 

18. 

r = 8/(1 — 3 senfl) 



19. 

Halle la pendiente de la recta tangente a la grafi- 


ca de r = 3/(2 + 2 cos 0) en el punto correspon- 
diente a 0 = ic/2. 

Ejercicios 20-21: Obtenga una ecuacibn polar de la gra¬ 
fica de la ecuacidn. 

20. x 2 4- y 2 = 2 xy 

21. y 2 = x 2 - 2x 


22. Encuentre una ecuacidn polar de la hipdrbola que 
tiene un foco en el polo, excentricidad 2 y ecua¬ 
cidn de la directriz r = 6sec0. 

23. Calcule el area de la regidn acotada por un rizo 
de fa grdfica de r 2 = 4 sen 20. 

24. Calcule el area de la regidn que se encuentra den- 
tro de la grafica de r = 3 + 2 sen 0 y fuera de 
la grafica de r = 4. 

25. La posicidn (x, y) de una particula al tiempo t 
esta dada por x = 2 sen y = sen 2 /. Calcule la 
distancia que la particula recorre de / = 0 a 
/ = t/2. 

26. Calcule la Iongitud de la espiral r = 1/0 entre 

(1, 1) y ( i , 2). 

27. La curva x = 2/ 2 + 1 j« 4/-3;05I5 1, 
gira alrededor del eje y. Calcule el area de la su- 
perficie resultante. 

28. El arco de la espiral r - e 9 entre (1, 0) y (e, 1) 
gira alrededor de la recta 0 = x/2. Calcule el area 
de la superficie resultante. 

29. Calcule el area de la superficie generada al girar 
la lemniscata r 2 = a 2 cos 20 alrededor del eje 
polar, 

30. Un segmento de Iongitud fija tiene un extremo 
A en el eje^y y el otro B en el eje x; P es un punto 
fijo en AB elegido de manera que d(A, P) =a 
y d(B , P ) =b (vbase la figura). Asi mismo, P 
traza una curva C cuando A y B se deslizan li- 
bremente sobre sus ejes respectivos. Obtenga unas 
ecuaciones parametricas para C con parimetro 
/ igual a la medida en radianes del Angulo ABO. 
iQue tipo de curva se forma? 


EJERCICIO 30 









CAPITULO 



VECTORES y SUPERFICIES 


U os vectores tienen dos naturalezas diferentes, una geometrica 
y la otra algebraica. Para estudiar las aplicaciones de los vectores 
se necesita un entendimiento de ambos aspectos. Por sencillez, 
se comenzara con vectores en el piano. La generalizacion a tres 
dimensiones se logra facilmente tomando en cuenta una tercera 
componente. Tambien se discutiran algunos temas basicos de la 
geometria analftica en tres dimensiones incluyendo rectas, pianos, 
cilindros y superficies cuadricas. 
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miento del punt^Como se ve en la Figura 14.4, un desplazamiento AB seguido de un 
esp azamiento J?C lleva al mismo punto que el desplazamiento AC solo. Por defini- 
ci6n, el vector AC es la suma de AB y BC, y se escribe 


AC = AB + BC. 

Como los vectores pueden ser trasladados de un lugar a otro, cualquier par de vectores 
se puede sumar colocando el punto inicial de uno en el punto final del otro y procedien- 
do como en la Figura 14.4. 

Otra manera de encontrar la suma es considerar vectores iguales a y BC y que 
tienen el mismo punto inicial, como se ilustra por PQ y PK en la Figura 14.5. Si se 
construye el paralelogramo RPQS , entonces, como PR = QS, resulta que = 
PQ + PR. Si PQ y PR son dos fuerzas que actuan en P, entonces PS es la fuerza resul- 
tante, es decir, una fuerza que sola produce el mismo efecto que las otras dos actuando 
simultaneamente. 

Si c es un numero real y v es un vector, entonces cv se define como el vector cuya 
magnitud es |c| veces la magnitud ||v|| de v y cuya direccidn es la misma que la de 
v si c > 0, o bien la opuesta a la de v si c < 0. En la Figura 14.6 se ilustra todo esto 
El vector cv se llama miiltiplo escalar de v. 


FIGURA 14.4 

AC = AB + BC 


c 




FIGURA 14.3 

PS = PQ + PR 


FIGURA 14.4 



Supongamos ahora que todos los vectores estdn en un piano coordenado. Si PQ 
es un vector, entonces, como se indica en la Figura 14.7, hay muchos vectores equiva¬ 
lences a PQ; pero hay uno y solo un vector equivalente a = 04 con el origen como 
punto inicial. El vector OA se llama vector de posicidn de PQ. Asi, cada vector deter¬ 
mine! un unico par ordenado de numeros reales , las coordenadas (a,, a 2 ) del punto fi¬ 
nal de su vector de posicidn. 



FIGURA 14.8 



Sean OA y OB dos vectores de posicion con puntos Finales A (a }% a 2 ) y B(b x b 7 ) 
respectivamente, y sea OC con punto Final C(a x + b lt a 2 4* b 2 ), como se ilustra en 
la Figura 14.8. Usando las pendientes puede demostrarse que O, A y Cy £son los verti¬ 
ces de un paralelogramo; es decir, 


OA A- OB = OC. 
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Ententes ei par ordenado determhtado par 04 + es 
( B | + b 3P + &i). Tambitbi $cpuededcmostrar que sices 
un cscalar, cmonees cl par ordenuda determirtado por cO A 
es {ca^ ca 2 h como sc ilustxa cn In Figura 14.9 para c > {L 
Las observacioncs ameriores pertniten invert it el desarro- 
llo y eomenzar definienda los vectorcs conw pares ordenados 
y obteniendo luego los segmentos rectos como una interpre- 
tad on akemativa, Para evitar confusion con la notacidn pa¬ 


ra intervalos abiertos o pantos, se usar^n simbolos como <fl t , 0i>o bien <b|. ba) P fl!ra 
los vcctorc* y sc de nocar an por a o b, res peel ivamente. Como antes, los minier os reales 

son escalares. 


DEFINICION (14,1) 


*- I 

HI espaci o vectorial V 2 de dimension 2 (o tridimensional} 

es el conjtituo de todoi los pares ordenados < x r v de 
mfrneros reales, llamados vectom, ?,yjetos a los siguien- 
tes axtomas 

(i) Adidtin de veciores. Si sc lienc a - < & u a t } y 

b ^ < b t d^ 2 >> entMCtS 

a 4- b = ■: fl| + ft|, &z 4 bz > 

0J) Miilliplicacifin dt v eel n res por locals res. Si a - 

(B, k b 2 > y res un cscalar. emonces 

c» = <cB lt c^>. 


Los numeros <J t y en {d^a 1 '} son las ctimponenie* dd vector. Entonces, para 
stimar do* vec tores, se sunidii las component es correspondtenies. Para mu It ip Ikar un 
vector per an escalar, sc multiplica eada components del vector por el escalar, 

Ei Yectoff rem fly el negative! —a de un vector a * (fl lt %) se defanen como sigue. 


DEFINICION (14.2) 


ft = <fi,0>; -a - -<a,. flj> = < ~a \. 


FI OUR A 14.10 



Un vector diferente de cero a =? <n, + a 2 ) en V 1 sc pue- 
de representar en un piano coordenado por un segments di* 
rigido PQ con cuakjutcr punto inicial Pf.v t _v) y con punto 
final Q(x 4 a } > y 4 a?). A veecs sc dice que Pp corres- 
ponde a a o que i correspond* a f*Q En la Figura 14 lO t 
el slmbolo a se colocd junto a varios segmentos dingidos 
correspond lent es a <G|, a 2 }* Si A cs^l punto^con coordena- 
das Itf], a;), cl vector de posieidn CM de sc llama lam 1 
biin vector de posicidn de (a 3 . o vector de postcidn del 
punto A> 
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Rigurosamente habIando N el seiyxieata PQ ^ la. *A AQ> ^ 'rocvut 

a = « 2 >; sin embargo, por convenience, a veces se designa a PQ como el vector 

a. Debe quedar claro por el contexto si el termino vector se refiere a un par ordenado 
o a un segmento dirigido. El vector cero 0 = <0, 0> queda representado por cualquier 
punto del piano. 

EJEMPLO 1 Sean a =<-l,3> yb = <4, 2>. 

(a) Encontrar a + b, — ^b, y 2 a + 3b. 

(b) Trazar los vectores de posicion de a, b, a + b y -fb. 

Solucion 

(a) Aplicando la Definicion (14.1), 

a + b = < - 1 , 3> 4* <4, 2> = < -1 + 4, 3 + 2> = <3, 5> 
-fb= -|<4, 2> = <- 6 , -3> 

2a + 3b = 2<— 1, 3> + 3<4, 2> * <-2, 6> 

+ < 12 , 6 > = < 10 , 12 > 

(b) Los vectores de posicidn de a, b, a + b y — jb se mues- 
tran en la Figura 14.11. 


FIGURA 14.11 



La magnitud || PQ\\ de un vector PQ es la Iongitud del segmento PQ. A continua- 
cion se define el an^logo de este concepto para vectores en V •>. 


DEFINICION (14.3) 


FIGURA 14.12 


EJEMPLO 2 Calcular la magnitud de <3, — 2>. 
Solucion De la Definicidn (14.3), 

IIa|| = ||<3. -2>|| = VrT4 = VT3 • 




Si OA es el vectorde posicidn de <a ly a 2 ) y entonces || a || 
es la Iongitud de OA (vease la Figura 14.12). N6tese que 
|| a || > 0 y || a || = 0 si y solo si a = 0. 


Si P\(x V y y\) y Pi{x 2> y 2 ) son dos puntos, entonces el 
vector a er V 2 que corresponde a P } P 2 es 

a = <*2 - Jfi. 


TEOREMA (14.4) 
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Dtm ost radon El vector P t P 2 y d vector de posiddn de 
a - <a 1s flj) se ilusinjn en la Figura 14.13, Como P i P 2 cc- 
rresponde a a, necesariantente 

Xi = + 0 , y / a * .Vi + a z . 

Despejando a t y a 2i obtenemos a == if** — x it y z - y t }. 


EJEMPLO 3 Dad os lo s pumos P(—2 V 3) y Q(4* 5) t cncontrar vectores a y b en V 2 
qnc correspondan a^y g/\ respectiv&mente. Trazar PQ, QP, y los vectores de posi- 
cidn a y b 

Solution De acuerdo coti d Teorema (14,4}, los vectores a y h son 

a 13 <4 - (— 2), 5 — 1> = <6,2>, 

« b - <-2 - 4.3^ 5>-<-6,^2), 

Enja Figura 14.14 sc muestran P<J y QP t junto eon Ips vectors de posiddn OA y 
08 tie ■ y b. respectivamente. Ndtese quc b - -a. 


FltiJH a 14,14 





En cl siguietite t tor cm a sc enunrian cuatro propiedades import an tes para ires vec¬ 
tored cualcsquicra a, b y c en V\ r 


TEOREMA (14,5) 



Dtmostradon Para la parte (i> t scan a = <fl,, a 2 > y h = <b Jf b 2 >, Puesto que a t + 
= £»] +tf| y -i- ^ - bi + tz z , 

a + b = <d| + & ls flj, + b 2 y - <b s + o Jt ft J +fl 1 } = b + a 

El resto de la demostracidn se dcja como ejcrcicio. * * 
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La sustracci6n de vectores, que se denota por se define como siguc. 



Usando las Definiciones (14.6), (14.2) y (14.1), se ve que 

a - b = a + (-b) = <«,, a 2 > + <-b ly -b 2 > 

= <a { - b l9 a 2 -b 2 y. 

Entonces, para encontrar a - b, basta restar las componentes de b de las componentes 
correspondientes de a. 


EJEMPLO 4 Sean a = <5, -4> y b = <-3, 2>, Encontrar a - b y 2a - 3b. 

Solucion 

a - b = <5, —4> - < —3, 2> = <5 - (-3), -4 - 2> = <8, -6> 

2a - 3b = 2<5, -4> - 3<-3,2> = <10, -8> - <-9.6> = <19, - 14> . 


FIGURA 14.15 



Si a y b son vectores arbitrarios, entonces 
b + (a - b) = a, 

es decir, a - b es el vector que sumado a b da a. Si se repre- 
sentan a y b por los vectores PQ y PR con el mismo punto 
initial, como en la Figura 14.15, entonces RQ representa a 

a — b. 

AJ principio de esta section se uso el simbolo cAB para 
denotar un vector que tiene la misma direccidn que si 
c > 0, o la opuesta si c < 0. A continuacidn se define el an£- 
logo de este concepto para vectores en V 2 . 



Sean a = (a Xy a 2 y y b = (b x , b 2 }. Si b = ca, entonces b\ = ca x y b 2 = ca 2t y 
los vectores de posicidn OA y OB de a y b estin contenidos en una misma recta que 
pasa por el origen, como se ilustra en la Figura 14.16. M&s aun, si c > 0, entonces los 
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punt us Ay B esian en el mis mo cuadranie (o sob re el mismo 
cje coordenado positive o ncgativo), Si c < 0 T y A no esia 
en un eje coordenado, cntonces A y B se eneueittnm en cua- 
drames di agonal mente opucsios. 

Por conveneidn, se dir£ que el vector 0 tiene todax las 

direcdous. 

Dos vectores a y b son piraldofi si y solo si b = e* para 
algun escalar c. Entonces, dos vectors* a y b dtferemes de 
eero son paralelos si lienen la nmma direcciGn o directions 
opuestas. El siguiente (corema muestra la relaridn cnire las 
magnitudes de a y de c a. 


TEOREMA (14.B) 


Si a es un vector y c es un escalar, cnlonces ||ra|| - 

kill* I. 


Dtifiostradon Si a emonces m = {ca t , ca a >, LTsando la Dcflnid6n 

(14.3) y las pmpiedades de los numeros reales H 


II«If 55 VMi) 3 + \ca 2 f ^ ^of + ol) 

-%^V^rTa| = jc||jg|| 

El Teorema ( J4.fi) implica que la longJtud de un scgnienlo dirigido que representa 
a cm es |c| veces la longitud del segmento dirigido que rcpresenia a a. Esto concuerda 
con la imerpretaddn geometries dada al principle de la seeridn e ilustrada en la Futura 
14.6. 

En d siguieme Icorema sc enunrian algunas propiedades de la multiplicaddn de 
vectores cn V 3 por escalares. En d, a y h son dos vectores arbitrarios y c y d dos esea- 
lares cualesqmem. 


TEOREMA (14.9) 


(ij c(* + bj = cm + cb 

(Li) (c + d )a ^ t * + da 

(ill) (cd}& = ridm \ = d(cm) 

(iv) la = u 

(v) Ob - 0 = cO 


Demos tree ion Se dcmosTrara ( 1 ) y se dejan Jas demis denm.si ratio ties conio ejerci’ 
cios. Tomando a * (a lt a,) y b = (h u 6*), 

iia + b) - c< fl j + b v ,a t + 

= <ca, + cb it ca 2 + cb 2 ) 

~ <™i- ™i> + <cb lt ch 2 y 

= ( h + cb 


* * 
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No es dificil recordar las propiedades enunciadas en el Teorema (14 9) poraue se 
parecen a algunas propiedades conocidas de los mimeros reales. q 

Los vectores i y j se usaran mas adelante. 


DEFINICION (14.10) 






<1, 0>, j = <0, l> 


Los dos vectores i y j tienen magnitud 1 ya que, segun la Definicidn (14.3), 

ll'il = VI 2 + o 2 = 1 y ||j|| = v/0 2 + l 2 = 1. 

en erS™e U n“ L™"* * Wra ,0 ™ a V “° r “ “ 


TEOREMA (14.11) 


Si a - <tf„ a 2 ) es un vector en V 2 , entonces a = a,i -i 

_SHU 


<*21 


FIGURA 14.17 



(o,. a 2 ) 


FIGURA 14.18 



Demostracion Usando la Definicidn (14.1), 

<a„ a 2 ) = <a„ 0> + <0, a 2 > = a,<l, 0> + a 2 <0, 1> 

= a, i + a 2 j • • 

La fdrmula a = a t i + a 2 j para el vector a = <aj, a 2 > 
tiene una interpretaci6n geometrica interesante. En la Fi- 
gura 14.17 se muestran los vectores de posicidn de i, j y a 
Como 1 yj tienen magnitud 1, del Teorema (14.8), se’ve que 


o.» = a, 


II II = I 


= KI 


Entonces, a,i y a 2 j pueden representarse por un vector ho- 
„ rizontal de magnitud /a,| y uno vertical de magnitud |a 2 |, 

respectivamente, como se ve en la Figura 14.18. El vector dc 
tores Fntoneec „ pos'cidn de a se puede considerar como la suma de estos vec- 

del vec^or a C ° n ° Ce C ° m ° C ° mponen,e horizontal y a 2 componente vertical 

que? + aii es una combinati<i " lincal de I V j. Ndtese 

que si b - (b iy h 2 > - b x \ + b 2 j, y c es un escalar, entonces 

(a,i + a 2 j) + (b,i + f> 2 j) = ( fl , + b,)i + ^ + 

(a,i + a 2 j) - (i» 2 i + /> 2 j) = (a, - 6,)i + (a 2 - b 2 ) j, 


cia^i a 2 j) = (ca^i + (ca 2 )j. 

Estas formulas muestran que las combinaciones lineaies de i y j se pueden tratar como 
sumas algebraicas ordinarias. H lar como 
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EJEMP10 S Stan n = 5i + j y It = 4S — 7j. Expresar 3» - 2b como una combina¬ 
tion lineal de i y j. 

Sohiddn 

3a - 2b - Jf5i + j) ^ 2|4i - 7j) 

= (15i + 3j) — (Hi r 14|) 

= 71 4 I?j 

Un vector uifllario es un vector de magnitud 1* Los vectored i y j son vectores uni- 
tafias. 


TEORIMA (14,12) 


Si a es un vector difercntc d t ccro, entonces puede defi¬ 
nite un vector unitario u con la misma direction que a 
por medio de 


\ 



Dcmostracidn Tomando r * l/]| a|,sc tiene que c > 0 y, segiin la Definfctin (14.7), 
el vector it = < a liene la misma direction que a, Aderais, por cl Teorema f 14.8). 

H = MI“I C I'IMI ”’pjll , ll = 1 * * 



EJEMPIO 6 Enconirar un vector uftitario u que tenga la misma dircctidn que 3i - 4j. 

Solution Debrdo a que j| a || = % /9 4- 16 * 5 ( por la Definition 14,3))* del Teore- 
ma (14.12) ttfwmo* que 

n - +C 3 I - 4 D - f| _ ti * 

Los vectores litnen muchas aplicadones en el estudio de la ftsica y la tngenierla. 
Para conduit esta seecidn se present a un ejcmplo del campo de la aeronautics. 


FIGUftA 1t.1t 

N 



EJEMPiO 7 En la navegacibn airca las direcciones de vuelo 
se especifican midkndo angulos respecto a! none en el senfi- 
do rtegiitivQ f es dedr, en el del reloj. Un pequefio avi6n con 
una v el u rid ad relaiiva (respecto al a ire) de 200 km/h vuda 
en la direccidn 60° mteniras el vknto sopla directamentc del 
oeste a 40 km/h. Estas vdocidades se pueden rep resen tar con 
los vectores v y w de magnitudes 200 y 40, respect ivamente, 
como se aprecia en la Figura 14.19. La directi6n de la surna 
result ante v + w es la vefotiftad ver duelers del avidn (con res¬ 
pects a lierra) y la magnitud || v + w jj es la rapidez respecto 
a lierra dd avion. CaJcular dicha rapid*? respecto a tierra con 
una precision de un klldmetro por hora y la direction verda- 
itera con una precision de un grade. 








14.1 


Vectores en dos dimensiones 


687 


Solucion Introducimos un sistema rectangular con el 
avidn en el origen, el eje y sobre la recta norte-sur y v = 
< v i, V 2 >, como se ilustra en la Figura 14.20. En virtud de que 
d(0,A) = ||v|| = 200, resulta que 

°i = 200 cos 30° = 100^/3 y v 2 = 200sen 30° = 100. 
Por lo tanto, 

v = <10073, 100) y w = <40,0>. 

La suma resultante es 

v + w = <100^3+ 40, 100) 
y la rapidez respecto a tierra es 

||v + w|| = n/oOOv/ 3 + 40) 2 + (100)2 * 235 mi/hr. 

Si 0 es el angulo entre v + w y la parte positiva del eje x , entonces 
* 100 

taD ° = 1 00^/3 + 40 * 0 469 y aS * ° = tan 1 (0,469) 35 25 °* 

Por lo tanto, la direction verdadera del avi6n es aproximadamente 90° — 25° = 65°. 



EJERCICIOS 14.1 

1. Complete la demostracidn del Teorema (14.5). 

2. Complete la demostracidn del Teorema (14.9). 

Ejercicios 3-10: Dados a - <a„ « 2 >, b = <b„ b 2 >, y 
un escalar c, demuestre la propiedad. 

3. (— 1 )a = -a 
(—c)a=-ca 

*• -(a + b) = -a - b 

6- c(a — b) = ca — cb 

7. Si a + b = 0, entonces b = -a. 

8. Si a + b = a, entonces b = 0. 

9. Si ca = 0 y c * 0, entonces a = 0. 

10. Si ca = 0 y a # 0, entonces c = 0. 

Ejercicios 11-20: Encuentre a + b, a - b, 4a + 5b y 
4a - 5b. 

11. a = <2, —3>, b = <1, 4> 
a = <—2, 6>, b = <2, 3> 


13. a = — <7, — 2>, b = 4< - 2, 1 > 

14. a = 2<5, —4). b = — <6,0> 

15. a = i + 2j, b = 3i — 5j 

16. a=—3i + j, b=—3i + j 

17. a = — (4i b = 2(1 - 3j) 

18. a = 8j, b = (— 3)( — 2i -h j) 

19. a = 2j, b = — 3i 

20. a = 0, b = i-hj 

Ejercicios 21-26: Encuentre el vector a en V 2 que co- 
rresponde a Pg. Trace Pgyel vector de posicidn de a. 

21. HI. -4), 6(5,3) 22. P(7, -3), Q(- 2,4) 

23. H2.5), 61-4,5) 

24. H-4,6). Q(-4.-2) 

25. P(-3,-1), 6(6.-4) 26. P(2, 3), Q( -6,0) 

Ejercicios 27-30: Trace los vectores de posicidn de a, 
b, a + b, a - b, 2a y -3b. 

27. a = 3i + 2j, b= -i + 5j 
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a - 5i + 2j r h = 

i - 3j 


19. 

i = (-4i>,b. 

<~13> 



*»<£#♦ b-< 

-2,0) 


EjerdchiM 31-38’. CaJcuic b magnitud dd veaor, 

It. 

<J. -3> 

32. 

(—2. -2jiy 

13. 

<-5.0> 

34. 

<(U0> 

35, 

—4i + Sj 

36. 

I0i - IDj 

37. 

-ISj 

1«, 

ot + pi 


Ejerclctos 3M2; Encuentre un vector umtario que ten- 

ga (a I b dirtccibn de a; <b) direction opuesta a a. 

3&. i - -81 + 15j 40. i ^ 5i - 3| 

4L 4 ^(2, -5> 41* *-<M> 

4.1. Encuentre un vector que teng* In misma direct 
cidn que < -6 h 3>y (a) ei dobk dc la magnitude 
(b| la iriitad de la magnitude 

44. Eacucrtrc un vector que Tcftga direction opues- 
ca a HU - 5) y {a) el triple dc Id magnitud: (b> un 
terrio dc la magmtud- 

45. Encuemrc un vector de magniind 6 que tenga Ea 
misma direed An que * = 41 - 7). 

46. Encuentre un vector de magniiud 4 que trnga di- 
rectfAn opuesta a la de a = <2, -5> 

Ejercktra 47-48: Encuentre las component cs horizon¬ 
tal y vertical del vector descrito. 

47. Una nifta lira de un irineo sobre la nieve ejerden- 
do una fuerza de 20 Ibf f unos 10 kgfi a un Angu¬ 
lo de 45" con la horizontal. 

48. El biceps ejercc una fuerza de 100 kg para soste- 
n« el aniebrazo y un peso en la mano, Como se 
miles Era cn h figura, el musculo forma un Angu¬ 
lo dc 120" con el sntebrazo. 



49. Un aviAn vuela en la dtreccion 150° con una vc- 
locidad rebtiva f respect o al aire) dc 300 km/h y 


el vknto sopla a 30 km/h en la direction GO*, Cal- 
cule aproximadamente la direction verdadera y 
Ja rapjdez del avion con respect o a tkrra. 

50. El piloto de un aviAti desea mantener una direc* 
ci6n verdadcra de 240® y una rapidez respect o a 
tierra de 600 km/h cuando et viento sopEa desde 
el node a 75 km/h. Calcute la vdoddad respec- 
tti a] airc que se requiete y la direcciAn en la brti- 
jub P o sea, d mm bn 

51, Dos remplcadores He van un barco grande a un 
Puerto, como se mucstra en la figura. El neitiol- 
cador mayor cjcrce una fuerza de 4000 Ibf sob re 
su cable y d menor ejerce una fuerza de 3200 Ibf. 
CMcnk el Angulo 9 que debe fomtar la direcdAn 
del remolcador grande con respect o al segments 
AB para que el barco navegue a Eo largo de la 
recta que va de A a B. 

EiEftOCJO 51 



52. La figura mucstra un aparaio que sc usa para ii- 
mular las condkione* dc gravedad eti otroi pla- 
nctas. Se at* una cuerda a un astronauru que 
realiza maniobras sobre un piano inclinado a un 
Angulo de $ grados con la hodzontai, 

(aj El astronaut* pegs 160 ib. Cafcuk las eorm 
ponenres x y y de la lucres had* abajo 
(vAbdk Jos ejes en la figura I. 
fb> La componeme y cn la parte (a> es el peso 
del astronaut* con rcspecto al piano indi- 
nado, El astronaut a pesana 27 Ibf en la Lu^ 
na y 60 Ibf en Marte. Calcule los Angulos tf 
(con una prectiibn dc un cental mo de gra- 
do) para que el aparato del plans indlnadc 
iimule la gravedad en csos lugares. 

EJER0Q0 59 __ 



53. £.En que condsciemes II t +■ bj| - |a|| + ||b||7 
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54. (a) Sea a = <u,, a 2 > cualquier vector diferen- 

te de cero y sea OA el vector de position de 
a. Demuestre que si 6 es el menor Angulo no 
negativo de la parte positiva del eje* a 0/5, 
entoncesa = ||a||(cos0i + senflj). 

(b) Realice la demostracion de que cualquier 
vector unitario en V 2 se puede expresar en 
la forma cosfli + sen0j para un angulo $ 
determinado. 

55. Sean a = <a,, a 2 ) y b = </>,. dos vectores 
no paralelos cualesquiera diferentes de cero, y sea 
c cualquier otro vector. Demuestre que existen 
escalares py q tales que c = pa + qb. Interprete 
este hecho geomtiricamente. 

56. Sea a = 31 - 4j. Encuentre todos los numeros 
reales c tales que 


(a)||ca||«3; (b) ||ca|| = -3; (c) ||ca|| « 0. 

57. Sean r 0 = <x 0 , y 0 >i r = <*, y>, y c > 0. Descri- 
ba el conjunto de todos los puntos P(x, y) tales 
que ||r-r 0 || = c. 

58. Sean los vectores r 0 = <x 0 , .v 0 >, r = <*. y\ y a = 

<j„ a 2 ) * 0. Describa el conjunto de todos los 
puntos P(x, y) tales que r - r 0 es un multiplo 
escalar de a. 

59. Realice la demostracidn de que si P,, P 2> ... t p n 
son puntos arbitrarios en un piano coordenado, 
entonces | py^~ t + es el vector cero. 

I lustre grAficamente este hecho para n = 5. 

60. Demuestre que si P„ P 2 , .. P„ son los verti¬ 
ces de un poligono regulaj^y O es el centro del 
pollgono, entonces S = i OP] C s el vector cero. 


14.2 


VECTORES EN TRES DIMENSIONES 


FIGURA 14.21 



Para estud.ar los vectores en el espacio se usan ternas ordenadas y un sistema de coor- 
denadas en tres d,mens,ones. Una terna ordenada {a, b, c) es un conjunto {a, b, c} de 
tres numeros de los cuales a se considera el primero, b el segundo y c el tercero. La 
etcion de todas las ternas ordenadas se denota por R x R x R. Se dice que dos 
ternas ordenadas (a u a 2 , a 3 ) y (*„ b 2 , b 3 ) son iguales. y 
se escribe (a u a 2 , a } ) = (ft,, b 2 , ft 3 ), si y s6Io si a, = ft., 
a 2 - b 2 y = b 3 . 

Para establecer un sistema de coordenadas en tres dimen¬ 
siones, se escoge un punto fijo O (el origen) y tres rectas coor- 
denadas perpendiculares entre si Oos ejes x,y,z) con un origen 
comun O, como se ilustra en la Figura 14.21. Para visualizar 
esta construccidn, puede considerarse que los ejes y y z se en- 
cuentran en el piano del papel y que el eje * apunta hacia 
afuera de la hoja. Las tres rectas coordenadas determinan tres 
pianos coordenados que se indican en la Figura 14.22: el pia¬ 
no xy, el piano yz y el piano xz. 


Pianos coordenados 



Los tres ejes de la Figura 14.22 determinan un sistema 
coordenado derecho. Si se intercambian los ejes xyy, se ob- 
tiene un sistema coordenado izquierdo. El calificativo dere¬ 
cho se debe a que si los dedos de la mano derecha se curvan 
en el sentido de un giro de 90° de los ejes en el piano xy (de 
manera que la parte positiva del eje x coincida con la parte 
positiva del eje y), entonces el pulgar extendido apunta en 
la direccidn positiva del eje z, como se muestra en la Figura 
14.23. Por lo general se usan sistemas coordenados derechos. 

Si Pes un punto en el espacio y su proyeccion (perpendi- 
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FIGURA 14.23 
Sistema dcrecho 



FIGURA 14.85 

1. ■ 

(2.-3.6) 

• 

t *(-2.3.4) 


.(-2.3,0) 

(2.-3. 0)- J?\ 

y 

• (3. 4. 0) 

*Jt 

*(3. 4. -2) 


cular) sobre e! eje x tiene coordenada a , entonces a se llama 
coordenada x (o abscisa) de P. Andlogamente, las coordena- 
das b y c de las proyecciones de P sobre los ejes y y z, respec- 
tivamente, se denominan coordenada y (u ordenada) y 
coordenada z (o elevation) de P. El simbolo P(a y b y c) t o 
bien ( a , b y c), denota el punto P con coordenadas a y b y c. 
Si P no se encuentra en un piano coordenado, entonces los 
tres pianos que pasan por P y que son paralelos a los pianos 
coordenados forman, junto con estos ultimos, un prisma rec¬ 
tangular como el que se ilustra en la Figura 14.24. 

El concepto de ubicar puntos es andlogo al de dos dimen- 
siones. En la Figura 14.25 aparecen localizados varios pun¬ 
tos. Para ubicar (3, 4, -2), se localiza primero (3, 4, 0) en 
el piano xy y luego se mueve ese punto 2 unidades hatia aba- 
jo. Para situar (-2, 3, 4), primero se localiza (-2, 3, 0) en 
el piano xy y luego se mueve el punto 4 unidades hatia arri- 
ba y etcetera. 

La correspondence bium'voca entre puntos en el espacio 
y ternas ordenadas de numeros reales es un sistema de coor¬ 
denadas rectangulares en tres dimensions Los tres pianos 
coordenados dividen el espacio en ocho partes llamadas oc- 
tantes. La parte que consta de todos los puntos P(a y b y c) 
que tienen las tres coordenadas a y byc positivas es el primer 
octante. No suelen numerarse los otros octantes. 

Se puede efectuar la deduccidn de una formula para la 
distancia d(P iy P 2 ) entre dos puntos P\ y P 2 en el espacio. 
Si P, y P 2 se encuentran en una recta paralela al eje z, como 
se ilustra en la Figura 14.26, y sus proyecciones sobre el 
eje z son A x (0,0, Zj) y 44 2 (0,0, Zi)> respectivamente, por lo 
cual d(P {y P 2 ) = d(A\ y A 2 ) = |z 2 ~Zi|. Si la recta que 
pasa por />, y P 2 es paralela al eje x o al eje y y las fdrmulas 
son andlogas. 


FIGURA 14.86 




Si se desea calcular la distancia entre dos puntos P, y P 2 tales que la recta que los 
une no es paralela a un eje, se tiene una situation como la que se ilustra en la Figura 
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14.27. El triangulo P,AP 2 es uno rectingulo y entonces, de acuerdo con el Teorema 
de Pitagoras, 

d(P„ P 2 ) = A)] 1 + [d(A, P 2 )] 2 . 

Como /», y /I se encuentran en un piano paralelo al piano xy, la F6rmula de la Dis- 
tanca (1.9) dice que [</(/>„ A )] 2 = (x 2 - x, ) 2 + (y 2 - y, ) 2 . Segun los comentarios an- 
lenores, [d(A, P 2 )J - (z 2 Z|) . Sustituyendo en la formula anterior para d( P,, P 2 ), 

se obtiene lo siguiente. 


FORMULA DE LA (14.13) 
DISTANCIA 



Observese que si P , y P , estan en el piano xy de manera que Z\ = z 2 = 0, enton¬ 
ces (14.13) se reduce a la Formula de la Distancia (1.9) en dos dimensiones. 


EJEMPLO t Calcular la distancia entre A(—\, -3, 1) y 5(3, 4, -2). 

Solucion Usando la Formula de la Distancia (14.13), 

J(A. B ) = V(3+ l) 2 + (4 + 3) 2 + (—2 - l) 2 
= Vl6 + 49 + 9 = Ju 

La siguiente definicidn generaliza el concepto de vectores en V 2 a tres dimensiones. 


DEFINICION (14.14) 


El espacio vectorial V 2 de tres dimensiones es el conjun- 
to de todas las ternas ordenadas <*, y, z> de numeros 
reales, llamadas vectores, tales que si a = <a,, a 2 , a 3 >, 
b = < b\, b 2 , b } y y c es un escalar, 

(i) a + b = <«, + b„ a 2 + 


(ii) ca = <ca l; ca 2 , ca } > 



Los numeros a,, a 2 y a } son las componentes del vector <a,, a 2 , u 3 >. Siguiendo el 
mismo procedimiento que en V 2 , se define el vector cero 0 , el negativo — a de a, la mag- 
nitud || a || de a y la diferencia a - b como sigue. 
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figura 14.R8 Las propiedades de los vectores en dos dimensiones se 

pueden generalizar sin ninguna dificultad a V 3 . S61o hay que 
tomar en cuenta la tercera componente. En particular, es f&- 
cil demostrar las propiedades enunciadas en los Teoremas 
(14.5) y (14.9). 

Un vector a = <a,, a 2 , a 3 ) en V 3 se puede representar 
por un segmento dirigido PQ con punto inicial arbitrario 
P(x y y , z) y punto final Q(x + a h y + a ly z + flr 3 ), como 
se ilustra en la Figura 14.28. La magnitud de a es d(P , Q ). 
Ademas, ||a|| ^ 0, y ||a|| = 0 si y solo si a = 0. Como en 
el caso de dos dimensiones, puede demostrarse que || ca || = 

_ |e||>||. 

El vector 0 4 en la Figura 14.28 es el vector de position para a = (a ly a 2 , a 3 > y 
el del punto A(a h a 2 , a 3 ). La interpretation geometrica de la suma de vectores es exac- 
tamente la misma que en dos dimensiones. 



EJEMPLO 2 Sean a = <2, 5, — 3> y b = < — 4, 1, 7>. Encontrar a + b, 2a - 3b y 

Hall. 

Solucion 

a + b = <2, 5, — 3> + <-4, 1, 7> = <-2, 6,4> 

2a - 3b = 2<2, 5, -3> - 3<-4, t, 7> = <4, 10, -6> - < - 12, 3, 21) 

= <16, 7, t 27> 

|)«|| - >/C2)* + C5) a + (—3)* - 

Como en el caso de dos dimensiones, se dice que dos vectores a y b diferentes de 
cero en V 3 tienen la misma direccion si b = ca para un escalar c > 0, o que tienen 
direcciones opuestas si b = ca para c < 0. Los vectores a y b son paralelos si b = ca 
para un escalar c. 

EJEMPLO 3 Sean 

a = <15,-6,24), b = <5, —2, 8>, y c = <-^, 3, -12>. 

Demostrar que a y b tienen la misma direccibn y que aye tienen direcciones opuestas. 
Solucion Por inspeccidn vemos que 

a = 3b o bien b = ^a. 

Como el escalar 3 (o bien £) es positivo, a y b tienen la misma direccion. 

Tambi6n por inspeccibn, 

a = — 2c o bien c = — ^a. 

Como el escalar -2 (o bien - i ) es negativo, aye tienen direcciones opuestas. • 
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EI siguiente teorema y su demostracion son anilogos al Teorema (14.4). 


TEOREMA (14.16) 



FIGURA 14.89 



ETTeorema (14.16) se ilustra en la Figura 14.29, en la 
que OA es el vector de posicidn de a. 


EJEMPLO 4 Si se tienen dados los puntos />, (5, 6, -2) y 
^3, 8, 7), encontrar el vector a en V 3 correspondiente a 

Solucion Por (14.16), 


a = <-3-5, 8 — 6, 7 + 2> = <-8, 2,9) • 


tas) si su^ve^ores ^ eCt ° reS y RS tienen ,a misma direccidn (o direcciones opues- 
tas) s. sus vectores correspondientes en V, tienen la misma direccion (o direcciones 

opuesta^S' la tnagnttud ||P<>|| se define cotno la distancia entre P J 0 
9 RS S ' 8 l mf,ca que ambos vectores tienen la misma magnitud y la misma direc- 
c.6n. S, a es el vector en V 3 correspondiente a P0, y c es un escalar, entonces el vector 
c a tiene la representaci6n geometrica cPQ Los vectores PO v 7T? i 
recci6n si M- * u- ^ vectores ry y Kb tienen la misma di¬ 

reccion si PQ t RS para c > 0 o bien direcciones opuestas si PQ = C RS para c < 0 

En cualquiera de estos casos se dice que PQ y RS son paralelos . 

Un vector a es un vector unitario si || a || = 1. Los vec- 
figura 14.30 tores unitarios especiales 



I -<1,0,0>, j = <0,1, 0>, k = <0,0, 1 > 

son importantes porque cualquier vector a = (a lt a 2 ,a 3 ) 
puede expresarse como una combinacidn lineal de i, j v k 
Concretamente, 

a = (Oi, a 2 , a 3 > = o,i + a 2 j + a 3 k. 

En la Figura 14.30 aparecen los vectores-de posicion de 
«, J y k. La Figura 14.31 muestra c6mo puede considerarse 
al vector de posicidn para a = <a„ a 2 , a 3 > como la suma de 
los tres vectores correspondientes a a, i, a 2 j y a, k. 

Las reglas para la adicidn, sustraccion y multiplication 
por escalares pueden traducirse facilmente a la notacion con 
i, j, k, como se hizo en la Seccidn 14.1 para el caso de dos 
dimensiones. A menudo results conveniente considerar a V, 
como un subconjunto de V 3 , identificando el vector (a,.a 2 ) 
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con <a t> a 2 ,0>. En este sentido, los vectores i = <1, 0> y j = <0, 1 > son esencialmente 
los mismos que i = <1, 0,0) y j = <0, 1, 0>. 


EJEMPLO 5 Expresar a = <3, — 4, 2> en t&rminos de i, j y k y encontrar un vector 
unitario u que tenga la misma direccidn que a. 

Soluciori Puede escribirse 


a = <3, -4, 2> = 3i — 4j + 2k. 

La magnitud de a es 

II* || = V(3) 2 + ( —4) J + 2 2 = v/29. 

Como en el Teorema (14.12), el siguiente vector unitario u tiene la misma direccidn que a: 


u 



~ (31 - 4j + 2k) = 
sj 29 


3 . 4 . 2 

v/29 1 V29 J + 729 * 


Para terminar esta seccidn, se deducirdn algunas fdrmulas utiles usando vectores. 
La primera se enuncia como sigue. 


FORMULA DEL (14.17) 
PUNTO MEDIO 


El punto medio del segmento que va de P, (*,, y u Z \) a 
y* z 2 ) es 



y\ + 3*2 


— - 


4" Z 2 | 

mm 


I 




FIGURA 14.39 



Dcmostracion Sea P(x, y , Z ) el punto medio del segmen¬ 
to PjP 2 (vease la Figura 14.32). El hecho de que Peste a me¬ 
dia distancia entre P| y P 2 se puede expresar en t£rminos de 
vectores como sigue: 

p i p = \Pi p i o bien <x - x„ y - y tf z — z,> 

= i< x 2 — x i> yi “ yi» 

Igualando las componentes, 

- *i), y-y x = i(y 2 - yj, 

Z-Z X = \{z 2 Zj). 


Despejando de estas ecuaciones x y y , z se obtienen las coordenadas del punto medio P: 

* = i(*i + *2). y = i(yi + y 2 X * = \(z x iz 2 ) • • 


EJEMPLO 6 Encontrar el punto medio del segmento que va de (2, -3, 6) a (3, 4, -2). 

Solucion Los puntos se tienen en la Figura 14.25. Usando el Teorema (14.17) re- 
sultan las coordenadas del punto medio: 

/2 + 3 —3 + 4 6 + (— 2)\ /5 1 \ 

l 2 ’ 2 ’ 2 j U’2’ / 
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F1GURA 14.33 



La grffica de una ecuacidn en tres variables x, y, z es el 
conjunto de todos los puntos P(a f b t c) en un sistema de 
coordenadas rectangulares, tales que la tema ordenada 
(a, b , c) es solucidn de la ecuacidn; es decir, que ai sustituir 
x,y, z en la ecuacidn por a, by c, respectivamcnte , se obtic- 
nc ^ na ^uaJdad. La grafica de una ecuacidn tal es una su - 
perfide. Es fdcil obtener una ecuacidn que tenga como grdfica 
a la esfera de radio r con centro en el punto P 0 (^,, y 0 , zoh 
Como sc ilustra en la Figura 14.33, un punto P(x, y , z) est4 
en la esfera si y sdlo si || P 0 ^ || = r. Equivalentementc, 


- Xq) z + (y- y 0 ) 2 + (2 - z 0 ) 2 = r. 

Elevando al cuadrado ambos lados de esta ecuacidn se obtiene el siguiente resultado. 


TEOREMA (14.18) 


La esfera de radio r y centro P 0 (x 0 , y 0 , Zo) tiene por 
ecuacidn 

(x - Xo ) 2 + O - y 0 ) 2 + (z - 


Desarrollando los cuadrados en la expresion (14.18) y simplificando, se ve que esta 
ecuacidn de la esfera puede escribirse en la forma 

x 2 + y 2 + z 2 + ax + by+ cz + d = 0 

donde a, b, c y d son numeros reales. Inversamente, si se empieza con una ecuacidn 
c esta forma y la grafica existe, completando cuadrados puede Uegarse a la forma (14.18) 
y, por lo tanto, la grdfica es una esfera o un punto. 


EJEMPLO 7 Describir la grafica de la ecuacidn 

x 2 + y 2 + z 2 - 6x + 8y + 4z + 4 = 0. 

Solucion Completamos cuadrados como sigue: 

(x J - 6.x) + (y 2 + 8y) + (z 2 + 4z) = -4 
(x 2 — 6x + 9) + (y 2 + 8y + 16) + (z 2 + 4z + 4) = —4 + 9+16 + 4 
(x - 3) 2 + (y + 4) 2 + (z + 2) 2 = 25 

Comparando la ultima ecuacidn con (14.18), vemos que la grafica es una esfera de ra¬ 
dio 5 con centro (3, -4, -2). • 

EJERCICIOS 14.2 

Ejercicios 1-6: Sitiie los puntos A y B, y (a) calcule 1. 4(2 4 -S). «4 -2.3) 
d(A, B); (b) encuentre el punto medio de AB; (c) en- 

cuentre el vector en V, correspondiente a JB. 2. 4(1, -2, 7), B[2, 4 ,- 1 ) 
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39. La ley de Coulomb afirma quc la magnitud de 
la fuerza de atraccidn entre dos cargas el6ctricas 
de signos opuestos, es proportional al producto 
de las magnitudes q , y q 2 de las cargas e inver- 
samente proporcional al cuadrado de la distan- 
cia d que las separa. Demuestre que si una par- 
ticula con carga + q se encuentra en un punto A 

EJERCICIO 39 

A +■ q 



y otra particula con carga -1 se coloca en B (v£a- 
se la figura), entonces la fuerza de atractidn F 
sobre 6sta ultima est£ dada por 



donde k es una constante positiva. 


40. Consulte el Ejercicio 39. Se fijan particulas de 
carga etectrica +q en los tres puntos (1,0, 0), 
(0, 1, 0) y (0, 0, 1) y se coloca otra carga -1 en 
P(x t y , z ). _ 

(a) Sea v = OP. Demuestre que la fuerza total 
F sobre la particula con carga negativa esta 
dada por 


F = kq 



v - j v — k 

+ F r TiP + iF r kfJ 


(b) Se desea colocar la particula con carga ne¬ 
gativa en un punto P( jc, y , z) que equidiste 
de las tres cargas positivas de manera que 
la fuerza total que actue sobre la particula 
sea 0. Encuentre las coordenadas de P. 


14.3 


PRODUCTO ESCALAR 


Dos de los conceptos importantes relacionados con dos vectores a y b son el producto 
escalar , que es desde luego escalar, y el producto vectorial , que es un vector. En esta 
section se define el producto escalar y se aplica a varios problemas importantes de la 
fisica y las matematicas. El producto vectorial se discute en la siguiente seccidn. 


DEFINICION (14.19) 


El simbolo a • b se lee “a punto b”. El producto escalar se llama asimismo pro¬ 
ducto punto (o de punto), o bien producto interior. Es importante tener presente que 
a • b es un escalar y no un vector. 

EJEMPLO 1 Calcular a • b para 

(a) a = <2,4, — 3>, b = <-l,5.2>. 

(b) a = 3i — 2j + k, b = 4i f 5j — 2k. 

Solucion 

(a) <2,4, — 3>-<—1,5,2) = (2)(—l) + (4)(5) + ( — 3)(2)= 12 

(b) (3i - 2j + k) • (4i + 5j - 2k) = (3)(4) + ( —2)(5) + (1)( —2) = 0 . 


El producto escalar a • b de a = <<7,, a 2 , a 3 > y b = 
<ft t , b 2 , *j> es a • b = a, b, + a 2 b 2 + a 3 fc 3 . 
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En el siguiente teorema se enuncian algunas de las propiedades del producto esca- 
lar para cualesquiera vectores a, b y c, y cualquier escalar c. 


TEOREMA (14.20) 

(i) » • * = II a If 2 

Hi) a - b - b • a 

(ni) a (b + c) = a b + a c 

(iv) (ca) • b = c(a • b) = a • (cb) 

(v) 0 - a = 0. 

-- —- _ 


Demostracion Se demostrar£ (iii) y se dejan al lector las demostraciones de las otras 
propiedades. Si a = <a,, a 2 , a 3 >, b = <fe 1 , b 2 , fc 3 >, y c = <Cj, c 2 , c 3 >, entonces 

a (b + c) = <a„ a 2 , a 3 > • < b 1 4 c u b 2 4 c 2 , b 3 4 c 3 > 

= di(b { 4 Cj) 4 <* 2(^2 4 c 2 ) 4 CI 3 (b 3 4 c 3 ) 

= (a x b l 4 a 2 b 2 4 a 3 b 3 ) 4 ( a l c l 4 a 2 c 2 4 a 3 c 3 ) 

= a • b 4 a ■ c •• 

El producto escalar y el dngulo entre dos vectores estan estrechamente relacionados. 


DEFINICION DEL (14.21) 
ANGULO ENTRE 
a Y 6 

Sean a y b dos vectores diferentes de cero. 

(i) Si b no es un multiplo escalar de a y si OA y OB 
son los vectores de posicidn de a y b, respectivamen- 
te entonces el anpiilo 0 entre a v h (n entre OA v 

FIGURA 14.34 

y wmv/iivwo vi miguiu v vlillv o J If y \J wllll w L//1 y 

OB) es el angulo A OB del triangulo determinado por 


los puntos A, O y B (vease la Figura 14.34). 

A(a,, a 2 . a,) 

-** »<K A) 

(ii) Si b = ca para un escalar c (es decir, si a y b son 
paralelos), entonces 0 = Osic>Oy0 = irsi 

i* ^ O 

AT *>• 



JT 

Se dice que dos vectores a y b son ortogonales (o perpendiculares), si 0 = ir/2. Por 
convencidn, se dice que el vector cero 0 es paralelo y tambten perpendicular a todo vec¬ 
tor a. 


TEOREMA (14.22) 

Si 0 es el angulo entre dos vectores a y b diferentes de 
cero, entonces 

a • b = || a || || b|| cos0 


Demostracion Si b ^ ca, se tiene una situacion como la que se ilustra en la Figura 
14.34. Aplicando la Ley de los Cosenos al tri&ngulo AOB , 

II II 2 = IMP + II b ||* — 2 1| * || || b || cos 0 . 












14.3 Producto escalar 


699 


Por consiguiente, 

0 f>i - «,) 2 + ( h 2 - a 2 ) 2 + ( b 3 - a 3 ) 2 

= (a 2 + a| + a^) + (b 2 + b 2 2 + b 2 ) - 21|a ||||b|| cos 0 

y simplificando, 

—2a l b l — la 2 b 2 — 2 a 3 b 3 = — 2||a||||b|| cos 0. 

Dividiendo ambos lados de la ecuacion anterior entre -2 se obtiene !o que se queria 
demostrar. 

Si b = ca, entonces por las propiedades (iv) y (i) del Teorema (14.20), 

a • b = a • (ca) = c(a • a) = c || a || 2 . 

Tambien 

II ■ IIII k II cos 0 = || a || || t a || cos 0 = | c 11| a \\ 2 cos 0. 

Si c > 0, entonces |c| = c, 6 = 0 y |c| || a || 2 cos <9 se reduce a c||a|| 2 . Por lo tanto, 
a * b = II*IIII•>II cos 6. Si c < 0, entonces |c| = -c, 6 = t y |c| ||a|| 2 cos0 otra vez 
se reduce a c||a||~. Esto completa la demostracidn del teorema. • • 


Dividiendo entre || a || || b || ambos lados de la formula en el Teorema (14.22) se ob- 
tiene lo siguiente. 


CORO LARI O (14.23) 



EJEMPLO 2 Calcular el Sngulo entre a = <4, —3,1> y b = <— 1, —2,2>. 
Solucidn Aplicando el Corolario ( 14 . 23 ), 

..c n _ _* • b _ ( 4 >(-!) + (-3H-2) + (1)(2) 

II*IIII b II " V16 + 9+1V1+4 + 4 - 

4 _ 4^26 2y/26 

3j26~ 78 ~~W 

° bien 6 = arccos (2 V26/39) * arccos (0.2615). 

Usando una calculadora o consultando las tablas, se obtiene la aproximacidn 
0 * 74 . 84 ° * 1.31 radianes. • 


El siguiente teorema es consecuencia inmediata del Teorema (14.22). 


Dos vectores a y b son ortogonales si y s61o si a • b = 0. 


TEOREMA (14.24) 
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FIGURA 14.36 



El angulo entre vectores de V, se definid en (14.21). El 
angulo entre dos vectores (segmentos dirigidos) PQ y TR se 
define como el dngulo 6 entre sus vectores correspondientes 
a y b en V } . En la Figura 14.36 se ilustra un dngulo tipico 
entre dos vectores. En ella, OA y OB son los vectores de po- 
sicidn de a y b, respectivamente. Si 6 = *-/2, entonces PQ 
y TR son ortogonales. 

El producto escalar de ~PQ y TR en la Figura 14.36 se 
define por 


PQ - 77? = a ■ b = ||a||||b|| cos 6 . 

Como || PQ || = ||a|| y || 77?|| = ||b||, 

PQ 77? = ||FQ|| || 77? || cosfl. 

Si PQ y PR tienen el mismo punto inicial y si S es la proyeccion de Q sobre la 
recta que pasa por P y_R (vease la Figura^ 14.37), entonces el escalar ||PQ|| cosO se 
llama componente de PQ a lo largo de PR, y se abrevia comp PR PQ. 


RGURA 14.37 

comp w PQ 
0 ) 



ll^CIf cos B > 0 


(K) 



llptfll cos 8 < 0 


__ 

Obs£rvese que || PQ || cos 6 es positivo si 0 ^ $ < t/2, o negativo si x/2 < $ < 
Cuando 0 = x/2, la componente es 0. Se puede ver que 

comp,]? = || PQ || cos 0 = PQ ■ 

El siguiente enunciado ayuda a recordar este hecho. 


itoi 


TEOREMA (14.27) 



PQ a lo largo de PR e 
un vector unitario q 

j, 

— 


El concepto de componente puede aplicarse a vectores a y b en V 3 representindo- 
los geometricamente por PQ y PR, respectivamente. Esto da la siguiente definicion. 


DEFINICION (14.28) 


Sean a y b dos vectores en V 3 con b * 0. La componen¬ 
te de a a lo largo de b se denota por comp b a y se define 


compb a — a 
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Si a = a x \ + a 2 \ + fl 3 k, entonces por la Definici6n (14.28), 

comp, a = a i = compj a = a j = a 2 , y comp k a = a k = a 3 . 

Por lo tanto, las componentes de a a lo largo de i, j y k son las mismas que las compo- 
nentes a lt a 2 y de a. 

EJEMPLO 4 Sean a = 4i - j + 5k y b = 6i + 3j - 2k. Calcular 
(a) comp b a (b) comp.b 

Solucion 

(a) Usando la Definicidn (14.28), 

comp b a = a ^ - b = (4i - j + 5k) • X - (6i + 3j - 2k) 

24-3-10 11 

= 1 -= y^l.6 

(b) Intercambiando los papeles de a y b en (14.28), 

comp, b = b a = (6i -f- 3j — 2k) • —L= (4i - j + 5k) 
ll a ll y/42 

24-3-10 11 

v^2 “Vtt ’ 

Para concluir esta seccidn, se presentar^ una interpretacidn ffsica importante del 
producto escalar. De acuerdo con la Definicidn (6.15), el trabajo realizado cuando se 
aplica una fuerza constante F y se desplaza una distancia d> es W = Fd. Esta formula 
es muy restrictiva, pues s6Io puede usarse cuando la fuerza se aplica en la direccidn 
del movimiento. En general, sea PQ un vector que representa una fuerza cuyo punto 
de aplicacion se desplaza a lo largo de un vector PR. Esto se ilustra en la Figura 14.38, 
en la que una fuerza PQ se utiliza para tirar de un objeto 
a lo largo de una trayectoria horizontal de P a R. El vector 
PQ es la suma de los vectores PS y SQ. Como SQ no contri- 
buye al movimiento horizontal, puede suponerse que el mo¬ 
vimiento de P a R es causado solo por FS. Aplicando (6.15) 
se encuentra que el trabajo W es el producto de la compo- 
nente de PQ en la direccidn de PR por la distancia || RR\\ y 
es decir, 

W = (||P§||cosfl)||PR|| = PQPR. 

Esto motiva la siguiente definicion. 


DEFINICION (14.29) 


El trabajo realizado por una fuerza constante PQ cuan¬ 
do su punto dejiplicacion se mueve a lo largo del vector 
PR es PQ • PR. 


FIGURA 14.38 



ZAMIENTO 
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EJEMPLO 5 La magnitud y la direccion de una fuerza constante estan dadas por 
a = 5i + 2j + 6k. Calcular el trabajo realizado cuando el punto de aplicacion de la 
fuerza se mueve de P(l, -1, 2) a R( 4, 3, -1). 

Solucion Por el Teorema (14.16), el vector en P 3 correspondiente a PR es b = 
<3,4, —3>. Si PQ es una representation geometrica de a, entonces, segun la Definicidn 
(14.29), el trabajo realizado es 

PQ PR = ab = 15 + 8— 18 = 5. 

Si, por ejemplo, la distancia esta en metros y la magnitud de la fuerza en newtons, en¬ 
tonces el trabajo realizado es 5 J (joules). Si la distancia esta en pies y la fuerza esta 
en libras fuerza (Ibf), entonces el trabajo realizado es 5 Ibf • pie (pielibras). 


FIGURA 14.39 




EJEMPLO 6 Una vagoneta que pesa 100 kgf (kilogramos 
fuerza) se empuja hacia arriba por una pendiente que forma 
un angulo de 30° con la horizontal, como se muestra en la 
Figura 14.39. Calcular el trabajo realizado contra la grave- 
dad cuando la vagoneta se desplaza una distancia de 80 m. 

SolllCion Plantearemos este problema en dos dimensio- 
nes introduciendo un sistema de coordenadas xy como se en- 
cuentra en la Figura 14.40. El vector PQ representa la fuer¬ 
za de gravedad que actua verticalmente hacia abajo con una 
magnitud de 100 kgf. El vector correspondiente F en V 2 es 
Oi - 100J. El punto de aplicacidn de la fuerza se desplaza so- 
bre el vector PR de magnitud 80. Si Pi R corresponde a a = 
0 \i + a 2 \ y entonces en el triangulo PTR vemos que 

a, = 80 cos 30° = 40 ,/3, a 2 = 80 sen 30° = 40 
y por lo tanto, 

a = 40^/31 + 40j. 


El trabajo realizado por la gravedad es PQ ~PR obienF • a. Aplicando la Definicidn 
(14.19), 

F a = (Oi — lOOj) • (40^1 -f 40j) = 0 — 400 = —400 kgf • m (kilogr^metros). 

El trabajo realizado contra la gravedad es 


— F a = 400 kgf • m. • 


EJERCICIOS 14.3 

Ejercicios 1-10: Dados los vectores a = <—2, 3, 1 >, 
b = 7, 4, 5 y c = <l, -5,2), calculeel numero in- 
dicado. 

1. a b 2. b e 


3. a • (b + c) 

5. (2a + b)-3c 
7. comp c b 
9. comp b (a + c) 


4. b (a - c) 

6. (a-b)-(b-hc) 
8. comp, c 
10. comp c c 
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Ejercicios 11-14: Calcule el coseno del Angulo entre 

a y b. 

11. a = —4i -h 8j — 3k, b = 2i + j + k 

12. a = i - 7j 4- 4k, b = 5i — k 

13. a = — 2i — 3j, b = -6i + 4k 

14. a = <3, —5, —1>, b = <2, 1, — 3> 

Ejercicios 15-20: Dados los puntos P(3, -2, -1), 
Q( i, 5, 4), R( 2, 0, -6) y S(- 4, 1, 5), obtenga la can- 
tidad indicada. 

15. PQ RS 16. QS * RP 

17. El valor del Angulo entre PQ y RS 

18. El valor del Angulo entre QS y RP 

19. La componente de PS a lo largo de QR 

20. La componente de QR a lo largo de PS 

Ejercicios 21-22: La magnitud y la direccidn de una 
fuerza estAn dadas por el vector a. Calcule el trabajo 
realizado cuando el punto de aplicacidn se mueve de 
Pa Q. 

21. a » -i + 5j - 3k; P(4,0, -7), Q( 2,4,0) 

22. a = <8, 0, — 4>; P(- 1, 2, 5), Q( 4,1, 0) 

23. Una fuerza constante de 4 Ibf de magnitud tiene 
la misma direccidn que el vector a = i + j + k. 
Calcule el trabajo realizado si el punto de apli- 
cacidn se mueve a lo largo del eje y de (0, 2, 0) 
a (0, -1, 0); las unidades de distancia son pies. 

24. Una fuerza constante de 5 N (newtons) de mag¬ 
nitud tiene la direccidn de la parte positiva del 
eje z. Calcule el trabajo realizado cuando el punto 
de aplicacidn se mueve a lo largo de la recta que 
va del origen al punto P(l, 2, 3), donde las uni¬ 
dades de distancia son metros. 

25. Una persona tira de una vagoneta sobre un te- 
rreno horizontal ejerciendo una fuerza de 20 kgf 
aplicada a un Angulo de 30° con respecto a la ho¬ 
rizontal (vease la figura). Calcular el trabajo rea¬ 
lizado cuando la vagoneta recorre 100 m. 

EJERCICIO 25. 



JHHHP 


26. Consulte el Ejercicio 25. Calcule el trabajo rea¬ 
lizado si se tira de la vagoneta con la misma fuer¬ 
za y se recorren 100 m hacia arriba por un declive 
que forma un Angulo de 30° con la horizontal 
(vAase la figura). 

EJERCICIO 26 



27. Use vectores para demostrar que si A B es el diA- 
metro de una esfera con centro O y radio r, y si 
P es otro punto de la esfera, entonces APB es 
un triAngulo rectAngulo. (Sugerencia: Defina 
v, = OA, v 2 = OP, y escriba PA y PB en t6r- 
minos de v, y v 2 .) 

28. Una caja rectangular tiene longitud a , anchura 
b y altura c (vAase la figura). Sea P el centro de 
la caja. Use vectores para encontrar una expre- 
si6n del Angulo APB en tArminos de a, b y c. 



29. Consulte el Ejercicio 28. La esfalerita es un mi¬ 
neral en el que cada Atomo de zinc estA rodeado 
por cuatro Atomos de azufre, los cuales forman 
un tetraedro, estando el Atomo de zinc en el cen¬ 
tro (vAase la figura). El dngulo de enlace 0 es el 
formado por la combinacidn S-Zn-S. Use vecto¬ 
res para demostrar que el dngulo tetraddrico 0 es 
de aproximadamente 109.5°. 

EJERCICIO 29 
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30. Dada un sucesidn A-B-C-D de cuatro 4tomos 
enlazados, el dngulo entre el piano formado por 
A, B y C, y el formado por B, C y D, se llama 
angulo de torsidn d del enlace. Este angulo de 
torsidn se usa para explicar la estabilidad de es- 
tructuras moleculares. Si el segmento BC se co- 
loca a lo largo del eje z (v£ase la figura), £c 6 mo 
puede calcularse 6 en tSrminos de las componen- 
tes de los vectores BA y CD? 



31. Los angulos directores pertenecicntes a un vec¬ 
tor a = <a,, a 2y a^diferente de cero, se definen 
como los angulos a, 0 y y entre el vector a y los 
vectores i, j y k, respectivamente. Los cosenos 
directores de a son cos«, cos 0 y cos 7 . Com- 
pruebe que 


(a) cos a = 




(b) cos 2 a + cos 2 ft + cos 2 y = 1 . 



32. Consulte el Ejercicio 31. 

(a) Calcule los cosenos directores de a = 

<-2, l,5>. 

(b) Calcule los Angulos y los cosenos directores 
de i, j y k. 

(c) Encuentre dos vectores unitarios que satis- 
fagan la condicidn 

cos a = cos 0 = cos 7 . 


33. Tres numeros /, m y n, diferentes de cero, son 
niimeros directores de un vector a distinto de ce¬ 
ro si son proporcionales a los cosenos directores; 
es decir, si existe un numero positivo k tal que 

I — k cos or, m = k cos 0, n = k cos 7 . 

Demuestre que si /, m y n son numeros directo¬ 
res de a y d = (/ 2 + m 2 + n 2 ) u2 y por lo tanto 
cos a = l/d , cos 0 = m/d , cos 7 = n/d. 

34. Consulte el Ejercicio 33. Sean /,, m ]f n, y / 2 , m 2 , 
n 2 numeros directores de a y b, respectivamen¬ 
te. Demuestre lo siguiente: 

(a) a y b son ortogonales si y s61o si 

/,/ 2 - 1 - m ] m 2 + n,rt 2 = 0 . 

(b) a y b son paralelos si y s61o si existe un nu- 
mero k tal que = kl 2 , m, = km 2 y n x = 
kn 2 . 

Kjercicios 35-40: Resuelva los ejercicios sin usar com- 
ponentes de los vectores. 

35. ^En que condiciones se satisfacen las siguientes 
igualdades? 

(a) |a • b | = ||a|||| b |[ (b) ||« + b|| = ||.|| + || b 

36. Demuestre que || a - b || > || a || — || b || 
(Sugerencia: Use a =b 4- (a - b) y la Desigual- 
dad del Triingulo.) 

37. Demuestre que (a - 1 - b) (a - b) = a a - b b 

38. Demuestre que ||a -f b|| 2 = ||a|| 2 -l- 2(a b) + 

Ilk It 2 - 

39. Pruebe que ||a - 1 - b|| 2 + ||a - b|| 2 = 

2(||»ll 2 + l|b|| 2 ). 

40. Pruebe que a b = i(||a + b|| 2 - ||a - b|| 2 ). 


14.4 


PRODUCTO VECTORIAL 


En esta secci 6 n se analiza el producto vectorial a x b de dos vectores a y b en V y . A 
diferencia del producto escalar, esta nueva operacion produce un vector. Se puede defi- 
nir a x b geom^tricamente y obtener luego una forma algebraica con ayuda de un sis- 
tema de coordenadas rectangulares. Sin embargo, la presentacion se hara a la inversa, 
comenzando con una definicion algebraica. Este planteamiento encubre la naturaleza 
geometrica de a x b, pero lleva a demostraciones m^s sencillas de las propiedades. 
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A1 trabajar con productos vectoriales es conveniente usar determinantes. Un deter- 
minante de orden 2 se define por 




<*2 

b 2 


= a : b 2 — a 2 b x 


en donde todas las letras representan numeros reales. Los determinantes 


4 5 = (2)(5)-(-3)(4) = 10+ 12 = 22 

y 

! 3 - (4)( —3) - (5)(2) = -12-10= —22 


exhiben una propiedad que tienen los determinantes de todos los ordenes: el intercam- 
bio de dos renglones modifica el signo del determinante. 

Un determinante de orden 3 se expresa por 

Ci c 2 c 3 

a i <*2 

bi b 2 b 3 

Esto se llama a veces desarrollo del determinante con respecto a la primerafila (o ren- 
glon). El valor se puede obtener evaluando los determinantes de orden 2 en el lado de- 
recho de la ecuacidn. 


02 0 3 
b 2 b 3 


0i 03 
bx b 3 


c 2 + 


01 02 
b , b 2 


c 3 - 


EJEMPLO 1 Calcular el valor de 


Solucion Por definicidn, 


2-1 3 

-2 5 1 

1 2 -4 


2 -1 
— 2 5 

1 2 




-2 

1 


(-0 + 


-2 

1 


5 

2 


(3) 


= (-20 - 2)(2) - (8 - 1)C- D + (-4 - 5X3) 
= -44 + 7-27= -64 


DEFINICION (14.30) 


El producto vectorial a x b de a = <a., a ,,«,) y b = 

<6„b 2 ,b3>es 



a 2 

03 


<*\ 

0 } 


a, a 2 

a x b = 

b 2 

*3 

i - 

b , 

b, 

j + 

b, b 2 




Elsimbofoa x b se lee “a cruz b”. Observese que la fdrmula para a x bseobtie- 
ne reemplazando Cj, c 2 , c 3 en la definicidn del determinante de orden 3 por los vecto- 
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res unitarios i, j, k. Esto sugiere la siguiente notacion para la fbrmula en la Definici6n 
(14.30). 


NOTAClbN PARA EL (14.31) 
PRODUCTO 
VECTORIAL 



i 

j k 


a x b = 

Q\ 





b 2 b 3 



El simbolo del lado derecho en (14.31) no es un determinante porque el primer renglbn 
tiene vectores en vez de escalares. Sin embargo, la notacibn de determinante es util para 
recordar la fbrmula en la Definition (14.30) que es algo complicada. Tomando en cuenta 
esta diferencia, (14.31) puede usarse para evaluar productos vectoriales, como en el si¬ 
guiente ejemplo. 


EJEMPLO 2 
Solucion 


Encontrar a x b para a = <2, — 1, 6> y 
Escribiendo 


a x b = 


2 

-3 


j 

-1 

5 


k 

6 

1 


b = <-3, 5, 1>. 


obtenemos 


a x b = 


-1 

5 


6 


J + 


2 

-3 


-1 

5 


k 


= (-l -30)i-(2+ 18)j + (10-3)k 
= -31i-20j + 7k 


Si a es cualquier vector en K 3 , entonces 

a x0 = 0 = 0xa 

pues si uno de los vectores en la Definicibn (14.30) es 0, entonces todos los determinan- 
tes tienen un renglbn de ceros y por lo tanto son 0 (verifiquese este hecho). Tambibn 
es fbcil demostrar que a x a = 0 para todo a. 

El siguiente teorema enuncia una propiedad importante del producto vectorial. 


TEOREMA (14.32) 


El vector a x bes ortogonal a a y a b. 


Demostracion Segun el Teorema (14.24), basta demostrar que 


(a x b) • a = 0 y (a x b) • b = 0. 
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Tomando el producto escalar de a x b en la forma (14.30) con a = <a,, a 2 , a 3 >, 


«2 


a l ~ 


«3 

fl 2 



b 2 

^3 



&3 


K 

*2 


= ( a 2 b i - a i b 2 )a l - - a i b l ]a 2 + ( a t b 2 - a 2 b ] )a i 

- a 2 ^i a i ~ a 3 ^ 2 a \ — a \b i a 2 + a i b { a 2 4- aib^a^ — a 2 b l a 2 

= 0 . 

Porlotanto, a x b es ortogonal a a. La demostracion de que (a x b) • b = Oesana- 
loga. • • 


F1GURA 14.41 



FIGUItA 14.48 



En ttiminos geometricos el Teorema (14.32) implica que 
si dos vectores a y b diferentes de cero corresponden a vecto- 
res no paralelos PQ y PR con el mismo punto inicial P, en- 
tonces a x b corresponde a un vector PS que es perpendicular 
al piano determinado por P, Q y P, como se ilustra en la Fi- 
gura 14.41. Se escribe entonces 

PS = PQ x PR. 

La direction de PS puede encontrarse usando la regia de 
la mano derecha que se ilustra en la Figura 14.42. Concreta- 
mente, si 0 denota el angulo entre PQ y PR. y los dedos de 
la mano derecha se curvan apuntando en el sentido de la ro¬ 
tation de un angulo 0 que Ueve a PQ a tener la misma direc- 
ci 6 n que PR. entonces el pulgar extendido apunta en la di- 
reccidn de PQ x PR. 

El siguiente resultado da information acerca de la mag- 
nitud de a x b. 


TEOREMA (14*33) 


,, .. I - 

Si 0 es el angulo entre dos vectores a y b diferentes de 


cero, entonces 



lla x b|| = ||a 



Demostracion Usando el Teorema (14.20) (i) y la Definition (14.30), 


| a x b|| 2 = (a x b) • (a x b) 
2 


«2 

b 3 


ch 






a t a 2 
bi *2 


= (a 2 b 3 - u 3 /? 2 ) 2 -f {a ,/> 3 - d)b x ) 2 4 ( a { b 2 - a 2 />,) 2 
= a 2 bl - 2a 2 a 3 b 2 b 3 -f a 3 b 2 4- a 2 bl - 2 ^ 036,& 3 
4 a 2 b 1 4- a]b\ - 2a l d 2 b l b 2 + a\b] 

= ( a\ 4- a\ 4 al)(h\ -f fr 2 4- bl) - {a l b l -l- a 2 b 2 4- a 3 b 3 ) 2 . 
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La ultima igualdad se puede verificar multipiicando las expresiones implicadas. La 
forma vectorial de esta identidad es 

|| a x b|| 2 = (||a||||b||) 2 — (a • b) 2 
o bien, como a b = || a || || b ||cos 0, 

|| a x b|| 2 = (j| a || || b ||) 2 — ( l| a || || b||) 2 cos 2 0 

= (|| a || || b ||) 2 (I - cos 2 0) = (|| a || || b ||) 2 sen 6. 

Finalmente, tomando raiz cuadrada y observando que sen 0^0, resulta que 

||a x b|| = ||a ||||b|| send • . 


COROLARIO (14.34) 



Dcmostracion Sean ay b dos vectores diferentes de cero y sea 0 el angulo entre a 
y b. Los vectores son paralelos si y s61o si 0 = 0 o bien 0 = x, o equivalentemente, 
si sen 0 = 0. Por el Teorema (14.33), esto equivale a a x b = 0. Si a o b es el vector 
cero, la demostracion es trivial. • 


FIGURA 14.43 



Para interpretar || a x b || geometricamente, conviene re- 
presentar a y b por vectores PQ y PR con el mismo punto 
inicial P. Sea S el punto tal que los segmentos PQ y PR son 
lados adyacentes de un paralelogramo con vertices P, Q , R 
y S, como se ilustra en la Figura 14.43. Una de las altu- 
ras del paralelogramo es || b|| sen 0 y por lo tanto, el Area es 
|| a || ||b|| sen0. Comparando esto con el Teorema (14.33) se 
ve que la magnitud del producto vectorial a x b es igual al 
area del paralelogramo determinado por a y b. 


EJEMPLO 3 Calcular el area del triangulo determinado por P(4, -3, 1), Q( 6, -4, 7) 
V *0,2, 2). 

Solucion Aplicando el Teorema (14.16), vemos que los vectores en V } que corres- 
ponden a PQ y PR son a = <2, — 1, 6) y b = < - 3, 5, 1 >, respectivamente. Del Ejem- 
plo 2, a x b = “31 i - 20j -l- 7k. Por lo tanto, el area del paralelogramo con lados 
adyacentes PQ y PR es 

|| a x b || = v '96l +400 + 49 = y 1410. 

Entonces el area del triangulo es jv % 18.8. • 


Es importante conocer los productos vectoriales de los vectores unitarios especiales 
i, j y k. Por ejemplo, aplicando la Definicion (14.30) con a = i = <L0, 0> y b = 

j = <0, 1, 0>, 


0 0 
1 0 


1 0 
0 0 


J + 


0 

1 


i X j = 


k = k 
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Se pueden demostrar las siguientes igualdades: 

(14*35) i x j = k j x k = i k x i = j 

j x i = -k k x j = -i i x k = -j 

ixi=jxj = kxk = 0 

El hecho de que i X j * j x i demuestra que el producto vectorial no es conmutati- 
vo. La ley asociativa tampoco se cumple pues, por ejemplo, 


y 


i x (j x j) = i x 0 = 0. 
(i x j) x j = k x j = -i. 


El siguiente teorema enuncia algunas propiedades importantes del producto vecto¬ 
rial para cualesquiera tres vectores a, b, c, y cualquier escalar m. 


TEOREMA (14*36) 


(i) a x b = -b x a 

(ii) (ma) x b = m(a x b) = a x (mb) 

(iii) a x (b + c) = (a x b) + (a x c) 

(iv) (a + b) x c = (a x c) + (b x c) 

(v) (a x b) • c = a • (b x c) 

(vi) a x (b x c) = (a * c)b - (a * b)c 

___ 



Demostracion Todas las propiedades se pueden demostrar aplicando directamente 
la Definicidn (14.30) (aunque a veces el procedimiento es largo). Por ejemplo, si a = 
<a,, a 2y 0 3 > y b = <b t , b 2 , b 3 > , entonces 


b x a 



*3 

"3 


01 



b 2 

02 


k. 


Puesto que si se cambian dos renglones de un determinante cambia su signo, se tiene que 


a 2 

a 3 


«i 



"1 

02 

b 2 

b 3 

i + 

b, 

b 3 

j“ 


b 2 


Esto demuestra la propiedad (i). 

Si c = <c,,c 2 ,c 2 >» entonces la componente segun i de a x (b + c) es 


02 

b 2 4- c 2 


03 

^3 + t*3 


— 02(^3 C3) 03(^2 + c l ) 


= (fl 2 /> 3 - a 2 b 2 ) + (a 2 c 2 - 0 3 c 2 ) 


02 

b 2 


03 

^3 


+ 


02 

C 2 


03 

^3 
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que es igual a la componente segun i de (a x b) + (a x c). Calculos semejantes de- 
muestran que las componentes segun jykdea x (b + c) son las mismas que las de 
(a x b) -l-(a x c). Esto demuestra (iii). Las demostraciones de las otras propiedades 
se dejan como ejercicios. • • 

La fbrmula (vi) del Teorema (14.36) se llama triple producto vectorial de a, b y c. 


FI QUR A 14.44 


R 



P Q l 


EJEMPLO 4 Encontrar una formula para la distancia d de 
un punto R a una recta /. 

SoluciOfl Sean P y Q dos puntos de /, y sea 0 el dngulo 
entre PQ y PR , como se muestra en la Figura 14.44. Utili- 
zando el Jiecho de que d = || PR || sen 6 y || PQ x PR || = 

|| PQ || || PR || sen 6 , obtenemos 

\{PQxPRl 

\\m 


EJEMPLO 5 Supbngase que PQ , PR , y PS representan lados adyacentes del paralele¬ 
pipedo oblicudngulo que se muestra en la Figura 14.45. Demostrar que si a, b y c son 
los vectores correspondientes en F 3 , entonces |(a x b) • c| es el volumen del parale- 
lepipedo. 


FIGURA 14.45 

• x b 



Solucion El area de la base es || a x b ||. Sea 6 el dngu- 
lo entre c y a x b. Como el vector correspondiente a a x b 
es perpendicular a la base, la altura h del paralelepipedo esta 
dada por h = ||c|| |cos0|. Debe usarse el valor absoluto 
|cos ^ |, pues 6 podria ser un angulo obtuso. Entonces, el vo¬ 
lumen V del paralelepipedo es 

V - (drea de la base)(altura) 

= II» x b || ||c || | cos 91 
= |(a x b) • c| . 


El numero (a X b) * c que se considerb en el Ejemplo 5 se llama triple producto 
escalar de a, b y c. Este numero puede expresarse como un determinante de tercer or- 
den formado por las componentes de los tres vectores (vease el Ejercicio 21). 

El producto vectorial se utiliza para estudiar los efectos 
figura 14.44 de rotacion producidos por las fuerzas. Supongamos que una 

fuerza PQ se aplica en un punto P de un objeto, como se 
ilustra en la Figura 14.46, en la que se ha sobrepuesto un sis- 
tema de coordenadas en tres dimensiones. La fuerza tiende 
a hacer girar el objeto alrededor de una recta que pasa por 
O y es perpendicular al piano determinado por PQ y el vec¬ 
tor de posicibn OP. El vector OT definidc por 

OT = OP xPQ. 
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se llama momenlo de la fuerza PQ con respecto aO(o bien simplemente vector mo- 
mento, o torque). En fisica, o mbs especificamente en mecbnica. OT indica tanto la 
magnitud como la direccibn del efecto de rotacibn (momento) producido por la fuerza 

PQ 

En el Capituio 15 se presentaran otras interpretaciones fisicas del producto vectorial. 


EJERCICIOS 14.4 


Ejercicios 1-10: Encuentre a x b. 

1. a = <l,-2,3>, b = <2,1, —4> 

2. a = < — 5,1, —1>, b=<3,6,-2> 

3. a = 5i — 6j — k, b = 3i + k 

4. a = 2i + j, b = - 5j + 2k 

5. a = <0, 1, 2>, b = <1, 2, 0> 

6. a = — 3i + j + 2k, b = 9i — 3j — 6k 

7. a = 3i - j + 8k, b = 5j 

8. a = <0,0, 4>, b^= <-7, l, 0> 

9. a = 4i - 6j + 2k, b = — 2i + 3j — k 

10. a = 3i, b = 4k 

11. Sean a = <2,0, —1>, b = < — 3, l,0>, yc = 
<1, -2, 4>. Haga la determinacion a x (b x c) 
y (a x b) x c. 

12. Sean a, b y c los vectores del Ejercicio 11. En¬ 
cuentre a x (b - c) y (a x b) - (a x c). 

13. Demuestre que (a x b) • b = 0 para todos los 
vectores a y b. 

14. Demuestre las propiedades en (14.35). 

15. Complete la demostracibn del Teorema (14.36). 

16. (a) Si a x b = a x c y a # 0, <,entonces ne- 

k cesariamente b = c? Explique. 

(b) Sea a * 0. Ponga de manifiesto que si a x 
b = a x c y a • b = a • c, entonces b = 


Ejercicios 17-20: (a) Encuentre un vector perpendicu¬ 
lar al piano determinado por los puntos P, Q y P; 
(b) calcule el area del tribngulo determinado por P, 

Qy 


17. P(l, -1, 2), Q( 0, 3,-1), R( 3, -4, I) 


18. P( — 3, 0, 5), Q{ 2, -1, -3), K(4, 1,-1) 

19. P(4, 0, 0), Q(0, 5, 0), R( 0, 0, 2) 

20. P(-1,2,0), 6(0,2, -3), P(5,0, 1) 

21. Haga la demostracibn de que si a = (a ,, a 2 > flj >, 
b = <b,,b 2 ,b 3 > y c = <c,, c 2 , c 3 >, entonces 


a (b x c) = (a x b) c = 


<*\ 


a 2 a 3 
b 2 b 3 


c, c 2 c 3 


22. Demuestre que si a, b y c se representan median- 
te vectores con un mismo punto inicial, enton¬ 
ces a * (b x c) = 0 si y solo si los vectores son 
coplanares. 

23. Dados P(l, -1, 2), G(0, 3, -1) y P(3, -4, 1), 
use el Ejemplo 5 y el Ejercicio 21 para calcular 
el volumen del paralelepipedo que tiene lados ad- 
yacentes OP, OQ y OR. 

24. Dados A (2, 1, -I), B( 3, 0, 2), C(4, -2, 1) y 
0(5, -3, 0), calcule el volumen del paralelepipe¬ 
do que tiene lados adyacentes AB % AC y AD. 


Ejercicios 25-30: Verifique la identidad sin usar las 
componentes , considerando que a, b, c y d son vecto¬ 
res arbitrarios. 

25. (a + b) x (a - b) = 2(b x a) 

26. a x (b x c) + b x (c x a) + c x (a x b) = 0 

{Sugerencia: Use (vi) del Teorema (14.36).) 

27. (a x b) x c = (a c)b - (b • c)a 

a c be 

28. (a x b) (c x d) = 

ad b d 

29. (a x b) x (c x d) = (a x b die - (a x b c|d 

30. (a x b) • (b x c) x (c x a) = (a b x c) 2 
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14.5 


RECTAS y PLANOS 


En esta secci6n se describen las rectas y los pianos mediante los conceptos vectoriales 
de paralelismo y ortogonalidad , respectivamente. Se hace la suposicion de que las rec¬ 
tas y los pianos est&n en un sistema de coordenadas rectangulares en tres dimensiones. 

Sean a = <p,, a 2 , a 3 > un vector diferente de cero en 
Pj(jC|, y ]y Z|) un punto arbitrario y OA el vector de position 
de a. Como se ilustra en la Figura 14.47, la recta / que pasa 
por P|(JCi, y l9 Zi) y es paralela a a se define como el conjun- 
to de todos los punt os P(x, y y z) tales que P X P es paralelo 
a OA , es decir, 

P^P = tOA para un escalar t. 

En terminos de vectores en K 3 , 

<x - Xj, y - y l9 z - z x y = a 2y 03> = a i L «3 f >- 

Igualando las componentes y despejando x, y y z se 
obtiene 

x = x x + a x t y y = yiA-a 2 t , z = z x +a$t 

para cualquier nurnero real t. Estas son ecuaciones parametricas para la recta /, con 
t como parametro. Los puntos P(x, y y z) en / se obtienen variando t sobre todos los 
numeros reales. Quedo demostrado lo siguiente. 


*WCURA 14.47 




Con cualquier otro vector b diferente de cero y paralelo al vector a del Teorema 
(14.37) se obtiene la misma recta, pues b = ca = (ca x , ca 2 , oj 3 > , y la recta tiene ecua¬ 
ciones parametricas 

x = x x -1- (ca x )v, y = y x +(ca 2 )v, z = z x +{ca 3 )v; uenR 

Estas ecuaciones determinan la misma recta, ya que el punto dado por t se obtiene con 
v = t/c. 


EJEMPLO 1 

(a) Encontrar ecuaciones parametricas para la recta / que pasa por P(5, -2, 4) y es pa¬ 
ralela a a = <i, 2, —§>. 

(b) iEn que punto / corta al piano xyl 

(c) Trazar el vector de posicidn de a y la recta /. 
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Solucion 

(a) Para evitar las fracciones, utilizamos el vector b = 6a = <3,12, -4>en vez de a. 
De acuerdo con el Teorema (14.37), la recta / tiene ecuaciones parametricas 

x = 5 + 3t, y = -2 + 12r, z = 4-4t; lenR. 


figura i4.4» 



(b) La recta corta al piano xy en el punto R{x, y, z) si z = 
4 — 4/ = 0; es decir, si t = 1. Usando las ecuaciones para¬ 
metricas de la parte (a) se obtienen las coordenadas x y y de R: 

x = 5 + 3(1) = 8 y y = -2 + 12(1) = 10. 

Por lo tanto, R es el punto con coordenadas (8, 10, 0). 

(c) El vector de position 04 de a esta en la Figura 14.48. 

Para trazar la recta / se situa el punto P(5, -2, 4) y el punto 
R( 8, 10, 0) que se encontrb en la parte (b). • 


FIGURA 14.49 



Para hallar ecuaciones parametricas de la recta que pasa 
por dos puntos arbitrarios Pi(X|, y\, Zi) y P 2 (^ 2 . ^ 2 . Z 2 ). co- 
mo se ilustra en la Figura 14.49, se usa el vector a correspon- 
diente a P|P 2 . o sea 

a = <x 2 -x„y 2 -y„z 2 -z,>. 

Sustituyendo en el Teorema (14.37) se obtienen las ecuacio- 
nes parametricas 

x = x, +(x 2 -x,)t, y = yi + (y 2 - yi)L 
z = z,+(z 2 -z,)t; ' enR - 


Obs6rvese que / = 0 da ei punto P„ t = i da el punto medio de P,P 2 y t = 1 da 
el punto P 2 . 


EJEMPLO 2 Hallar ecuaciones parametricas para la recta / que pasa por P\ (3, 1, 2) 

y P 2 (-2, 7, -4). 

Soluddn El vector a en V, correspondiente a PiP 2 es 

a = < —2 - 3, 7 - 1, -4 + 2> = <-5,6, -2>. 

Segun el Teorema (14.37), la recta / tiene ecuaciones parametricas 

x = 3 - 5f, y = 1 + 6f, z = — 2 — 2t; t en R • 


Si /| y / 2 son rectas paralelas a los vectores a - <0|, <i 2 . ^3) y 6 — </>,, h 2 , b 2 }, 
respectivamente, entonces se dice que los angulos entre /, y / 2 son 6 y x - 9 , donde 9 
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es el angulo entre a y b (vease la Figura 14.50). Las rectas son ortogonales cuando 
a * b = 0 o, equivalentemente, cuando a x b x + a 2 b 2 + a^bi = 0. Las rectas son 
paralelas si b = ca para algun escalar c; es decir, si b x = ca lt b 2 = ca 2 , b 3 = ca$. 



Si P,(jr,, >>,, Z\) es un punto sobre una recta /, entonces 
el piano que pasa por P x y tiene la recta normal / se define 
como el conjunto de los puntos que se encuentran en todas 
las rectas /' que son perpendiculares a / en P b como se ilus- 
tra en la Figura 14.51 . Para una definicidn equivalente usan- 
do vectores, se escoge otro punto P 2 de / y se considera el 
vector P,P 2 . Como en la Figura 14.52, el piano que pasa por 
P, y tiene el vector normal P,P 2 se define como el conjunto 
de todos los puntos P tales que P,P es ortogonal a P { P 2 
Por el Teorema (14.24), Pestd en el piano si y solo si^jP, 
P { P = 0. Cuando <a t , a 2 , a 3 > corresponde a P,P 2 , esto 
equivale entonces a 

<a„ a 2 , a 3 > • <x - x„ y - y„ z - z,> = 0. 


FIGURA 14.59 



El siguiente resultado se obtiene aplicando la definition del producto escalar (14.19). 


TEOREMA (14.38) 


El piano que pasa por Pi(x h y u z x ) y tiene el vector 
normal a = <u,, a 2 , fl*), tiene como ecuacion 

a\(x - x,) + a 2 (y - y\) + a 3 (z - z,) = 0. 


EJEMPLO 3 Encontrar una ecuacion del piano que pasa por el punto (5, -2, 4) y tie¬ 
ne el vector normal a = <1, 2, 3). 

SoluCIOn Aplicando d Teorema (14.38) obtenemos 

1 (jr — 5) + 2 (y + 2) + 3(z - 4) = 0 

lo cual se simplifica a 


jr + 2y + 3* - 13 = 0. 
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FIGURA 14.53 


t 



h 


EJEMPLO 4 Encontrar una ecuacion del piano determina- 
do por los puntos P(4, -3, l), Q( 6, -4, 7) y P(l, 2, 2). 

Solucion Los puntos P,Qy R determinan un piano que 
contiene al triangulo mostrado en la Figura 14.53. Los vec- 
tores a y b correspondientes a PQ y PR son 

a = <2,-1,6) y b = <-3,5, l>. 

El vector a x b es normal al piano determinado por P, Q 
y R (vease la Figura 14.41). Del Ejemplo 2 de la Seccion 14.4, 


a x b = -31i - 20j 4- 7k. 

Usando el Teorema (14.38) con P, = P(4, -3, 1) obtenemos la ecuacidn 


o bien 


— 3 i (.v - 4) - 20 (y 4- 3) 4- 7(z - 1) = 0 
— 31 x — 20y 4- 7z + 57 = 0 


La ecuacion del piano en el Teorema (14.38) se puede escribir en la forma 

ax + by + cz + d = 0 

donde a = a ]t b = b lf c = C\ y d = -a,x, - a 2 y x - a 3 Zj - Inversamente, dada ax + 
by + cz + d — 0, con a, b y c no todos cero, se pueden encontrar numeros x,, y, y 
Z\ tales que ax, 4- 6y, 4- cz\ + d = 0. Entonces d = -ax, - by\ - cz\ y y por lo tanto. 


ax 4- by 4- cz — ax } - by t — cz, =0 

o bien 

a{x - x x ) 4- b(y - y,) 4- c(z - t x ) = 0. 

De acuerdo con el Teorema (14.38), la grafica de la ultima ecuacion es un piano que 
pasa por P(x,, y u Z\) y tiene vector normal <a, b , c>. Una ecuacidn de la forma ax 4- 
by 4 - cz 4 - d = 0 con a> by c no todos cero, se llama ecuacion lineal en las Ires varia¬ 
bles x, y, z. Quedo demostrado el siguiente teorema. 


TEOREMA (14*39) 


La grafica de toda ecuacion lineal ax + by + cz + 
d = 0 es un piano con vector normal <«, b, c>. 


A menudo, para abreviar, se dice el piano ax 4- by 4- cz 4- d = 0 en vez de el 
piano con ecuacion ax + by + cz + d = 0, que es mas preciso. 

Para trazar mas facilmente la grafica de una ecuacion lineal es conveniente encon¬ 
trar la traza de la grafica en cada piano coordenado, es decir, la recta de interseccion 
del piano de la grafica con el piano coordenado. Para encontrar la traza en el piano 
xy se sustituye z por 0, pues esto genera los puntos de la grafica que estan en el pia¬ 
no xy. Analogamente, para encontrar la traza en el piano yz o en el piano xz, se toma 
x = 0 o bien y = 0, respectivamente, en la ecuacion ax 4- by 4- cz 4- d = 0. 
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EJEMPLO 5 


F1GURA 14.54 


Trazar la grafica de la ecuacidn 2x + 3y + 4z = 12. 

Solucion Hay tres puntos del piano que podemos ubi- 
car facilmente: los puntos de intersection del piano con los 
ejes coordenados. Sustituyendo y y z por 0 en la ecuacion ob- 
tenemos 2x = 12, o sea x = 6. Entonces, el punto (6, 0, 0) 
est£ en la grafica. El numero 6 es la coordenada at de inter¬ 
seccion de la grafica con el eje x. Analogamente, sustitu¬ 
yendo x y z pot 0 oblenemos que \a cooidenada y de \a 
intersection de la grafica con el eje y es 4, y por lo tanto, 
el punto (0, 4, 0) estd en la grafica. Reemplazando x y y por 
0 se obtiene el punto (0, 0, 3). La traza en e/ p/ano Ary se cn- 
cuentra sustituyendo z por 0 en la ecuacion dada. A1 hacerlo 
obtenemos 2x + 3y = 12, que tiene como grafica en el piano 
xy a una recta con abscisa en el origen 6 y ordenada en el origen 4. fista y las otras 
trazas de la grafica en los pianos xz y yz se indican en la Figura 14.54. • 



DEFINICION (14.40) 


s pianos con 


(i) paralelos si a y b son paralelos, 

(ii) ortogonales si a y b son ortogonales. 

, - 



EJEMPLO 6 Demostrar que las graficas de las ecuaciones 2x - 3y - z ~ 5 = 0 y 
-6at -l- 9y + 3z + 2 = 0 son pianos paralelos. 

Solucion Segun el Teorema (14.39), las graficas son pianos con vectores normales 
a = <2, — 3, - 1> y b = <-6, 9. 3>. Como b = -3a, los vectores a y b son paralelos 
y entonces, segun la Definicion (14.40), tambien los pianos son paralelos. • 


EJEMPLO 7 Encontrar una ecuacidn del piano que pasa por P(5, -2, 4) y es parale- 
lo al piano 3* + y - 6z 8 = 0. 

Solucion Segun el Teorema (14.39), el piano 3*+.y-6z+8 = 0 tiene un vector 
normal a = <3, 1, -6>. Por lo tanto un piano paralelo a este tendra una ecuacidn de 
la forma 

3x -F y — 6z + d = 0 

para algun numero real d. Si'P(5, -2, 4) esta en este piano, entonces sus coordenadas 
satisfacen la ecuacion; es decir, 3(5) -I- (-2) - 6(4) + d = 0 o bien d = 11. Esto nos 
da 3at -f y - 6z + 11 = 0. • 


El vector i = <1, 0, 0> es un vector normal al piano yz. Un piano que tiene una 
ecuacion de la forma x - x ] = 0 (o sea x = x,) tambien tiene un vector normal i y, 
por lo tanto, es paralelo al piano yz (y ortogonal a los pianos xy y xz). En la Figura 
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FIGURA 14.55 



14.55(i) aparece parte de la grafica de la ecuacion x = a que se encuentra en el primer 
octante. Andlogamente, la grafica de y = b es un piano paralelo al piano xz tal que 
la coordenada y de su intersection con el eje y es /?, y la grafica de z = c es un piano 
paralelo al piano xy , cuya interseccibn con el eje z tiene coordenada z igual a c [veanse 
(ii) y (iii) de la Figura 14.55]. 

Un piano cuya ecuacibn es de la forma by + cz + d = 0 tiene un vector normal 
a = <0, b , c> y es ortogonal al piano yz pues a ■ i = 0. Andlogamente, las grdficas 
de ax + by + d - 0 y ax + cz + d = 0 son pianos ortogonales al piano xy y al pia¬ 
no xz , respectivamente. 


EJEMPLO 8 


FIGURA 14.54 



Trazar la grafica de la ecuacion 3x 4- 5z = 10. 

Solucion La grafica es un piano ortogonal al piano xz 
cuya interseccibn con el eje x tiene abscisa (o coordenada x) 
igual a ^, y su interseccibn con el eje z tiene elevacion (o 
coordenada z) igual a 2. N6tese que la traza en el piano yz 
tiene la ecuacidn 5 z = 10 y por lo tanto t es una recta parale- 
la al eje y cuya interseccion con el eje z tiene coordenada z 
igual a 2. Andlogamer e, la traza en el piano xy tiene ecua- 
ci6n 3x = 10 y es una recta paralela al eje y cuya inter- 
seccidn con el eje x tiene abscisa igual a ^. La Figura 14.56 
muestra una parte de la grafica y las trazas en los tres pianos 
coordenados. • 


Las rectas pueden describirse como intersecciones de pianos. Si una recta /e st£ da- 
da param^tricamente como en el Teorema (14.37) y si a 2 , a 3 son diferentes de cero, 
puede despejarse t de cada ecuacidn y obtener 


i —-, i —-, i —-. 

a 2 a 3 

Resulta entonces que un punto P(x y y , z) esta en / si y s61o si se satisfacen las siguientes 
ecuaciones, llamadas forma simetrica de la ecuacidn de /. 


FORMA SIMETRICA (14.41) 
DE LA ECUACION 
DE UNA RECTA 
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La forma simetrica no es unica para una recta dada, pues en (14.41) se pueden usar 
otros tres numeros b 2 , en vez de a u a 2 , £ 3 , con tal de que sean proporcionales 
a aquellos, y tambiSn es posible usar otro punto de / en lugar de ( X \, y u Zj). 

Si en (14.41) se toman las expresiones indicadas en pares. 


X — X! _ Z - Zj 
01 03 


x-x l = y-y t 
0 i 02 


se obtiene una description de / como la interseccion de dos pianos, el primero de los 
cuales es ortogonal al piano xy, y el segundo, al piano xz. Si uno de los numeros a,, 
a 2 o es cero, no se puede despejar t de las ecuaciones en (13.47). Por ejemplo, si 
a 3 = 0 y a\a 2 * 0, entonces la tercera ecuacidn se reduce a z = Z\ y se obtiene la for¬ 
ma simetrica 


que expresa de nuevo a / como la interseccion de dos pianos. Algo parecido sucede cuando 
A[ = Oo bien a 2 = 0. 

EJEMPLO 9 Encontrar la forma simetrica de la ecuacion de la recta que pasa por 
P\( 3, 1, -2) y P 2 (-2, 7, -4). 

Solucion Como en el Ejemplo 2, el vector a correspondiente a P,P 2 es 
a = < —2 — 3, 7 — 1, —4 + 2> = <-5, 6 , -2>. 

Por el Teorema (14.37), la recta tiene la representacion param^trica 
x = 3 — 5t y y = 1 4 - 6 t, z — — 2 — 2 r; / en R. 

Despejando t de cada ecuacion e igualando los resultados obtenemos la forma simetrica 


x — 3 y — 1 z + 2 

_— 1_ = _ • 

— 5 6 -2 


En el ejemplo siguiente se utilizan metodos vectoriales para calcular la distancia 
de un punto a un piano. 

EJEMPLO 10 Encontrar una formula para la distancia h de un punto P(x Qj y 0 , Zo) 
al piano ax + by + cz + d = 0 . 



FIGURA 14.57 


Solucion Sea /?(*,, y Xt Z\) un punto cualquiera del pia¬ 
no y sea n un vector normal al piano. El vector p = 
<*o — .Vo - y i» z o ~ z \> li ene una representacidn geome- 
trica RP. Como se ilustra en la Figura 14.57, la distancia h es 
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Como <a, b y c> es un vector normal al piano, podemos definir 


Por lo tanto, 


1 



1 

Va 2 + b 2 + c 2 


<a, b, c>. 



1 

n • n 


a(.x 0 - x,) + b(y 0 - y,) + c(z 0 - z,) 

p IN 


+b 2 + c 2 


|(ox 0 + by Q + cz 0 ) + (-fl.x, - fry, - cz x )\ 
\[a 2 + fr 2 + c 2 


Como R esta en el piano, ax, + by x + cz\ + d - 0 y, por lo tanto, d — -ax, - by y - 
cz\ . De modo que la formula anterior se puede escribir 

h _ | ax 0 -1- by 0 + cz 0 + d \ 

\/a 2 + b 2 + c 2 


EJEMPLO 11 Calcular la distancia del punto P{- 6, 2, 3) al piano 4x - 5y 4- 8 z - 
7 = 0. 

Sollicion Usando la formula que se obtuvo en el Ejemplo 10, 


|t __ |4( — 6) — 5(2) -P 8(3) — 71 = J7_ 
y/l6 + 25 + 64 n /105 


1.66 • 


EJEMPLO 12 Encontrar una fdrmula para la distancia minima d entre dos rectas /, 
y l 2 que se cruzan. 


FIGURA 14.58 



Solucion Dos rectas se cruzan cuando no son paralelas 
y no se cortan. Escogemos P,, Q ] en /, y P 2 (? 2 » en h* como 
se ilustra en la Figura 14.58. Mediante el Teorema (14.32), 
PiQ\ x P 2 Q 2 es ortogonal a P t Q] y a P 2 Q 2 i y P or 1° tan_ 
to, el vector unitario n definido por 


1 _ 

ll^ei x i^ll 


i p \Qi x P2Q2) 


es ortogonal a P,Q, y P 2 Q 2 . 

Consideremos los dos pianos con vector normal n que pasan por P, y P 2 , respec- 
tivamente. Estos pianos son paralelos y contienen a /, y / 2 , respectivamente. La dis¬ 
tancia d entre los pianos se mide a lo largo de una recta paralela a la normal comun 
n, como se ilustra en la figura. De esto se deduce que d es la distancia minima entre 
/, y / 2 . Ademds, 

d = |comp„ P t P 2 | = |n ■ P,P, | 

1 
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EJERCICIOS 14.5 


Ejercicios 1-2: Encuentre las ecuacioncs parametricas 
para la recta que pasa por P, y P 2 . Determine (si es 
posible hacerlo) los puntos en los que la recta corta 
a cada piano coordenado. 

1 P,(5,-2,4), P 2 (2 t 6, 1) 

2. P,( —3, 1, -U P 2 (7,l 1, -8) 

Ejercicios 3-6: Encuentre ecuaciones parametricas para 
la recta que pasa por P y es paralela a a. 

3. P(4, 2, -3), a = <i,2,i> 

4. P(5,0, -2), a = < — 1, —4,1> 

5. P(0,0, 0), a = j 

6. P(l, 2, 3), a = i + 2j + 3k 

7. Sea / la recta con ecuaciones parametricas x - 
5 - It, y = -2 + t, z = \ + 9/. Obtenga ecua¬ 
ciones parametricas para la recta que pasa por 
P(— 6, 4, -3) y es paralela a /. 

8. Establezca ecuaciones parametricas para la rec¬ 
ta que pasa por P(4, -1, 0) y es paralela a la que 
pasa por P,(-3, 9, -2) y P 2 (5, 7, -3). 

Ejercicios 9-12: Determine si las dos rectas se cortan 
y, si Io hbcen, encuentre el punto de intersecci6n. 

9. fr = I + It, y = 1 — At, z = 5 — (; 
x = 4 — v, y = — 1 4- 6v, z = 4 + v 

10. x = 1 - 6f, y - 3 + 2t, z = 1 — 2f; 
x — 2 + 2v, y = 6 + p, z = 2 + v 

11. x = 3 + t, y = 2 — 4f, z = t\ 

x— 4 — v, y — 3 + d, z — —2 + 2v 

12. x = 2 - 5f, y = 6 + 2f, z = -3 - 2r; 
x = 4 — 3t\ y = 1 + 5v, z — 1 + 4r 

13. Use el producto escalar para evaluar la distancia 
d del punto A (2, -6, 1) a la recta / que pasa por 
B( 3, 4, —2) y C(7, -1, 5). 

14. Calcule la distancia del punto C(2, 1, -2) a la 
recta con ecuaciones parametricas x - 3 — 2f f 
y = -4 + 3/, z = 1 + 2/. 

/ Ejercicios 15-20: Trace la grifica de la ecuacidn en un 
sistema tridimensional de coordenadas. 

16. 3x — 2z — 24 = 0 


17. 2y — 3z — 9 = 0 

18. 5x -I- y - 4z + 20 = 0 

19. 2x — y + 5z + 10 = 0 20. x + y + z = 0 

Ejercicios 21-28: Encuentre la ecuacidn del piano que 
satisface las condiciones enunciadas. 

21 . Pasa por P(6, -1, 4), es paralelo (a) al piano xy; 
(b) al piano yz; (c) al piano xz. 

22. Pasa por P(-2, 5, -8) y tiene por vector normal 
(a) I; (b)j;(c)k. 

23. Pasa por P(-ll, 4, -2) y tiene por vector nor¬ 
mal a = 6i — 5j — k. 

24. Pasa por P(4, 2, -9) y tiene por vector normal 
OP. 

25. Pasa por P(2, 5, -6) y es paralelo al piano 3x - 
y + 2z = 10. 

26. Pasa por el origen y es paralelo al piano x - 6y + 

4 z = 7. 

27. Pasa por el origen y por los puntos P(0, 2, 5) y 
0(1, 4, 0). 

28. Pasa por los puntos P(3, 2, 1), Q(-l, 1, -2) y 
R( 3, -4, 1). 

Ejercicios 29-32: Encuentre una forma sim6trica pa¬ 
ra la recta que pasa por P, y P 2 . 

29. P,(5, -2,4), P 2 (2, 6, 1) 

30. P,(-3 f l,-1), P 2 (7,11, -8) 

31. P x {4,2, P 2 (- 3,2,5) 

32. P t (5 f -7,4), P 2 ( — 2, —1,4) 

Ejercicios 33-34: Calcule la distancia del punto P al 
piano dado. 

33. 3x — 7y + z — 5 = 0, P(l, —1,2) 

34. 2x + 4y — 5z + I = 0, P(3, 1, -2) 

Ejercicios 35-36: Demuestre que los dos pianos son 
paralelos y calcule la distancia entre ellos. 

35. 4x - 2y + 6z = 3, -6x + 3y - 9z = 4 

36. 3x + 12y - 6z = -2, 5x + 20y - tOz = 7 


15. 2x + y-6 = 0 
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37. La recta / time parametrizaridn x = 3 t + Ly = 
-2s + 4, z = t - 3. Halle una ecuaddn del pia¬ 
no que contiene a / y a! punto P(5 t 0. 2). 

3S. Encuemre ecu aci ones par am Ericas para la recta 
de intersccddn de los pianos 2 jc + y + 4z = S 
y x 4 - 3y — z “ “1 * 


Ejercicios 39-40: Sea /, la recta que pasa por A y B, 
y sea i 2 la recta que pasa por C y D* Calcule la dis- 
tantia cntrc /, y t 2 (vtasc d Ejemplo 12). 

39. 4(1, - 2, 3), B(2 t 0, S) y C<4, 1, ~ M D(- 2, 3 t 4) 

40. A( I, X 0), m 4. 5), q-2, - I, 2). D<5, I, 0) 


14.6 


SUPERFICIES 


En la seccidn anterior $e definid la traza de la grafica de una ecuaddn lineal en un pia¬ 
no coordenado. En general, la traza de una superficie en tin piano es la Ifnea de inter- 
seccidn de la superficie con el piano. Para esquematizar una superficie se hacc uso 
frecuente de las trazas. Son de especial irnportancia las trazas en los pianos coordena- 
dos. Estas ires lineas se llaman traza xy, traza yz y traza xi, y sus ecu ad ones pueden 
encontrarse a partir de la ecuaddn de la superficie tomando z = 0, x « 0 y y = 0, 
respectivamente. 


EJEMPLO 1 


FIGURA 14.59 

z - x 1 + y 1 


Encontrar las trazas, en varios pianos, de la superficie con ecuacidn 
z = x 2 + y 1 y esquemalizar la grafica de la ecuaddn. 
Solution Para encontrar la traza yz tomamos x = 0 en 
la ecuacidn z = x 1 + y 2 y asi z = y 1 . Por lo tanto, la tra¬ 
za de la superficie en el piano yz es una parabola con vdrtice 
en el origen y que abre hacia arriba, como se muestra en la 
Figura 14,59, 

Para encontrar la traza xz tomamos y = 0 en z - x 2 4* 
y 2 t y obtenemos z = * 2 . For lo tanto, tambkn la traza en 
el piano xz es una parabola. 

Para la traza xy, se toma z = 0 y results x 2 + y 2 = 0. 
La grdfica de esia ecuaddn const a de un solo punto, el origen. 

Ahora encom aremos las trazas en pianos paralelos ai 
piano xy; es decir, pianos con ecuaciones de la forma z = 
Z 0 . Sustituyendo z por Zo en la ecuacidn dada, obtenemos 
x 2 + y 2 = Entonces, si Zq > 0, la traza en el piano 
z - z<y es una circunferencia de radio ^z~, En la Figura 14.59 se muestran varias de es¬ 
tas circunferencias. Si Zq < 0 , entonces x 1 + y 2 = zo no tiene grafica y por lo tanto, 
la superficie no tiene pumos abajo del piano xy. 

Las trazas en pianos paralelos a! piano xz o al piano yz son parabolas. Por ejem- 
plo, la traza en el piano y = 1 es la parabola z = x 2 + 1, No se representan estas pa¬ 
rabolas pucs las trazas rirculares que se obtuvieron son suficientes para mostrar la grafica. 
Se puede considerar que la superficie de este ejemplo fue generada haciendo girar la 
parabola z - y 2 en el piano yz , alrcdedor del eje z. Esta superficie se llama parabo¬ 
loid? de revoluridn (o paraboloid? circular). • 
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DEFINICION (14.42) 


Sea C una curva en un piano, y / una recta que no esta 
en un piano paralelo. El conjunto de los puntos en todas 
las rectas paralelas a / que cortan a C se llama cilindro. 


La curva C en la Definicidn (14.42) es una directriz del cilindro y cada una de las 
rectas paralelas a / que pasan por C es una generatriz del citado cilindro. El tipo mas 
comun de superficie cih'ndrica es el cilindro circular recto, que se obtiene cuando C es 
una circunferencia en un piano y / es una recta perpendicular al piano, como se ve en 
la Figura 14.60. Aunque en la figura el cilindro aparece cortado en sus extremos, las 
generatrices se extienden indefinidamente. Como se ilustra en la Figura 14.61, la direc¬ 
triz C de una superficie cih'ndrica no tiene que ser una curva cerrada. 

Consideremos el caso en que la directriz C estd en el piano xy y tiene por ecuacidn 
y = f(x) para alguna funcidn /. Supongamos tambien que las generatrices son parale¬ 
las al eje z. Entonces, como se ilustra en la Figura 14.62, un punto P(x , y, z ) estd en 
el cilindro si y sdlo si Q(x y y t 0) esta en C; es decir, si y s61o si las dos coordenadas 
x y y de P satisfacen la ecuacion y = f(x). Por lo tanto, y = f{x) es una ecuacidn del 
cilindro ademas de ser la ecuacidn de la directriz en el piano xy. 


FIGURA 14.60 

/ 



FIGURA 14.43 


T*y =1 



FIGURA 14.61 


FIGURA 14.6t 



EJEMPLO 2 Esquematizar la grafica de -y + = 1 en 

tres dimensiones. 

Solucion De acuerdo con los comentarios anteriores, la 
grdfica es un cilindro con generatrices paralelas al eje z. Co- 
menzamos por trazar la grafica de (x 2 /4) -f (y 1 / 9) = 1 en 
el piano xy. Esta elipse es la directriz C del cilindro. To¬ 
das las trazas en pianos paralelos al piano xy son elipses con- 
gruentes con esta directriz. En la Figura 14.63 se muestra una 
parte de la grafica (que es un cilindro eliptico). • 


La grafica de una ecuacidn que solo contiene las variables y y z es un cilindro cuyas 
generatrices son paralelas al eje x y cuya traza (directriz) en el piano yz es la grafica 
de la ecuacidn dada. An&logamente, la grafica de una ecuacidn que no contiene a la 
variable y es un cilindro con generatrices paralelas al ejey y cuya directriz es la grafica 
de la ecuacion dada en el piano xz. 
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EJEMPLO 3 Esqucmatizar las grdficas en ires dimensions de las siguicntes ecuaciones, 
(a) y l = 9 - z (b) z = sen x 

Solution 

(a) La grafica es un cilindro con generatrices paralelas at eje x y que tiene como direc- 
triz en d piano yz a la grdfka de y 2 - 9 - z, En la Figura 14,64 se muestra una parte 
de la grdfica (que es un cilindro parabblico). 

(b) La grafica es un cilindro con generatrices paraldas a! eje y y cuya directriz en el 
piano xz es la grdfica de la ecuacidn z ~ sen x. En la Figura 14,65 aparece una parte 
de la gr&fica. 

FIGURA 14.64 FIGURA 14.65 

y 1 = 9 - r £ = sen x 



En el Capituto 12 se vio que, en dos dimensiones, la grafica de cualquier ecuaeion 
de segundo grado en x r y , 


Ax 1 + J3xy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, 


es una ser-idn cdnica (excepto en los cases degenerativos), En ires dimensiones, la gra- 
fica de una ecuaci6n de segundo grado en x> y t z , 

Ax 1 + By* + Cz 2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + iz + J = 0, 

es una superficie euddrica (excepto en los cases degenerativos). Restringiremos el an&li- 
sis de las superficies cuadricas al caso en que los coeficientes D t E t /% C, H e / son 
todos cero. 

Hay tres tipos de superficies cuadricas: elipsoides, hiperboioides y paraboloides. 
Los nombres provienen del heebo de que las irazas en los pianos paralelos a los pianos 
coordenados son elipses, hiperbolas y parabolas, respect ivameme. 

La gr&fica de la siguiente ecuaci6n, en la que a f by c son numcros reales positives, 
es un clipsoide. 


EUPSOIOE (14.43) 
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Las trazas del elipsoide (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) + ( z 2 /c 2 ) = 1 en los tres pianos coor- 
denados se indican en la siguiente tabla: 


Traza 

Ecuacion de la traza 

Grafica 

Traza xy 

^=1 

a 1 + b 2 1 

Elipse 

Traza jtz 

x 1 z 1 , 
a 2 + c 2 ~ l 

Elipse 

Traza yz 

^ + Z -=1 
b 2+ c 2 

Elipse 


F1GURA 14.66 




= 1 


y 



FIGURA 14.67 



La Figura 14.66 muestra una grafica tipica de un elipsoi¬ 
de con sus trazas en los pianos coordenados. 

Para encontrar la traza en un piano arbitrario z = z<> 
paralelo al piano xy , sustituimos z por z 0 en la ecuacidn del 
elipsoide y asi 



Si |zqI > c, entonces 1 - (Zq/c 2 ) < 0 y no hay gr4fica. 
Por lo tanto, la grafica de (14.43) se encuentra entre los pia¬ 
nos z - ~c y z = c. Si |zq| < c, entonces 1 - ( z£/c 2 ) > 0 
y por lo tanto, la traza en el piano z = Zo es una elipse, co- 
mo se ilustra en la Figura 14.67. En la figura tambidn se mues- 
tran las partes visibles de otras trazas en pianos paralelos al 
piano xy. 

Para un piano y = y 0 paralelo al piano xz, tenemos lo 
siguiente: 



La Figura 14.67 muestra tambien las partes visibles de varias 
de estas trazas (que son elipses) para -b < y 0 < b. 

Finalmente, tomando x = jcq con — a < x$ < a, vemos 
que las trazas en pianos paralelos al piano yz son elipses. (Es¬ 
tas elipses no estdn en la Figura 14.67.) 


Sia = b = c, la grafica de (14.43) es una esfera de radio a con centro en el origen. 
A veces las trazas en los tres pianos coordenados son suficientes para indicar la for¬ 
ma general de una superficie cu^drica, como en la Figura 14.66. 

La grafica de la siguiente ecuacion, en la que a, by c son numeros reales positivos, 
es un hiperboloide de un manto. 



HIPERBOLOIDE DE (14.44) 
UN MANTO 
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Las trazas del hiperboioide (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 } - (z l /c 2 ) = 1 en los ires pianos 
coordenados se indican en la siguiente labia: 


Traza 

Ecuacidn de la traza 

Graf tea 

Traza xy 

2*. J' 1 _. 

Elipse 

Traza xz 

a 1 c 1 “ 

Hiperbola 

Traza yz 

t * . 
¥~7 1=i 

Hiperbola 


figura 


c+yi-£ 

a 1 b 1 c 1 



La grdfica estd en la Figura 14.68 junto con estas trazas. 
El eje z es d eje dd hiperboioide. 

La traza en un piano z = z® paralelo a! piano xy tiene 
una ecuaci6n de la forma 

V 2 V 2 ? 2 

— + >L = i + 

a t + b i 1 + c i> 


y es por lo lanto una el ip sc (vease la Figura 14.68), 

Las trazas en los pianos X = x 0 o bien y = y Q ; es dedr t 
en pianos paralelos al piano yz o al piano xz t respectivamen- 
te, son hip6rbolas (veriffquese este hecho). 

Las graficas de 




x* y z 

—2 + L 2 + ~2 ~ * 

a 2 b 1 c* 


tambien son hiperboloides de un manto, pero en el primer easo el eje del hiperboioide 
es el eje y p y en el segundo, el eje del hiperboioide e$ el eje x, Por lo fanto, el termino 
negativo en estas eeuaciones indiea el eje del hiperboioide. 

El siguiente es un hiperboioide de otro lipo. 


HIPERBOIOIDE DE (14.45) 
DOS MANTOS 



Las trazas en los pianos coordenados son las siguientes: 


Traza 

Ecuacidn de la traza 

Grafica 

Traza xy 

** y 1 
~7~b 2 ~ 

No hay 
grafica 
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Traza 

Ecuacion de la traza 

Grafica 

Traza xz 

X 2 z 2 , 

- 2 +“2*1 

a 2 c 2 

Hiperbola 

Traza yz 

44 -' 

Hip6rbola 


F1GURA 14.69 




Las intersecciones con el eje z tienen coordenadas z iguales 
a ±c y no hay intersecciones con el eje x ni con el eje y. Co¬ 
mo no hay traza en el piano xy , se ve si hay traza en un piano 
Z = Zo paralelo al piano xy. Sustituyendo z per Zo en la ecua- 
ci6n dada se obtiene 



o bien 


x l + yA-*l , 

•> • i -y — •> 1 • 


b 2 


Si |zol > G entonces la traza es una elipse, como se indica 
en la Figura 14.69. Las trazas en los pianos paralelos al piano 
yz o al piano xz son hipdrbolas (verifi'quese este hecho). El 
eje z es el eje del hiperboloide. 

Poniendo los signos negativos en otros terminos se ob- 
tienen hiperboloides de dos mantos cuyo eje es el eje x o el 
eje y. (iQue terminos deben ser negativos en cada caso?) 

Un cono (de dos mantos) puede considerarse como un 
hiperboloide degenerativo que se obtiene sustituyendo por 0 
el numero 1 en (14.44) o (14.45). Esto da la siguiente ecuacidn. 


CONO (14.46) 



Las trazas son las siguientes: 


Traza 

Ecuacidn de la traza 

Grafica 

Traza xy 

o 

li 

*v.fc 

+ 

El origen 

Traza xz 

X 2 z 2 

2 — ~~2 = 0 
a 2 c 2 

. c 

Las rectas z = ±—x 
a 

Traza yz 

y 2 .* 2 _ 0 
¥ 7“° 

, c 

Las rectas z = 
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FIGURA 14.70 


x 3 y 2 i 2 
a* + b* c 1 


0 



La traza en un piano z = Zq paralelo at piano xy tienc 
la ecu ad on 


a 2 b 1 c 2 

y por lo tanto es una elipse. Las trazas en los pianos parale- 
los a los otros ejes coordenados son hiperbolas {veriflquese 
este hecho). 

La grifiea esta cn la Figura 14.70* El eje z es el eje del 
cono. 

La grdffaa de la siguiente ecuadOn, en la que a t byc son 
mimeros reales y a y b son positives, es un paraboloide. 


PARABOLOIDE (14.47) 



El Ejemplo 1 es un caso especial de (14.47) con a — h - c - 1. Si c > 0, enton- 
ces la grifica de (14.47) es parecida a la que se muestra en la Figura 14.59, exccpto que 
si a # b, entonces las trazas en pianos paratetos al xy son eiipses en vez de circunferen- 
cias. Si c < 0 ( entonces el paraboloide abre hacia arriba. El eje z es el eje del paraboloL 
de. Las gr&flcas de las ecuaciones 

x 2 z 2 y 2 z 2 

a 1 + tr 1 ~ Cy y ? + P“ CX 

son paraboloides euyos ejes son el eje y y el eje x, respecttvameme. 

Si en (14.47) se cambia el signo + por sc obticnc un paraboloide hiperbdUca . 


PARABOLOIDE (14.48) 
HIPERBOUCO 



FIGURA 14.71 


y 

a 3 



cz 



La Figura 14.71 muestra un croquis tfpico de esta super- 
ficie, con c > 0, la cual ticne la forma dc una silla de mon- 
tar. fntercambiando x, yyztn (14.48), se obtienen varian¬ 
ts. El paraboloide hiperbdlico es la superfine cuidrica m&s 
dificil de visualizar y se requiere mucha pr&ctica para adqui- 
dr la habilidad de esquematizar la gr£fica. Trazas como las 
de la Figura 14.71 pueden ser utiles. Observese que la traza 
en el piano xy tienc como ceuadon 

y 2 x 2 u 

t . > ^ 0 o bien y - + z x, 
or b l b 


y es un par de rectas que se cortan en el origen. Esta traza no aparece en la Figura 14.71. 

A continuacidn se presentan dos cjemplos que son casos cspeciales dc superficies 
cu^dricas; es dedr, los coeficientes lienen valores cspedficos. 
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EJEMPLO 4 Esquematizar la grafica de Idv 2 - 9 y 2 + 36z 2 = 144, e identificar la su- 
perficie. 

Solucion Dividiendo ambos lados de la ecuacion entre 144 obtenemos 



Las trazas en los pianos coordenados son las siguientes: 


Traza 

Ecuacidn de la traza 

Grafica 

Traza xy 

ii 

•vis 

1 

'xl®' 

Hiperbola 

Traza xz 

+ 

*I N - 

II 

Elipse 

Traza yz 

II 

IN ISO 

1 

Hiperbola 


La Figura 14.72 muestra la gnifica de este hiperboloide de 
un manto cuyo eje es el eje y. Las trazas en pianos paralelos 
al piano xz son elipses y las trazas en pianos paralelos al pia¬ 
no xy o al piano yz son hip6rbolas. • 


EJEMPLO 5 Esquematizar la gr&fica de y 2 + 4z 2 = x e 
identificar la superficie. 

Solucion Las trazas son las siguientes: 


FIGURA 14.79 

16.x 2 - 9y 2 + 36z 2 = 144 



FIGURA 14.73 

y 2 + 4z 2 = x 


v 



Traza 

Ecuacidn de la traza 

Grafica 

Traza xy 

y 2 = x 

Parabola 

Traza xz 

K> 

II 

>< 

Parabola 

Traza yz 

y 2 4- 4z 2 = 0 

El origen 


La traza en un piano x = x 0 paralelo al piano yz tiene 
la ecuacidn y 2 4- 4 z 2 = x 0 , que es una elipse si x 0 > 0. Las 
trazas en pianos paralelos al piano xz o al piano xy son para¬ 
bolas. La superficie es un paraboloide cuyo eje es el eje x y 
su grafica esta en la Figura 14.73. • 
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F1GURA 14.14 

C: fix. >-) = 0 


Se llama superficie de re volution a una que se obtiene al girar una curva plana C 
alrededor de una recta (el eje de revolucidn) en el mismo piano. En la siguicnte discu- 
sion se supone que C esta en un piano coordenado y que el eje de revolucidn es uno 
de los ejes de coordenadas. El simbolo fix ; y ) se usa para representar una expresidn 
en las variables x y y. En este caso, /(a, b ) denota el niimero que se obtiene al sustituir 
x por a y y por b . Esta notation se analiza m£s a fondo en el Capitulo 16. 

La gr&fiea de La ecuacidn /( x $ y) = 0 en el piano xy es una curva C, (Aqui s61o 
interesa la grdfica en el piano xyy no la gr^fiea en tres dimensiones, que es un cilindro.) 
Para simplificar, supongamos que x y y no son negatives para todos los puntos (X t y) 
en C y denotemos por S la superficie que se obtiene al girar C alrededor del eje y f como 
se ilustra en la Figura 14 .74. Un punto P(x t y, z) estd en S si y sdlo si Q(X[ t y t 0) 
estd en C, donde x x = v* 2 +_- 2 - En eonsecuencia, P(x, y t z) estd en S si y stilo si 
/( \Jx* + z 1 , y) = 0, Entonces, para encontrar una ccua- 
d6n de S t se reemplaza por Jx 2 + z 2 la variable x en la 
ecuacidn de C. Andbgamente* si la grdfica de /( x, y) = 0 
gira alrededor del eje a:, entonces se obtiene u na ecuad dn de 
la superficie resultante reemplazando y por Jy 2 + z 2 . Para 
algunas curvas que tienen puntos (x t y) con xoy negative, 
hay que sustituir at por ± Jx 2 + z 2 o y por ± Jy 2 + z\ pa-„ 
ra generalizar La discusidn anterior. Si x y y solo aparecen 
en potencias pares, como en el ejemplo siguiente, entonces 
esta distincidn no es necesaria ya que el radical desaparecc 
cuando La ecuacbn se simplifica. 



EJEMPLO 6 La grdfica de 9x 2 + Ay 2 = 36 gira alrededor del eje y. Encontrar una 
ecuacion de la superficie resultante. 

So IUcion Para encontrar una ecuacidn de la superficie sustituimos x 2 por x 2 + z 2 . 

Esto da 

9 {x 2 + z 1 } + 4y 2 = 36. 

La superficie es un eiipsoide de revofucidn. Si dividimos am bos lados entre 36 y orde- 
namos los terminos, resulta 

x 2 y 2 z 2 , 

T + 9 + 4’ 

que tiene la forma de la ecuacidn en (14.43). « 


Se puede hacer una discusidn semejante para las curvas qpe se encuentran en el pia¬ 
no yz o en el x z. Por ejemplo, si una curva C en el piano xz gira alrededor del eje z* 
entonces puede encontrarse una ecuacion de la superficie resultante rcemplazando x por 
t/x 2 4- y 2 . Si C gira alrededor del .eje x, hay que reemplazar z por ^Jy 2 + z 1 . 

Finalmente, cabe mencionar que las ecuaciones de las superficies de rcvoludon se 
caracterizan por el hecho de que dos de las variables aparecen en eombinaciones como 
x 2 + y 1 , y 1 + z 2 o bien x 2 + z 2 . 
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CKRCICIOS 14.6 

Ejercicios 1-32: Esquematice la grAfica en tres dimen- 
de la ecuacidn e identifique la superficie. 


1. 

x 2 +y 2 = 9 

2. 

y 2 + z 2 = 

16 

3. 

4y 2 4- 9z 2 = 36 

4. 

x 2 + 5 z 2 = 

= 25 

5. 

x 2 =9z 

6. 

II 

1 

"x 

0 

7. 

y 2 — x 2 = 16 

8. 

xz = 1 


9. 

4x — 3y = 12 

10. 

2z + y - i 


11. 

z = e y 

12. 

z — log X 


13. 

4x 2 4- 9y 2 = 36z 

14. 

8x 2 4- 4y 2 

4- z 2 = 16 

15. 

16x 2 4- 100y 2 - 25z 2 

= 400 


16. 

25x 2 - 225y 2 4- 9z 2 = 

= 225 



17. 

3x 2 - 4y 2 - z 2 = 12 




18. 

4x 2 4- y 2 = 9z 2 

19. 

x 2 - 16y 2 

= 4z 2 

20. 

Ay 2 - 25z 2 = lOOx 




21. 

9x 2 4- 4y 2 4- z 2 = 36 





22 . 

\6x 2 

- 25y 2 + 100 z 2 

= 200 

23. 

I6x 2 

— 4y 2 — z 2 + 1 

= 0 

24. 

36.x . 

= 9 y 2 + z 2 


25. 

y 2 - 

9x 2 - z 2 - 9 = 

0 

26. 

z 2 - 

x 2 -y 2 = \ 


27. 

4y 2 - 

(- 25z 2 + lOOx = 

0 

28. 

16y = 

= x 2 + 4z 2 


29. 

36.v 2 

- 16y 2 + 9z 2 = 

0 


30. 4 y 2 4- 9z 2 = 9x 2 

31. 4 y = x 2 - z 2 32. 4x 2 + 16)' = z 2 
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Ejercicios 33-38: Obtenga una ecuacion de la superfi- 

cie generada al girar la grAfica de la ecuacidn alrede- 

dor del eje indicado. Esquematice la superficie. 

33. x 2 4- 4 y 2 = 16, eje y 

34 . y* = 4x; eje x 

35. z = 4 - y 2 ; eje z 

36. z « e~' 2 ; eje y. 

37 . z 2 - * 2 = 1 ; eje x 

38. xz = 1; eje z 

39. Aunque a menudo se utiliza la esfera como mo- 
delo de la forma de la Tierra, a veces se necesita 
una relacidn mAs precisa para estudiar su topo- 
grafia. A fin de establecer los puntos de control 
de la red geodAsica nacional de Estados Unidos, 
se utiliza el elipsoide de Clarke (1866), cuya ecua- 
ci 6 n es (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) + ( z 2 /c 2 ) = 1 con 
a = b = 6378.2064 km y c = 6356.5838 km. 

(a) Explique brevemente la diferencia entre el 
elipsoide de Clarke y la representacidn es- 
ferica que se acostumbra para la superficie 
terrestre. 

(b) Las curvas de igual latitud (los paralelos) son 
las trazas en pianos z = k. Describa estas 
curvas. 

(c) Las curvas de igual longitud (los meridia- 
nos) son trazas en pianos y = mx. Descri¬ 
ba estas curvas. 

40. Identifique la superficie z = xy haciendo una ro- 
tacidn adecuada de los ejes en el piano xy. 



14.7 


COORDENADAS CIUNDRICAS Y ESFERICAS 


Las coordenadas polares en el piano (v6ase la Seccidn 13.3) pueden servir para simplifi- 
car ciertas ecuaciones. Por ejemplo, para trazar la grafica en dos dimensiones de la si- 
guiente ecuacion: 

x 2 -h y 2 - 3v* 2 + y 2 ■+■2 = 0. 

Se podria cambiar algebraicamente su forma; pero la expresidn x~ + y 2 sugiere usar 
coordenadas polares. Haciendolo, 


r 2 - 3r + 2 = 0 o bien (r — l)(r - 2) = 0. 
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Por to tamo, la grdfiea consta de dos circunfcrcneias conccntricas r - 1 y r - 2 con 
radios 1 y 2, respectivamente, y centres en el origen. 

Se pueden definir sisiemas de coordenadas en tres dimen- 
figura 14,75 siones que pueden usarse de manera pareetda para las ecua- 

ciones en x t y, z - Su principal apticacidn, que es para simpli- 
ficar integrates multiples, se presema en la Seccidn 17,8, 
El sistema de coordenadas polares se puede generalizar 
a tres dimensiones, Basta represemar un punto P por una ter- 
na ordenada (r, z), dondc z (la elevariOn) es la tercera coor- 

denada rectangular dePy (r, 0) son las coordenadas polares 
de la proycccidn P de P sobre el piano xy (v£ase la Figura 
14.75), Este sistema coordenado se llama sistema de eoorde- 
nadas cihndrieas, 

Como se hizo un cambio a coordenadas polares en el piano xy, las ftirmulas del 
Teorema (13.8) dan las reiadones entre las coordenadas rectanguiares y las coordena¬ 
das dlfnddcas de P. A continuacidn se cnuncian de nuevo estas formulas. 



TEOREMA (14,49) 


Las coordenadas rectanguiares (*, y t z) y las coordena¬ 
das difndricas (r, 0, z) de un punto PestAn relacionadas 
como sigue: 

y 

x = r cos 0, y - r sen 0, tan $ * —, 
r 2 = x 2 + y 2 f z = z. 


Si r 0 es una constante positlva, cmonces la gr&ftea de la ecuaddn r * r 0l o equi- 
valentcmente, de x 2 + y 1 = f es un cilindro circular de radio r 0 con eje a lo largo 
del eje z. Si 0<> y Zo son constantes, entonces La grdfica de 8 = S 0 es un piano que con¬ 
vene al eje z y la grifica de z = Zq es un piano perpendicular al eje z. En la Figura 
14,76 apareeen representaciones tipicas dc estas superficies, En la Seccidn 17.8 se utili- 
zaran estas superficies para simplificar integrates multiples. 


FIGURA 14,74 
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FIGURA 14.77 



FIGURA 14.78 



FIGURA 14.79 



EJEMPLO 1 Para cada una de las ecuaciones en coorde¬ 
nadas cilmdricas, encontrar una ecuacidn en coordenadas rec- 
tangulares y esquematizar la grdfica en tres dimensiones. 
(a) z = 4 r 1 (b) r - 4 sen 0 

Solucion 

(a) De acuerdo con el Teorema (14.49), la ecuacidn z = 4 r 2 
es equivalente a la ecuacidn rectangular 

Z = 4(x 2 + y 2 ) o bien z = 4x 2 + Ay 2 . 

La grafica es el paraboloide de revolucidn de la Figura 14.77. 

(b) Multiplicand© por r ambos lados de r = 4 sen 6 obtene- 
mos r 2 = 4rsen0. Usando (14.49), resulta x 2 + y 2 = Ay, o 
equivalentemente, 

jc 2 + (y - 2) 2 = 4. 

La grdfica es un cilindro con generatrices paralelas al eje z 
y se representa en la Figura 14.78. El cilindro tiene como di- 
rectriz una circunferencia de radio 2 en el plafto xy con ccn- 
tro (0, 2, 0) en coordenadas rectangulares. • 


EJEMPLO 2 Encontrar una ecuacion en coordenadas cilm¬ 
dricas equivalente a z 2 = x 2 -f y 2 , y representar la grafica. 

Solucion Usando el Teorema (14.49), 

Z 2 = r 2 o bien z = r. 

La grafica es un cono circular con eje a lo largo del eje z, 
como se ilustra en la Figura 14.79. • 


FIGURA 14.80 


Tambien puede definirse el sistema de coordenadas esfe¬ 
ricas en tres dimensiones. Para ello, un punto Pdistinto del 
origen se representa por una terna ordenada (/>, </>, 0 ), don- 
de p = !||0?||, 0 es el angulo entre la parte positiva del eje 
z y OP, y 0 es el Angulo polar correspondiente a la proyec- 
cion P' de P sobre el piano xy (vease la Figura 14.80). El ori¬ 
gen se representa por cualquier terna de la forma (0, 0, 0). 

La gr&fica de la ecuacion p = p 0 , con p 0 > 0, es una 
esfera con centro en O. La grafica de 0 = <t> 0 es normalmen- 
te un manto de un cono con vertice en O. Como en el caso 
de las coordenadas cilmdricas, la grafica de 0 = 0 O es un piano que contiene al eje z. 
En la Figura 14.81 aparecen graficas tipicas de estas superficies. 
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FIGURA 14.81 




FIGURA 14.89 



La relacidn entre las coordenadas esfericas (p, <t>, 0) y 
las rectangulares (x, y, z) de un punto P se pueden encon- 
trar analizando la Figura 14.82. Usando el hecho de que 

x = || OF 1 1| cos 0 y y = || OP 1 1| sen 8 

junto con 

||D"F ! || = ||QP|| = psen</i y ||OQ|| = P cos <p ' 

se obtiene la parte (i) del siguiente teorema. La parte (ii) es 
una consecuencia de la Formula de La Distancia (14.13), 


TEOREMA (14.50) 


La 5 coordenadas rectangulares ( x , y t z) Y las coordena¬ 
das cilfndricas (p, 6 r z) de un punto P estdn relacio 
nadas como sigue: 

(i) * e p sen ^ cos S t y = psen <t> sen 0, z = P cos 

(ii) p 2 = x 1 + y 2 + z 1 


EJEMPIO 3 Encontrar una ecuacion en coordenadas rectangulares equivalente a p ~ 
2 sen <t> cos 9, y describir la grSfica de esta ecuacidn. 

Solucion Multipticando ambos lados de la ecuacidn dada por p, obtenemos p 2 = 
2/>sen0 cos ft. Apiicando ( 14 . 50 ), obtenemos x 2 + y 2 + z 2 = 2xo, equivalentemCn- 
te. (x - I ) 2 + y 2 + z 1 ~ I. Por ( 14 . 18 ), la grdfica es una esfera de radio 1 cuyo cen¬ 
tra es (1, 0, 0) en coordenadas rectangulares. * 


EJEMPIO 4 Sea P el punto con coordenadas esfericas (4, t/6. t/ 3). Obtener las coor¬ 
denadas rectangulares y las coordenadas cilfndricas de P. 

Solucion Usando el Teorema (14.50) (i) con p = 4, <t> = ir/6 y 6 = ir/3, obtene¬ 
mos las coordenadas rectangulares 
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Para determinar las coordenadas cilindricas, observamos que r 2 = x 2 4 y 2 = 1 + 
3 = 4. Por lo tanto, las coordenadas cilindricas de Pson (r, 0, z) o (2, x/3, 2V3). 


tJERCICIOS 14.7 


1 • Cambie las coordenadas cilindricas dadas a coor¬ 
denadas rectangulares. 

(a) (5, x/2, 3) (b) (6, x/3, -5) 

2. Cambie las coordenadas esfericas dadas a coor¬ 
denadas rectangulares. 

(a) (4, x/6, x/2) (b) (1, 3x/4. 2x/3) 

3. Cambie las coordenadas rectangulares dadas a 
coordenadas esfericas. 

(a) (1, 1 , y/2) (b)(l, V3.0) 

4. Cambie las coordenadas rectangulares dadas a 
coordenadas cilindricas. 

(a) (2V3, 2, -2) (b) (V2, -V2, I) 

5- Convierta las coordenadas esflricas dadas a coor- 
denadas cilindricas. 

(a) (4, x/3, x/3) (b) (2, 5x/6, x/4) 

6. Convierta las coordenadas cilindricas dadas a 
coordenadas esfericas. 

(a) (V2. r/4, 1) (3, x/3, 1) 

Ejercicios 7-20: Describa la grAfica de la ecuacidn en 
tres dimensiones. 

*7. r = 4 8. 0 = 7t/4 


9. 

sO 

II 

-e- 

10. 

0 = 3 

11. 

r = 4 cos 0 

12. 

r = sen 20 

13. 

p = 4 cos <f> 

14. 

p = sec (j) 

15. 

<fi = 0 

16. 

<t> = n(2 

17. 

r 2 = cos 20 

18. 

z = 1 — r 2 

19. 

p 2 - 3p 4 2 = 0 



20. 

<f> 2 - n<t> 4 (37r 2 /16) 

= 0 



Ejercicios 21-30: Encuentre una ecuacidn en coorde¬ 
nadas cilindricas y una en coordenadas esfericas para 
la grifica de la ecuacidn dad a. 


21. 

x 1 + y 2 + z 1 = 4 

22. 

x 2 4 y 2 = 4z 

23. 

3x + y — 4z = 12 



24. 

x 2 - y 2 - z 2 = 1 



25. 

y 2 4 z 2 = 9 

26. 

x 2 4 z 2 = 9 

27. 

6x = x 2 4- y 2 



28. 

x 2 — 4z 2 4 y 2 = 0 



29. 

y = xz 

30. 

y = x 


14.8 


REPASO 


Deflna o discuta lo siguiente. 

1. Escalar. 

2- Vectores en V 2 y V y 

3. Multiplos escalares de vectores. 

4. Adicion (o suma) de vectores. 


5. Componentes de un vector. 
0. El vector cero. 

7. Vector de posicidn. 

8. Magnitud de un vector. 






734 CAP1TULO 14 • VECTOftES Y SUPERFICIES 

9. Sustracridn (o resta) de vectores* 

10* Vectores paraldos. 

11. Vector unitario. 

12* Sistema de coordenadas rectangulares en tres di- 
men sioncs. 

13. Fdrmula de la Distancia. 

14* Fdrmula del Punto Medio. 

15* Ecuacidn de una esfera. 

16. El product© escalar y sus propicdades. 

17* Angulo entre dos vectores* 

IS. Vectores ortogonales, 

19* Desigualdad de Cauchy-Sehwarz. 


20. Desigualdad del Tridngulo* 

21. Comp^a 

22. Trabajo realizado por una fuerza. 

23. Determinantes de orden 2 y 3. 

24. Producto vectorial y sus propiedadcs. 
25* Ecuaciones de una recta. 

26* Ecuaciones de un piano. 

27. Cilindros* 

28. Superficies cuddricas. 

29* Coordenadas riUndricas. 

30* Coordenadas csfdricas. 


EJERCICIOS 14.8 


Ejerddos 1-10: Scan a - 2i + 5j y b * 4i — j. De¬ 
termine el vector o el escalar. 


1* 4a + b 2* 2a - 3b 

3, (a + b) (a — 2b) 4. 3a ■ (5b + i) 

s. Ml-II Ml 4 - II* - Ml 

7. El Angulo entre a e L 

8. Un vector unitario con la misma direceidn que b. 

9. Un vector unitario ortogonal a a. 

10. El coseno del Angulo entre a y b. 

11. Dados los puntos A (5, -3 r 2) y B{-l t -4, 3), 

(a) calculc4(4, fl). 

(b) halle las coordenadas del punto medio del 
segmento AB. 

(c) obtenga una ecuaddn de la esfera con cen¬ 
tre B que es tangente al piano jcz. 

(d) encuemre una ecuacidn del piano que pasa 
por B y es paralelo al piano xz. 

(c) halle ecuaciones paramdricas para la recta 
que pasa por A y B. 

(f ) halle la ecuacidn del piano que pasa por A 
y tiene vector normal AB, 

12. Encuemre una ecuacidn del piano que pasa por 

A (0 t 4, 9) y B( 0, -3, 7) y es perpendicular al 

piano yz - 


13. Obtenga la ecuacidn del piano tal que su inter- 
seccidn con el eje x tiene por abscisa 5, su in- 
terseccidn con el eje y tiene por ordenada y 
su interseccidn con el eje z tiene como devaddn 6. 

14* Encuentre la ecuacidn del cilindro que es per¬ 
pendicular al piano xy y que tiene como dircc- 
triz la circunferenria en el piano xy con centro 
C(4, -3, 0) y radio 5. 

15. Encuentre la ecuacidn del elipsoide con centro G t 
tal que su in terseccidn con el eje jt tiene abscisa 
8, su interseccidn con el eje y tiene ordenada 3 
y su interseccidn con el eje z tiene dcvacidn I. 

16. Encuemre una ecuacidn dc la supcrficie que se 
obtiene al girar ta gr&fica de la ecuacidn z - x 
alrededor del eje z. 


Ejerddos 17-27: Represenfe la griftca de la ecuacidn* 


17, 

X 3 

+ y 1 + s 1 - 

14* 

18. 

4 y 

-3z- 15- 

0 

19, 

3jc 

- 5y + 2z = 

10 

20* 

y » z 1 + 1 


21* 

9.x 1 + 4z l = 36 


22. 

x J 

+ 4>‘ + 9z 2 =* 0 

23. 

z 1 

_ 4.x 1 =9- 

4 y 2 
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24. 2x 2 + 4z 2 - y 2 = 0 

25. z 2 — 4x 2 — y 2 = 4 

26. x 2 4- 2y 2 4- 4z 2 = 16 

27. x 2 — 4y 2 a* 4z 


Ejercicios 28-44: Dados a = 3i - j - 4k, b = 2i + 
5 J ~ 2k y c = -i + 6k, determine el vector o el es- 
calar. 

28. 3a - 2b 29. a (b - c) 

*■ l|fc + c|| 31.||b|| + ||c|| 


32. Un vector unitario que tenga la misma direccidn 
que a. 

33. Los cosenos directores de a (vdase el Ejercicio 31 
de la Seccidn 14.3). 

34. El coseno del Angulo entre aye. 


35. a x b 
37. comp b a 
39. a a 

41. (a x c) + (c x a) 


36. a (b x c) 

38. comp,(b x c) 

40. a x a 

42. ax(b + c) 


43. Un vector que tenga direccidn opuesta a b y el 
doble de la magnitud de b. 

44. Dos vectores unitarios perpendiculares a b y a c. 

45. Dados los puntos P(2, -1,0), Q(- 3, 2, 0) y 
R( 4, -5, 3), encuentre 

(a) el vector unitario normal respecto del pia¬ 
no determinado por P, Q y R. 

(b) la ecuacidn del piano determinado por P, 
QyR. 

(c) ecuaciones param&ricas de la recta que pa- 

sa por P y es paralela a la que pasa por Q 

f yfl. _ 

(d) QP QR. _ _ 

(e) el Angulo entre QP y QR. 

(f) el Area del triAngulo con vertices P,QyR. 


46. Calcule el Angulo entre las rectas 

x - 3 y 4- 1 z - 5 
2 = -4 8 

y 

x + 1 _ 6 — y 2z 4- 7 
7 2 ^4~’ 

47. Obtenga ecuaciones paramAtricas para cada una 
de las dos rectas del Ejercicio 46. 

48. Determine si las siguientes rectas se cortan, y si 
lo hacen, encuentre el punto de interseccidn: 

x = 2 + t, y = 1 + t, z = 4 7f; 

* = -4 + 5r, y = 2 - 2f, z = 1 — 4t. 

49. Calcule el angulo entre las rectas del Ejercicio 48. 

50. Sea / la recta con ecuaciones paramltricas x = 
2 1 -f 1 ,y = —t + 3, z = 5t. Calcule la distan¬ 
ce de >4(3, 1, -1) a /. 

51. Sea P un punto con coordenadas rectangulares 
(2, -2, 1). Determine las coordenadas cilindricas 
y las coordenadas estericas de P. 

52. Sea P un punto que posee coordenadas estericas 
(12, t/6, 3t/4). Encuentre las coordenadas ci- 
Iindricas y las coordenadas rectangulares de P. 

Ejercicios 53-56: Obtenga una ecuacidn equivalente 

en coordenadas rectangulares y describa la grAfica de 

cada ecuacidn en tres dimensiones. 

53. (f) = 3tc/ 4 54. r = cos 26 

55. p sen <f> cos 6 = 1 56. p 2 — 3p = 0 


Ejercicios 57-60: Encuentre una ecuacidn en coorde¬ 
nadas cilindricas y una en coordenadas esftricas equi- 
valentes a la ecuacidn dada. 

57. x 2 4- y 2 = 1 58. z = x 2 — y 2 

59. x 2 4- y 2 4- z 2 — 2z = 0 60. 2x 4- y — 3z = 4 
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CAPITULO 

FUNCIONES VECTORIALES 


este capftulo se generalizan los conceptos de Ifmite, 
derivada e integral a las funciones cuyos contradominios constan 
de vectores en lugar de numeros reales. La principal aplicacion 
que se presenta de estos conceptos es al estudio del 
movimiento. En capftulos posteriores se dan mas aplicaciones. 
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CAPiTULO 15 * FUNCIONES VECTORJALES 


15.1 


DEFINICIONES Y CURVAS EN EL ESPACIO 


Unaftindon cs una corrcspondoncia quc asocia a cada elements de un con junto /* i ■! 
dominio) un clemento untco de un conjumo E (vease la Definicidn (1.20)). .Si 1 es un 
subconjunto de IR (los mimeros reales), sc dice quc la funcidti tiene valores reaks o 
quees una funcidn escalur. Si E es un subconjunto de V } , sc dice entonces que la fun- 
ci6n licne vu/ores vectoriales o que es una funcirtn vectorial, y se denota con sfmbolos 
como r o r. En todo este capitulo, D seri un subconjunto de U . Entonces se tlene to 
siguiente. 


DEFINICION (15.1) 


Sea D unconjunto de numeros reales. Una flint inn vis¬ 
ional r con dominio D es una cor respondent que aso- 
da a cada numero / en P un vector imico r (!) en Vy El 
coniradominio de r consta dc tndos los veclores tit) pa¬ 
ra t en />. 


FIGUfiA 15.1 


El dominio Due puede representar gcomeincamcnte por 
pun* os en una recta real. En la Fig uni 15.1, Pcs tm interva¬ 
le cerrado, pero D podrfa scr un intervale d otro lipo o 
cualquier otro con]unto de mimeros reales. i a Figtna 15 J 
muestra tambten el vector dc posicidn dc r(/l cn un sistema 
de coordcnadas en Ires dimensiones. Como cada t en D de- 
tcrniina uno y stilo uno de estos vectores, las compqncntcs 
de r(/J esian determinadas de manera unica por t y son, per lo innto, funciones c5caln- 
ics /, g y h de t. Entonces se puede escribir 



1(f) = JVW + tytnj f hit)k para t cn D . 

Inversamentc, si/ T g y ft son funciones escab^ s toda* eon el mismo domi nio />, cut on 
ces la ccuacidn anterior define una fimeidn r eon valor cs vectoriales. Fsio da lo siguiente. 


TEOREMA (15.2) 


Si t an subconjunto de U , entonces r es (inn luncidn 
vcce m \ , y \ con dominio D si y solo si, para - f e«i D 

tin - /(i)l + + A(r)k 

do tide f y ti y // son funciones esca lares con dominio £>. 


EJEMPLO 1 Sea r<r) = (t + 2)1 + (?/ 3 - 3)j + / 3 k para t en IS. 

(a) Calcular r(l)y r{2> y trazar su.s vectores de posicidn. 

(b) i.Para que valores de t d vector d icion dc r(r) esta en uno de los pianos eo- 
ordenauos? 



















15.1 Definicioncs y curves en el espacio 


741 


FIGURA 15.9 


Solucion 

(a) Para obtcncr r(l) y r(2) suslituimos / por I y 2, y ob- 
fenemos 

r(1) = 3i - j + k y r(2) = 4i + 5j + 8k. 

Entonces, los puntos finales de los vectores de posicion son 
A (3, -1, I) y Z?(4, 5, 8), como se muestraen la Figura 15.2. 

(b) El vector de posicidn de r(0 esta cn el piano xy si su com- 
ponente segiin k, o sea / 3 , es igual a 0; cs decir, si t = 

0. FJ vector de posicidn estd en el piano yz si la componente segiin i, que es / + 2, es 
igual a 0; es decir, si / = -2. Finalmente, esta en el piano xz si 2t 2 - 3 = 0; es decir, 
Si I = ± yj3/2 » ±1.225. 



Si en el Ejemplo 1 se tiene que t varia entre 1 y 2, entonces el punto final del vector 
de posicion dc r(/) recorre una trayectoria entre los puntos /4(3, -1,0) y B( 4, 5, 8) 
scfialados cn la Figura 15.2. En estc sentido, r determina una curva en el espacio de 
Ires dimensiones. Se definiri el concepto de curva en el espacio antes de generalizar 
tal nocidn a una funcidn vectorial arbitraria. 

Como en la Definicion (13.1) de una curva plana, una curva en el espacio, o curva 
tridimensional, es un conjunto Cde ternas ordenadas de la forma (/(/), r;(f), /?(/)), 
donde/, u y h son funciones continuas en un intervalo /. La gr&fica de Cen un sistema 
de coordenadas rectangulares consta de todos los puntos P(f(t) y </(/), h(t)) corres- 
pondientes a las ternas ordenadas. Las ecuaciones 

x = /(/), y = (j(i) y z = h(t); l cn / 

son ecuaciones parametricas de C. Se dice que Ces curva parametrizada y que las ecua¬ 
ciones son una paramctrizacidn de C. 

Los conceptos dc punto final, curva ccrrada, curva cerrada simple y longitud dc 
una curva se definen cxactamentc igual que para las curvas planas o cn el piano (vease 
la Seccidn 13.1). Una curva Ces regular (o alisada) si tiene una paramctrizacidn x = 
/(/), y - 9(1 ), <: = h(t) tal que /', y lx son continuas y no sc anulan simultanea- 
mente, excepto posiblemcntccn los extremos. lales curvas tienen una parametrizacidn 
alisante y, como en el caso dc las curvas planas, su i epresentacion no tiene picos ni intc- 
iTupciones. El concepto de curva alisada o regular parte por parte se define como en 
la Seccion 13.1. 

El siguiente resultado cs andlogo al Teorema (13.5). 


TEOREMA (15«3) 


Si una curva C tiene una paramctrizacidn regular x - 
f(t)>y = U(i)> z - h(t\ a <> t <> b y y si Clio erorta 
a s i misma, excepto posiblemente en los extreme del in- 
tervalo \a y />], entonces la longitud L de C es 

L = f\ | / id)-' + |</(/)] i + [/?(/) J 2 (it 

_ 
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Sea r una funcidn vectorial lal que 

T{{ ) = /(/>j + g(t)i + h(t )k 

donde f+gyh son funcloncs escalares continues. Como se 
ilvistra en la Figura 153, si OP es el vector de posicidn de 
w(i) t entonccs cuando / varfa, el punto final P describe la eur- 
va C que esta dada paramdricamente por 

r = fit). y = git)* Z s Mt). 

Se dice que Ces la curva determinada p«r r (/>- En la Sec- 
ci6n 15.3 se usard esta representacidn vectorial de C con t 
como el tiempo, para describir el movimiento de un punto P en el espacto (tridimen¬ 
sional). 

Una ciibica alabeada es una curva que tiene una paramctrizacidn 
x ^ at, y = hr. z = ct 3 

donde a.byc son constants diferentes de cero. La curva determinada por r(r) eiv el 
siguiente ejemplo es el caso especial con a = 1, b - 1 y c » 1* 

EJEMPLO 2 Sea r(/) = /i + t 2 j + f 3 k para t ^ 0. Trazar la grifica de la curva C 
determinada por r(f). 

Solucion c tiene las ecuaciones parametricas 

x = ( t y = t 2 r y = / 3 ; / 0. 

Como x, y, z no son negatives, C se encuentra en el primer 
octantc. 

Como ayuda para vjsualizar la grafica, se elimina e! pa- 
rametro en las primeras dos ecuaciones, obteniendo y - x 2 . 
Esto implica que todo punto P(x , y, z) en C esta tambi£n 
en el cilindro parafodlico y = x 1 . 

Si diminamos el parametro de x « / y z = t\ obtene- 
mos z = jf 3 , que es la ccuacion de un cilindro con genera¬ 
trices paralclas al eje y. La curva C es la interseccion dc los 
dos cilindros y — x 2 y z = x* t como se muestra en Ja Fi¬ 
gura 15.4. 

En t 0, d punto final P(x, y. z) del vector de posi- 
ctdn r(/)es (0, 0, 0). A medida que t aumenta, el punto final 
truza la curva C, pasuiido por los pantos (1, L lh (2, 4, 8), 
(L •), 27), etcetera. Observese que y aumcma mas lapidameuie que x , y z, mas rapida- 
tnente que y , Am, en t = 10 el punto final del vector de posicidn es (10, 100, 1000). 

EJEMPLO 3 Sea r(f> = acos/i + asen/j r bt k para t 2: 0, donde a y h son 
constantes posit ivas. 

ta) Esqucmatizar la grafica de la curva C Uelerminada por t{(). 



FIGURA 19.3 
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Podemos suponcr que / es el valor en radianes de un Angulo & y escribir 

x = ]0 cos 0 t y = \0 sentf; 0 en R. 

Adem £s f como 


y _ Jflsenfl 
x " ^0 cos 0 


= tan 0 , 


del Tcorcma (13.8) se deduce que 0 e$ un angulo que se puede usar para expresar {x, y) 
en coordenadas polares. Luego notamos que 


FI OUt A 15.4 

FT 



X 1 + y 1 = i0 2 cos’ 9 + J0 2 sen 2 9 

(cos 2 tf+ sen 2 0) = i0 2 . 

Cambiando x 2 + y 2 a coordenadas polares, 
r 2 ~ {0 2 o bien r - \ 0. 


-t t-14 i 7 


h— i- 


(Ndlesc que r + - \ 6 t porque r = ||r(f)|| ^ 0.) 

La grafica de la eeuacitin polar r - \b para G s 0 s - 
3 x es la parte de la espiral de Arqufmedes ilustrada en la Fi- 
gura 15.6 (v^ase el Ejemplo 5 de la Seccidn 13,3). 


(b) Sustituyendo i por 6, obtencmos 


r(6) = (3 cos 6)i + (3 sen 6)j =* 2,9i - 0.8] 
y se traza r(6) como en la Figura 15,6, * 


EJERCICIOS 15.1 

Ejerddos 1-14: Trace la grafica de la curva C deter- 
minada por r(|), 

1. dt) = 3d + fl — 9f 2 )j; ren A 

2. i(0 = (1 - t 3 )i + tj\ fk 0 

3. dO-(r J - 1)i + (i i + 2)j; -2$r<,2 

4. d0 = (2 + COS qi - (3 - sen Oj; 0 £ / £ 2n 

5. d0 " v* cos n + & sen rj; 0 

6. d0 = 2 cosh fi + 3senh /j; / en iR 

7. d0 = d + 4 cos Jj + 9 sen rk; t £ 0 

8. dO - tan rl + see ij + 2k: —n/2<t< njl 

9. dO - d + 2f 2 j + 3r'k: t en 3 

10. dO = r J i + r J j -t- ik, 0 ^ i ^ 4 

11. dO = (f 2 + 1H + 0 + 3k: renR 

12. dO 33 6 *en d + 4j + 25 cos rk; - 2n < t £ 2rc 


13. r(0 = ri + fj + senfk; r en R 

14. r(0 - d + 2rj + e'k; t en R 

Ejercidos 15*20: Calcule la longitud de la curva pa- 
rametxizada. 

15. x - 5t> y * 4r 2 , z = 3H; 0 £ f £ 2 

14, x = r 2 f y = isen z^rcosr; 0 < r ^ 1 
17, x - e r cos r, y =* z = /sen t\ 0 ^ i ^ 2 je 

18* x = 2f, y = 4 scn3^ j - 4 cos 3r; 0 £ r £ 2k 

19. jc — 3f 2 , y — t\ z == 6r; 0 < i £ 1 

20. x - t - 2r 2 , >■ = 4f, z = 3 + 2# 2 ; 0 £ t < 2 

21. Una espiral concoide es nna curva C cdti una pa- 
rameirizacidn x= ae' f vo$t r y = ae^sen/, 
z = be Mt ; t S: 0, dondc a, b y ^ son constantes. 
(a) Demuestre que C se encuentra en d cono 

aH 1 ~ b l {x 2 + y l ). 
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(b) Trace la grdfica de C para a = b - 4 y 

H = - 1 . 

(c) Calcule la longitud de C correspondiente al 
intervalo / [0, 00 ). 

22. Una curva C tiene una parametrizacidn 

x — o sen t sen a, y = b sen t cos a, 

2 = c cos t; f ^ 0, 

donde a> b, c y a son constantes positivas. 

(a) Demuestre que C se encuentra en el elipsoide 

{x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) + (z 2 /c 2 ) = 1 

(b) Demuestre que C tambten se halla en un pia¬ 
no que contiene al eje z. 

(c) Utilice los resultados de las partes (a) y (b) 
para trazar la grdfica de C. 

23. (a) Demuestre que la cubica alabeada x = at, 

y - bt 2 % z = cf 3 ; t ^ 0 corta a cualquier 
piano a lo m£s en tres puntos. 

(b) Calcule la longitud de dicha cubica alabea¬ 
da x = 6r, y = 3 1 2 % z = D entre los pun¬ 
tos correspondientes a / = 0 y t = 1. 

24. Un rect^ngulo puede usarse para construir un ci- 
lindro uniendo dos de sus lados opuestos (para- 


lelos). La figura muestra un rect£ngulo ABCD 
de anchura 2*. El lado AD se une al lado BC , 
y el punto A se coloca en (1, 0, 0) para formar 
parte del cilindro x 2 + y 2 = 1 que aparece en 
la segunda figura. 

(a) Demuestre que si / es el segmento que va de 
A a cualquier otro punto P del rectingulo 
y m es la pendiente de /, entonces la curva 
en la que / se convierte sobre el cilindro tie¬ 
ne la parametrizacidn x = cos /, y = sen f, 
Z = mt. 

(b) Use la parte (a) para demostrar que la cur¬ 
va m£s corta sobre el cilindro que une al 
punto (1, 0, 0) con cualquier otro punto P 
es una hflice (v£ase el Ejemplo 3). 

EJERCICIO 24 



15.2 


UMITES, DERIVADAS E INTEGRALS 


En esta secci6n se aprovechan los limites, las derivadas y las integrals de las funciones 
escalares para definir conceptos analogos para funciones vectoriales. Comenzamos con 
una definicidn de limite. 


DEFINICION (15.4) 


Sear(0 = f(t )i + g(t \J + h(t)k. El limite de r(/)cuan- 
do / tiende a a es 

lim r(/) = lim/(f) |i + limry(/) j + HmA(f) k 
L'-* J L J L J 

siempre y cuando /, g y h tengan limite cuando t tiende 
a a. 


Se puede dar una definicidn semejante para los limites unilaterales. Si 
lim f(t) = a u lim g(t) = a 2 y lim /?(/) = a 3 

t-~a t-+a t-*a 
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figura 15.7 entonces 

lim r(/) = fl|l + fl 2 J + 

f—a 

Si m = aii + a 2 i + ffjk, entonces sc tiene la situacion ilus- 
trada en la Figura 15.7: Ces La curva determinada por r(f)> 
yOPy OA son Los vectores de position der(/) y a, respecti- 
vamente. Cuando / tiende a a t el vector OP tiende a 04; es 
decir, P se acerca a 4. 

Se pueden demostrar teoremas para los limites de Las fun- 
clones vectoriales parecidos a los del Capiiulo 2 para fundo- 
nes escalares. Los limites de las funclones vectoriaks pueden deftnirse tambien usando 
el enfoque t-fi como el que se usd en la Definicidn (240) (vease el Ejercicio 39)* 


DEFINICION (15.5) 


Una funcidn vectorial r es continua en a si 
lim r(f) - r(ff) 



Resulta quesir(f) = f(t)i + g(t) j + h(t)^ entonces r escontinua en asiy sdlo 
si /, g y A son continuas en a. La continuidad en un intervalo se define de La manera 
acosiumbrada. 


DEFINICION (15.6) 


Sea r una funcidn vectorial. La derivada de r es la fun- 
eidn vectorial r' definida por 

r'(f) = tim l r (* + A, > “ r(f) l 

para todo f en que el limite existe. 


Escribiendo 


At 


[r(( + AO - iff)] = 


r(f + At) - fit) 
At 


La Definicidn (15.6) toma la forma bien conocida para Las derivadas de las funciones 
escalares que se present d en el Capiiulo 3. 

El siguiente teorema dice que r'{f) se puede obtener derivando cada componcntc 
de r(f)~ 


Si r(0 = /(OI + + h(t)k, donde /, gy k son 

dirivables, entonces 

r'(0 -/'(Oi + gV)i + A 


TEOREMA (15.7) 
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m- a. ***>-*» 

to-0 At 

= Hm [ /(< + Ar)i + g(t + At)j + /i(f + AQk ] - [/ (f)i -t- g(0j + h(t)k] 




, lta r/»+*> 

Ai-0 |_ At 


At 

-At). . + Ar) - 0(r). ( h(t + At)-h(t) 


At 


J + 


Af 


4 


Tomando el limite de cada componente se deduce la conclusion del teorema. • • 

Si r'(t ) existe, se dice que r es derivable en t. Las derivadas tambidn se denotan 
como sigue: 

r'(/) = D, r(t) = r(0- 

Las derivadas de Ardenes superiores pueden obtenerse an&logamente. Por ejemplo, 
si /, g y h tienen segundas derivadas, entonces 

r"(/) = f(t)i +g\t) j + h'\t)k. 

EJEMPLO 1 Sea r(/) = (ln/)i + e~ 3 'j + t 2 k. 

(a) Encontrar el dominio de r y determinar los numeros donde r es continua. 

(b) Encontrar r’(t) y r"(0- 

Solucion 

(a) Como In t no est£ definido para / < 0, el dominio de r es el conjunto de los nume¬ 
ros reales positivos. Ademds, r es continua en todo este dominio porque cada compo¬ 
nente determina una funciAn continua. 

(b) Por el Teorema (15.7), 

r'(t) = - i — 3e~ 3r j + 2tk 
r 

y r"(t)= -^i + 9c' 3, j + 2k • 

El siguiente teorema da fArmuIas de derivaciAn para las funciones vectoriales, que 
son semejantes a las de las funciones escalares. 


TEOREMA (15.8) 


Si uyv son funciones vectoriales derivables 
calar, entonces 

(i) D, [u(0 + v(/)] = u'(/) 


(ii) D, [cu(/)] = cu'(/) 



(iii) Z>,[u(/) • v(0] = u(0 • v'(0 + u'(0 • v(/) 

(iv) D,[«(0 x v(/)] = u(/) x v (/) + u'(0 x . . 

_ 
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Demostracion Se demostrara (iii) y las otras partes sc dejan como ejcrcicio. Sean 

'(0 = + «/;(:)j ( i/jlilfc 

donde cada/ t y g k es una funcidn derivable en /. Por la definicidn del prodticto escalar, 
#'> • = UDgAD + / 1 <tto 2 (t) + ■= t /»GV/*(0. 

K r \ 

Por lo tanto, 

D, [u(t) ■ v(r>] = D, £ £ O, 

* « l t * i 

= Z [/.(%iio+/;('wt)] 

*-1 

= Z fkWM + t /mo 

*=i 

= u(r)- v'(r) + u’(t) • v((). 

Para obtener una interpretacion geomitrica dc la dcrivada r'(t) cn la Definicidn 
(15,6), sea 

r <0 = /(/)• + g(0i + /t(/)k 

donde/, gy h son funcioncs derivables y sea CJa enrvadeterminada por r(/), Si, como 
se muestra en la Figura 15,8(i), OP y 04? son los vectorcs dc position de r{/) y r (/ + /) 

respectivamente, entonces 

% 

PQ - OQ - OP correspondc a r(/ + Af) - r(/), 

Por lo tanto, para todo ruimero real At diferente de oto, 

Ai PQ correspondea [r(/ + A/) - r(0|- 

Si At > 0, entonces (\/At)PQ es un vector PR qnc (icnc la misma dir.. ' n que 1 ) 

Adcmds, S. 0 < At < 1, entonces (1/Ar) > i y |jp«|| > ||PQ||, como sc ilustn. e„ 
la Figura 15.8 (h). 

FIGURA 15.8 

» (iii> 




.V 
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Si 0+ > sc tiene que Q tiende a P a Iojargo de C y como PR se encuentra en 
la recta secante que pasa por P y Q, el vector PR debe tender a un vector que se halla 
sobre la recta tangente a C en P. Puede decirse algo parecido para At < 0. Por esta 
razdn se expresa que r'(/), o cualquiera de sus representaciones geometricas, es un vec¬ 
tor tangente aCenP. Siempre se representard a r'(0 mediante un vector con punto 
micial Pen la curva C, como se muestra en la Figura 15.8(iii). El vector r'(0 apunta 
en la direccidn en la que se mueve el punto cuando / aumenta. Por definicidn, la recta 
tangente a C en P es la recta que pasa por P y es paralela a r'(t). 

Para el caso r(/) = f(t) i 4- ^(Ojt en dos dimensiones, 
el vector tangente es 

r'V) = f\t)\ + g\t)l 

Si/ (/) * 0, entonces la pendiente de la recta que pasa por 
P y es paralela a r (/) es g'(t)/f\t) (vdase la Figura 15.9). 
Esto concuerda con la fdrmula en el Teorema (13.3) que se 
obtuvo para las rectas tangentes a las curvas planas. 

EJEMPLO 2 Sea r(0 = 2/i + (4 — t 2 ) j para —2 < / ^ 2. Calcular r'(/) y trazar la 
curva C determinada por r (/). Ilustrar geometricamente r(l) y r'(l). 

Solucion Como r(/) esta en V 2 , usamos un piano xy para representar los vecto- 
res. Eliminando el parametro en x = 2/, y = 4 - t 2 , obtenemos 



que es la ecuacidn de una pardbola. En la tabla siguiente aparecen las coordenadas de 
los puntos de C que corresponden a algunos valores de /. 




La curva C es la parte de la parabola que se ilustra en la Figura 15.10. Como r(l) = 
21 + 3j, el vector de posicidn correspondiente a r(l) es OP, 
donde P es el punto de coordenadas (2, 3). Derivando, 



r (/) = 2i - 2/j y r (l) = 2i - 2j. 

De acuerdo con lo que se dijo previamente, representamos 
r'(l) mediante un vector con punto inicial P y punto Final 
(4, 1), como se muestra en la Figura 15.10. • 


Sea C una curva con ecuaciones parametricas 


X = l, y = t 2 . 


z = i 3 ; 


t a 0. 
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Encomrar ecuaciones param&ricas para la recta tangent? a C en el punto correspon- 
dicme a t = 2. 

Solucion la curva C e$t4 determinada por 

r(/) = (l + t 2 i + t y k para / s 0 

y es la cubiea alabeada del Ejemplo 2 de la Seccidn 15.1 (vease la Figura 15.4). De la 
discusion anterior, 

t'ii) = i + 2ti + 3/ 2 k 

es un vector tangeme a C en el punto correspondiente a t * En particular* d punto en 
C correspondiente a f = 2 es (2* 4, 8) y 

r'(2) = i + 4j + 12k 

es un vector tangeme, Por el Teorema (14.37), 

x = t + 2, y - At + 4, z = 12/ + 8; / cn R 

son ecuaciones parameiricas para la recta tangeme correspondiente. * 

EJEMPLO 4 Detnostrar que si r es derivable y ||r(/)|| es constante, entonces r'(t) 
es ortogonal a r{/) para todo /. 

Solucion Si ||r(;)|| = c, siendo c una constantc* entonces 

«*(/) • r(f) = |r(r)| 2 = c 2 

y por lo tanto, 

A[r(/) • r(Ol = D.c 1 = 0. 

Usando el Teorema (15.8) fill) obtenemos 

r(/) ■ r'<r) + r'(f) * r(r) = 0, 
o bien 2(r(f) * r'(f>] = 0. 

Entonces, por el Teorema (14.24), r(/) y r'(f) son ortogonales • 

El resuliado del Ejemplo 4 es geom£tricamente evidente porque si || r(f ) II = c f en¬ 
tonces cuando t varia, el punto final del vector de posicidn correspondiente a r(f) reco- 
rre una curva C que sc encuentra cn la superficie de una esfera de radio c con centre 
en el origen. El vector tangente a Ces r'(f) y es siempre ortogonal al vector dc posiddn 
y, por lo tanto, ar(/), 

Las integrates defmidas de las funciones vcctoriales se definen como siguc. 

DEFINIQON (15.9) 


Sea r(/) - /(/)i + £/(/)) + La integral defini- 

da desde a hasia b de r es 

$!n>) dt = p^/WdlfJl + pTflWdfJj + 

siempre y cuando/, g y h scan integrables en [ a , b\. 
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Si R (/) = r(/), entonces R(/) es una antiderivada de r(f). El siguiente resultado 
es analogo al Teorema Fundamental del Cdlculo. 


TEOREMA (15.10) 


La demostracidn se deja como ejercicio. 


Si R(/) es una antiderivada de r(/) en [a, b], entonces 
£r(t)dt = R(/)]* = R (b) - R (a). 


EJEMPLO 5 Calcular j 2 r {t)dt para r(r) = 12/ 3 i 4 4e 2t i + (t + l) H k. 
Sollicion Encontrando una antiderivada para cada componente de r(r), obtenemos 
R(r) = 3t 4 i + 2e 2, j 4- In (/ + l)k. 

Como R'(/) = r(f)* del Teorema (15.10) se deduce que 

f*r(r)dt = R{2) — R(0) 

= (48i + 2e*j + In 3k) - (Oi + 2j + Ok) 

= 48i + 2(e 4 - J)j + In 3k 

La teoria de las integrales indefinidas de las funciones vectoriales es semejante a 
la de las funciones escalares desarrollada en el Capitulo 5. Las demostraciones de los 
teoremas requieren s61o modificaciones pequeftas y por lo tanto se omiten. Si R(/) es 
una antiderivada de r(/>, entonces cualquier otra antiderivada tiene la forma R(/) + c 
para algun vector (constante) c, y se escribe 

jr(t)dt = R(f) 4- c para R '(t) = r(f). 


EJERCICIOS 15.2 

Ejercicios 1-4: (a) Encuentre el dominio de r y deter¬ 
mine los numeros en los que r es continua. (b) De¬ 
termine r'(/) y r"(/). 

1. r(t) = yjt — 1 i -»- v2 - tj 2. r(t) = - i + sen 3tj 

i t 

3. r(t) = tan ri 4- (r 2 4- 8t)j 

4. r(r) = 4-sen -1 tj 

Ejercicios 5-12: (a) Trace la curva en el piano xy de- 
terminada por r(/). (b) Determine r'(t) y trace vec- 
tores correspondientes ar(/) y r(f) para el valor de 
/ indicado. 

5. rfr) = -if*i + i 1 ], r - 2 


6. 

rU) = 

e 2t \ 4 e - 4 'j, r = 0 


7. 

r(t) = 

4 cos ri 4- 2 sen tj* i 

? = 3tt/4 

8. 

r(r) = 

2 sec ti -1- 3 tan tj, i 

r =• n/4 

6. 

■W- 

f 3 i + r 3 j, t = l 


16. 

r(t) = 

f 2 i 4 f 3 j, t - - 1 


11. 

rM« 

(2/ - l)i 4 (4 - t)j. 

t = 3 

12. 

r(f) = 

5i 4 f 3 j, f = 2 



Ejercicios 13-16: Encuentre el dominio D de r y de¬ 
termine donde r es continua. (b) Calculer'(t) y r"(/). 

13. r (t) = f 2 i 4- tan tj 4- 3k 
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14. H«) = </7i+|j + f''k 

15. Kl) « sfti + tf s, j + tk 

16. rtr( = In (I — ()i + senfj + r ; k 

Eje meins 17-20: Encuentre ecuariones paramdricas 
para la recta tangente a La curva en P. 

17. x ^ 2l 3 - I t y ■ - 5f 2 + 3, e = 8 1 + 2; 

P(l -2,10) 

IS. x - 4Vf, y - I 1 - 10, * - 4/1; P(8, 6, 1) 

19. x - e>, ,• - ie>. i - I 1 + 4; JU 0, 4) 

20* x = t sent, y = t cos t T z - r: P(rc/2, 0* it/2) 

Ejercicios 21-12: Determine do* veciores unitarios tan- 
gentes a la curva en P. 

21. x = e 2 \ y = e~\ z = t 2 + 4; Pi 1,1,4) 

22* x = 2 4- sen r, y - cos r, z - f; PR 1,0) 

23* Co ns u It e el Ejeracio 21 de La Secci6n 15*1, De¬ 
muestre que la espiral concoide tiene La propie- 
dad especial de que su vector tangente forma un 
Angulo const ante con La parte posit iva del eje z. 

24* La hflice general es una curva cuyo vector tan¬ 
gente forma un ingulo constant* con un vector 
unitario fijo u Demuestre que La curva con pa- 
rametrizacibn x - 3/ - t* r y = It 1 , z = 3f + 
t i es una helice general y halle un vector u con 
la propiedaiLniencionada. 

25. Un punto recorrr una curva C de manera que 
el vector de posicidn r(f) siempre coincide con el 
vector tangente r {*) Obtenga ccuaciones para- 
mitricas para C y describa la curva. 

2d* Un punto P recorre una curva C de modo que 
d vector de posicibn r(/)y d vector tangente r'(0 
son siempre onogonales. Demuesirc que Cse cn- 
cuentra sobre una esfera con centra en el origen. 
(Sugerencia: Demuestre que D s |r(0| z * 0.) 

Ljercidos 27-30: E value La integral. 

27. £ (6f J i - 4(j + 3k) dl 

2*. J^ I (-5rt + 8! , J-3l 1 k)Ji 

29. £ 4 |$en ti — cos rj + tan tkldi 

3*. [n/’i + >/(] + d J + ir‘k]J( 


31. Determine u{/) si n'(/) = f J l + (6/ + I)} - 
8r J k y «(0) = 2t - 3] + k. 

32. Determine r(f) si r’(<) = 21 - 4/*| + 6V?k j 
r(0) = I + 5j + 3k. 

33. Determine u(0 si u"{() = 6(1 - I2( ! j + k. 
u'(0) - 1 + 2J - 3k y o(0) = 71 + k. 

34. Halte r(/) si r"(/) - 6(1 + 3j, r'(0) = 41- 
j + k y r(0) = 5J. 

Ejerdcios 35-36: Si una curva C tiene un vector tan- 
gen te a en un punto P, entonces el piano normal a C 
en P es t\ piano que pasa por P y tiene vector norma: 
a* Encuemre una ecuaddn del piano normal a la cur- 
va en P. 

35* X - e\ y = z - f 1 + 4; P{ 1 # 0* 4) 

36, x = t sent, y - f cos r, z = r; P(itf2, 0, n/2) 

37, Demuestre lo siguiente suponiendo que r y s sob 
funciones vectoriales que tienen Liimie,tuandc 
/ -+ e. 

(a) lim [r {t) + aft)] - hm i<f) + Urn s(r) 

1-*# t-*w 

(b) lim lm ■ s(/)] - lim r(r> * lim m 

t-* j-# f-t 

{e) lim cn|i) * clim r(r), donde c es un escalar* 

j-*# 

38, Demuestre que si una funcidn f y una funciOf: 
vectorial u tienen limites cuando f — <t f entonces 

lim/(t)u(f} - Jhih /(i)J^Ltm m j, 

39, Efectue la demostracidn de que Lim,_u(f) - b 
si y sdlo si para todo t > 0 existe un d > 0 de 
modo que || u (f) - b || < c siempre que 0 c 
\t - a\ < &. Interprete geornetricamemc Lo an¬ 
terior. 

40* Demuestre que si n y v son funciones vectorialo 
que tienen limites cuando / -* a, entonces 

lim [u(i) x *0)] j^Lim «(rjj x J^lfm vfrlj 

41. Complete La demostracidn del Teorema (15*8) 

42. Demuestre el Teorema (15.10). 

43* Demuestre que si / y u son funciones derivable* 
de r, entonces 

0* [/(fMr)] = /(f)u'(t) + /'(J)u(r). 

44, Demuestre La Regia dc la Cadena para funciones 
vectorialcs: 

O t ui/(0) = fWifU)) 
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donde se supone que u y / son derivables y sus 
dominios est&n restringidos adecuadamente. 

Demuestre que si u, v y w son funciones deriva¬ 
bles, entonces 

D, [u(0 • v(f) x w(0] = 

[u'UV v(t) x w(0] 4 [u(0- v'(r) x MD] 4- 
[u(0 * v(f) x w'(r)]. 

46. Demuestre que si u'(0 y u"(0 existen, entonces 

D, [u(r) x u'(r)] = u(r) x u "(t). 

47. Pruebe que si u y v son integrables en [ a , b ] y 
c es un escalar, entonces 


(a) £ [u(f) + v(f)] dt = £ u(t) di + £ v(r) dt 

(b) £ cu(r) dt = c £ u(l) dt 

48. Demuestre que si u es integrable en [j, b\ y c es 
un vector arbitrario en F 3 , entonces 

JV u (t)dt » c j*u(t)dt. 

Ejercicios 49-50: Determine £>, [u(r) • v(/)] y 
Oil u(0 X v(/)]. 

49. u(f) = fi 4- t 2 j + f 3 k 

v(r) = sen ti 4- cos tj 4* 2 sen rk 

50. «(/) = 2fi -I- 6fj 4- / 2 k 
v(r) = e l \ — e~'\ 4 - k 



EL MOVIMIENTO 


Frecuentemente, el movimiento de una particula se limita a un piano. Por ejemplo, aun- 
que la Tierra se mueve en el espacio, su orbita se encuentra en un piano. (Esto se de- 
mostrar£ en la Section 15.6.) Para estudiar el movimiento de un punto (o una partfcula) 
en un piano coordenado, es necesario conocer su posicidn (x, y) en todo momento. 
Como al tiempo t la particula tiene una posicidn unica P(x , y), las coordenadas x y 
y determinan funciones escalares de /: x = f(t) y y = g(t). Si 


r(r) = f{t) i 4- g(t) j, 

entonces cuando t varia, el punto Final del vector de posicidn OP de r(/) traza la trayec- 
toria C de la particula. Como r(t) determina la posicidn de P y se llamara a r(0 el vec¬ 
tor de position de P. Como se vio en la Seccidn 15.2, la recta tangente a C en P es 
paralela a 


r'(t) = f'(t) i 4 - g'{t) j. 


FIG UR A 15.11 



como se ilustra en la Figura 15.11. La magnitud de este vec¬ 
tor es 

IK'w|| = vCrw ] 2 + [0'(r)] 2 . 

Sea t 0 un numero cualquiera en el dominio de r, y sea 
P 0 el punto en C correspondiente a t 0 . Si C es regular, en¬ 
tonces, por el Teorema (13.5), la longitud de arco s(/) de C 
entre P 0 y P es 

= £ VOW + dt = £ II r'(f)II dt. 


Aplicando el Teorema (5.25), obtenemos 


J’(0 = l|r'(/)||. 
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Por to tanto, t|r'(OII esla tasa de variacidn (o razdn de cambio) de la longitud de area 
con respecto at tiempo. Por este motivo || r'(/) || se llama rapidez (o celeridad) de la par- 
ticula. El vector tangente r'(/) se denomina, por definicidn, velocidad de la particula 
ai tiempo / y el vector r"(/) es la aceleracidn de la particula. La velocidad y la acelera- 
cidn siempre se representaran geometricamente por vectores con punco inicial P. En 
ia mayoria de Jos casos, r"(r) apunta hacia el lado edneavo de C, como se ilustra 
en la Figura 15.11. 

La siguiente definicidn resume este analisis e introduce los simbolos v y a para la 
velocidad y la aceleracidn. 


DEFINICldN (15.11) 


Sea 

r(0 * at! + yj » /(/)i + 3 {/)j, 

el vector de posicidn de una particula en el piano xy, don- 
de t es el tiempo y/y g son funciones escalates con pri- 
mera y segunda derivadas, La velocidad, la rapidez y la 
aceleracidn de la particula a1 tiempo t se defmen como: 

Velocidad: v(r) = r'(/) = -^~i + j ' 

at di 


Rapidez: v(r) = ||v(r)|| = |r (0|| 


■iPFW 


Aceleracion: a (t) - ?'(i) = r\t) = 


d'x 


dt 2 


-i + 


d l y 

~dF 


J * 


EJEMPLO t El vector de postci6n de una particula que se mueve en un piano coorde- 
nado es 

r(/) = (f 2 + /)i + para 0 s f s 2. 

<i) Cakular la velocidad y la aceleracidn de dicha particula al tiempo l 
W Trazar ta trayectoria Cde la particula y representar geomctricamente r'(I) y r '(l), 

Solucion 

(a) La velocidad y la aceleracidn son 

v(/) = r'(f) = (21 + I)L + j y a(/> = r"{t) = 2i + 6/j. 

(b) La curva C tiene las ccuaciones param&ricas 

x = t 2 + /, y ^ 2. 

{que se obtienen de r(r)). La siguiente tabla muestra las coordenadas de algunos pumos 
(x f y ) de la curva: 
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Situando algunos puntos y usando la continuidad de las com- 
ponentes escalares de r(/), obtenemos el croquis de C que 
aparece en la Figura 15.2. 

En t = 1 la particula estd en el punto P( 2, 1) y 

v(l) = r'(l) = 3i + 3j y a(l) = r"(0 = 2i + 6j. 


Estos vectorcs estan representados en la Figura 15.12. • 

EJEMPLO 2 Demostrar que si un punto P se mueve sobre una circunferencia de ra¬ 
dio k con rapidez v constante, entonces el vector aceleracibn tiene una magnitud cons- 
tante v 2 /k y esti dirigido de P hacia el centro de la circunferencia. 

Solucion Podemos suponer que el centro de esta curva esta en el origen O de un 
sistema de coordenadas rectangulares. Consideremos que la posicidn initial de P es 
A (k y 0) y que 6 es el dngulo generado por OP al cabo de un 
tiempo t (vease la Figura 15.13). La afirmacidn de que P se 
mueve con rapidez constante sobre una circunferencia es equi- 
valente a decir que la tasa de cambio del angulo 8 con respec- 
to al tiempo; es decir, la rapidez angular es una constante a>. 
Este hecho puede expresarse mediante la ecuacidn diferen- 
cial dd/dt = u). Integrando con respecto a t 9 obtenemos 8 = 
cot + c para algun numero c. Como 8 = 0 cuando / = 0, 
el numero c es 0; es decir, 6 = ut. Resulta que las coordena¬ 
das (x, y) de P son 

x = k cosw/, y = k sen w/ 

y la trayectoria de P est£ dada por 

r(0 = k cosaj/i + k senajfj. 


FIGURA 15.13 


PU, >•) 


Olf) 




FIGURA 13.11 



Por lo tanto. 


y entonces 


FIGURA 15.14 

i, v 


P{X. y) 


/S»W 


o 


v(f) = r'(t) = — o)k sen o)ti + ok cos cotj, 
a(/) = r"(t) = -o 2 k cos oti - o 2 k sencotj, 


a(f) = — o 2 (k cos ot\ + k sen corj) = — o 2 r{t). 

Esto demuestra que la direccidn del vector aceleracidn a(/) 
es opuesta a la de r(/), y por lo tanto, esta dirigido de P ha¬ 
cia O, como se ilustra en la Figura 15.14, donde tambi£n apa¬ 
rece el vector velocidad v(/). 

La magnitud de a(/) es 

||>(0I = ||-<o 2 r(/)|| = |-» 2 ||r(0l = 
que es una constante. Ademas, 


v = || = y/(o)k ) 2 sen 2 ot + (ok ) 2 cos 2 ot = y o 2 k 2 = ok 
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y por tanto, w = v/k, Sustkuyendo esto en la formula ||a(/)|f - u z k ¥ obtenemos la 
magnitud constants 



El vector aceleracidn a{/) del Ejcmplo 2 se denomina vector uceleracion cenirtpela 
y la fuerza que origina a a( 1} es una fuerza centripeta. Ndtese que la magnitud || a{/) || = 
v 2 /k aumenta si v crece o k disminuye, hecho que es evidente para cualqtiiera que ha- 
ya atado un objeto a una cuerda y lo haya hecKo girar en una trayeeioria circular. 

A continuation se generaLizard la discusidn anterior a I caso de una partfcula que 
se mueve en un sistema coordenado de tres dimensiones. Supdngasc que la posicidn de 
una partfcula al tiempo t es P(t) - (/{/), g{t), A(/)), don de/, g y H son funciones 
definidas en un intcrvalo /. Si 

r (0 = /(/)* + fifCOJ + A(/)k 

es el vector de posicidn de una partfcula, entonces cuando t varfa, OFtraza la trayecto- 
ria. Como en la Definkten (15. II), la derivada r'(r) T cuando existe, es la velocidad v(.f) 
de la particula al tiempo t y es un vector tangente aCen P(0- El vector a (/ > =» r"(f) 
es la aceleracidn de la pardcula al tiempo /. La rapidez v(f) de la particula es la magni- 
md Rv(l)l de la velocidad y> como en el caso de dos dimensioned es igual & la tasa 
de variacidn de la longitud de arco con respecto al tiempo,* 


F1GURA 15.15 



EJEMPLO 3 El vector de posieidn de una partfcula ejf 
r(f) - 2/i + 3f*j + r 3 k paraO < / ^ 2. Encontrar la ve¬ 
locidad y la aceleracidn de la particula al tiempo t. Trazar 
la trayectoria e ilustrar gcometricamente v(l) y »(1). 

Solution La velocidad y la aceleracidn son 

n » = fit) = 2i + 6rj 4- 3f 2 k y a(r} = rft) = 6j + 6rk. 
En f - I ta partfcula est£ en el punto P(2, 3, 1) y 


v(1) = 2i + 6j>3k y a(l) = 6| + 6k. 


Estos veetores y la trayectoria de la particula esttin en la Figura 15.15. La trayectoria 
es una eiibica alabeada (v&mse el Ejemplo 2 y el Ejercicio 23 de la Seccidn 15.1). 


En la Seccidn 14.4, al discut ir et concepto de memento dc fuerza (o torca), se ob¬ 
serve que el producto vectorial se utiliza para invest!gar el movimiento de rotation. El 
siguiente ejemplo es otra muestra de este mtiodo. 


* (N, (I* R.) E$ia difcrenciacidn entre velocidad y rapidez provierie de h notncnc latura en ingles * que 
uiiiiza para estc nn los rtrminos velocity y speed, rcspcctivamente, Sin embargo, en la pnkdca se habla siem- 
pre dc “velocidad" (lineal c angular*. Cuando hay que concretar sc atode cl tirmino "vector” y sc [kite 
aif cl nombre “vector velocidad", Esta es la convenciiSn que sc aplica en el caso de la “aceteraribn”, ya 
que no cxiste una denominaddn especial para su magnitud |a(Oif T que es tambkn un escalar. 
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F1GURA 15.16 



EJEMPLO 4 Una particula P gira alrededor del eje z so- 
bre una circunferencia de radio k que se encuentra en el pia¬ 
no z = h % como se ilustra en la Figura 15.16. La rapidez 
angular dO/dt es una constante u. El vector w = a>k que esta 
dirigido a lo largo del eje z y tiene por magnitud a oj es la 
velocidad angular de P. Demostrar que la velocidad v(t) de 
P es el producto vectorial de oj con el vector de posicion r(/) 
de P. 

Solucion Generalizando el Ejemplo 2 al caso de tres di- 
mensiones, el movimiento de P esta dado por 


r(/) = Arcoswfi + £sena>/j -f h k. 


Usando la definicidn del producto vectorial. 


o) x r(t) = 


■ J 

0 0 

k cos cot k sen cot 


k 

0) 

h 


= — ok sen oti 4- cok cos cot] = r'(f) = v(f) • 


La siguiente ley se utiliza para estudiar los objetos en movimiento. 


SEGUNDA LEY DE (15*12) 
NEWTON 


La fuerza F que actua sobre un objeto de masa constan¬ 
te m esta relacionada con la aceleracion a del objeto co¬ 
mo sigue: 



En eJ siguiente ejemplo se usara (15. J2) para determinar la posicidn de un objeto 
que se mueve cerca de la superficie de la Tierra sometido unicamente a la influencia 
de )a gra vedad; es dear, se considera que la frieddn del aire y otras fuerzas que podrian 
afectar la aceleracidn, son despreciables. Tambien se supone que la superficie es hori¬ 
zontal y que la curvatura de la Tierra no es un factor que afecte a la trayectoria del objeto. 


FIGURA 15.17 



EJEMPLO 5 Se dispara una bala con una velocidad ini- 
cial v 0 con un rifle cuyo caflon tiene su boca a una altura de 
h 0 metros sobre el suelo. La unica fuerza que actua sobre la 
bala es la debida a la gravedad, que produce la aceleracibn 
g. Determinar la posicidn a los t segundos. 

Solucion Introducimos un sistema de coordenadas, co¬ 
mo se muestra en la Figura 15.17, ubicando la boca del ca- 
n6n del arma en el punto (0, h 0 ). Denotemos por P(x, y) la 
posicidn de la bala a los t segundos, y sea r(f) el vector de po¬ 
sicidn de P. Como la gravedad g actua hacia abajo. 

g = -gi y || g || = 0 *9.8 m/s 2 , o bien, 32 pie/s 2 . 
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Por fa Segunda Ley de Newton (15.12), F *= ma, donde a es la aeeleraci6n de la bala. 
En este caso, ma = mg o bien a = g, que da lugar a la eeuacidn difcrencial vectorial 

« g* 


Tomando la integral indefinida, 


r f (t) = t g + c 

para algun vector constante c. Como r'(0 es la velocidad al tiempo f* 

v 0 = r r (0) = c 


y por lo tanto, 


r V) = + v o- 


Integrando otra vez, 

r(f) = i l l g + + d 

donde d es un vector constante. Como r(0) = Jr 0 J ( v ^ ase la Figura 15.17), resulta que 
d = h 0 l De modo que, 

i it) = lr 2 g + + *oj- 

Como g — -jj, esto se puede escribir 

*(t) = (-{t 2 g + fcoM + tv o * 

EJEMPLO 6 Supongamos que la boca del caftdn del rifle del Ejemplo 5 estd en el 
origen O y que el vector velocidad inicial v 0 forma un dngulo a con La horizontal, 
(a) Obtener ecuaeiones param&ricas y una ecuacion en coordenadas rectangulares pa¬ 
ra la trayectoria dc la bala. 

<b) Calcular el aicance del proyectil, es decir, la distancia horizontal a la que cae al 
suelo. ^Cudl es d aicance mdximo? 

(c) Calcular la elevaeidn (altura mdxima) de la bala. 

Solution 

(a) Este case especial del Ejemplo 5 se dust r a en la Figura 
15.18. El vector u dado por 

u = cos a\ + sen ctj. 

es un vector umtario con la misma direccidn que v 0 . Por lo 
tanto, si ||v 0 || - v 0t se tiene que 



Vq = v 0 u - (v 0 cos«)i + (v 0 seno)j. 
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Utilizando la fdrmula para r(/) que se obtuvo en el Ejemplo 5 con h 0 = 0, obtenemos 

r(0 = (-?gt 2 )i + t[{v 0 cos a)i + (t 0 sena)j] 

= f(i? 0 cos a)i + ( — ±gt 2 + tv 0 sena)j. 

Por consiguiente, la trayectoria tiene las ecuaciones parametricas 

x = ( v 0 cos a)t, y = -\gt 2 + (p 0 sen a)r. 

Eliminando el par&metro, obtenemos la siguiente ecuacidn en coordenadas rectan- 
gulares: 




-g 


2i>o cos 2 a 


x 2 + (tan a)x 


Esto demuestra que la trayectoria de la bala es parabdlica. 

(b) Para determinar el alcance de la bala debemos encontrar el punto D en la Figura 
15.18 en el que toca el suelo. Como la ordenada de D es 0, tomamos y = Oen la segun- 
da ecuacidn parametrica de la parte (a), y factorizamos: 

t( — $gt + r 0 sen «) = 0. 


Por tanto. 


/ = 0 o bien —jgt + v 0 sen a = 0. 

Se deduce entonces que la bala estd en O cuando / = 0 y en D cuando 


, .. 2v 0 sen a 

\gt — v 0 sen a o bien t = —--. 

g 

Usando la segunda ecuacidn parametrica de la parte (a), resulta la distancia d(0 , D ) 
de O a D: 


d[0 , D) — (r 0 cos a) 



l?o sen 2a 

g 


En particular, el alcance tiene un valor maximo v%/g para sen 2a = 1; es decir, para 
a = 45°. 

(c) De la parte (b) se sabe que la bala llega al suelo a / = (2v 0 sena)/g. Por lo tanto, 
alcanza la altura mdxima a la mitad de este valor; es decir, cuando t - (v 0 sena)/^. 
Sustituyendo esto en la ecuacidn parametrica para y, que se encontrd en la parte (a), 
obtenemos 


/i = 



v (v 0 sen a\ 
+ (u 0 sena)l-- - J 


Vq sen 2 ol # 
2 g 


EJ ERCI Cl OS 15.3 


Ejercicios 1-8: Sea r(/) el vector de posicidn de una 
particula que se mueve en un piano coordenado. De¬ 
termine la velocidad, la aceleracidn y la rapidez de la 
particula al tiempo t. 


1. r(r) =* 2ri + (4r 2 + l)j, t = 1 

2. r(r) = (4 - 9f 2 )i + 3tj. t = I 


3 - r(,)= 7 ‘ + r+ 1 j - 


t = 2 
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4, rO)-\ri + (l + * = 4 

5* r(0 - sen rt + 4 cos 2fj, I = x/6 

6. r(0 = cos 3 ri + 2 sen fj. i = 3ft/4 

iM = * 2, i + *“ J i £ = o 

8, r(f) « 2/i + I = 1 

Ejerdctos 0-I6t Sea r(f) el vector de posicidn de una 

partfeula que se mueve en el espacio (tridimensional). 

Encuentre la velocidad, la aceleraeidn y la rapidez al 

tiempo t, 

9. r(ri — cos ii + sen fj + rk; i - 0, e/ 4, ir/2 

10 . r(f) = tH + i*J + rk; t - 0. 1, 2 

11. KH = f*i + 2 N /fj + 4 v 7 J li: (-1,4,9 

12. t(i) - 4sen ri 4- 2rj + 9 cos rk; t = 0, a/2, 3x 4 

13. f(l) = e'fcos ii 4- sen fj 4 - k). f = 0, a/4, tt/2 

14. rtf) = f(cos fi + sen l| + tk\ t - 0, it/4, it fl 

15. r(f) = (! + j>i + 2rj + (2 + 3r)k, f = 0, 1,2 

16. r(i) = 2fi + j + 9f 2 k, ^0, 1,2 

17. Demucstre que si una partfeula se mueve con ra¬ 
pidez constants, entonces los vectores velocidad 
y aeeleracidn son ortogonales. (Sugerenda: Veasc 
el Ejemplo 4 de la Seceidn 15.2.) 

18. Demuesire que si la aceleracidn de una partfcula 
en movimiento es siempre 0 t cntonccs el movi- 
miento se rcaliza a lo largo de una Ifnea recta. 

Ejerddos 19-22: Resuelva usando los resultados del 

Ejemplo 5, 

19. Se dispara una bala con rapidez inicial de 
1500 pie/s y Angulo de elevacibn de 30°, Calcule 
(a) la velocidad a) tiempo f, (b) la altura mAxi- 

* ma, (c) el alcance y (d) la rapidez con la que la 
bala llega al suelo. 

20. Resuelva el Ejerticio 19 para un Angulo de ele- 
varidn de 60° . 

21. Un jugador de bcisbol lanza una pelota a una dis* 
tancia de 250 pie. £CuA 1 es la rapidez inicial de 
la pelota si fue lanzada a un Angulo de 45° con 
res pec to al suelo? 

22. Se dispara una bala horizon talmente con una ra¬ 
pidez de 600 m/s a una altura de 300 m sobre el 
suelo. tDtinde y cuAndo llega al suelo? 

Ejercicios 23-24: Resuelva usando los resultados del 

Ejemplo 2, Tome el radio de la Tierra como 6400 km. 


23. Un trasbordador espacial tiene una 6rbita circu* 
lar 250 km arriba de la super fide de la Tierra, 
Calcule (a) su rapidez y (b) el tiempo que tarda 
en dar una vuelta completa alrededor de la Tierra. 

24. Un satAlite que tiene una drbita circular da una 
vuelta a la Tierra cada 88 min. Calcule su altura. 

25. Se col oca a un astronauts en el extremo de un 
aparato centrifugador (v£ase la figura) para pro¬ 
bar su capaddad de sopor tar aceleradones, El 
aparato gira con una rapidez angular ta, y d bra- 
zo del aparato midc 30 pie. Calcule el numero de 
revotuciones por segundo que se necesita para 
provocar una accleracion igual a S g. (Use || g |j ^ 
32 pie/s 2 .) 

EJEKCIOO 25 



26. Las drbitas de La Tierra, Venus y Neptuno tie- 
nen forma casi circular. Dada la informacidn de 
la tabla, calcule aproximadameme la rapidez me¬ 
dia de cada uno de estos planet as con una preci¬ 
sion de 0.1 km/s. 



Periodo 

Hlstanciy al Sol 


(dias) 

{10 6 km) 

Tierra 

365.3 

149.6 

Venus 

224.7 

108.2 

Neptuno 

60,188 

4498 


27, Un satdite tiene una Orbiia circular alrededor de 
la Tierra a una altura d desde la superficie. La 
magnitud de La fuerza de atraccidn F entre el sa- 
celite y ta Tierra es 


IIF || = G 


mM 

(RT7P 


donde m es la masa del sat&ite, M es ta masa de 
la Tierra, R es el radio terrestre y G es la cons- 
tame de la gravitacidn universal. Use los resul¬ 
tados del Ejemplo 2 para dedueir la lercera ley 
de Kepler para Orbitas circulares: 


4h 2 

T*“Fm ** + ')*• 

Ci Af 


donde Tes cl periodo de revolucidn del satdite. 
tfndicadon: | F || tambien esia dado por 
m||r*'</)||.) 
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28. Consulte el Ejercicio 27. Si el periodo de un sa¬ 
telite se mide en dias, entonces la tercera ley de 
Kepler para 6rbitas circulares se puede escribir 
r 2 = 0.00346 [l + (d/R)\\ 

(a) Un satelite tiene una drbita circular a 1600 
km sobre la superficie de la Tierra. Supo- 
niendo que el radio terrestre es de 6370 km, 
calcule el periodo del satelite con una preci- 
si6n de 0.01 horas. 

(b) Se dice que un sat&ite esta en una drbita geo- 
sirtcrona si se encuentra siempre so^re el 
mismo punto de la superficie de la Tierra; 
es decir, si el periodo del satelite es de un 
dia. Calcule la distancia de la superficie te¬ 
rrestre a uno de estos sat£Iites, con una pre- 
cisidn de un kilbmetro. (Esta informacidn 
es necesaria para los sat&ites de telecomu- 
nicaciones.) 

29. Un lanzador (pitcher) de bSisbol de ligas mayo- 
res suelta su bola rdpida a una altura de 6 pie del 


suelo y a 58 pie de ‘‘home”, con una velocidad 
de lOOmi/h. Si no hubiera gravedad, la pelota 
viajaria en h'nea recta y cruzaria el “home” a 
4 pie desde el suelo (v6ase la figura). Calcule id 
caida d causada por la gravedad. 

EJERCICIO 29 

MONTfCULO DEL ,/ 

LANZANDOR ^ 5M ^"HOME- 


30. El quarterback de un equipo de futbol america- 
no lanza un pase soltando el baI6n a un angulo 
de 30° con la horizontal. Estime la velocidad a 
la que debe soltarse la bola para alcanzar un re¬ 
ceptor que se encuentra a 150 pie de distancia. 

• (Desprecie la friccibn del aire.) 


15.4 


CURVATURA DE LINEAS 


Cuando una particula recorre una curva C, puede cambiar su velocidad rapida o lenta- 
mente, dependiendo de si Cse dobla brusca o gradualmente. Para medir la rapidez con 
que C se encorva, o cambia de forma, se usa el concepto de curvatura. Comenzamos 
por introducir ciertos vectores unitarios tangentes y normales a las curvas, que son uti¬ 
les para estudiar este concepto. Si r es una funcibn vectorial y la curva C determinada 
por r(f) es regular, entonces se sabe (por lo discutido anteriormente) que r'(/) es un 
vector tangente a C. Si r '(/) # 0, entonces el vector unitario tangente T(t) de C se defi¬ 
ne como sigue. 


VECTOR UNITARIO (15.13) 
TANGENTE 



Como ||T(f)|| = 1 para todo /, del Ejemplo 4 de la Seccion 15.2 vemos que si T 
es derivable, entonces T'(0 es ortogonal a T(/). El vector unitario normal principal 
N(/) de C se define como el vector unitario que tiene la misma direccidn que T'(7), 
es decir, 


VECTOR UNITARIO (15.14) 
NORMAL PRINCIPAL 
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FIGURA 11.19 



Las fdrmulas (15.13) y (15.14) S6 pucdcn aplicar (auto 
a las curvas planas como a las curvas espaciales (o en el 
espacio). 

Cuando T(/)yN(/)se representan mcdiante segmentos 
dirigidos, se toma el punto initial en el punto P de Ccorres- 
pondiente a t t como se ilustra en la Figura 15.19, Como el 
vector tangente r'(/) apunta en la direecidn en que el punto 
se mueve cuando ( aumenta, tambien T(t) apunta en esa di¬ 
rection. 


EJEMPLO 1 Sea C la curva plana determinada por r(f) — f 2 i + /J. 

(a) Encontrar los vectores unitarios tangente y normal T(f) y N(/), 

(b) trazar C, T(l) y N(I). 

Solucion 

(sO Por (15.13) con r(r) - 2/1 + j, 


l 


2t . f 

r s + 


FIGURA 15.90 


(4r 2 + I)' 2 ( “ f ' + ** (4f 2 + l) Irt ' + (4t 2 + I) 1 ' 2 *' 

Derivando las componentes de T{f) obtenemos 

tv i 2 4r 2 

1 U1 = (4j 3 + l) 3 ' 2 ' “ (4f 2 + l) 3 ' 5 j " (4t 2 + 1)»' 2 “ 2 ' j) - 



Es ficil verificar que ||T'(/)|| = 2/(4r 2 + ]). Aplicando 
(15,14) y simplifkando, obtenemos 

1 


NW -(SrnF ,i - 2 '»- 


(b) El punto P concspondiente a / = I es (1, 1), Por susti- 
tuci6n 1 

T(l) = T(2i+j) y N(l> = (I - 2j). f 


Estos vectores y la curva (que es una parabola) estin en la Figura 15,20. 


EJEMPLO 2 Sea C la curva determinada por 

r(/) = 4 cos fi + 4 sen fj + 3fk para / > 0. 

Trazar Cy determiner T(f) y N(0* 

Solucion La curva es la Mice circular de radio 4 que se muestra en la Figura 15.21 
(vease el Ejemplo 3 de la Seccidn 15.1). Derivando r(f) y aplicando la Definieidn (15.13), 
obtenemos lo siguiente: 

r'(r) = -4sen fi + 4 cos fj + 3k 

|| r'(t) || = yihsen’ f + 16 cos 2 1 + 9 = + 9 = v /25 = 5 
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FIGURA 1S.lt 



T(f, = Iri)r r ' W= ^ 5en,i+ l COS,i+ 5 k 

Derivando T(r) y usando la Definition (15.14), obtenemos 

w 4.4. 

T (f) = — - cos t\ — - sen ij 




m = 


16 4 16 , /! 6 4 

— cos 2 ^ — sen 2 1 = /— = - 


1 


T'(r) = -cos ri — sen rj. 


FIGURA 15.22 


,|T« 

La Figura 15.21 muestra vectores unitarios T(f) y N(/) tipicos. Notese que el vec¬ 
tor unitario normal principal N(/) de la helice circular es siempre paralelo al piano xy 
y apunta hacia el eje z. • 

A continuation se define la curvatura, primero para las curvas planas y m£s ade- 
lante para las curvas en el espacio. 

Una curva plana regular C tiene muchas parametrizacio- 
nes diferentes. A veces es conveniente usar como parametro 
la longitud de arco medida a lo largo de C. Sea A un punto 
fijo de C y sea s la longitud del arco AP que va de A a un 
punto arbitrario P(x , y) de C, como se ilustra en la Figura 
15.22. Supongamos que C tiene ecuaciones paramtiricas 

x = /(s), y = g(s) para s = HP. 

Entonces, a cada valor del parametro s le corresponde un punto P(/(s), y(s)) en C 
que est£ a 5 unidades de A, medidas a lo largo de C. En los Ejercicios 49-52 se desarro- 
11a un mtiodo para obtener parametrizaciones de este tipo. La direction positiva de C 
se determina por los valores crecientes de 5. El 5 se llama parametro longitud de arco 
de la curva C. La posicidn del punto fijo A no importa. 

Como se muestra en la Figura 15.22, el vector de posicidn P(x, y) es 

r(s) = x\ + = /(s)i -I- g(s)j. 

Derivando con respecto a s se obtiene un vector tangente a C: 

r (s) = ~ i + d -f j = + g'(s )j 

as ds 

La magnitud de r'(5) es 





para lo que se uso (13.6). Entonces, r'(s) es un vector unitario tangente a Cen P. Como 
en (15.13), este vector unitario tangente correspondiente al parametro s se denota por 
T(s). 
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T ara Cad V al °- de /' sca 6 d anBul ° en,re T[s) e 1 < v6as « la Figura 15.23). Ndtese 
que 6 es wfuncjSn de s porque P y T( 4 ) son funciones de Se puede usar la .asa 
de variacidn d0/ds de 9 con respecto a s para medir cuanto se dobla la curva C en los 
dwersos puntos. Por ejemplo, sea P un panto que se mueve a lo largo de la curva C 

flemreT^? PUm ° R ta CUFVa Se dob,a levemcnle V ** ve que el dngulo 

0emreT(s)eicambm Icntamente, es decir. \d»/ds\ es pequcAa. En el punto Qla curva 

se inclina O dobla abruptamente y \d0/ds\ es grande. Estas obscrvaciones sirven como 
motivacion para la siguiente definicidn. 



DEFINICION (15.15) 


Sea C una curva plana regular dada por a- - /($) y 
y = donde el pardmetro s es la longi.ud de arco 
y sea 9 el angulo entre el vector unitario tangente T(.s) 
e i. La curvature K de C en el punto P(x, y) es 


K = 


dO 

d$ 


.O, P v c CUrVa 7 3 F 1 SU ? iS ' 24 la curva,ura es relativamente pequefta en los pun- 
tos R y S, y es grande en Q y V. Los dos ejemplos siguienfes ilustran la Definicidn (15.1S). 


FIGURA 15.25 



0 


EJEMPLO 3 Demostrar que la curvatura de una recta / 
es 0 en todos sus puntos. 

Solucion Como el vector unitario tangente T( 4 ) a 1 siem- 
pre se encuentra cn / (vease la Figura 15.25), el angulo 6 es 
el mismo para todo s , es decir, 9 es constante. Por lo tamo. 


K = 


<W 

ds 


= | 0|=0 . 


EJEMPLO 4 Demostrar que la curvatura ert todos los puntos de una circunferencia 
de radio k vale 1 /k. 

Solucion Podemos syponer que La circunferencia tiene ceniro en O y que el punto 
P mi en el primer cuadrante* como se muestra en la Figura 15,26, Sea j la longitud 
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Derivando, 


Por consiguiente, 
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del arco AP. Si a es la medida en radianes del angulo POA , 
entonces 

s = koc o bien a = 

k 

De la Figura 15.26, 


A 71 S 71 

*--2 -i + r 



Observese que en el Ejemplo 4, cuando el radio k de la circunferencia aumenta, 
la curvatura K = \/k disminuye. Si k tiende a infinito, entonces K tiende a 0, que 
es la curvatura de una recta. Cuando el radio k tiende a 0, 
la curvatura K crece sin acotacidn alguna. 

Sea C una curva que es la grafica de una ecuacidn en coor- 
denadas rectangulares y = h{x) % donde h' es continua en al- 
gun intervalo. Sean T(s) y 6 como se definieron en (15.15) 
y como se ilustran en la Figura 15.27. Comoy es la pendiente 
de la recta tangente en P> se ve que 

(a) tan 0 = y' o bien 0 = tan' 1 y\ 

De acuerdo con la Definicidn (6.11), se puede definir la funcidn longitud de arco s por 
medio de 

(b) s(x) = £ yl(y') 2 dxJ 


FIGURA 15.27 



donde a es la abscisa del punto fijo A en C. Si y" existe, entonces, por la Regia de la 
Cadena, 

(W dOds 
dx ds dx 


Por tanto, 
(c) 


de 


dO/dx 

ds 


ds/dx 


De las ecuaciones (a) y (b) se obtiene 
dO y" 


dx 1 4- (/) 2 


y 
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Sustituyendo en (c) sc llega a! siguiente teorema. 


TEOREMA (15.16) 


EJEMPIO 5 Trazar la grafica de y = \ - x 1 y calcular 
la curvatura en los puntos (*, y ), (0 T 1), (1. 0) y (2, -3), 

Solucion La grafica (una parabola) esta en la Figura 
15,28. Como y ' = ~2x y y" = -2, del Teorema (15.16), 
tenemos que 


K (1 +4xY' 2 ' 

En particular* se ve que en el punto (0* 1), A' = 2; e$ dear, el Angulo 6 asociado al vec¬ 
tor T (s) varia a razon de 2 radianes por unidad de cambio en la longitud de arco. En 
el punto (i t 0), K = 2/(5)* /2 ^ 0.18, lo que demucstra que la curva es menos ahusa- 
da ahi que en (0. 1). Esto puede notarse tambien en la grdfica. Finalmente, en (2, -3), 
A' - 2/( 17) 3 2 » 0.03. Obs£rvese que cuando x tiende a infinite, la curvatura tiende 
a 0. • 

A continuacidn se deduce una fdrmula para calcular K cuando C estd descrita en 
terminos de un parametro Sea C una curva con ecuaciones parametricas 


FIGURA 15. SB 

i 

y 

<0 .u 

i f 

\d. 0> 

/ 

\ 1 



1 y- 1 - ** 1/ ] 



Si una curva regular C es la grafica de,v - /(.v), enton- 
ces la curvatura K en P(x , es 

r l/’l 

K ~ n - (y)V' 1 ' 


X = fit), y = g{t) 


donde/" y g" exisien para todos los numeros t que interesan. De ia discusion anterior 
al Teorema (15.16), 


d0\ 

dQfdt 

ds | 

ds/di 


Como la pendiente de la recta tangcnte esia dada por (vease el Teorema (13.3)), 


tan 0 = 


<lV) 

m 


o blen 


# - tan 


m 

m 


siempre y cuando/'(/) # 0. Por tantc, 


m _ \ rwm-mm _ /w'w - oww 
dt i + m/m 2 imr uw+W? * 


Ademas, por (13.16), 


ds 

dl 


= vfmF + bW- 
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Sustituyendo en la formula K = \(dO/dt)/(ds/dt)\ obtenemos lo siguiente. 


TEOREMA (15.17) 


Si una curva plana C esta dada parametricamente por 
x = f(t),y = y(t ), don de/” y g'' existen, entonces la 
curvatura K en P(x, y ) es 

I (VUV) - 9'(0/' 


_ 


[(/'(0) 2 + (0'(O) 2 ] 



En el siguiente ejemplo se usa el Teorema (15.17) para resolver de nuevo el Ejem- 
plo 3. 

EJEMPLO 6 Demostrar que la curvatura en todos los puntos de una circunferencia 
de radio k es igual a \/k. 

Solucion La circunferencia de radio k con centro en el origen tiene ecuaciones 
param&ricas 

( x = kcost = /(/), y = k sen / = g{t). 

Derivando, 

f(t) = — k sent, f"(t) = -k cos t* 

^(t) = /c cos f, 0"(t) = - /c sen t. 

Sustituyendo en (15.17), 

| (— k sen t)( - k se n t) - {k cos t)( — k cos t) | 

^ ~ [(- k sen r) 2 + (k cos r) 2 ] 3/2 

k 2 sen 2 t + k 2 cos 2 t _ k 2 ^ _ /c 2 _ 1 

_ (lc 2 sen 2 1 ^ k 2 cos 2 f ) 3j12 (Ac 2 ) 3 2 /c 3 k 


FIGURA 15.29 



DE CURVATURA 


CURVATURA 


Si la curvatura K en un punto P de la curva C no es cero, 
entonces la circunferencia de radio p = 1 /K, cuyo centro se 
encuentra del lado cdncavo de C y que tiene la misma recta 
tangente en P que C, se llama circunferencia de curvatura de 
P. Su radio p y su centro son el radio de curvatura y el cen¬ 
tro de curvatura, respectivamente, en P. Segun los Ejemplos 
3 y 6, la curvatura de la circunferencia de curvatura es 1/p 
o K y y por lo tanto, es igual a la curvatura de C. Por esta 
raz6n, se puede pensar que la circunferencia de curvatura es 
aqudla que mejor se adapta a Cen P. La Figura 15.29 mues- 
tra dos circunferencias de curvatura. 


EJEMPLO 7 Sea C la curva con ecuaciones parametricas x = t 2 , y = f 3 . Calcular 
la curvatura en el punto P correspondiente a t = \. Trazar C y la circunferencia de 
curvatura en P. 










768 


CAPiTULO IS 


FUNCIONES VECrORIALES 


Solucion Definiendo/(0 = / 

/'(f) = 2r. /"(f) = 2, 
Sustituyendo en el Teorema (15.17), 

I (20(60 - (3f 2 )(2)| 


“ '* y fftO = t 3 obtenemos 


K 


y'U) = 3f 2 . </"(?)= 6t. 


6t 2 


Si f = |, entonces 


[(2f) J + (3rl 2 ] J - (4f 2 + 9f 4 ) J 2 ' 


K = 


64 


96 

“ 125 ^ 0 77 


.<* 

¥ 

C 

L . 


^ f *—* 




FIGURA 15.30 (25/1 6) 3 2 

El punto correspondiente a r = 4 tiene coordenadas (i, ft) 
v el radio de curvatura p en ese punto es \/K o sea ^ « j , 3 , 
La representation de C y la circunferencia de curvatura es- 
tan en la Figura 15.30. N 6 tese que la curvatura en e! origen 
no existe porque K no estd definida para i « 0. 

La definicidn de curvatura K = \d8/ds\ para curvas pla- 
nas no tiene un analogo inmediato en tres dimensiones por¬ 
que el vector unitario tangeme T(i) no sc puede determinar 
con un solo angulo 6. For lo tanto. para las curvas en el espacio se necesita usar otro 
enfoque. Por supuesto, debe demostrarse que la nueva definicion de curvatura coincide 
con la anterior (15.15) para las curvas pianas. 

A fin de obtener una definicion adecuada. observamos primero que en dos dimen¬ 
siones, el vector unitario tangeme T(s) se puede escribir 

T(s) = cos 0i + sen 0j 

donde 9 es cl angulo entre T(s) e i (v 6 ase la Figura 15.24). Considerando 8 como una 
funcion de s y denvando, % 


Entonces, 


f,<s> - ( -sen8 — i + { cos 0 j = (-senHi + cos f)j). 


l|T'(.v)[| = 


| — sen Oi + cos f)j I - j \ = n 

Ms 


Se usara este hecho para definir la curvatura en tres dimensiones. Se debe describir el 
tangeme T(s) sin haeer referenda a! angulo 8 y luego definir K como 

Sea C una curva con ecuaciones parametricas 

* = /(*). y = z = h{s) 

donde / (s). f( s ) y h (s) existen, y s es la longitud de arco medida a lo largo de C 
desdc un punto fijo A hasta el punto P(/(s), g(s), *(,)). Como en e! case de dos di¬ 
mensiones. si r(s) -/(»)i + »(*)J + A(*)k cs el vector de posicion de P, entonces 
r (s) es un vector unitario tangeme aCeiiP que se denota por T(s). Como ||T(s)|| 
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es una constante, resulta que T'(s) es ortogonal a T(j) (vease el Ejemplo 4 de la Sec- 
cion 15.2). Si T (s) # 0, se define 


N(5) = 


F1GURA 15.31 


l|T(*)|| 


T'(i). 



El vector N($) es un vector unitario ortogonal a T(s) y se lla¬ 
ma vector unitario normal principal a C en el punto P. Estos 
conceptos se ilustran en la Figura 15.31. 

Habiendo obtenido un vector unitario tangente T(s) y 
suponiendo que T'(^) existe, se puede definir la curvatura en 
tres dimensiones como sigue. 



DEFINICION (15.18) j Sea C una curva regular en el espacio con parametrizacidn 

y - 

. • 


g(j), z = h(s) 

donde el pardmetro s es la longitud de arco. Sean r(s) = 
/(s)i + g(s) j + h(s)k y T(s) = r'(s). La curvatura K 
de C en el punto P(x , y, z) es 




_ 


K = |T'(j)|. 


Como se demostrd anteriormente, esta definicidn se reduce a (15.15) cuando Ces 
una curva plana. N6tese que 

N(s) = p T'(s) o bien T{s) = KN(s). 

i\ 

La fdrmula para K en la Definicidn (15.18) es a veces diffcil de aplicar en los pro- 
blemas especificos. En la siguiente section se obtendra una ftirmula mas prdctica para 
calcular la curvatura. 


EJERCICIOS 15.4 

Ejercidos 1-6: Determine los vectores unitarios tan¬ 
gente y normal, T(r) y N(/), a la curva C determi- 
nada por r(t). Trace la gr^fica de C y represente 
geomdricamente los vectores T(/)yN(/) correspon- 
dientes al valor dado de t. 

1. r(t) = ti - jt 2 j; t = 1 
* 2. r(t) = -f 2 i + 2fj; t = 1 

3. r(0 = t 3 i -l- 3rj; r = 1 

4. r(f) = (4 + cos r)i — (3 — senr)j; t = n/6 
r(f) = 2 sen fi + 3j + 2 cos fk; t = je/4 


6. r(t) = fi + |f 2 j + r 2 k; t = 1 

Ejercidos 7-18: Calcule la curvatura de la curva en P. 

7. y = 2 — x 3 ; P(l, 1) *• y * x 4 ; P{ 1,1) 

9. P(0,1) 

10. y = ln(x- 1); P(2,0) 

11. y = cos2x; P(0,1) 

12. y = sec x; P(7t/3, 2) 

13. x - r — 1, y = -Ji; P(3, 2) 


f 
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14. x = f 4* !, y = t 1 -Mr + 3; P(l,3> 

15, x = t-t\ y = l -t*; mi) 

16. x = t - sen r, y « 1 — cos i; Pi[it - I, I) 

17, x « 2sen i, y = 3 cos f; F(l, 3 y/3/2) 

IS. x = cos 3 r # y ^sen 3 r; P(V2/4, v2/4) 

Ejercidos 19*22: Para la curva y cl punto P dados, 

(a) calcule el radio de curvatura, (b) calctile el centro 
de curvatura y (c) trace la curva y la circunferencia de 
curvatura en P, 

19. y -=$en x; P(n/2 ; l) 20. y = sec x; P{ 0, 1} 

21. y-e*; P(0,1) 22. X y - 1; Pfl, 1) 

Ejercidos 23-21: Encuentre los puntos de la curva en 
donde la curvatura es maxima. 

23. y = e ~* 24. y = m sh x 

25, 9x 2 + 4 y 2 - 36 26, g x * — 4y 2 — 36 

27. y = In x 23, y = se n x 

29. Use la ecuaripn y = mx + £ para demostrar que 
la curvatura en todos los puntos de una recta es 
0 (vCase el Ejemplo 3). 

30. Demuestre que la mixima curvatura en una pa¬ 
rabola se da en el vOrtke. 

31. Demuestre que la maxima y la minima curvatu- 
ras en una elipse se dan en los extremos del eje 
mayor y del eje menor, respectivamente, 

32. Demuestre que la mixima curvatura en una hi- 
pdbola ocurre en los extremos del eje transversal. 

Ejercidos 33-36: Encuentre los puntos dc la curva en 48, 
los que la curvatura e$ 0. 

33. y = x 4 -Ux 2 34. y * tan x 

35* y -senh x 36. y = e~ x * 

37, Sea C una curva que es la gr&Fica de una ecua- 
d6n polar r - /($), Haga patente que si r = 
dr/dB y r” - d 2 r/dB 2 t la curvatura K cn cl pun¬ 
to P(r, $) es 

_ 12(r') 2 - rr + r 2 \ 

Ur') 1 + r 2 ] 3 ' 2 ' 

(Sugerenda: Use x - r cos & yy - r sen B para 
expresar C en forma param&rica.) 

Ejercidos 38-40: Calcule la curvatura de la curva po¬ 
lar dada en P(r t 0) usando la formula del Ejerddo 37. 

38. La cardioide r * g{\ — cos 6) para 0 < 0 < 2x, 


39 La rosa de cuatro petalos r = sen 20 para 0 < 
6 < t/2. 

40* La espiral r = 

41. Sea P(x, y) un punto en la grifica dey = /(x) 
en el que K + 0. Demuestre que si {h t k) es el 
centro de curvatura correspondiente a P, entonces 

±m. 

42*46. Use las fdrmulas del Ejerddo 41 para encon- 
trar el centre de curvatura correspondiente a P 
en los Ejercidos 7*11. 

47. A una carrctera y una de sus ram pas de salida 
se sobreponc un si sterna coordenado rectangu¬ 
lar de manera que La carretera coincide con el eje 
x. La rampa de salida comienza en el origen O 
y su trayectoria sigue la curva y - - ^x 3 entre 
O y el punto P(3, —1); luego continua a lo largo 
del arco de circunferencia que se muestra en la 
figura. Sea K{x) la curvatura de la rampa de sa- 
Uda en (x* y), Encuentre el centro del arco de cir¬ 
cunferencia que hace que La curvatura sea conti¬ 
nua en x = 3 (es dedr, en el punto P(3, ~1), 

EJEfiCiaO 47 



Demuestre que las reetas y las circunferendas son 
las unicas curvas (o lineas) pianos que ticnen cur¬ 
vatura const ante, (El Ejerddo 17 de la Seccidn 
15.5 demucstra que estc resultado no es derto pa¬ 
ra las curvas en el espacio.) 

Ejercidos 49-52: Si la curva Cde la Figura 15,22 cte- 
ne una parametnzacidn regular x - f{f), y »* git), 
cntonces, por el Teorema (13.5), la relacidn entre el 
pardmetro t y la longitud de arco s est£ dada por 

* = £ v [/'(“I] 1 + [»'(«)]* 

donde a es el valor de t correspondiente al punto fijo 
A . Use esta relacidn para expresar la curva dada en 
t^rminos del par&metro longitud de arco s t suponien- 
do que el punto fijo A corresponde a t « 0. (Swgc- 
rencia: Evalue primero la integral para encomrar la 
relacidn entre f y s t y luego reemplace / en las ecua- 
ciones parametrlcas.) 
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49. x = 4r — 3, y = 3t + 5; t £ 0 

50. .x = 3r 2 , y - 2 r 3 ; f > 0 

51. x = 4 cos t, y = 4sent; 0 < t < 2n 

52. x = e 1 cos r, y = e 1 sen t; t £ 0 

53. Demuestre quc si A: es una funcibn positiva y con- 
tinua en un intervalo [0, a), entonces existe una 
curva plana C tal que k representa la curvatura 
de C como una funcibn de la Iongitud de arco. 


(Sugerencia: Para 5 en [0, a) } defina 

AM- 

x — f(s) = J q * cos h(t) dt , 

y r» 

y = yis) = J o sen/i(/) dt.) 

54. Use el Ejercicio 53 para resolver de nuevo el Ejer- 
cicio 48. 


15.5 


COMPONENTES TANGENCIAL Y 
NORMAL DE LA ACELERACION 


En esta seccibn se aplicaran Ios conceptos de la anterior al movimiento de una partfcula. 


TEOREMA (15.19) 



Sea P una particula que al tiempo t tiene vector de posi- 
ci6n r(/) y sea s el par&metro Iongitud de arco para la 
curva C determinada por r(/). Si T(s) y N(s) son los vec- 
tores unitarios tangente y normal principal, y si K es la 
curvatura de C en el punto correspondiente a s y entonces 
la velocidad y la aceleracion de P pueden escribirse 



*" 4 >> 

.(„.£tM+k(£)‘n W 




F1GURA 15.35 



Dcmostracion El croquis en la Figura 15.32 es una repre- 
sentacibn geombtrica de la fbrmula para a(/). 

Recordemos que el vector unitario tangente T(s) esta da¬ 
do por 


T(s) = 


1 

poll 


r'(0 


y por tanto, r'(f) = || r'(f) || T(s). 


Comor'(t) = v(/) y ||r'(/)|| = ||v(/)|| = ds/dt, esto da la fbrmula para la velocidad 

v(f) = ^ T(s). 

Derivando con respecto a / y aplicando las Reglas de la Cadena en los Ejercicios 43 
y 44 de la Seccibn 15.2, se obtiene 


d 2 s 


ds d 


d 2 s , 


ds ds , 


a„) = v'(f) = — 2 T(s) + - „ T(s) = T(s) + - h m 


dtdt 


dt z 


dt dt 
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De acuerdo con el comeniario siguicnte a la Definicrtn (15J8) t T'($) = A'Nfs). For 
lo tanto, la formula anterior se puede escribir 



Si la rapidez de movimiento || \(t )|| = ds/dt se denota por entonces las fdrmu- 
las del Tcorcma (15.19) se convierten en 



La segunda de estas f6rmulas expresa la aceleracidn a(/) en terminos de una compo¬ 
nente tangencial a T y una componente normal donde 



Las componentes tangencial y normal de la aceleracidn son utiles para el estudio 
de las fuerzas que actuan sobre un objeto en movimiento que recorre una curva C. Ob- 
servese que la componente normal a s = Kv 2 dependc solamente de la rapidcz dc P y 
de la curvatura de C. Si la rapidez o la curvattira son grandes, tambien lo es la compo- 
ne^te normal de la aceleracion (siempre y cuando la otra no sea muy pequefla). Este 
result ado, obtenido tedncamente, confirma d hecho conocido de que el conductor dc 
un automdvil debe disminuir la velocidad para empezar a tomar una curva muy pro- 
nunciada. 

Tambien se pueden obtener formulas pam las componentes tangencial y normal 
de la aceleracidn que dependen s61o de r(r), Aplieando el producto escalar de v(/) y 
a(0 en el Teorema (15.19)* 




Como T($) Irene magnitud I y cs ortogonal a N(s), csta ultima igualdad se reduce a 



lo eual puede escribirse en terminos de r como 


I'M • r"(f) = || r'(0 1| = ||r'(f)||fl T - 


Si r r </> ^ 0* esto da la fdrmula siguiente. 


COMPONENTE (15.20) 
TANGENCIAL DE 
LA ACELERACION 


d 2 s r'(/> • r"{/) 


di l Ir'tOll 
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Si en vez del producto escalar se toma el producto vectorial de a (f) y v(t), entonces 


v(<) x a(f) 


= (jf)(^) [T(s) X T(S) 1 + *(Jj/pW x N(5)]. 


hi producto vectorial de un vector consigo mismo es 0 y por lo (anto, T(s) x T(s) = 0. 
Ademas, como 1(5*) y N(s)son vectores unitarios ortogonales, ||T(.y) x = 1 

(vease (14.33)). Entonces, la formula anterior da 


|| v(f) x a(/)|| = K (~j^j 

y por lotamo. a N = K (- V = 1* *> * 

\dt) ds/dt 

Escribiendo esto en terminos de r se obtiene lo siguicnte. 


COMPONENT! (15.21) 
NORMAL DE LA 
ACELERACI6N 



EJEMPIO 1 El vector de position de una particula al tiempo t (en segundos) es 
r(/) = t\ '+ t 1 j + / 3 k para Is/s4 . 

(a) Encontrar las componentes tangencial y normal de la aceleraci6n al tiempo t. 

(b) Calcular a N , a T y ||v(/)|| en los tiempos t = 1, 2, 3 y 4 con una precision de dos 
decimates y describir el movimiento de la particula. 

Solution 

(a) Derivando obtenemos 


v«) = r'(0 = i + 2tj + 3< 2 k 


a (f) = r"(t) = 2j + 6ik 

IK0|| = ||r'(t)||=(1 + 4/ 2 + 9ty- 

Por (15.20), 


_ r'(/)-r"(r) _ 4t + 18f 3 
' T ||r'(/)|| “ (I + 4t 2 + 9l 4 ) W2 ‘ 


Para encontrar 


^n» primero calculamos 


r V) x r"(t) = 


» J 

1 It 
0 2 


k 

3t 2 
6 1 


= 6/ 2 i - 6rj + 2k. 


Aplicando (15.21) resulta 

„ = x r"(f)|| _ (36f 4 1- 36f 2 + 4) ,/2 (91* + 9t 2 + I 

N li m II (I + 4t 2 + 9r 4 ) ,/2 _ 2 \9? + 4t 2 + 1 ) 

(b) La trayectoria de la particula, es decir, la curva Cdeterminada por r(/), es la parte 
de la cubica alabeada que se discutid en el Ejemplo 2 de la Secci6n 15.1, que se encuen- 
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tra cntre (1, I, 1) y (4, 16, 64) (viase la Figura 15.4). Sustituyendo en las formulas ob- 
tenidas en la pane (a), obtencmos la siguiente tabla de aproximaciones. 


t 

t 

2 

3 

4 

Posicidn de P 

(1. u> 

(2.4.8) 

(3.9.27) 

14, 16. 64) 

a H 

2.32 

2.12 

2.06 

2.03 

a T 

5.88 

11.98 

17.99 

24.00 

HO II 

3.74 

12.69 

27.68 

48.67 


Por lo tanto* cuando t aumenta de 1 a 4, la particula recorre Cde (1, I, l) a (4 t 16, 64) 
aumentando su rapide*. La componente normal de la aceleraridn a s liende a 2 (ndtese 
que = 2). La componente tangendal a T aumenta a unas 6 unidades por 

segundo. * 

Se puede obtener una fdrmula altcrnativa para la componente normal dc la acele- 
raci6n. A fin de simplificar la notacidm se designa a T(s), N($) y a(0 del Teorema 
(15,19) por T, N y a, respectivamente. Entonces, 

a = a T T + 

Como T y N son vectores unitarios mutuamente perpendiculares, T * N = 0,T - T ~ 1 
y N ‘ N = 1, For tanto, 

|| a ■ t • = (a T T + a N N) ■ itijT + fl M N) 

- ai(T • T) + 2a N «T(N ■ T) + a N (N ■ N) 

= 4 + 4 - 

A t 

Despejando de esta ecuacidn se obtlene lo siguiente: 


TEOREMA (15.22) 


a H = \ ||a \\ 2 al 


El anterior Teorcma (15,22) debe usarse cuando es dificil encontrar la componente 
normal por medio de (15.21), 


EJEMPLO 2 
Solution 


Entonces 


Encontrar % en el Ejemplo 1 usando el Teorema (15.22). 
Como en La solucidn del Ejemplo l, obtencmos 


4r + l Sf 3 


a x 


(1 + At 2 + 9f*) 1 


y a — r r '(f) - 2j + 6fk 


Oh - VII* II 2 - "t 

T " (4t + I8r 3 ) 2 


Simpliflcando esta expresiin se obtiene la o N del Ejemplo I. 
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EJEMPLO 3 Sea P un punto que se mueve con rapidez constante v sobre una cir- 
cunferencia de radio k. Encontrar las componentes tangencial y normal de la aceleracidn. 

Solucion Como v = ds/dt es constante, la componente tangencial a r = d*s/dt 2 
es 0. 

Del Ejemplo 4 de la seccidn anterior sabemos que la curvatura de la circunferencia 
es \/k. Entonces, la componente normal de la aceleracidn (vease (15.21)) es (1/Ar)v 2 . 
Esto demuestra que la aceleracion es un vector de magnitud constante v 2 /k dirigido 
desde P hacia el centra de la circunferencia (v6ase el Ejemplo 2 de la Seccidn 15.3). 

Se puede obtener una fdrmula para la curvatura de una linea C en el espacio me- 
diante (15.21). Si C estd dada parametricamente por 

. C 

x = f(t), y = git), z = hit) 
entonces C queda determinada por el vector de posicidn 
Tit) = fit)\ + git) J + hit) k. 

Despejando K de la ecuacidn (15.21) y usando el hecho de que ds/dt = ||r'(/)||, se 
obtiene el siguiente teorema. 


TEOREMA (15.23) 


Esta fdrmula tambi^n puede servir para curvas planas (vease el Ejercicio 16). 

EJEMPLO 4 

(a) Encontrar la curvatura K de la cubica alabeada x = /, y = f 2 , z = / 3 en el punto 
( x , y , z). 

(b) Caicular K en los puntos correspondientes a/ = l,f = 2, f = 3yf = 4 con una 
precisidn de cuatro decimales. 

Solucion 

(a) Si definimos 

r(/) = t\ + t 2 j + t 3 k, 

se ve que la curva es la misma que se considerd en el Ejemplo 1. Sustituyendo r'(/) 
y r'(r) x r"(f) en el Teorema (15.23) por las expresiones que se obtuvieron en dicho 
ejemplo: 

= 2(9t 4 -f 9f 2 4- 1) 1/2 
(9 t A -h 4 1 2 + 1) 3/J 


Sea C una curva en el espacio dada por x = /(/), y - 
0(0 y z = h(t)dondef'\ g" y h" existen. La curvatu¬ 
ra K en el punto P(x , y, z) de C es 

l|r'(0 x r"(Oll 


K = 


i|r'(Ol| 3 


= <>n 


1 

Hr'(/)|| 2 
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<b) Reemplazatido / — 1 1 2, 3 y 4 en la f6rmula para K que se obtuvo en la parte (a) 
y usando una calculadora, obtenemos las siguientes aproximaciones (compirense los 
resultados con ios de la tabla de la pdgina 774). 


[ 

i 

2 

3 

4 

{.X, y, Z) 

(i.i. i) 

(2. 4. 8) 

(3.9.27) 

(4,16, 64) 

K 

0.1664 

0.0132 

0.0027 

0,0009 


Usando los teoremas sobre h'mites, podemos demostrar que lfm r _* ro K = 0, es de¬ 
ck, que la curvatura de la llnea dada tiende a la de una recta cuando t aumema* * 


EJERCICJ05 15.5 

EJerciciuM 1-8: Gbtenga formulas generates para las 
componentes tangential y normal de la aceieraddn y 
para la curvatura de la llnea Cdclerminada por r(r). 

1. rit) ~ f*i + (3; + 2)j 

Z. rfr) * (2t* — l)S + 5*j 

3. r(i)-3fi + j A j-f 3r 2 k 

4 . = 4ri + r 2 j + 2t 2 k 

5. dr) = t (cos ri + sen rj) 

i, ik) ** cosh ft +senh tj 

7, K0 = 4 cos fi + 9 sen rj + fk 

I, ((f) = (send + cos tj + k) 

9. Una partfcula sc mu eve sobre la parabola y = 
x 2 de mancra que la componente horizontal de 
su vclotidad es srcmprc 3. Caicute las component 
tes tangeneial y normal de la aederacidn en el 
punto P{ 1, I). 

It- Rcsuclva el Ejerritio 9 suponiendo que la parti- 
cula se mueve sobre la grAilea de y = 2jc j — x. 

11 . Demuestre que si una partfcula recorrc una cur- 
va C con rapidez constante, entonces la acelcra- 
ddn skmprc es normal a C. 

11- Use d Tewema (15*23) para demostrar que si una 
parHcuia se raueve en cl espatio con aceteraridn 


siempre igual a 0, entonces se mueve sobre una 
recta. 

13* Demuestre que si una panicula P recorre una axr- 
va C con rapidez constante, entonces la magni- 
tud de la aceleratibn es directameme proporcio- 
nal a la curvatura de c, cs deck, || a || * cK para 
un numero real c* 

14* Demuestre que si en el Ejercicio 13 otra particu- 
la Q recorre Ccon el doble de rapidez que P t en¬ 
tonces la magnitud dc la acderacten de Q es 
cuatro veccs mayor qur la de P. 

15- Demuestre que si una panicula se mueve sobre 
la grSfica dey = f(x) para a s x ^ b t enton¬ 
ces la componente normal de La acderacitin en 
un punto de inflexion es 0, I lust re este hecho uti- 
iizando r(/> = t\ + r 5 J, 

15. Aptiquc el Tcorcroa (15*23) para demostrar que 
si una curva plana est£ dada paramttricamente 

potx = = 0<r), donde/' y sTexisten* 

entonces la curvatura K cstA dada por el Teore- 
ma (15.17). 

IT* Demuestre que la curvatura en cuaiquier punto 
de lahdlicecircular Jr = o cos - a sen /, z = 
bt. con a > 0 t esta dada por K = a/{a 2 + b 2 ). 

18. Determine la curvatura en (x t y ; z) de la Mtlce 
eifprica que riene ecuationes param&ricas x - 
acost^y = bs£T\t,z - a donden, by cson mi- 
meros reales positivos. 
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15.6 


LEYES DE KEPLER 


Es justo concluir este capitulo poniendo de manifiesto el poder y la elegancia de los 
mdtodos vectoriales, cuando se aplican a la deduccidn de tres leyes cldsicas de la fisica. 
Lo que se presenta en esta seccion no es sencillo porque el problema que se considera 
no lo es. Sin embargo, el estudio de lo que aqui se presenta proporciona una experien¬ 
ce importante que vale la pena adquirir. 

Tras haber analizado durante varios arios una gran cantidad de datos empiricos 
el astrdnomo alemdn Johannes Kepler (1571-1630) formuld tres leyes que describen el 
movimiento de los planetas alrededor del Sol. Estas leyes pueden enunciarse como sigue. 


LEYES DE KEPLER (15.24) 


Primera Ley: La 6rbita de cada planeta es una elipse 

que tiene al Sol en uno de sus focos. 
Segunda Ley: El vector que va del centro del Sol al 

Wo/ nlnnnfo «-- J _„ 


areas iguales en tiempos iguales. 

Tercera Ley 


del planeta en movimiento describe 



Si el tiempo que requiere un planeta 
para recorrer una vez su 6rbita elipti- 
ca es T y el eje mayor de tal elipse es 
2a, entonces T 2 = ka y para una cons- 
tante k. 


u nos cincuenta aftos mds tarde, Sir Isaac Newton (1642-1727) demostro que las Le¬ 
yes de Kepler son consecuencia de su Ley de la Gravitation Universal y de su Segunda 
Ley del Movimiento. La aportacion de estos dos hombres fue extraordinaria porque 
estas leyes explicaron todas las observaciones astrondmicas que se habian realizado hasta 
esa fecha. 


En esta seccidn se demuestran las Leyes de Kepler utilizando vectores. Como la fuerza 
gravitatoria que el Sol ejerce sobre un planeta es mucho mayor que la ejercida por otros 
cuerpos celestes, se despreciardn todas las otras fuerzas que actuan sobre un planeta. 
Desde este punto de vista sdlo hay que considerar dos objetos: el Sol y un planeta que 
gira alrededor de el. 


F1GURA 15.33 



Es conveniente introducir un sistema coordenado con el 
centro de masa del Sol en el origen O, como se ilustra en la 
Figura 15.33. El punto P representa el centro de masa del pla¬ 
neta. Para simplificar la notacidn se denotard al vector de 
posicidn de P por r en vez de r(f). y se usaran v y a para 
denotar la velocidad r'(/) y la aceleracion r '(/), respectiva- 
mente. 

Antes de demostrar las Leyes de Kepler, se probard que 
el movimiento del planeta se realiza en un piano. Si se define 
r ~ II r II» entonces u = (l/r)r es un vector unitario que tie- 
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ne la misma direceiOn que r. De acuerdo con la Ley dc la Gravitation de Newton, la 
fuerza F de atraccidn gravitatoria sobre el planeta estd dada por 



donde A/es la masa del SoL m la del planeta yGcs la constante de la gravitation uni¬ 
versal, La Segunda Ley del Movimiento de Newton (15.12) afirma que 

F = ma. 


Igualando estas dos expresioncs de F y despejando a se obtiene 

GM 

(a) -- 

Esto demuestra que a cs paralcla ar = ru y por lo tanto, r x m = 0, Adem&s, como 
v x v = 0, se ve que 

d . . d* dt 

: (TXV)-r*T 7 + X X» 


dt '■ " ■' ‘ " dt dl 

^rxa + vxv = 0. 


De modo que 


W 


SURA 1114 



r x v - c 


donde c es un vector constante. El vector c desempeftari un 
papel import ante en la demostracidn de las Lcycs de Kepler. 

Como r x v = c, cl vector r es perpendicular a c para 
todo valor de r. Esto implies que la curva trazada por P esta 
en un piano, cs decir, la drbita del planeta es una curva plana, 

A continuacidn se demuestra la Primera Ley de Kepler. 
Pucdc suponerse que el movimiento del planeta se realiza en 
el piano xy* En este caso, el vector c es perpendicular a dicho 
piano y se puede considerar que c tiene la misma direction 
que la parte positiva del eje z t como se ilustra en la Figura 
15.34, 

Puesto que r = ru, entonces 


v = 


dr 

di 


du dr 

r — + — 

dt dt 


u. 


Sustituyendo en c - r x v y usando las propiedades del produeto vectorial resulta 



Como n x u » 0, esto se reduce a 



(c) 
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Usando (c) y (a) junto con (ii) y (vi) del Teorema (14.36), se ve que 



Como || u || = 1, del Ejemplo 4 de la Secci6n 15.2 se deduce que u • ( dn/dt ) — O. Ade- 
mas, u * u = || u || 2 = 1 y por lo tanto, la ultima fdrmula para a x c se reduce a 

du d 

a x c = GM — = — (GM u). 
dtdt 

Esto puede escribirse tambien 

dy d 

axc = —xc = —(vxc 

dt dt 

y por consiguiente, 

£(vxc) = £(GMu). 

Integrando ambos lados de la ecuacion, se obtiene 

(d) v x c = GMu -l- b 

donde b es un vector constante. 

El vector v x c es ortogonal a c y por lo tanto, estd en 
el piano xy. Como u tambien estd en el piano xy , se deduce 
de (d) que b estd en el mismo piano. 

Hasta ahora la demostracidn ha sido independiente de la 
posicidn de los ejes xyy. Se escoge ahora un sistema de co- 
ordenadas tal que la parte positiva del eje x tenga la misma 
direccidn que el vector constante b, como se ilustra en la Fi- 
gura 15.35. 

Sean (r, d) las coordenadas polares del punto P, donde 
r = || r || . Resulta entonces que 

u * b = || u || || b || cos 6 = b cos 0 

donde b - || b ||. Si se define c = || c ||, entonces usando (b) junto con las propiedades 
de los productos escalar y vectorial y tambien (d), 

c 2 = c • c = (r x v) • c = r (v x c) 

= (ru) • (CMu + b) 

= rGM(u - u) + r(u - b) 

= rGM + rb cos 0. 


FIGURA 15.35 
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Despcjando r dc csta ectiacidn, 


r = 


FlGUftA 15.36 


CM + b cos 0 

Dividiendo el numerador y el denominador de la fracd6n entre GM se obtienc 

, . P 

(e) r = 7TT-* 

1 + e cos 0 

donde p = c 2 /GM ye- b/GM. De acuerdo con d Teorema < 13*17), la grdfica dc 
esta ecuaci6n polar es una conica con excentricidad e y foco cn d origen. Como la drbL 
ta es una curva cerrada, sc ticne que 0 < e < 1 y la cdnica es en consecuencia una dip- 
sc. Esto completa la demostraddn de la Primera Ley de Kepler* 

A continuacidn se demostrara la Segunda Ley de Kepler 
Puede suponerse que la drbita del planeta es una elipse en 
d piano xy. Sea r = f{$) una ecuacidn polar de la drbita 
cuando el ceruro del Sol esti en el foco O. Sea P 0 la posi- 
ci6n del planeta al tiempo r 0 y P su position en cualquier 
tiempo / £ t 0 . Como se ilustra en la Figura 15.36, denota- 
mos por & 0 y & los ingulos que con la parte positiva del eje 
x forman op* 0 y OP, respectivamente, 

Por cl Teorema (13.11), cl area A descrita (o barrida) por 
OP durante el iniervalo de tiempo t] es 



y por lo tamo, 


a -SL*** 

— = — f* ir 2 d0 = \r 2 . 
dO t10 J«» 2 2 


Usando este hecho y la Regia de fa Cadcna, 


(f> 


dA dA dO L , dO 

lit = de It = 2 '“ Jl 


Ahora obscrvamos que como r = r cos+ rsenflj + Ok, el vector unitario ti - 
(l/r)r se puede expresar en la forma 

u = cos 0i + senflj 4 - Ok. 


For tanto. 


du n d0. dO t M 

t = -sen0 7 i + cosO - j + Ok. 
dt dt dt 


Mediante cilculo directo se puede demostrar que 

du dt ), 

u X ^ k 

dt dt 

Si c es cl vector que se obtuvo en la demostracidn de la Primera Ley de Kepler, ententes 
de (c) y la ultima ecuacidn, 
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y asi, 

(g) 

Combinando (0 y (g), 

(h) 


7 d0 

c = c = r 2 

tit 


dA , 

5T** C 


es dear, la rapidez con que el vector OP describe el drea A es constante. Esto demues- 
tra la Segunda Ley de Kepler. 

Para probar la Tercera Ley de Kepler se aprovechard la notacibn desarrollada en 
las demostraciones de las primeras dos leyes. En particular, se supone que la 6rbita del 
planeta tiene la ecuacidn polar 

r = ---- 

1 + c cos 6 

donde p = c 2 /GM y e = b/GM (vease (e)). 

Sea T el periodo, tiempo requerido por un planeta para dar una vuelta completa 
alrededor del Sol. De acuerdo con (h), el drea descrita durante el intervalo de tiempo 
[0, T] estd dada por 

-Jo r T> = J>*=ic, 

Esto es igual tambien al area de la regidn del piano delimitada por la elipse. En el Ejem- 
plo 4 de la Seccidn 12.3 se encontro que A = vab para una elipse cuyos ejes mayor 
y menor tienen longitudes 2a y 2 b, respectivamente. Por consiguiente, 

JcT = nab o bien T = 

Por (12.8), 

yja 2 - b 2 


y asi, 


a 2 e 2 = a 2 - b 2 o bien b 2 = a 2 ( 1 - e 2 ). 
t2 _ 4;r 2 g 2 b^ _ 4jr 2 a 4 (l - e 2 ) 


Entonces, 

c 2 

De la demostracidn del Teorema (13.16) (en donde se us6 p = de) se sabe que 

obien 


y por tanto, 


T 2 = 


4 n 2 a* (p 


,,2 . 


Como p — c 2 / GMy lo anterior se reduce a 

4n 2 


T 2 = — a 3 = ka 3 
GM 


donde k - 4t 2 /GA/. Esto completa la demostracidn. 
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15.7 


REPASO 


Defina o discuia 1o sigutente. 

I* Funcidn fiscal ar. 

2, Funcidn vectorial. 

5. Curva en el espacio. 

4. Longitud de una curva en el cspacio. 

5* Umile de una funcidn vectorial. 

6. Continuidad de una funcidn vectorial, 

7. Derivada de una funcidn vectorial. 

8. Fdrmulas de derivacidn para las fundones vec- 
toriales. 

9. Vector tangente a una curva. 

10, Integrates de las fundones vectoriales. 

11. Vdocidad. 

. EJERCICIOS 15.7 

Kierririos 1-2; La poriddn de una particula que se 
mueve en un piano coordenado est£ dada por r( 0* 
Calcute su vdocidad, aceleraddn y rapidez al tiempo L 

1. itl) - + ( 4fl ” 

l. r(f) = (f - senfli + (1 — cos r)j 

5, La curva C esti determinada por 
rlf> = senfli + (d cos tft + e'k 

para 0 £ t £ l ■ 

(a) Halle un vector unitario tangent e a C en el 

punto correspond ten te a ( = 0. 

(b) Cakule la longitud de C. 


12. Aceleracidn. 

15. Vector unitario tangente de una curva. 

14. Vector unitario normal principal de una curva. 

15. Longitud de arco de una curva como pardmetro. 

16. Curvatura de uiia liitea curva plana. 

17; Circunferenda de curvatura. 

18. Radio de curvatura. 

19. Curvatura de una Unea curva en el espacio. 

20. Component tangencial de la aceleracidn. 

21. Componente normal de la aceleracidn. 

22. Lcyes de Kepler. 


4. El vector de posicidn de una particula al tiempo 
t es 

til) = 3ri + t*i + 

(a) Calcule la velocidad y la aceleracidn al tiem¬ 
po f. 

(b) Calcule la rapidez en t = 1* 

5. Sea C la curva determinada por 

ri!) = {t J + l)i + 4fj. 

(a) Encuentre los vectores unitarios tangente y 
normal T(r> y N(f). 

(b) Trace la curva C junto con T(l) y N(1). 
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A Sean u(/) = / 2 i + 6/j + tk y v(i) = t\ - 
♦ 4* 2 k. Encuentre (os valores de f para Ios 
a(/) y v (/) son ortogonales. 

Sean u(/) y v(f) como en el Ejercicio 6. Encuen¬ 
tre A[u(0 x v(/)] y Z7,[u(/) • v(/)]. 

*• Evalue J(sen3ti + e 2, j + cos /k) dt. 

9 - Evalue JJ (4fi -I- t 3 j - k) di. 

10. Determine u(/) suponiendo que u'(t) * 
e~'i - 4 sen 2/j + 3V7k y u(0) = -i + 2j. 

Ejerdcios 11-12: Verifique la identidad sin usar com- 
ponentes. 

11. D, jjuiOjj 2 = 2u(i) ■ u’(t) 

12. D, [iHO u(r) x u"(t)] = u(t) • u'(r) x u"'(r) 

Ejerdcios 13-15: Calcule la curvatura de la linea en 
d punto P. 

13. y = xe x : P( 0,0) 


15. x * 2t\ y = t\ z = 4f; P(x, y , 2 ) 

16. Encuentre las abscisas de los puntos de la grifi- 
ca de y = x 3 - 3x en los que la curvatura es 
maxima. 

17. Sea C la grifica dcy = cosh x. Obtenga la ecua- 
ci6n de la circun ferencia de curvatura de C en 
el punto P( 0, 1). 

18. Dada la curva llamada limazdn r = 2 + sen 0, 
calcule su radio de curvatura en el punto P( r, 2). 

Ejerdcios 19-20: r(/) es el vector de posicibn de una 

particula. Obtenga las componentes tangencial y nor¬ 
mal de la aceleracibn al tiempo /. 

19. r(/) = sen 2ti 4 - cos rj 

20. r(t) = 3fi + f 3 j -|- 1k 
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CAPITUIO 



DERIVADAS PARCIALES 


[^ n este capltulo se generaliza el concepto de derivada al caso 
de funciones de mas de una variable. Esto tiene aplicaciones al 
calculo de razones de camblo, maximos y minlmos y 
aproximaciones usando diferenciales. 
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CAPiTULO 16 • DEftIVADAS PARC ALES 


16.1 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


En los capitulos anteriores las funeiones tenian sdlo una variable independiente. Esas 
funeiones tienen muehas aplicaciones; sin embargo, en algunos problemas aparcccn va¬ 
rias variables independientes: 


El £rea de un rectingulo depende de dos cantidades, la longitud y la anchura. 

Si un objeto se halla en el espacio, entonces la temperatura de un punto P en el 
objeto puede depender de las tres coordenadas rectangulares x , y, z de P. 

Si la temperatura de un objeto en el espacio varia en el tiempo f t entonces se tienen 
cuatro variables x, y t z y f. 

Un fabricante puede saber que el costo C de producir cierto articulo depende de! 
material, la mano de obra, el equipo, el costo de mantenimiento y los gastos gene- 
rales. Entonces, C depende de cinco variables difcrentcs. 

En esta seecidn se definen las funeiones de varias variables y se discuten algunas 
de sus propiedades. Recordemos que una funcidn/es una correspondence que asocia 
a cada elemento de un conjunto D un unico element© de un conjunto E, Si D es un 
subconjunto de U x U y E es un subconjunto de R, entonces/ es una funcidn de 
dos variables ( reates ). La siguiente es otra manera de emmeiar lo anterior. 


DEFINICION (16.1) 


Sea D on conjunto de pares ordenados de numeros rea¬ 
les, Una function / de dos variables es una corresponden- 
cia que asocia a cada par ( x t >>) en D un unico numero 
real que se denota por/(x f y). El conjunto D es el domi- 
nio de /, El contradominio de / consta de todos los nu- 
meros reales fix, y ) para {x, y) en />, 


FIGURA 16.1 


El dominio D en la Defmiddn ( 16 , 1 ) se puede represen- 
tar per puntos en un piano xy y el contradominio por puntos 
en una recta real, nor ejemplo un eje h\ como se ilustra en 
la Figura 16,1. Hay varias flechas que van de los pares orde¬ 
nados en D a los mi meros correspond ientes en el contrado¬ 
minio. Como aplicaddn, consideremos una l&mina delgada 
de metal que tiene la forma de D , A cada punto (x, y) de 
la lamina le corresponde una temperatura /(*, y) que pue¬ 
de medirse con un termometro y se representa en el eje tv, 
Tambien podria pensarse que D es 1- super ficie de un lago 
y fix * y) la profundidad del agua bajo el punto (x, y ). Hay 
muehas otras interpretaciones fisicas dc la Definieidn ( 16 , 1 ). 
A menudo se utiliza una expresidn enxy y para especificar f(x t y ), y se supone 
que el dominio es el conjunto de todos los pares ( x, y) para los que la expresidn tiene 
sentido. Entonces se dice que / es una funcidn de x y y. 
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FIGURA 16.2 



EJEMPLO 1 

xy — 5 

Sea /(x, y) = — . ■■■ ■ . Encontrar el dominio D de /, 

2y/y-x 2 

esquematizar D y representar los numeros /(2, 5), /(l, 2) y 
/(-l, 2) sobre un eje w, como en la Figura 16.1 

Solucion Analizando el denominador de /(x, y ), vemos 
que el dominio D es el conjunto de todos los pares (x, y) ta¬ 
les que y - x 2 es positivo; es decir, y > x 2 . Entonces, la gra- 
fica de D es la parte del piano xy que se encuentra arriba de 
la parabola y = x 2 , y se muestra en la Figura 16.2. 
Sustituyendo valores, 


/(2, 5) = 


< 2 )( 3 ) - 5 
2 ^ 5-4 


5 

2 ' 


Analogamente,/(l, 2) = —§ y /(-l, 2) = -j . Estos valores de la funcibn estan in- 
dicados en la Figura 16.2 sobre el eje w. • 


FIGURA 16.3 


A veces se usan fdrmulas para definir las funciones de dos variables. Por ejemplo, 
la fdrmula V = irr 2 h expresa el volumen V de un cilindro circular recto como una 
funcion de la altura h y el radio de la base r. Los simbolos r y h se llaman variables 
independientes y V es la variable dependiente. 

Una funcion /de tres variables (reales) se define como en (16.1) excepto que el do¬ 
minio D es un subconjunto de IR x [R X R. En este caso, a cada terna ordenada 
(x, y , z) en D se le asocia un unico numero real /(x, >\ z). 
Si D se representa como una region en tres dimensiones, 
como se ilustra en la Figura 16.3, entonces a cada punto 
(x, y , z ) en D le corresponde un unico punto /(x, y , z) en 
el eje w. Como aplicacidn, se puede considerar a D como un 
objeto sdlido y a /(x, y, z) como la temperatura en (x, y> z). 

A menudo las funciones de tres variables se definen me- 
diante expresiones. Por ejemplo, 



/(*,%*) = 


xe* + yjz 2 + 1 
xy sen z 



determina una funciOn de x, y y z. Tambi^n se usan fdrmu- 
las como V = Iwh, que es el volumen de un prisma rectan¬ 
gular de lados /, wy h, para definir funciones de tres variables. 

Regresemos a la funcion / de las dos variables x y y. 
La grafica de / es, por definicidn, la grdfica de la ecuacion 
z = /(x, y) en un sistema de coordenadas rectangulares en 
tres dimensiones y es, en general, una superficie S de cierto 
tipo. Si se representa D por una region en el piano xy, en¬ 
tonces el par (x, y) en D queda representado por el punto 
(x, y, 0). Los valores de la funcidn /(x, y) son las distan¬ 
ces (con signo) del piano xy a S, como se ilustra en la Figura 
16.4. 
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EJEMPLO 9 Sea / la funcion con dominio D tal que 

/(x, y) = 9 - x 2 - >' 2 y D = {(x.y):x 2 + /£9}. 

Trazar la grdfica de / e indicar las trazas en ios pianos z = 0, z - 2, z = 4, z = 6 
Y * = 

Solution El dominio D se puede representar por todos 
Ios puntos del drculo ddimitado por ta circunferencia x 2 + 
y 2 = 9 en el piano xy. La grAfica de /es la parte de la gra- 
fica de 

z = 9 - x 1 - y 2 

(un paraboloide) quc se encuentra arriba del piano xy (viase 
la Figura 16.5). 

Para encontrar la traza en el piano z = k t considerarpos 

k = 9 - x 2 - y 2 o bien x 2 + y 2 = 9 - h. 

Tomando k = 0, 2, 4, 6 y 8 obtcnemos las drcunferencias 
con radios 3, V7, V5, ^3 y 1, respectivamente, que se mues- 
tran en la Figura 16.5. 

Oiro mdodo grafico que es util para describir una funddn / de dos variables con¬ 
sole en trazar en el piano xy las graficas de las ecuaciones /(*, y) - k para varios valo- 
res de k . Las grAfkas que se obtiencn dc esta manera son las curvas de nivel de la funcidn 
/. Es important observar que cuando un punto {x t y ) se mueve sobre una curva de 
nivel, los valores /(jc f >0 de la funcidn no cambian. 


FIGURA 16.$ 

Traj-as circulars en Jos pianos z - k 



FIGURA 16.6 

Curvas de nivd 9 - x 1 - y 1 « k 



EJEMPLO 3 Trazar algunas curvas de nivel dc la funcidn 
/ del Ejemplo 2. 

Solution Las curvas de nivel son las grAficas de ecua¬ 
ciones de la forma /(*, y) = k f es dedr, 

9 _ x 2 - y 2 = k o bien x 2 + y 2 = 9 - k , 

en el piano xy, fistas son drcun ferencias cuando 0 ^ k < 9. 
En la Figura 16.6 se tienen las curvas de nivel correspondien- 
tcs a k = 0, 2, 4, 6 y 8. Estas curvas de nivd son las proyec- 
ciones en el piano xy de las trazas circuiares marcadas en la 
Figura 16,5. • 


Si/es una funcidn de dos variables y se trazan las curvas de nivel /< x, y ) = k para 
valores equidistanies de k tales como k — 0, 2, 4 t 6 y 8 en el Ejemplo 3, entonces la 
cercanfa de curvas sueesivas da informacidn acerca del declive en la grAfica de /. En 
la Figura 16*6 las curvas de nivd correspondiemes a k - 0 y k = 2 estAn mAs cerca 
una de otra que las correspondientes a* = 6y* = 8y esto indica que la superficie 
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C " la F \ gUr f ! 6 ' 5 esti lncl 'nada en los puntos cercanos al piano que 
en los puntos mis alejados de el. y M 

Las curvas de nivel se usan frecuentemente en la elaboration de mapas orogrificos 

L. v) °on Ur, H 8Ura . ' Cjempl °’ SCa fiX ’ y) 13 alti,ud (en metros ) ^ un punto 
da’en la ?iiuUffiV T ' (c0 ° rdenadas geogrdficas). En la montafla representa- 

, r ,g “ ra J 6 ; 7> ' nd,Can CUrvas de nivel (en tres dimensiones) correspondienles 

a las altitudes de 0, 100, 200, 300 y 400 metros. Se puede pensar que estas Urvas se 
obtienen rebanando” la cohna con pianos horizontales paralelos a la base. Una per- 

iTUnUUn™ 116 f,° If' 8 ® de Una de estas curvas estara sie mpre a la misma altitud. 

' Z iS p S , enSi0nCS) COrreSP ° ndienteS a las mismas a 'titudes se mues- 
rWn U F g / a 6 ' 8 ' Estas Curvas re P resen tan la montafla en el piano de configura- 
cidn como vista directamente hacia abajo desde un avibn. g 


FIGURA 16.7 

Altitudes en una montafla 



FIGURA 16.10 

Isotermas 



FIGURA 16.11 

Curvas de nivel de/(jr,^, z) 


y 



FIGURA 16.8 

Mapa orogr^fico (representacidn 
de la montafla anterior) 




FIGURA 16.9 

Profundidad del agua 
de un lago 


Para indicar la configuration del fondo de un 1 se em- 
plean pianos similares (mapas hidrograficos). En la Figura 
16.9 se tiene un ejemplo; ahi f(x, y) es la profundidad (en 
pies) bajo el punto (x, y). iQui partes del lago tendrian que 
evitar los esquiadores? 

En la Figura 16.10 aparece otro ejemplo de curvas de ni- 
vcl en un mapa meteorologico o climalico de Estados Uni- 
dos, en donde f(x, y) denota la temperatura maxima (en 
grados Fahrenheit) en (x, y) durante cierto dia. Las curvas 
de nivel son las isotermas y a lo largo de cada una la tempe¬ 
ratura es constante. Se puede trazar un mapa meteorolbgico 
diferente en el que f(x :, y) represente la presibn atmosferica 
en (*, y). En este caso, las curvas de nivel se llaman isobaras. 

Sl ( esuna funci6n de tres variables x, y, z, entonces, 
por definition, las superficies de nivel de / son las graficas 
de/(*. y, z) = k para los diversos valores reales de k. Si se 
toman k = w 0 , vv, y w 2 , las graficas resuitantes son las 
superficies respectivas Sq, S, y S 2 , ilustradas en la Figura 
16.11. Si un punto (*, y, z) se mueve sobre una de estas su¬ 
perficies, entonces /( x, y, z) no cambia. Si f(x, y, z) es la 
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F1GURA 16.19 


temperatura cn ( x f y t z), emonces las superficies de nivel se llaman superficies isot^r- 
micas y la temperatura es constante en cada una de ellas. Si f(x t y t 2) rcprcsenta el 
potential dectrico, emonces las superficies de nivel son las 
superficies equipofenciales y mientras (a\ y t z) permanezca 
en una de ellas, el potencial (o voltaje) no eambia. 


Superficies de nivel 


Z - sfx* + ? - k 



EJEMPLD 4 Sea f{k\ % z} = z-^Jx 2 + y 2 . Esquematizar 
algunas de las superficies de nivel de /. 

Solution Las superficies de nivel son las grdficas de 

z - Jx 1 + y i = k o bien z = sfx 2 + v 2 + k 

para cualquier numero k. Para cada k se obtiene un cortfc 
circular recto con su eje a lo largo del eje z . En la Figura 
16.12 esidn representados los casos k = —\, k = 0 t k = \ 
y k = 2. • 
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feni) 2 = cos x + cos y 


(viii) z 


j cos (2x 2 -f y 2 ) 
1 + 2x 2 + y 2 






1 - 2 cos [x 2 + y 2 ) 


(xj z = cos X -+ 3 cos (3x + y) 




(xi) z = In (2x 2 4- y 2 ) 



m z 


>/l - y 2 si |jr| £ I y \y\ z I, o bien 
si \x\ s I y \y\ <; \x\ 

< Z "2 si | v| 1 y |jrj £ 1, o bien 
V si \y\ s 1 y |*| <; \y\ 

si |*| * 1 y |y| ;> 1 

0 



Se pueden usar las computadoras para representar graficamente las curvas de ni- 
vel, las trazas de una superficie en varios pianos y superficies en diversas perspectivas. 
Los cioquis que se obtienen de esta manera se llaman graficas de computadora o graft- 
cas generadas por computadora. La Figura 16.13 y las de los Ejercicios 21-26 muestran 
varias ilustraciones obtenidas por medio de computadora. 
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EJERCICIOS 16.1 


Ejerdcios 14: Determine el dominio de fy el valor 
de / en los puntos indicados. 

1. /(x.y> = 2x-y J ; (-2,5), (5, -2), (0, -2) 

2. /(*.y)-(y + 2)/x; (3,1H 1,3). (2,0) 

3. /<«.») = uv/(u - 2v); (2,3). (-1,4), (0,1) 

4. f(r, s) = JT=~r - f“, (1, IX (0, 4X (-3,3) 

5. fix,y,z) = J25 - x 2 - y 1 - z 2 \ (1,-2.2X 
(-3,0,2) 

6. fix, y, r) = 2 + tan x + y sen *; (tr/4,4, r/6). 
(0.0.0) 

Ejercktos 7-12: Describa la grafica de /. 

7. /(*,y>=Vi - -* 1 -/ 

*. fix, y) = X 1 + y* - l 
9. fix, y) = 6 - 2x - 3y 

10. /(x,y)«>/y J -4x J - 16 

11. fix, y) - v/72 + 4x l -V 

12. fix. y) = V* 1 + 4y* + 25 

Ejcrrkios 13-18: Trace algunas de las curvas de nivel 
de/. 

>3- 

14. /(*. y) — 3x — 2y 
is. fix, y)-x* - y 
It. fix, y) = xy 

17. fix, y) = x 2 + y* - 4x + 6y + 13 
1*. fix. y) = 4.x 1 + y J 

1®. Sea /(.at, .vj = y arctan x. Encuentre una ecua- 
cidn para la cunra de nivel de / que pasa por el 
punto P{ l, 4). 


21. z =* (wenxy)fxy (■> 







20. Sea f(x t y f z} = x 2 + - z 2 . Encuentre una 

ecuadtin para la superfide de nivel de / que pa¬ 
sa per el punto P{ 2* -1, 3). 

Ejercidos 21*26: Se da una funcidn de dos variables 
con su correspond ieme sistema de curvas de nivel. 
Idemifique la grafica por computadora en (a)-(f) que 
correspond* a cada funddn. 


25. 


z = ixy 3 - x i y)/Z 
— 2 S x < 2, -2sy£2 

















16.1 Funciones de varias variables 

26. z = y 4 — 8 y 2 — 4x 2 , (f) 

-3^x^3, -3 <y <3 


r jercicios 27-32: Describa las superficies de nivel de /. 

27 • fix , y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

28. fix, v\ :) = :+r + 4y 2 

29. /(x, y, z) « x + 2y + 3z 
•*0* fix, y, z) = x 2 -I- y 2 — z 2 

31. f{x , y , z) = x 2 + y 2 32. /(x. y, r) = z 

3. ; Una lamina de metal plana esti situada en un pia¬ 
no xy y la temperatura T (en °C) en el punto 
(x, y) es inversamente proporcional a la distan- 
cia al origen. 

(a) Describa las isotermas. 

(b) Suponiendo que la temperatura en el punto 
P( 4, 3) es 40°C, encuentre una ecuacibn de 
la isoterma correspondiente a la temperatura 
de 20°C. 

34. El voltaje V en un punto P(x, y % z) est£ dado por 
V = 6/(x 2 + 4y 2 + 9z 2 ) ,/2 . 

(a) Describa las superficies equipotenciales. 

(b) Encuentre una ecuacibn para la superficie 
equipotencial V — 120. 

35. Segun la ley de la gravitacibn universal de New¬ 
ton, una particula de masa M que est£ en el ori¬ 
gen de un sistema de coordenadas rectangulares 
ejerce una fuerza Fsobre una particula de masa 
m localizada en el punto (x, y , z), dada por 

GMm 

b ~ x 2 + y 2 + z 2 

donde G es la constante de la gravitacibn. <,Cuan- 
tas variables independientes hay en esta expre- 
sibn? Tomando My m como constantes, describa 
las superficies de nivel de la funcibn resultante 
de x, y , z. £Cu£l es el significado fisico de estas 
superficies de nivel? 

36. Segun la ley de los gases ideates , la presion P, 
el volumen V y la temperatura T de un gas ence- 
rrado estdn relacionadas por la fbrmula PV *= 
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kT f donde k es una constante. Exprese P como 
una funcidn de Vy T, y describa las curvas de 
nivel de esta funcibn. ^Cudl es el significado fi¬ 
sico de estas curvas? 

37. La potencia P producida por una rueda de vien- 
to (turbina eblica) es proporcional al producto 
del area A descrita o barrida por las aspas, y la 
tercera potencia de la velocidad del viento v. 

(a) Exprese P como una funcibn de A y v. 

(b) Describa las curvas de nivel de P y explique 
su significado fisico. 

(c) Si el didmetro del £rea circular barrida por 
las aspas de una rueda de viento es de 3 m 
y la velocidad del aire es 30 km/h, entonces 
P = 3000 W (watts). Obtenga una ecuacibn 
para la curva de nivel P = 4000. 

38. Si x es la velocidad del viento (en m/s) y y es la 
temperatura (en °Q, entonces el factor de enfria- 
miento por viento F (en kcal/m 2 • h) esta dado 
por F = (33 - yXlOVx - x + 10.5). 

(a) Describa las velocidades y temperaturas pa¬ 
ra las que el factor F es 0. (Suponga que 
0 ^ x < 50 y -50 ^ y ^ 50.) 

(b) La piel humana expuesta se congela cuan- 
do F > 1400. Trace la gr&fica de la curva 
de nivel F - 1400. 

39. En la figura se muestran curvas de nivel del area 
de la superficie del cuerpo humano (en m 2 ) en 
funcibn del peso x (en kg), y la estatura y (en cm). 
Utilice este sistema de curvas de nivel para cal- 
cular aproximadamente el &rea de la superficie 
de su propio cuerpo. Compare este cdlculo con 
uno mas preciso que se obtiene usando la fbrmula 
de Dubois y Dubois 

S = 0.007 184x 0425 y 0725 

EJERCICIO 39 



PESO (EN KG) 


40. La frontera superior de la regibn semicircular que 
se muestra en la figura se mantiene a una tempe¬ 
ratura 10°C, y la frontera inferior, a 0°C. A la 
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larga, cuando se alcance d estado estacionario. 
La temperature Ten un punto (*, y) de la regidn 
estd dada por 


20 . 
7X-v, V) = — tan 1 

71 



Demuestre que las isotermas son arcos de circun- 
ferencia que tienen su centre en La parte positiva 
dd eje y y pasan por Los puntos (-1,0) y (1. 0). 


Trace la isoterma correspondieijte a la tempera¬ 
ture de 5°C. 

EJEROOO 40 



mn UMITES y CONTINUIOAD 


Sea / una funtidn de dos variables y consideremos f(x f y) cuando {x, y) varia dentro 
del dominio D de f Como un ejcmplo fisico, supongamos que una Mmina de metal 
plana tiene la forma de la regidn D en la Figura 16,14. A ca- 
da punto ( x , y) de la lamina le corresponde una tempera!ura 
figura 14,14 y) que se mide con un term6metro y se representa en el 


lamina temperatura 



eje w t Cuando el punto (x, y) se mueve dentro dc La lamina, 
la temperature aumenta, disminuye o permanece constante 
y per lo tanto, d punto en d eje w correspondiente a f(x f y ), 
se mueve en la direccidn positiva, en La direccion negativa o 
permanece quieto f segiin el caso, Si la temperatura fix, y) 
se acerca a un valor fijo L cuando (x t y) se aproxima cada 
vez mds a un punto fijo (a, b), entonces esto se denota co- 
mo slgue. 


NOTACION DE UMITE (16.2) ( Jim M Xx.y) = L. 


FIGURA 14-15 





0 


Esto puede leerse: d limite de /( x t cuando (x t y) tiende 

a (a, b) es L. 

Para deflnir (16.2) de manera matemdticamente prccisa, 
procedemos como siguc, Para todo £ > 0, considerese d in¬ 
ter valo abierto (4 - e, L + £) en el eje w, como se ilustra 
cn La Figura 16,15. Si (16,2) se satisfacc, entonces existe un 
d > 0 tal que para todo punto ( x , y) dentro del circulo 
radio 6 con centre (a\ 6), exeepto posiblemente en ( a , b\ 
mismo, d valor de la funcidn fix, y) esta en d intervalo 
(L - t, L + £)* Esto equivale al siguiente enunciado: 

Si 0 < *J(x — a) 2 4- (y - h) 2 < 6, 

entonces |/(x, y) - L| < e. 

For lo tamo, se tiene Lo siguiente. 
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DEFINICION DE 16.3) 
UMITE 


FIGURA 16.16 



*<a.b.O> 


Sea / una funcion de dos variables definida en todo el 
interior de un circulo con centro ( 0 , b ), excepto posible- 
mente en ( 0 , b ) mismo. El enunciado 






, lim f(x, y) = L 

(X, v)-(o. b) 






significa que para todo t > 0, existe un 5 > 0 tal que 

Wmm ' ' , 77 ; ; 77 ” WttK/iKM 



entonces 


| f(x,y) -/.<£. 


Si se considera la gr^fica de/ilustrada en la Figura 16.16, 
entonces (intuitivamente) la Definicidn (16.3) significa que 
cuando el punto (x, y, 0) tiende a ( 0 , b y 0) en el piano x , y , 
el punto correspondiente (x, y , /(x, y)) en la grafica S de/ 
tiende a ( 0 , b , L) (que puede estar o no en S). Es posible de- 
mostrar que si el li'mite L existe , entonces es unico. 

Si/y g son funciones de dos variables, entonces/ + g , 
/ ” y> f9 y //£ se definen de la manera acostumbrada y 
puede generalizarse a este caso el Teorema (2.15), referente 
a sumas, productos y cocientes de limites. For ejemplo, si/y g tienen limite cuando 
(x, y) tiende a ( 0 , b ), entonces 


lim [/(x, y) -I- g{x y y)] = lim /(x, y) + lim g{x y y), 

(x.y)-(a.h) (x,y)-*<a.b) (x.y)-(a.b> 

ffx vl 1,m f(X ' y) 

lim \ ' y <■■ ■ •» - — s i li m </(x, y) ^ 0, 

(*,y)-<a.b)0(x, y) Mm ^(x, y) <*.y)-<«.f» 

(x.y)-(fl,6) 


lim \fj(x^y) - V Mm /(*. y) si lim /(x, y) > 0, 

(x,y>-<a.b) (x.y)-»<a.b) (x,y)-»(«.b) 

etcetera. 

Una funcidn /de dos variables es una funcion polinomio si /(x, y) se puede expre- 
sar como una suma de terminos de la forma cx m y n y donde c es un numero real, y m 
y n son enteros no negativos. Una funcidn rational es un cociente de dos polinomios. 
Como en el caso de las funciones de una variable, los limites de los polinomios y las 
funciones racionales de dos variables pueden calcularse por sustitucidn. 


EJEMPLO 1 Evaluar 


(g) lim (x 3 - 4xy 2 + 5y — 7) 

(x.y)-*(2. - 3) 


(b) 


lim 

(x.y)-(3.4) 


x 2 — y 2 
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Solucion 

(a) Como -v 5 - 4j ry 3 + 5y - 7 es un polinomio, podemos calcular el limile sustituyen- 
do x por 2 y y por -3. Entonces, 

lim (x J - 4xy 2 + Sy - 7) = 2 J - 4(2)( - 3) J + 5( - 3) - 7 

=8 — 72— IS — 7 = — 86 


(b) Bs posible procedcr como sigue: 


lim 


_a _ u 2 ltal (* 2 - y 2 ) 


-Jx 2 + y* l(m jx 1 + y 2 

u,ri-i3.4i 


-7 = _7 

+ 16 5 


9-16 

v ; lim (? + F) 


/ 


EJEMPLO 2 


Demostrar que 


x 2 - v 2 

Hm 


no existe. 


Solucion Sea 


/<*>}') = 


x 2 -y 2 
x 2 + y 2 ' 


La funcidn /es racional; sin embargo, no se pueden sustituir x y y por 0 porque eso 
daria un denominador nub* 

Sea (x t 0) cuaiquier punto en d eje x. Entonces, 


fix, 0) 


x 2 - 0 
* z + 0 


= 1 


siempre que x & 0. 


Para cuaiquier punto 


(0, y) en d eje y> 


My) 


-y 

+ y 2 


siempre que y # 0. 


FIGURA 16.17 



Por )o tamo, todo drculo con centre (0, 0) contiene puntos 
en bs que el valor de/e sly pumos en bs que el valor dc 
/es -1, como se ilustra en la Figura 16*17, Se deduce que 
d I (mite no existe porque si se toma t » 1 en la Deflnicion 
(16.3) no hay ningun inter valo abierto (I - £ + e) en 

el eje w que conienga a l y a — 1. Per lo tanto, es imposible 
hallar ningun 5 > 0 que satisfaga las condiciones de la de- 
finidOn, * 


La Figura 16*18 muesira una grafiea dc/generada por computadora* Observcsc 
que para x * 0 y y * 0 la grafiea contiene todos los puntos ( x > 0, 1) y (0, y % -1), como 
se observo anteriormente, Puede demostrarse que toda la grifica se encuentra entre 
bs pianos 2 = *1 y z - t. 
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FIGURA 16.1t 



En el Capitulo 2 se demostro que lim^/(x) no existe 
para una funcion con una discontinuidad de saito en x = a y 
probando que linw/(x) y lim t _^/(x) no son iguales. 
Cuando se consideran tales li'mites unilaterales, se piensa que 
el punto sobre el eje x con coordenada x tiende al punto con 
coordenada a por la izquierda o por la derecha. La situacion 
analoga para las funciones de dos variables es mas compli- 
cada porque en un piano coordenado hay una infinidad de 
curvas diferentes o Irayectorias a lo largo de las cuales (x, y) 
puede acercarse a (cr, b ). Si el lirnite en la Definicidn (16.3) 
existe, entonces/(x, y) tiende al lirnite L independientemen- 
te de la trayectoria escogida. Esto ilustra la siguiente regia 
para analizar los li'mites. 


REGLA DE LAS DOS (16.4) 
TRAYECTORIAS 


Si dos trayectorias que llevan a un punto P(a , b) produ- 
cen dos valores li'mites diferentes para /, entonces 




_ lim /(x, y) 



A continuation se resuelve el Ejemplo 2 usando (16.4). 


EJEMPLO 3 Demostrar que lim -=—no existe. 

(x.y)^(o.o) x 2 + y 2 

Solucion Si (at, y) tiende a ( 0 , 0 ) a lo largo del eje x, entonces la coordenada y 
siempre es cero y la expresidn (x 2 - y 2 )/(x 2 + y 2 ) se reduce a x 2 /x 2 o a I. Entonces, 
el valor lirnite a lo largo de esta trayectoria es 1 . 

Si ( x , y) tiende a ( 0 , 0 ) a lo largo del eje y , entonces la coordenada x es cero y 
(x 2 - y 2 )/(x 2 + y 2 ) se reduce a -y 2 /y 2 o a -1. Como se obtienen dos valores dife¬ 
rentes, por la Regia de las Dos Trayectorias (16.4), el lirnite no existe. 

Por supuesto, pueden escogerse otras trayectorias que Ilegan al origen. Por ejem¬ 
plo, si (x, y) tiende a ( 0 , 0 ) a lo largo de la recta y = 2 x, entonces 

x 2 - y 2 _ x 2 - 4x 2 - 3x 2 3 

x 2 + y 2 x 2 + 4x 2 5x 2 ~~ 5 

y por lo tanto, el lirnite a lo largo de la recta y = 2 x es - 5 . 

Para dar una solucidn alternativa, podemos cambiar la expresidn en x y y a coorde- 
nadas polares como sigue: 

x 2 - y 2 r 2 cos 2 0 — r 2 sen 2 0 

~ x 2 + y 2 =-p-- cos 2 0 - sen 2 0 = cos 20. 


Cuando (x, y) -*> ( 0 , 0 ) a lo largo de cualquier rayo 6 = k y el valor de la funcion es 
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Si ( a , b)esun punto en la frontera, se usa la Definicidn (16.3) con la restriccidn adicio- 
nal de que ( x , y) debe estar tanto en el ctrculo de radio 6 como en R. Los teoremas 
sobre limites pueden entonces generalizarse para puntos en la frontera. 

Una funci6n/de dos variables es continua en un punto interior (a, b) de la region 
R si f(a> b) existe, fix , y) tiene un limite cuando ( x , y) tiende a ( a , b) y 

lim f(x , y) = f{a y b). 

ix.y)-(a. b) 

Este concepto se puede generalizar para puntos ( a , b) en la frontera de R aplicando 
las restricciones mencionadas para los limites en puntos de la frontera. Si R est£ conte- 
nida en el dominio D de/, entonces/es continua en R si es continua en todo par (a y b) 
de R. Si/es continua en /?, entonces un cambio pequefto en (x, y) produce un cambio 
pequefto en /(x, y). Haciendo referencia a la grafica S de / (vease la Figura 16.16), 
si (x, y) estd cerca de (a , b ), el punto (x, y f fix , y)) en S esta cerca de (a, b , fia , b)). 
Por lo tanto, en la grafica de una funcion continua de dos variables no hay hoyos ni 
saltos verticales. 

Se pueden demostrar teoremas sobre la continuidad de las funciones de dos varia¬ 
bles que son anAlogos a los de las funciones de una variable. En particular, los polino- 
mios son funciones continuas en todas partes y las funciones racionales son continuas 
excepto en los puntos donde el denominador es cero. 

La discusidn anterior sobre limites y continuidad puede generalizarse al caso de fun¬ 
ciones de tres o m£s variables. Por ejemplo, si /es una funcion de tres variables, se 
tiene la siguiente definicidn. 


DEFINICION (16.5) 


Sea/una funcidn de tres variables definida en el interior 
de una esfera con centro (a, b , c), excepto posibL 



en (a, b> c) mismo. El enunciado 


lim f(x , y % z) = L 

(x, y, z)—(a, b , c) 

significa que para todo t > 0 existe un 5 > 0 tal que si 
0 < V(jr - a ) 2 + (y - 6) 2 + (z - c) 2 < 6, 


entonces | fix, y, z) - L | < £. 

. .- - . . - , 


Se puede dar una interpretacion grafica de la Definicidn (16.5) parecida a la que 
se ilustrd en la Figura 16.14. La diferencia es que en tres dimensiones en vez de un ctrcu¬ 
lo en el piano xy se usa una esfera de radio 6 con centro en el punto ia , b t c). Especifi- 
camente, para cualquier t > 0, se considera el intervalo abierto (L - £, L + £) en el 
eje w , como en la Figura 16.20. Si (16.5) se cumple, entonces existe un 6 > 0 tal que 
para todo punto (x, y t z) en la esfera de radio 5 con centro en (a, b , c), excepto posi- 
blemente para (<ar, b y c) mismo, el valor de la funcidn fix , y , z) esta en el intervalo 
iL -£, L + £). 
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FIG UR A 16-SO 



La dcftnicidn de limitc (16.5) puede generalizarse al caso 
de un punto (a t b, c) en la frontera de una region R, agre- 
gando La restriccidn de que { x T y* z) est£ tanto dcntro de la 

esfcra de radio & como en R* 

Una funcidn / de ires variables es continua en un punto 
interior (a, b, c) de una regidn si f(a T b t c ) exists, f[x, y , z) 
tiene un limitc cuando (x* >, z) tiende a (a, b, c) y 

tim /(x, y, z) = /(a, 6, c). 

(.1, k. c| 

La continuidad en un punto de la frontera se define usando 
la generalizacidn de la Dcfmicidn (16.5) para puntos en la 


frontera. 

Puede generalizarse la definicidn de limite de una funcidn a cuatro o mis variables, 
pero en esos casos no se dan interpretaciones geomdtricas. 

En la Scccidn 16.5 se estudiari la composicidn de funciones de varias variables. 
Como un ejemplo scncillo, si/es una funcidn de dos variables x y y t y g es una funcidn 
de una variable f, entonces sus valores sc denotan por f{x, y) y g(t) y se puede obtener 
una funcidn h de dos variables susliluyendo / por /(x, y ); es decir, defmiendo h (x, y) = 
y(/(x f /)) siempre y cuando el contradominio de/estd contenido en el dominio de g. 
Esto se ilustra en el siguientc ejemplo. 


EJEMPLO 5 Exprtsar g{fix, j>) en tdrminos dexyy,y encontrar el dominio de la 
funcidn compuesta resultants. 

(a) f(x, y\ - xe* y g(t) = 3t 1 + f + 1 

(b) fix, y) = y - 4.x J , 0 (f) = sen /t 

Solucion En cada caso sustituimos f por f(x t y )- Asi: 

(a) giAx, y)) = gixe") = 3x J e Ir + xe y + 1 

(b) 9</(x. y)) = fKy - 4* 2 ) = sen Vy^4 a* 

El dominio en la pane (a)esix R, y en la parte (b) consta de todos los pares orde- 
nados (x, y ) tales que y 2 4x 2 . 


Para funciones del tipo ilustrado en el Ejemplo 5, se puede demostrar el siguiente 
resultado que es anilogo al Teorcma (2.27). 


TEOREMA (16.6) 


Si una funcidn / de dos variables es continua en (a, b) 
y una funcidn g de una variable es continua en f(a, 
entonces la funcidn h definida por A(x t y) = g (/{x, y)) 
es continua en (a f b)> 


El Teorema (16.6) ayuda a vcrificar la continuidad de la composicidn de funciones 
de varias variables, como el siguiente ejemplo lo ilustra. 
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E/EMPIO 6 Sea h{x, y) = e x * Sx y*y\ Demostrar que h es continua en todo par 
(a, b ). 

Solucion Si definimos /( x, y) = x 2 + 5xy + / y g(t) = e\ resulta que h(x, y) = 
Q\f(x, .y)). Como/es un polinomio, es una funcion continua en todo par (a, b). Ade- 
mds yes continua para todo t = /(a, b). Por lo tanto, segun el Teorema (16.6), h es 
continua en (a, b ). • 


EJERCICIOS 16.2 


Ejercicios 1-10: Calcular cl limite si existe. 

x 2 -2 


1. 


liiti 


(*,»-«>. o) 3 4- xy 

x 3 - x 2 )’ -I- xy 2 - y 3 


2. lim 

0c.y>-<0. 0) 


3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 


lim 


x 2 + y 2 
2x 2 - y 2 


<*./>-<o.o) x 2 4- 2 y 2 

x 2 — 2xy 4- 5y 2 

lim ——=-—=— 

<*.»-<o,o) 3x 2 4-4 y 2 

xy 2 


Um 


..... 2 j (Sugerencia: Use 

(jt.jr)-(o.o) X 4- y C oordenadas polares.) 


Hm 


(jt.w-<o.o) x 2 4- y 2 

xy — 2x - y 4- 2 


lim 


10. 


<x.y>-(i. 2 ) -x 2 4- y 2 — 2x — 4y 4- 5 
.. 3xy 

Um —7——r 

(jr.jt)-( 0 . 0 ) 5x 4 4- 2y 4 

3x 3 - 2x 2 y 4- 3y 2 x - 2y 3 
x 2 4- y 2 
xy 4- yz 4- xz 


9. lim 

<*.»-«>. 0) 


lim 


U.y.r)-(O.O.O) X 2 4" V 2 4" Z 2 


Ejercicios 11-16: Ejecute el analisis de la continuidad 
de la funcidn /. 

11. /(x,y)«1n(x4-y-l) 

xy 


12. f(x,y) = -j 


x 2 — y 2 


13. /(x, y, z) = 


1 


x 2 4 - y 2 -z 2 


15. /(x, y) = > /xe vT ^ 7i 

16. /(x. y) = j25-x 1 -y i 


17. En la figura se ilustra una gr^fica gencrada por 
computadora de 

X 2 4- v 2 

Si se define/(0, 0) como 0, entonces parece que 
/es continua en (0, 0). Investigue 

h ' m U, yyi o. 0)/(*» y) 
usando coordenadas polares. 



18. En la figura se muestra una grafica generada por 
computadora de 


fix, y) 


sen(2x 2 4- y 2 ) 
x 2 4- y 2 


para -0.8 <; x 0.8 y -0.8 s y <; 0.8. Pare¬ 
ce haber una “grieta” en la grAfica justo arriba 
del origen. Analice Iim (jr >0) /(x, y) estu- 
diando los limites a lo largo de rayos 6 = 0 O . 
(Sugerencia: Use la Regia de L’Hopital.) 


EJERQGO 18 



14. /(x, y t z) = y/xy tan z 
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Ejcrcicios 19-12: Encuemre h(x, y) = g[f(x, y)) y 
use el Teorema (16,6) para determinar en ddnde es 
continua h . 

19. fix, y) = x 1 — y\ m = (t 2 - 4}/f 

20. fix, y) - 3.x + 2y - 4, c/(f) - In (f + 5) 

21. fix, y) = x + tan v f g(z) - z 1 + I 

22 . JXx f y) ~y\nx t g(w) - e w 

23. Sean/(xy> - * 2 + 2y, ffU) = e' Y Hti = 
t % ~ 3f. Encucntre g(fix, y))> h{f(x, j)) y 

Asin, A(O). 

24. Sean fix, y* z) = 2x + ye 1 y g(f) = r 2 . En- 
cuentre g(f{x, y , z)). 

25. Sean /{if, v) = uv - 3u + v, g{x> y) = x - 2y 
y KxjO - 2x + y. 

Encucntre f[g{x t yh *(X JO). 

26. Sea fix, y) = 2* + y. 

Encuemre /(/(*, y), /(*, y)). 


27. Gcneralice la Definition (16.3) a las funciones de 
cuairo variables. 

28. Demuestre que si/es una funridn continua de 
dos variables y f{a, b) > 0, entonces exists un 
drculo Cen d piano xy con centro (a. b) tal quc 
f(x, y) > 0 para todo par (x, y) que cst£ cn d 
dominio defy en C, 

20. Demuestre, directamente a pariir de la Definiddn 
(16.3), que 

(a) lim x = a . 

(b) lim y - b. 

tx . *>-<*. *J 

30 . Demuestre, directamente a partir de la Definition 
(16.3), que si Bm, xm-l6 ,/(x y) = L y c es un 
numero real arbitrario, entonces 

lim cfiXy y}^ cL. 


16.3 


DERIVADAS PARCIALES 


En el Capitulo 3 se definid !a derivada f ix) de una funcion de una variable eomo 


fix) - lim 


/(X + h) - fix) 

h 


Esta formula se puede interprctar como sigue: Primero se increments la variable inde- 
pendiente x en una cantidad A, lucgo se divide entre h el incremento correspondieme 
f(x 4 k) - fix) de /, y finalmente, se hace tender h a 0. Para las funciones de varias 
variables se puede aplicar un procedimiento analogo. Asi, dada f(x, y), primero se in- 
cremema una de las variables, digamos x, en una cantidad A, luego se divide entre A 
el incremento correspondieme fix + h, y) - fix, y) de /, y finalmente, se hace tender 
A a 0, Esto lleva al concepto de la derivada partial f x (x t y ) defcon respecio a x, que 
se define en (16.7). Para la variable y se sigue un procedimiento similar. 


DEFINICION (16.7) 


Sea / una funcion de dos variables. Las primeras derive 
das pa males de / con respecio a x y a y son las funciones 
fxYfy definidas por 


/.(Jt.y) = lim 

Ji-*Q 


f(x + h, y) - f(x. y) 
ft 


fyix.y) = lim 


/(*, y + h ) -/( jt, v) 

- T> - 
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En la Definition (16.7), x y y son fijas (pero arbitrarias) y h es la unica variable. 
Por este motivo se usa la notation para h'mites de funciones de una variable en lugar 
de la notation “(x, y) -*• (a, b )” que se presento en la section anterior. Si se toma 
y = b y se define una funcibn g de una variable por g(x ) = f(x, b ), entonces g'(x) = 
f x (x, b) = f x (Xy y). Asi, para determinar f x (x , y) se considera y como una constan- 
te y se deriva f(x, y) con respecto a x. Analogamente, para determinar f y (x, y) la 
variable x se considera como una constante y f(x, y) se deriva con respecto a y. Este 
metodo se ilustra en el Ejemplo 1 . 

En el siguiente recuadro se presentan notaciones comunes para las derivadas par- 
dales. 

NOTACIONES PARA (16.8) 

LAS DERIVADAS 
PARCIALES 


Por brevedad, se mendona a df/dx o df/dy simplemente como partial de f respec¬ 
to a x> o bien respecto a y , respectivamente.* 

EJEMPLO 1 Sea f(x , y) - x i y 2 - 2 x 2 y + 3 *. 

(a) Encontrar f x (x , y) y f y (x, y). (b) Calcular f x ( 2, - 1 ) y f y (2, -1). 

Solucion 

(a) Consideramos a y como una constante y se deriva con respecto a x: 

f x (x , y) = 3 x 2 y 2 - 4 xy -f 3 

Considerando a x como una constante y derivando con respecto a y, obtenemos 

/ y (x, y) = 2x 3 y - 2x 2 

(b) Sustituy^ndo x = 2 y y = -1 en las expresiones de la parte (a), 

/A -1) = 3(2) 2 ( - 1) 2 - 4(2)(-1) + 3 = 23 
/>.(2, - 1) = 2(2) 3 ( -1) - 2(2 ) 2 = - 24 



Hay fdrmulas para las derivadas parciales parecidas a las de las funciones de una 
variable. Por ejemplo, si u - /(*, y) y v = g(x , y), entonces la Regia del Producto 
y la Regia del Cociente para las derivadas parciales son 

du dv 
v - - u — 


d dv du c? / 


* (N. de R.) El simbolo d/dx o d/dy es s6lo operacional. El simbolo d que interviene analogamente 
a la d en la notacidn de Leibnitz se llama "d de Jacobi” y es una modificacidn de la letra d aplicada por 
este matematico para denotar la derivada parcial. Desde luego, df/dx o df/dy no son cocientes. 
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CAPiTULO 1* 


DESIVADAS PARCIALES 


o, con la notacion de subindices, 

(M, = fOz + sfx 


(f\ ef, zJh 
y W« ^ 

La Regia de la Poiencia para las derivadas parciales es 

8 3u 

donde n es cualquier numero real. De manera parecida, 

c?x 


4-cosu = —senu^, '**’ 


8x 


8x’ 


FIGURA 16.41 

lAmna 


TEMPCS5ATURA 


FIGURA 16.SS 


etcetera. 

EJEMPLO 2 Obtener-para w = xy 1 e* y . 

Solucion Se escribe w - (xy J )(e* r ) Y s® deriva. 

, xy R(xe*r) + e*»(2jcy) = (xy + 2)xye" * 

A continuacidn se aplica la Dcfinicion (16.7> al ejemplo 
fisico que se dio al principle de la seccidn anterior: /(x, y 
« U tlperatura en el punto (x, y) de una lamina de metal 
plana que se encuentra en un piano xy. N6tese que los pun 
ms (x v) v (x + h, y) est4n en una recta horizontal, como 
“iidlcV»Uigur. ,6.2,. Si un punto « «.u»u M™- 
talmente desde (x. y) hasta (x + h, y>. entonces la d.feren- 
cia /(x + h, y) - /(x, y> es el cambio neto de la tempera- 

tura y sc titne 

Variaci^n media ^ y) — f(x* y) 

de la temperatura^ -- ^ 

css:^^KS;SHS 2 
d ■— “ mU ' V ' “ 

tical desde (x, y) hasta (x, y + h), como se muestra en la 
Figura 16.22, se obtiene 




Variacion media 
de la temperatura: 


fix, y + h) — /(x, y) 

h 

Haciendo tender h a 0, se ve que f,(x. y) es la tasa de cam¬ 
bio (instantdnea) de la temperatura cuando el punto W.Yt 
se mueve en la direccidn vertical. 
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Como otra aplicacidn, supongamos que D representa la superficie de un lago y que 
f( x > y ) es l<* profundidad del agua bajo el punto (x y y ) en la superficie. En este caso, 
fx ( x * y) es la tasa o intensidad con la que varia la profundidad cuando un punto se 
aleja de (x, y) paralelamente al eje x. Anilogamente, f y (x y y) es la tasa de variacidn 
de la profundidad en la direccion del eje y. 


F1GURA 16.83 



Consideremos ahora una interpretation geometrica de 
la Definicidn (16.7) en terminos de la grafica S de /. Pa¬ 
ra ilustrar f y (x y y ), consideremos los puntos M(x y y y 0 ) y 
y + h y 0). El piano paralelo al piano yz que pasa por 
M y N corta a S segun la curva C (vease la Figura 16.23). 
Sean P y Q los puntos de C que tienen proyecciones M y N 
en el piano xy. 

Si se introduce un sistema de coordenadas rectangulares 
en el piano que contiene a M y N, P y Q y entonces la pendien- 
te mpQ de la recta secante IpQ entre P y Q es 

+ h)-f(x y y) 
fn PQ ~ T • 


El limite de mpQ cuando h tiende a 0, es decir, la derivada parcial f y (x , y ), es la pen- 
diente de la recta tangente / a C en P. 

Analogamente, si C es la traza de S en un piano paralelo al piano xz que pasa por 
M, entonces f x (x , y) es la pendiente de la recta tangente a C' en P. 

Las primeras derivadas parciales de las funciones de tres o mas variables se definen 
de manera parecida a (16.7). Concretamente, todas las variables menos una se conside- 
ran constantes y se deriva con respecto a la otra variable. Dada /( x, y , z), se pueden 
encontrar f xy f y y f z (o equivalentemente, df/dx , df/dy y df/dz). Por ejemplo. 


/ : (x, y, z) = lim 

h~*0 h 

Como una aplicacidn, sea f(x y y y z) la temperatura en el punto P(x y y t z). La de¬ 
rivada parcial f z (x y y y z) es la tasa de variacidn de la temperatura con respecto a la dis- 
tancia a lo largo de una recta que pasa por P y es paralela al eje z. Las derivadas parciales 
f x (x y y y z) y f y (x y y y z) son las tasas de variacidn en la direccion del eje x y la del eje 
y y respectivamente. 


EJEMPLO 3 Sea w = x 2 y 3 senz -l- e™. Encontrar dw/dx y dw/dy y dw/dz. 
Solucion Procedemos como sigue: 

dw 

Considerando x y z como constantes: — = 2xy 3 senr -f ze xz 

ox 

Considerando y y z como constantes: . = 3x 2 y J sen z 

dy 

rw 

Considerando x y y como constantes: — = .x 2 y 3 cos z -I- xe xz • 

vz 

Si/es una funcion de dos variables xy y y entonces f x y f y son tambien funciones 
de dos variables y se pueden considerar sus primeras derivadas parciales. Estas son las 
segundas derivadas parciales de / y se denotan como sigue. 
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Si w = f{x, ^), se escribe 

y) = LJ.x, >’) = ^2 = »«• 

etcetera. 

Notese que f xy significa que primero sc deriva con respecto a^y lucgo con respec- 
toa^.y que f yx signifies que se deriva primero con respecto a y y despu£s con res- 
pccto a x. Cuando se usa la notacion M d” t cl orden es al reves, es decir, para encom 
trar d 2 //dxdy se deriva primero con respecto a y y despues con respecto a x , 

/w y fyx Uaman segundas derivadas parciales mixias (o cruzadas) de / {o sim- 
plememe* parciales mixias de /). El siguiente teorema afirma que, en condiciones ade- 
cuadas, las parciales cruzadas son iguales, es dedr, el orden de derivation no altera el 
resultado* L'a demostracton se puede consultar en libros de Cakulo avanzado* 


TEOREMA (16.10) 


Sea /una funcidn de dos variables xyy. Si/, f xt f y * f xy 
y f vx son continuas en una regidn abierta R t enionces 

fxy = fyx en R . 


La mayoria de las funeiones que apareeen cn el Cilculo y sus aplkaciones satis- 
facen la hipdtesis del Teorema (16.10). Analogamente, si w = f{x, y t z) y/tiene se- 
gundas derivadas parciales continuas, cntonccs las parciales mixias 0 cruzadas satisfa* 
cen las siguientes igualdades: 

d 2 w B 2 w B 2 w B 2 w _ B 2 w - 

dy dx ~ cx By ' Bz Bx dx Bz % Bz By By Bz 


EJEMPLO 4 Gbtener las segundas derivadas parciales de f para 

fix, y) = xV - 2 x 2 y + 3x, 
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Solucion Estudiamos esta funcidn en el Ejemplo 1 y obtuvimos 

/*(*. y) = 3x 2 y 2 - 4xy +3 y / v (x, y) = 2x J y - 2x 2 . 

Por lo tanto, 

d 8 

v) = ^ fjx, y) = — (3x 2 y 2 - 4xy + 3) = 6xy 2 - 4y 
y) = j y fx(x, >') = -U (3x 2 y 2 - 4xy + 3) = 6x 2 y - 4x 
/,*(*> y) = ^ f y (x, >') = ~ (2x J y - 2x 2 ) = 6x 2 y - 4x 
/»,(x, y) = ~ f,(x, y) = <2x\v - 2x 2 ) = 2x 3 

vy cy 


Las derivadas parciales de tercer orden y de drdenes superiores se definen de mane- 
ra parecida. Por ejemplo, 



A , _ f _ e ( d*f\ ey 

dx Jxy Jxyx dx \dydx) dxdydx' 

etcetera. Si la primera, la segunda y la tercera derivadas parciales son continuas, enton- 
ces el orden de derivacidn no afecta el resultado de las segundas derivadas, es decir, 

Jxyx ~ fyxx = fxxy Y fyxy = fxyy ~ fyyx- 

Por supuesto, se pueden usar letras diferentes dexy y para las variables independien- 
tes. Si / es una funcion de r y s, entonces 

fXr, s), fir, s), /„, %, % 
cr cr 

son los simbolos de las derivadas parciales. 

Para las parciales de funciones de mas de dos variables se usan notaciones semejan- 
tes y se tienen resultados andlogos. 


EJERCICIOS 16.3 


Ejercicios 1-18: Obtenga las primeras derivadas par 
dales de /. 

1. f{x t y) = 2x 4 v 3 — xy 2 + 3y + 1 

2. fix, y) = (x 3 - > 2 ) 2 

3. f[r. s) = sir 2 + 5 2 


4. f(s, t) = (l/s) - (s/t) 

5. /(.x, y ) = xe 9 -f y sen x 

6. f(x, y) = e x In xv 

7. /(/. cl - in \M + r)/(f - r) 

8. f{Us w) = arctan iu/w) 
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9. /<x, y) = x cos (x/y> 

10 /(x,y) = V4.x 1 -y i *ec.x 
11. /Kr.*.t) = rVcosi 
1 1 fix, y. I) =* (x 1 - + sen 3y) 

13. fix, y, z) «* ly 1 + 2 l r 

14. fir, *, i’l = (2r + 3»f “' 

15. fix. y.z) = x<r - yc* + :c' T 

14. fir .». v, P> ** r> ,an * + ~ * cos 2p 

17. /(<}. t>, w) = sen ' vV + * en 
1*. fix, y, *) = xyzt”‘ 

Ejercicios 19-24: Verifique que 

19. w - xy* - 2xV + *x l “ 3v 

20. «■ = x*/ix + y I 

21. w » xV Ir + y' 1 cos x 

22. « = yV + [l/(*V>] 


3*. Sea w = (y - 2x)* - %/>' - 2*- Demuestre que 

*n — - ®" 

39. Sea w = e~ cl ‘ sen ex. Demuestre que = w , 
para todo mimero real e. 

40. La ley de los gases ideates se puede enunciar co- 
mo PV - knT, dondc n es el mimero de moles 
del gas, t'el volumen, Tla temperatura, P la pre- 
si6n y k una coitstante. Demuestre que 

dVdTcP = 

dTdp}y 

Ejercicios 41-42: Demuestre que v satisface La ecua* 
ddn de onda 

pv a 
dt 1 ~ a Bx 2 ' 

41, v = (sen akt)($cn kx) 

42. v = {x - at) 4 + cos{x + at) 


23. w = x 1 cosh {z/y) 

24 h w~yfx 2 +y 2 + ** 

IS. Sea . w = 3*Vt + 2x/* 2 - jw. HalLe 

24* Sea w = u*vi 2 - luv 1 ^. Halle w tur 
27, Sea u - v sec rt, Halle u^. 

2M. Sea v = y In {x a + z 4 )* Obtenga 

29, Sea w = sen xyz. Obtenga d*w/dz dy dx. 

30 Sea w ~ x 2 /(y 2 + 3 2 h Encuentre d i w/&z ^ * 

31. Sea * = rVf- 3sV f . Verifique que = 

32. Sea w = tanwv + 2ln(u + v). Verifique que 

= "W 


Eiercicios 33-34: Una funcidn / de x y y se llama 
armonica si (3 2 //3x’> + (aW) = °'" tt>do d 
dominio de /. Demuestre que la funeidn dada es ar- 


33. fix, y) = In Jx*+p 

34. /(.x, y) - arclan (y/xj 

35. fix, v) - cos vsenh y + sen x cosh y 

36. /(x y) = e x cos y + e r cos x 

37 Sea w = cos (x - y) + In (a + r)- Demuestre 
que (d J w/3x l ) - (3*»/#>*) = 0- 


Ejercicios 43-44: Demuestre que las funciones u y v 

satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann u„ = v, 
y u, = _V r- 

43. H(x, y) = ,V J - y 1 , £(X, y) = 2xy 

44. u(x, y) = y/ix 1 + y*L «(*■ y* = x /^ r + ' ,2 > 

45. u(x, v> = <?* cos y, Kx, y) = c* seny 

44. u(x. y) = cos x cosh y + senxsenh y 
Kx. y) = cos x cosh v — sen senh y 

47. Escriba todas las segundas derivadas parciales de 

w = fix, y, *)- 

48. Sea w = fix, y, z, I, v), Defina w, como un 
limite, 

49. Una lamina de metal plana se encuentra en una 
piano xy y La temperatura T en y) est& dada 

por r = \(Kx 2 + y 2 ?* dondc r$c mlde en ^ 

dos y x y y en centimetros, CalcuLe la tasa de cam- 
bio o variation de T con respecto a la distancia 
en el punto (l T 2) en la direccidn (a) del eje x; 
(b) del eje y - 

50. La superficie de un lago se representa medlante 
una regi6n D en el piano xy de manera que La 
profundidad en {x. y) est^ dada por f(x f y ) = 
300 - 2x 2 - 3 y\ donde x,yy fix, y) se midrn 
en metros, Una joven estd en el agua en el pun- 
to {4,9). Calcule La tasa o intensidad con La que 









16.3 Derivadas parciales 


809 


cambia la profundidad bajo esa joven cuando na- 
da en la direccibn (a) del eje x\ (b) del eje y. 

51. El potencial electrico V en un punto (x, y , z) es- 
td dado por V - 100/(x 2 + y 2 + z 2 ), donde V 
se mide en volts y x, >\ z en centimetros. Calcule 
la raz6n de cambio de V con respecto a la dis- 
tancia en el punto P( 2, -1, 1) en la direccibn 
(a) del eje x; (b) del eje y; (c) del eje z. 

52. Un objeto se encuentra en un sistema de coorde- 
nadas rectangula/es y la temperatura T en el pun¬ 
to P(x,y, z) estd dada por T = 4x 2 - y 2 + 
f6z J , donde T se micfe en grados y x, y f z en 
centimetros. Calcule la razbn de cambio de Tcon 
respecto a la distancia en el punto P( 4, -2, 1) 
en la direccibn (a) del eje x; (b) del ej ey\ (c) del 
eje z. 

53. Cuando una chimenea de h metros de altura arro- 
ja humo que contiene un contaminante, como el 
bxido m'trico, a la larga, la concentracibn C(x, z) 
(en /ig/m 3 ) del contaminante en un punto a x ki- 
Ibmetros de la chimenea y a z metros de altura 
(vbase la figura) se puede representar por 

C(.X, 2 ) = ^ [,-*•»-«»/»* + 

donde ay b son constantes positivas que depen- 
den de las condiciones atmosfcricas y de la tasa 
de emisibn del contaminante. Suponga que 

200 

2 ) — _2l |-p-O.02(r-10» J /jr a + e - 0.02(r ♦ 10p/*2j 

Calcule l interprete dC/dx y dC/dz en el punto 
(2, 5). 

□ERCICIO 53 



54. En el anAlisis de algunos circuitos elbctricos se uti- 
liza la fbrmula / = K/v R 2 4 - L 2 (o 2 , donde I es 
la corriente, Kla tensibn o voltaje, R la resisten- 
cia, L la inductancia y o> una constante positiva. 
Calcule e interprete dl/dR y dl/dL. 

55. Enla ingenieria de carreteras, al estudiar la pe- 
netracibn del congelamiento en los caminos, la 
temperatura T al tiempo l en horas y a una pro¬ 


fundidad de x metros est& dada aproximadamente 
por 

T = T 0 e~ /X sen (cur — Ax) 

donde r 0 , w y X son constantes. El periodo de 
sen ( o)t - Xx) es 24 horas. 

(a) Calcule e interprete dT/dt y dT/dx. 

(b) Demuestre que T satisface la ecuacibn del 
calor en una dimensibn 


dT d 2T 
dt dx 2 


para una constante k. 


56. Demuestre que cualquier funcidn dada por 

w — (senax)(cos by) c " /mi ^ h2 ~ 

satisface la ecuacibn de Laplace en tres dimen- 
siones 

d 2 w d 2 w d 2 w 

_ j 4- - - j 4- ~z —v — 0. 

dx 2 cy 2 dz 2 

57. La capacidad vital V de los pulmones es el ma¬ 
yor volumen (en ml) que se puede exhalar des- 
pubs de una inhalacibn maxima de aire. Para un 
hombre tipico, V est^i dado aproximadamente 
por V = 27.63^ - 0.112x^, donde x es la edad 
(en aflos) y y la altura (en cm). 

(a) Calcule e interprete dV/dx. 

(b) Explique por qub dV/dy es dificil de inter- 
pretar. 

55. La intensidad de la iluminacidn solar /(x, /) (en 
luxes) al tiempo t en un dia claro y a una pro¬ 
fundidad x en el oceano est4 dada aproximada¬ 
mente por 

/(x, t ) = l 0 e ~ kx sen 3 ( nt/D ) 

donde I 0 es la intensidad al medio dia, D es la 
duracibn del dia (en horas) y k > 0. Suponien- 
doque/ 0 = 1000, D = 12 y k = 0.10, calcule 
e interprete dl/dt y dl/dx cuando t = 6 horas 
y x = 5 metros. 

59. Sea C la traza del paraboloide z = 9 - x 2 - y 2 
en el piano x = I. Obtenga ecuaciones paramb- 
tricas para la recta tangente / a la curva C en el 
punto P(l, 2, 4). Esquematice el paraboloide, la 
curva C y la recta /. (Sugerencia: Vease la Figura 
16.23.) 

60. Sea C la traza de la gr^fica de 

2 = 6 — 9x 2 — 4 y 2 

en el piano y - 2. Encuentre ecuaciones para- 
metricas para la recta tangente / a la curva C en 
el punto (1,2, VTl). Represente la superficie, la 
curva C y la recta /. 
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16.4 


INCREMENTOS Y DIFERENCIALES 


Si /es una funcidn de dos variables x y y, crucmces los sfmbolos Ax y Ay denotan 
los incrememos dc x y y. Notese que Ay es un incremento de la variable independtente 
y y no es lo mismo que se definio en (3.20) para una variable dependiente y, En termi- 
nos de esta noiacion de incrememos. La Definicidn (16.7) se puede escribir 


y) - lim 


fix + Ajc, jQ - /(x, y) 
Ax 

fix, v + &y)-fix, y) 

Ay 


El incremento de w = /(x, y) se define coma sigue. 


DEFINICION (16,11) 


Sea w = /(x, y) y scan Ax y Ay Los incrememos de x 
y y f respectivamente, El incremento Aw de w = f(x % y ) 
es 

Aw = f(x + Ax t y 4 Ay) - fix, y). 


FIGURA 16.24 



0 


FIGURA 16.25 

Ai - 0 01 

J-4 

* 

a. 2 ) 


Av - -0,02 

.1 

tt.au i.08) 



Notese que el incremento Aw represents el cambio en el 
valor de la funcion cuando (x, y) varia a (x 4 Ax, y 4 Ay). 
Si se supone que f(x t y) es la temperatura en cl punto (jr, y) 
de una lamina de metal D , como se muestra en la Figura 
16.24, emonces Aw es el cambio nero en la temperatura al 
pasar de lx, y) a lx + Ay, y + Ay). 

EJEMPLO 1 Sea w - fix , y) = 3x 2 - xy. 

(a) Suponiendo que los incrememos de x y y son Ax y Ay, 
determinar Aw, 

(b) Aplicar Aw para calcular el cambio en f(x r y) cuando 
(x, y) varia de (1, 2) a (1.01, 1.98), 

Solution 

(a) Usando la Definici6n (16.11), 

Aw = f{x + Ax, y 4 Ay) - fix, y) 

= [3(x + Ax) 2 - (x + AxKy 4 Ay)] - [3x 2 - xy] 

- [3x* 4 6x Ax 4 3(Ax)“ 

- [xy 4 x Ay 4 y Ax 4 Ax Ay)] - 3x 2 4 xy 
= 6x Ax 4 3(Ax) 2 - x Ay - y Ax - Ax Ay 

(b) Si (x, y) varia de (1, 2) a (1.01, 1.98), se tiene la situa¬ 
tion ilustrada en ia Figuial 6.25. Sustituyendox - I,y = 2, 
















16.4 Increments y diferenciales 
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Ax = 0.01, Ay = -0.02 en la formula para Aw, 

A w = 6(1 )(0.01) 4- 3(0.01) 2 — (1)( — 0.02) - 2(0.01) - (0.01)(- 0.02) 

= 0.0605. 

Este numero puede encontrarse tambien calculando /(1.01, 1.98) - /(!, 2). 


La formula para Aw en la Definicidn (16.11) s61o sirve para calcular la diferencia 
de los valores funcionales en dos puntos. No es adecuada para obtener resultados sobre 
la variacidn de/(x, y). El siguiente teorema da una fdrmula mas util en las aplicacio- 
nes. Para simplificar el enunciado se utilizan las abreviaciones £, y i 2 P ara ciertas fun- 
ciones de Ax y Ay , y para sus valores £, (Ax, Ay) y e 2 (Ax, Ay) en (Ax, Ay). 


TEOREMA (16.12) 


Demostracion La grafica de R y los puntos que se quie- 
ren considerar est&n en la Figura 16.26. 

Restando y sumando /(x 0 , y 0 + Ay), el incremento Aw 
de (16.11) se puede escribir como sigue: 

(a) Aw = [/(x 0 + Ax. y 0 + Ay) - /(x 0 , y„ + Ay)] 

+ [/(*«, fo + Ay) - /(x 0 , y 0 )]. 

Luego se define una funcidn i\ de una variable x como 

g(x) = f{x, y 0 4- Ay) para a < x < h. 

Resulta que g'(x ) = f x (x, y 0 + Ay) para a < x < b. Aplicando el Teorema del Va¬ 
lor Medio (4.12) a g en el intervalo [x 0 , x 0 + Ax], se obtiene 

g(x 0 -F Ax) - gix 0 ) = g(u) Ax 

para u entre x 0 y x 0 + Ax. Como g(x) = f(x, y 0 + Ay) y g'{x) = f x (x, y Q + Ay), 
la ecuacion anterior puede escribirse 

/(x 0 -f Ax, y 0 + Ay) - /(x 0 , y 0 + Ay) = f x (u, y 0 + Ay) Ax. 


FIGURA 16.26 



Sea w = f(x, y), donde/es una funcion definida en una 
region rectangular 

R = {(x, y): a < x < b, c < y < d), 

para la cual f x y f y existen en toda R y son continuas 
en el punto (x 0 , y 0 ) de R. Si (x 0 f Ax, y 0 + Ay) es- 
ta en R y 

Aw = /<x 0 + Ax, y„ + Ay) - /(x 0 , y 0 ), 
entonces 

Aw = / v (x 0 , y 0 ) Ax + f y (x 0 , y 0 ) Ay + £,Ax + t 2 Ay 
donde £| y e 2 son funciones de Ax y Ay que tienen li- 
mite 0 cuando (Ax, Ay) -*■ (0, 0). 


(b) 
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Asimismo, definiendo h{y) = f(x, 0 , y) para c < y < d, sc tiene A'(y) = f^y). 
Aplicando el Teorema del Valor Medio a la funcitin h en el intervalo [y 0 , y 0 + Ay], 

K>o + Ay) - /r(>'o) = Ay 
para v emre > 0 y + Ay, o equivalememente, 

(«“> /(■* o. Vo + Ay) - /<•*(>» .Vo) = fp c 0 . <’) Ay. 

Sustituycndo (b) y (c) en la expresidn para Aw en (a). 


<d> 


Ah’ - Vo + Ay) Ax + /,(*„, t>) Ay. 


F1GURA 16.97 

<n* j 0 + 


Op- Jo + dv> 

\ I 

Or*, v) • 


fc 0 + A-l. V B + Av) 
/ 


:b 


La Figura 16.27 muesira puntos sipicos eor respondent es a 
<w , y 0 + Ay) y (x& v). 

Sean ty y ti funciones dadas por 

c i = />. Vo + Ay) - /,(*„, y 0 ) 
c 2 - fMo- v) - /,(*„. y 0 ). 


Usando el hecho de que f x y f y son continuas y notando que u -» x 0 y v -* y 0 cuando 
Ax ■* 0 y Ay -*■ 0, respect ivamente, puede demostrarse que r, y e 2 tienden a 0 cuan¬ 
do (Ax, Ay) — (0, 0). Si las ccuaciones anieriores para t, y r 2 se escriben como 

Vo + Ay) = /,(*„, y 0 ) + e, 
f T (x 0 , v) = fjx 0 ' y 0 ) + £j 


y sc sustituye esto en la exprcsidn (d) para Aw, se ve que 

Aw = [/.(.Vo, y 0 ) + «,] Ax + [ftx 0 , y 0 ) + s 2 ] Ay, 
que lleva a La conclusidn del teorema. * « 


EJEMPLO 2 Sea w = 3x 2 - xy . Obtener expresiones para y t 2 que satisfagan la 

conclusion del Teorema (16.12) con (XQ t y^) - {*• y)* 

Solution De la solucidn del Ejemplo 1* 

Aw = 6x Ax + 3(A.\) 2 - x Ay — y Ax - Ax Ay, 

quo tambien se puede escribir 

Aw = (6x - y) Ax + ( - x) Ay + (3 Ax)(Ax) + (- Ax) Ay. 

Esto esti en La forma del Teorema (16.12) con 

y ) = 6* - ,v. Ux* y) = -X, « t = 3 Ax , = (-A.V). 

Notese que r, y t 2 no son unieas pues tambien se puede escribir 

Aw - (6v - y) Ax + C — x) Ay + (3 Ax - Ay) Ax f (0) Ay 

en cuyo caso e t = (3 Ax - Ay) y u = 0. 
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EJEMPLO 4 El radio y la altura de un cilindro circular recto miden 3 y 8 pulgadas, 
respectivamente, con un error posible en la medicion de ±0.05 pulg. Usar diferenciales 
para estimar el error maximo que se comete al calcular el volumen del cilindro. 


F1GURA 16.38 


dr 



Solucion El metodo es parecido al que se usb para las 
funciones de una variable (vease e! Ejemplo 4 dc la Seecion 
3.4). Comenzamos considerando la formula general para 
el volumen V de un cilindro de radio r y altura h , es decir, 
V - it r 2 h. Consideremos arya/) como los valores medi- 
dos con errores maximos dry dh, respectivamente en la me¬ 
dicion. La Figura 16.28 ilusira un caso en el que dr y dh son 
positivas. For supuesto, e! error en una o en las dos medidas 
podda ser negative* El error en el calculo del volumen es el 
cambio en V correspondiente a dr y dh. Usando diferencia¬ 
les, lenemos que, de acuerdo con los comentarios anteriores 
a la Definicibn (16,13) (ii). 


A V * dV = — dr + -rr- dh = 2nrh dr + irr 1 dh. 
dr dh 

Fmalmente, sustituimos los valores especificos de las variables. Tomando r = 3, h - 8 
y dr - dh = ±0.05, obtenemos la siguiente aproximacion al error maximo: 

dV = 48«(±0.05) + 9tt{ + 0.05) = ±2.85* * ±8.95 pulg 3 , 

Para una funcibn de una variable, decir que es diferenciable es lo mismo que decir 
que es derivable, o sea que la derivada existe. Para las funciones de dos variables, se 
usa la siguiente definicion que esta basada en !a formula para Awen el Teorema (16.12). 


DEFINICION (16.14) 


Sea w = f(x, y). La funcion/es diferenciable en (x 0 , v 0 ) 
si A w se puede expresar en la forma 

Aw = / v (x 0 , y 0 ) Ax + f y (x o, .VoJAjp + e, Ax’ + £ 2 A y 

donde E] y t 2 tienden a 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0). 


Se dice que una funcibn / de dos variables es diferenciable en una regiAn R si es 
diferenciable en todos los puntos de R. El siguiente teorema es consecuencia directa 
del Teorema (16.12) y de la Definicion (16.14). El termino region rectangular significa 
una regiAn como la descrita en (16.12). 


TEOREMA (16.15) 


El siguiente resultado muestra que una funcibn diferenciable es continua, que es 
uno de los motivos por los que se usa la Definicibn (16.14) como definicibn de diferen- 
ciabiLidad. 


Si w = /(je t y) y f x y f y son continuas en una region 
rectangular R % entonces/ es diferenciable en R . 
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DEFINICION (16.18) 


[" Sea w = /( x, y, z ) y sean Ax, A y y A2 incremented de 

x y y y z r respectivamentc. 

{i) Las diferenciales dr, dy y dz de las variables inde- 
pendientes x, y y z son 

dx = Ar, dy = A y, dz = A?. 

(ii) La diferencial dw de la variable dependiente w es 

* - T5T* + T J* + TT*’ 


<- nllrt1fl usar para calcular aproximadamente Aw cuando los incrcmentos de 
- U diferenciabilidad * fedne como on (16.14). L. genornliz.- 

ci'dn a cuatro o m^s variables se hace de manera andloga. 

EJEMPLO 5 Los lados (en cm) de un paralelepipedo rectangular cambian 9, 6y 
4a 9 02 5 97 y 4 01 , respectivamente. Use diferenciales para calcular aproxtmadamen- 
te el cambio del volumen. iCuil es la variacidn exacta del volumen. 

Solucion El metodo de solucion es semejante al que se us6 para el ciiindro circular 
recto del Eiemplo 4. Comenzamos con la fdrmula general V = xy z P ara ^ v ° ( 
r«nt.,a!dX<lo rect.ngu.ar de ladoa tr., y 4. Lnego comrktam™ ft dy y * 
como errorcs de medicidn. Entonces, el error en el cilculo del volumen 


Finalmentc, sustituyendo los valores especiales a 9, y 6, Z 4, dx 
-0.03 y dz = 0.01, obtenemos 

dV = 24(0.02) + 36(-0.03) + 54(0.01) 

= 0.48 - 1.08 + 0.54 = -0.06 

Por lo tanto. el volumen aumenta en aproximadamente 0.06 cm 5 . 

El cambio exacto del volumen es 



dV = (9.02)(5.97)(4.01) - (9)(6)(4) = -0.063906 

EJERCIC10S 16.4 


^rcicios 1-4: Eneuentre los valores de «. y * que sa- Ejemeios 5-12: Determine dw. 

tisfacen la Defmicitin (16.14). 5 . w - - x*y + 3 >’ 2 

1 . /(x. y) = 4y i - 3xy + 2x 

6 . iv = 5x 2 + 4y - 3xy 3 

2 . fix, >•) « (2x - yf 

3. fix, y) = x 3 + y 3 

4. /(x. y) = 2 x 2 - xy 1 + 3y 

7 . w = x 1 sen y + 2y m 

8 . w = ye~ u — 3x 4 
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m 


de 30" (o 0.000145 rad) y obtiene los valo- 
res a = 15°, £ = 20 ° y z *■= 2000 m. Use 
difcrenciales para estimar con una precision 
de 0.1 m la precisidn con la que debe me- 
dirse la longitud para que el error m&ximo 
en el cileulo de h no sea mayor de 10 m. 


Ejercicios 27-28; Demueslre que/es diferendable en 
todos los puntos de su dominio. 


x 2 — y 2 


28. fix, >•.:) 


x + y + z 
x 2 + y 2 + z 1 


EiEROOO 25 




2 ^, Cuando un medicamento se ingierc, el tiempo T 
en d que hay mayor eantidad del producto en la 
sangre se puede caicutar en tdminos de la semi- 
vida x del medicamento en el estomago y la se- 
mivida y en la sangre. Para fdrmacos cornu nes 
(como la penicilina) T estd dado por 

= .vy (In x - In ,y) 

(x - y) In 2 ' 

Para un medicamento en particular, x = 30 min 
y y - \ h. <,Cu£L es el mdximo error en el c£lcu- 
!o de T si cl error m&ximo en la estimacidn de 
las semividas es de 10 %?* 


29* Sea /(x t y) = 



si (x, y) ^ ( 0 , 0 ) 
si (a% y) = ( 0 , 0 ). 


Demueslre que 

(a) /A 0, 0) y/A^t 0) existen, (Sugerencia: Use 
(16,7),) 

(b) / no es continua en ( 0 , 0 ), 

(c) / no es diferenciable en ( 0 , 0 ). 

30* Sea f(x, y, z) = 

y X ~ y - 1 si (x, y, z) ^ (0, 0* 01 

0 si [x, y , z) = ( 0 , 0 t 0 ) 

Demuestre que f x , f y y f z existen en (0, 0, 0i 
pero / no es difereneiable en ( 0 , 0 , 0 ). 


16.5 


REGLA DE LA CADENA 


Si / y 9 son funciones de una variable tales que 


w = /(h) y u = §ix\ 

entonees la composicidn de / con g e$t£ dada por 

w = /W*))- 

La derivada de w con respecto a x se puede cncontrar aplicando la Regia de la Cadena 
(3.26) como sigue: 

d\v d\v du 
dx du dx 


* IN* de Rd La semivida es tl tiempo dc redueddn a la mi 
iad, o periado medial. Se le llama impropiamente 11 vida me¬ 
dia" por traduoci6n mcorreaa dd termino en ingles half-life. 
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les a £, y £2 en todos los otros vaJores. Hedio csto f las fund ones ^ y t 2 en (b) resultan 
continuas en (0, 0), Dividiendo ambos lados de la ecuacidn (b) entre Ax se obtiene 

Aw dw A u dw Av A u Av 

C Ax du Ax + dv Ax + l{ Ax + Ax' 


Si w se considera una fundon de x y y f entonces 


r . Aw 
Iim — 
Ajt-* 0 Ax 


dw 

dx 


Tambifri, de las ecuaciones (a). 


Iim 


Aw _ Su 

Ax dx 


y 


r Av 
hm — 
Ax^O Ax 


dv_ 

dx 


Si Ax tiende a Q, de (a) se deduce que Au y Av tambien tienden a 0, y por lo tanto 
ti y t 2 tienden a 0. Por consiguiente, tomando el Umite en la ccuacidn (c) euando 
Ax -* 0, 

dw dw du £w dv 
dx du dx dv dx' 

La segunda formula en el enundado del teorema se demuestra de manera analoga. 


FIGURA 16.2^ 

V, 


Para recordar la Regia de la Cadena (16.19) se puede usar 
el diagrama de drbofen la Figura 16.29. Para construir el dia- 
grama se trazan ramas (segmentos) dcwauyv, para indicar 
que w es una fundon de estas dos variables. Como u es fun- 
d6n de x y y 7 se trazan ramas de u a x y y. Tambidi se dibu- 
jan ramas de v a x y y. En el diagrama se han indicado las 
derivadas parciales correspondientes a las variables men- 
donadas. 

La Figura 16.29 se emplea como sigue. Para encontrar 
dw/dx, se toman los productos de todos los pares de deri¬ 
vadas parciales que van de wax, esdecir (dw/du)(du/dx) y (dw/d v^dv/Bx), y iuego 
se suman. Esto da 

dw dw du dw dv 
dx du dx du dx' 

La formula para dw/dy se eneuentra usando las ramas que van de w a y. 


EJEMPLO 1 Sean w = r l + s 2 y r - pq 2 , s = p 2 senq. Use la Regia de la Cade¬ 
na para encontrar dw/dp y dw/dq. 

Solucion Notese que w es una funcidn (compuesta) de p y q. Podemos sustituir 
rys por sus expresiones y obtener 


w = {pq 1 ) 2 + (p J sen q) 2 
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EJEMPIO 2 Sean w = r 2 + sv + f 3 y r = x 2 + y 2 + z 2 > s - xyz, v xe > 
i = Usar la Regia de la Cadena para encomrar dw/dz- 


FIGURA 16.3S 



X 



SoluciOD Ndteseque wes una funcidn de r, s, v, / y que 
cada una de estas cuatro variables es a su vez funcion de x, 
yyz- La Figura 16.32 muestra el diagrams correspondieme. 
Como se desea encontrar dw/dz, recorremos todas las ramas 
que van de w a z. Esto da 

(5w dw dr dw 8s dw dv | 8w dt 
8z 8r 8z 8s dz dv dz dt dz 

- (2r)(2~) + e(xy| + s(0) + (3r 2 ){2vr) 

_ 4-(.v 2 + y 2 + z 1 ) + xtfixy) + 0 + 3(yz 2 ) 2 (2yz) 

= 4z(x 2 + y 1 + z 2 ) + x*y& + 6>* 3 z s • 


Si w es una funcidn de varias variables, cada una de las cuales es funcion de una 
sola variable, digamos l, entonces w es una funcion de la variable / y se puede aplicar 
a dw/dt la Regia de la Cadena, como en el siguiente cjemplo. 


EJEMPIO 3 Sean w = * 2 + yz y X = 3/ 2 + 1, y - 2/ - 4, z = f J - Encontrar 
dw/dt. 

SotudOn Para aplicar la Regia de la Cadena construimos el diagram a dc la Figura 
16.33. Los pares de ramas que van de w a t dan lo siguiente, donde usamos el Stmbolo 
d/dt para la dcrivada con respecto a la unica variable f 

dw dw dx dw dy dw dz 
dt dx dt ^ dy dt dz dt 

= (2\K6/| + 2(2) + y(3; J ) 

= 2(3/ 2 + 1)6/ + t 3 (2> + (2 1 - 4)3 1 2 
= 44/ 3 - I2/ 2 + 12/ 

El problema tambten podria resolverse sin usar la Regia de la Cadena escribiendo 

w = (3/ 2 + l ) 2 + (2/ - 4)f 3 

y encontrando luego dw/dt con los mitodos de derivacidn respecto a una sola va- 
riable. * 

La Regia de La Cadena es util para resolver problemas de rapidez devariacion rda 
cionadas, como los que se diseutieron en la Seccion 3,8. El metodo se ilustra en el si 
guiente ejemplo* 


FIGURA 16.31 


/—' 
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Si dw/dy # 0, entonces (dado que u = x) 

f'( x ) „ dw ! Bu = dw/dx _ F/x, y) 
dw/dy dw/dy F r {x, y) ’ 

Esta discusidn puede resumirse como sigue. 


TEOREMA (16.20) 


Si una ecuacidn F{x t y) - 0 determina implidtamente 
una funcidn derivable / de una variable x tal que y - 
/(jc). entonces 

dy = _ F x (x t y) 
dx F y (x t y) ’ 


EJEMPLO 5 Encontrar y' suponiendo que y = f(x) satisface la ecuacidn 

/ + 3y - 4x 3 - 5x - ! = 0. 

Solucion Si F(x, y ) es la expresidn en el lado izquierdo de la ecuacidn, entonces 
por el Teorema (16.20), 

, _ -tlx 2 -5 tlx 2 + 5 
y 4y* + 3 4y 3 + 3 ' 

Es ilustrativo comparar esta soturidn con la del Ejemplo 2 en La Secridn 3.6 que se ob- 
tuvo usando mdodos para una sola variable. • 


Dada una ecuacion como 


X 2 - 4y 3 + 2z - 7 = 0, 
se puede despejar z, obteniendo as! 


que es de la forma 


z = |(-x J + 4y J + 7) 
z = /(x. y). 


Por analogia con et caso de una sola variabte, se dice que la funcidn / de las variables 
xy y estd determinada implidtamente por la ecuacidn dada. El siguiente teorema pro- 
porciona fdrmulas para encontrar /,y/o equivalcntcmente, dz/dx y dz/dy, sin des¬ 
pejar z de la ecuacidn. 


TEOREMA (16.21) 


Si una ecuacidn F{x,y, z) = 0 determina implicitamen- 
te una funcidn diferenciable / de dos variables x y y ta¬ 
les que z = fix, y) para todo (x, y) en el dominio de 
/, entonces 

dz FAx, y, z) dz ^ Fyjx, y, z) 

dx ’Fj(x,y, z)’ By F t ix, y, z) ' 
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GRADIENTE DE {16.29) 

f(x, Y, z) 


Vf(x,y,z) = f x (x,y,z )i + f y (x,y,z )j + 


El siguiente resultado es la versidn para tres dimensiones del Teorema (16.23). 


TEOREMA (16.30) 


Si / es una funcidn diferenciable de tres variables y 
u = w,i + u 2 i + u 2 k es un vector unitario, entonces 

D n Ax,y,z) = vf(x,y, z) - u 

= f x (x, y, z)ui + f y (x, y, z)u 2 
+ /*(*. y, z)u y 


Al igual que en el Teorema (16.26), de todas las posibles derivadas di regional es 
D a f(x, y, Z) en el punto P{x, y, z), la que tiene la derivada mayor es la correspon- 
dientc a la direccidn de V/(x, y, z) y el valor maximo de la derivada direccional ,es 

I1V/U, y, z) || ■ 

EJEMPLO 4 La temperatura T en un punto (x, y, z) de un sistema de coordenadas 
rectangulares en el espacio estd dada por la formula T = 100/(x* + y + z ). 

(a) Calcular la razdm de cambio de Peon respecto a la distancia en el punto P(1, 3, -2) 
en la direccidn del vector a = 1 - j + It. 

<b) iEn que direccidn a partir de P aumenta mas rdpidamente 7? i.Cudl es la tasa ma¬ 
xima de variation de T en P? 

Solution 

(a) Por la Definicidn (16.29), el gradiente de T = 100/(x 2 + y + z ) es 


ST. 3T. 3T 
Vr = -i-i + T-J + TL 
ebt dy dz 


Como 


dT 


—200x 


er 


-200y 


ST 


-200r 


ax » (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 ’ dy (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 ’ & (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 ’ 

t memos que 

—200 , . . 

vr = , 2 , 2 , M (ja + n + "M- 

(X 2 + y 2 + rf 

Si denotamos por VT] P al valor de vr en el punto P( 1, 3, -2), entonces 

Vne = -^(i + 3 j -2k). 

El vector unitario u en la direccidn de a = i - j + k es 

u = —p (i — j + k). 

v/3 
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(b) El vector unitario normal al lado AB es j. En este caso. AB esta aislado si y solo si 

dT n 

Vr- j = 0 o equivalent entente* — = 0; 

es decir, la razon de cambio de T en la direccidn vertical es 0. 


EJERC1CIOS 16.6 


Ejercicios 1-6: Encuemre el gradieme de/en el punto 
indie ado, 

1 . fix, y) = Jx 2 + y\ Pi -4. 3) 

2, fix. y) = 7y - 5*. Pil. 6) 

3 fix, y) = tan y, P( 0 , n/4) 

4. fix. y) = x In {x - yl P|5, 4} 

5. f{x,y,z) = yz i -2x\ PH,- 3,1) 

6. M >\ *) - xyV* P(2. — I* 0) 

Ejercicios 7-20: Calcule la derivada directional de / 
en el punto F en la direction indicada. 

7. fix, y\ = -v 2 - 5 xy + 3y 2 , P[X - U 
a = tvl 2)(i + jl 

8. fit, y) = x 1 - 3 x 7 y - y\ Pi K -2), 

u = + y'3j) 

9. Ax, y) = arctan (y/xk P(4, —4)* a — 2i — 3j 

10 fix, y) — x 2 In y, P 0 , 1 ), a ~ — 1 + 4j 

11 y"{jc, y) = \9x 2 — 4y 2 - 1, P(3, —2), a = i + 5j 

12 . fix, y) = (X - y)/{x + yk Pa-IK a - 3 i + 4) 

13. /(x, v) = x cos 2 y, P(2, xe/4), a = <5,1 > 

14. f[x, y) = xc* r t P(4. 0), a = < - U 3> 

15. f(x, y,i) = xy 2 ! 1 , P(2, - l,4K a - i + 2j - 3k 

16. fix, y* i\ - x 2 + 3ysr + 4xy* P(E0, -5} f 
a = 21 - 3j + k 

17. /(x,y 1 f) = 2V" t Pi-1,2, 3), a = 3i + i-5k 

18. fix, y, 2 ) - >/5y sen z. Pi 4,9. */4k 

a = 2i + 3j - 2k 

19. /(x T v, c) - i-v + y)iy + -l Pi 5, 2* I ), 
a = <—3,0* 1> 

20 . /(x, y, z\ - z l tan “ E (x + yk jPIO, 0, 4), 

a = <6.0, l> 


Ejercicios 21-24: 

(a) Calcule La derivada directional de/en P en la di¬ 
rection de Pa Q. 

fb) Encuemre un vector unitario en la direction de m3- 
ximo crecimiento de /en P y calcule la tasa de creci- 
miento de / en esa direccidn. 

<c) Encuemre un vector unitario en la direction en la 
que / disminuye mis ripidamente en P y calcule 
la razdn de cambio de/en esa direction, 

21. fix, y) = x V * P( 2 , G>. Qi-X l) 

22 . fix, y) - sen(2x - yk PI - */3, n/6k 0(0,0) 

23. fix, y, z) = Jx 1 + V J + z\ P{-2, 3, 1 ), 
<?|0,-5,4 ( 

24. fix, y, z) = ix/y) - Pi 0. -1,2). 

C(3. 1. -4) 

25. La remperatura T en un punto (x, >') de una placa 
de metal colocada en el piano xy es inversamen- 
te proportional a la distancia al origen. La tern- 
peratura en F(3 P 4) es 100 °C. Calcule la razor 
dc cambio de T en P en La direction del vector 
t + J. £En que direction aumenta mis ripida^ 
mente Ten F? *Enquddirection disminuye mas 
ripidamente Fen F7 iEn qu^ direccidn se anuia 
ta tasa de variacidn? 

26. La superficie de un lago esta representada por una 
region D en el piano xy de manera que la pro- 
fundidad (en metros) bajo el punto correspond 
diente a {x t y) es fix t y) ■ 30Q - 2x z - 3yv 
Una nifta esti en el agua en el pumo (4, 9), ^Er- 
que direction debe nadar para que La prorundi- 
dad del agua bajo ella disminuya mas ripidamer- 
te? ^En que directidn permaneceri constante la 
pro fund idad? 

27. El potential electrico V en un punto P{x, y, Z) 
de un sistema de coordenadas rectangulares es 
y - x 2 + 4y 2 + 9z 2 . Calcule La tasa de cam¬ 
bio de V en F(2, -K 3) en la direccibn de P al 
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no son todas cero. Una recta I con tangencia a S en P Q es, por defmicidn, una recta 
tangente a cualquier curva C que se encuentre en 5 y que contiene a P 0 , como se ilus- 
tra en la Figura 16.45. 

Sea C una curva con ecuaciones parametricas 

x = /<0, y = 8(0. z = MO- 

Si rtr) = </(0- 8(0. M0>. entonces r'(z) = </'(0, 0'(O. h'(t)} e> 
un vector tangente a Cen P(x , y, z) (vease la Figura 16.451. 
(vdase la Figura 16.45). 

Para cada t el punto (/<f), &V), MO) en C tambien es 
en S y por lo tanto, 

nm m urn = o. 

Si se toma 

W = F(x, y, z) y X = /((), y = 8(0, z = MO, 

entonces aplicando la Regia de la Cadena y tomando en cuenta que w = 0 para todo 

dw dw dx dw dy dw dz _ ^ 

dt dx dt + By dt Bz dt 

De manera que 

FJ& y* z}f'W + FJ& y, z)gV) + jyx, y, = 0 


FIGURA 16.45 



FIGURA 16.46 


o, equivalememente, 

VF(x, y, z) ■ F^(f) = 0 

para todo punto P{x , z) en C. En particular, si corre^ 
ponde P d (x 0t y 0i Zo) a t = t 0 , entonces 

VF(x o> y o -Zo)r'M = 0- 

Como r'(fo) es un vector tangente a C en P 0 , esto implies 
que el vector V F(x 0 , y 0 . Zo) es perpendicular a toda rec 
tangente l a S en P„ (vease la Figura 16,46). 

FJ piano que pasa por P 0 y tiene como vector normal 
VF(a'o, .Vo. Zo) es e ' pl*no tangente a S en P o- Quedo de- 
mostrado que toda recta tangente l a Sen P 0 se encuentra en el piano tangente en /»* 
E! siguiente teorema resume esta discusidn. 



TEOREMA (16.31) 


Sea F(x t y, z) una funcion con primeras derivadas par- 
ciales continues y sea P 0 un punto en la grafica S de 
F(x, y, z) = 0. Si F x , F y y F t no son todas 0 en P 0 , en¬ 
tonces el vector vF(x 0 , yo. zo) es normal al piano tan¬ 
gente a S en Pg. ' 


Se dice que el vector vF(jr 0 , y 0 , zo) en el Teorema (16.31) es un vector normal• 
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Z “ Ml >ijK* " Xiy) 4 /.Ufl, V fl H V Vg). 


l a recta perpendicular al piano liiitgenEC en d punto J’ih h- 3 tie La superfk.-. 

5 C 5 la rctltt normal a Sen JP 0 . Si S es la eiafLcn de H_r> y, <\ = 0. enton«* la rccia 
normal es paraleh -il vector v/-|_t u , } n Zn I- 

EJEMFLO S EtlCOQtrar Lina eCuacitin de la recta norma] al elipscufr ' x 2 + 3y : - 
z*■ - 12 cji el punto I, V6). 

Solution Esia snpcrfiirie es La [[Lisma que sc cransidero en d Bfcmplfl 3. P**r lei Un¬ 
to, cl vector 

vm, i.vm = a*m + i-jlk, 

que it nui^rs cm la Figura 16.4™, C5 paralcla a La recta normal- Usando d Teorema 
(1437), obimcmoi Las aJp.uL-enf&s Miiacinnes parantdrka* tic In recta normal: 

x = 2 + .1j. _v - I I 6r. : = 4 -\h*: I cn R * k 

Ssa/nna FLmcitirt dc x y >' F y sea 3 la gxifica Jtf la scuaeidn - ■=< /Ex, >'). El piano 
langentc a Sen P^ix^ >V>, Zn) puede servir para o^ccner tana inLrFpreLsiddn *eomccri:a 
dc La dsterendol 

Jl = /JJS 0 . jUflP il 4 fj*^ L'n? Ay 

ckt'inida tn (lft.13). Como 

Ar = /lv,.4 Ax, y 1( + Ai l /l.x n ., i>k 

ct punt li P(x Q 4 Ax, y„ 4 Ay, Zn 4 Ac) ebtii en £ t*4ufc la Figura 16-461. 

St a + Ax, y, : 4 Ay, z'l on punto en el plana cangcnte y consider emo* k 
tmnlns A{x 0 + AT, y, h + Ay, CIJ y tiE*n - Ax, y 0 -h Ay. qut hc mucitrin cn L 
Figurn I h.4K. Como D c^a cxi d piano [iintfentc, cnordenadai sariifaccn la reua 
cJ6p dd Teortnli (lfi.33). CH decix, 

I I,, /J*„. 'i'i|iH ^ii 4 An XqiJ 4 i-( t (,. LV-)l,Lii 4 A i 

Vg) Ar 4 Ux^ y 0 ) Ai = dz. 


FIQUiA 1*. W 
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Solution Las superficies de nivel de F son graficas de la forma F(x, y , z) = c f 
donde c es una constants. En particular, la superficie de nivel que pasa por P(l, 2, 4) 
es la grdfica de 


es dedr, de 
o equivalentemente. 


F(x< y> z) - F( 1, 2, 4), 


x 2 + >’ 1 + z = {I) j + (2) 2 + 4 = 9 
z = 9 - x 2 — y 2 . 


FIGURA 16.50 



La representation de esta superficie de nivel es un paraboloi- 
de de revolucidn y e$t4 en la Figura 16.50. 

El gradiente de F es 

VF(x, y % z) = 2x\ + 2yj + k. 

En P(l, 2, 4), 

VF(L 2, 4) - 2(1)5 + 2(2)j + k = 2i + 4j + k, 

El vector V F(l, 2, 4) con pumo inicial P e$t£ en la Figura 
16.50. Segun el Teorema (16.34), VF(1, 2, 4) es ortogona^ 
a la superficie de nivel en P. » 


El siguiente resultado para funciones de dos variables es andlogo al Teorema (16.34). 


TEOREMA (16.33) 


Sea/una funcion de dos variables que es diferenciable 
en yo) y sea C la eurva de nivel de/que contiene 

a P 0 . Si Vf(x 0t y 0 ) # 0, entonces este vector gradiente 
es perpendicular a C en P 0 . En este caso, la direccidn del 
mdximo cambio de /( x f y) en P 0 es ortogonal a C . 


FIGURA 16.51 



Como ilustracidn del Teorema (16.35), consideremo^ 
f(x\ y) = 9 - x 1 ~ y 2 . Entonces, las curvas de nivel estar 
dadas por 9 - x 2 - y 2 - k f donde k es un mimero rea 
(vease el Ejemplo 3 de la Seccidn 16.1), En la Figura 16.51 
aparecen algunas de estas curvas de nivel (que son circunfe- 
rencias), Por el Teorema (16.35), la tasa maxima (o minima 
de variadon de /(x, y) se alcanza cuando (x t y) se mu eve 
en la direction perpendicular a estas circunferencias* es de- 
cir, a lo largo de las rectas que pasan por el origen. Este 
equivale a que el pumo (x, y, f(x , y)) suba (o baje) en la 
parte de mayor inclination de la grafica de / que se ve er 
la Figura 16.50. 
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13* 

14* 



* xx 0 yy n zz 0 

a 2 h 2 c 2 


2xxq 2yy$ 

a 1 + h 2 


= c{z + * fl ) 


20, Demuestre que la esfera x 1 + y 2 + z 2 - a 2 y 
d cono x 2 + .v : - z 1 - 0 son onogonales cn to- 
dos sus pumas de interseectdn (vease cl Ejcrd- 
cio 19). 


15. Eneuentre los pantos del hiperboloide x 2 - 2y 2 - 
4z 2 = 16 en Los que el piano tangente es para- 
lelo at piano 4x - 2y + 4z = 5, 

16. Demuestre que la suma de los cuadrados de las 
coordenadas x, y t z de las interseceiones con los 
ejes x t y 9 z de cualquier piano tangente a ta grd- 
fica de la eaiacidn x 2/i + y 2n + z m = a 1/l 
es igual a la const a me a 2 . 

17* Demuestre que cualquier recta normal a una es- 
fera pasa por el cenlro de esta* 

18. Encuentre los puntos del paraboloids z = 4x 2 + 
9y 2 en los que la recta normal es paralela a la 
recta que pasa por F(—2, 4, 3) y Q(5, - I, 2). 

19. Se dice que dos superficies son ortogonahs en uno 
de sus puntos de interseccidn Ft#, y, z ) si $us rec¬ 
ta* normales en P son perpend icu la res. Tome pa- 
rente que las graficas de F(x t y t z) ~ 0 y de 
G(#, y, z) = 0 (donde F y G tienen derivadas 
parciales) son ortogonales en P si y solo si 

F,G X + F r Gj + F t G t - 0. 


Ejercicios 21-24; Trace la curva de nivel C de /que 
pasa por el punto P y un vector (con punto inicial P) 
correspondienie a V/J p (veansc los Ejercicios 13-16 
de la Seccion 16,1). 

n - fo,y) = y 1 -x\ P(2,1) 

22. f(x. r) = 3.t - 2y, P( - 2. 11 
23- fix, v) - x 1 - y. P\ - 3, 5| 

24. fix. y) = xi', Pf.l 2) 

Ejercicios 25-30: Esquematice la superfkic de nivel S 
de F que pasa por el punto P y un vector (con punto 
inicial P) correspondiente a V F\ p (vianse los Ejer- 
cicios 27-32 de la Seccidn 16.1). 

25. Fix, y, r) = x 2 + y 2 + z 2 . Pi 1. 5. 2) 

26. Fix. y, 7} - 7 - x 2 - >•* P(2, - 2, 11 

27. Fix,% 7 ) = ,v + Zy + 37, P(3, 4, 11 

2*. Fix, z) = x 2 + y 2 - z 1 , P(3, —1,1) 

29- Fix, y. z) = x 2 + y 2 , /‘(2. 0.3) 

30. F{x,y, *) = i, P[2. 3,4) 


16.8 


FIGURA 16.54 

Curvas de nivel /’(a* fc) 


MAXIMOS y MINIMOS DE FUNCI0NES 
DE VARIAS VARIABLES 

En el resto de este capitalo, una region formada por los puntos dc un piano coorde- 
nado que se encuentran dentro de un rect^ngulo cuyos lados son paraldos a los ejes 
coordenados, se Uamara region rectangular* Si sc incluyen los puntos de frontera se 
hablara de una region rectangular cerrada. Se dice que una regidn R es acoiada si esta 
contenida en alguna regidn rectangular cerrada. 

Una funcion/de dos variables tiene un maximo local en 
(a f h)s i existe una region rectangular R que contiene a (g, h) 
tai que /(* t y) ^ f(a, b) para todo par (jf, y) en R . Geome- 
tricamente, esto significa que si una superficie S cs la grafica 
de/, entonces los maximos locales corresponden a los pun¬ 
tos mds altos de S, como se ilustra cn la Figura 16.54. Si / v 
existe, entonces como se seflal6 en la Seccion 16.3, b) 
es la pendiente dc la recta tangente a la iraza C de S en el 
piano x ^ a (vease la Figura 16.23). Se deduce que si/(cr, b) 
es un mdximo local, cntonces f y {a , b) - 0. Analogamente, 

Ma. b) = 0 * 

La funcion/tiene un mitiimo local en (r t d) si hay una 
region rectangular R quecontiene a (c, d ) tai que f{x t y) > 
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EJEMPIO t Sea fix, y) - 1 + x 2 + y 2 para 0 < x 2 + £ 4. Encontrar los m&- 

ximos y minimos de f, 

Solucion El dominie R de/es la region del piano xy que consta de la circunferen- 
ciax 2 + y 2 = 4 y su interior, De acuerdo con la Definiddn (16.36) (i), los puntos cri- 
ticos son soluciones del sistema de dos ecuaciones 


es dedr, de 


f x (x, y) = 0, / F (.x, y ) = 0, 

2x = 0, 2y = 0. 


El unico punto que satisface ambas ecuaciones cs (0, 0} y por lo tanto, ffiK 0) = 1 es 
el unico valor extreme local posible. Adem^s, como 


HOUR A 16,56 



/(x, y) = l + x 2 + y 2 > l si (x* y) ¥* (0,0), 

/ ticne un minimo local 1 en (0, 0), Este heeho tambien se 
puede ver de la gr&fica de z = f(x t y ) que se tiene en la Fi¬ 
gura 16,56, Ob$6rvese que el numero/(Q, 0) = 1 tambien es 
el minimo absolute de /. 

Para encontrar los posibles maximos y minimos en la 
frontera, estudiamos los puntos (tf, b) de la frontera del 
dominio de /, es decir, de la circunferencia x 2 + y 2 - 4. 

Consultando La Figura 16.56, se ve que cualquiera de estos 
puntos, por ejemplo el (0, 2), da como resultado el mdximo 
absolute /(0, 2) - 5. * 


Como se ilustra en el siguiente ejemplo, no todos los mimeros cdticos dan lugar 
a maximos o minimos. 


EJEMPIO S Sea /(*, y) = y 2 - x l con dominio R x U. Encontrar los jniximos 
y minimos de /. 

SdUCIOn Scgun la Definicidn (16.36), los puntos cdticos son soluciones del siste¬ 
ma de dos ecuaciones 


/*(*, y) = ~2x = 0 , f y (x, y) = 2y = 0 * 


FIGURA 16.57 



Como en el Ejemplo 1, el unico valor extreme local posible 
es /(0, 0) - 0. Sin embargo, si y # 0, entonces /(0, y ) = 
y 2 > 0; y si x # 0 t entonces f(x t 0) = -x 1 < 0, Por lo tan- 
to, cualquier region rectangular del piano xy que contenga 
a (0, 0) contiene puntos en los que el valor de la funcion es 
mayor que /(0, 0) y tambien puntos en los que el valor de 
la funcion es menor que /(0, 0). Por consiguiente, / no tiene 
maximos o minimos locales. Este resultado es evidente a partir 
de la gr^fica de z = f{x , y ) en la Figura 16.57. Debido a la 
forma de la superficie certa de (0, 0 t 0) se dice que este pun- 
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y por lo tanto, 

y) - (2)(6y) - (- 4) 2 = 12 y - 16, 

Como = -8 < 0, de (16.37) (iii) se ve que /(j, }) no es un valor extreme or 

/. Como (}{4 i 2) « 8 > 0 y f xx (4 t 2) = 2 > 0* de acuerdo con (16.37)01), / txm 
un mmimo local /(4, 2) = 0. 


EJEMPLO 4 Sea f(x t j) = x 1 - 4 xy + y J + 4 y t Encontrar el m&ximo y el mini m 
absolutes de /en la regidn triangular R que tiene como vertices (-1, -1), (7, -i) y (7, 't 

Solucion La fromera de R consta de los segmentos 
Ci y Ci que se muestran en la Figura 16.58. En el Ejempi: 

3 encontramos que / tiene un minimo local 0 en el punto (4, 2 
que esta dentro de R. For lo tanto solo haee falta buscar a 
maximos y minimos en La frontera. 

En C\ tenemos y - -1 y entonce$, los valores de /e- 
tan dados por 

f(x f -l) = x 1 + Ax - \ - 4 - x 2 + 4x - 5. 

\ 

Esto determina una funcion de una variable cuyo dominio es el intervalo [-1, 7]. Li 
primera derivada es 2x + 4, que es igual a 0 en x - -2 , pero este numero se encuer -t 
fuera del intervalo [-1, 7]. Por lo tanto no hay maximos o minimos locales de /(*, - m 
en [”“1, 7], Como /(*, -l) es creciente en todo este intervalo, el mmimo y el mi> 
mo en la frontera son 

Ji-U - 1 ) = -8 y /(7, -I) - 72. 

En Ci tenemos x - 7 y los valores de / estdn dados por 

/(7, y) = 49 - 2 Sy + y* + 4^ = y* - 24 y + 49 

para -1 < y < 7. La primera derivada de esta funcion de^ es 3 y 2 - 24 y por lo n-- 
to, hay un numero critico si 3 y 1 = 24, o y = ^8 = 2^2, Usando la segunda derive 
6 y de /(7, y) vemos que /(7 t 2V2) es un minimo local de fen el segmemo C 2 . Sin ez 
bargo, como /{7, 2V2) - 49-32^2 =& 3.7 y /(—1, -1) - -8, no se trata de un ir - 
mo absoluto de / en R. Los valores de / en los extremos de C 2 son 

f( 7, -1) « 72 y /(7, 7) - 224. 

Finalmente, en Cj se tiene que y = x y los valores de / esian dados por 

/( x, x) = x 2 - 4x 2 + x 3 + 4.v = x l - 3x z + 4x. 

La primera derivada 3x 2 ~ 6x + 4 no tiene raices reales y por lo tanto, no hay nu- 
ros criticos de f(x> x). Ya habiamos calculado los valores /(“l, “1) = “8 y/(7, ~ 

224 cn los extremos. Por lo tanto, estos valores en los extremos son cl minimo y el ~* 
ximo absolutes de / en la region triangular R . * 

EJEMPLO 5 Se desea contruir una caja sin tapa con la forma de un paralelepipr. 
rectangular que tenga un volumen de 12 pie 3 . El coslo por pie euadrado del maten> 


FIGURA 16.58 
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denadas de estos cuatro puntos pero demuestre 
que hay una inflnidad de puntos criticos ademAs 
de estos. iEn ddnde se Kalian? 


5. fix, >’) = x 2 + 4y 2 - x + 2y 

6. fix, y) = 5 + 4x - 2x 7 + 3y - y J 

7. fix, y) = x 4 + y J + 32x - 9y 

8 . f{x, y) = cos x + cos ,v 


9. /(x,y) = e*sen y 
10. fix, y) = x scny 

4y + x 2 y 2 + 8x 
xy 
x 

x + y 

13. /(x, y) = sen x + sen y + sen (x + y): 
0 & x i 2x, 0 £ y <, 2n 
(x + y + l) 1 


11. fix, y) = 

12 . fix, y) = 


14. fix, y) i 


x 2 + y 1 + 1 


IS. La figura presenta una graftca generada por 
computadora de 

fix, y) = (x 2 + 3y ^ )e~ xl ~ ,1 

Parece haber cuatro puntos criticos. Demuestre 
que en realidad hay cinco puntos criticos y en¬ 
cuentre los mAximos y mfnimos de /. 



Ejeicicios 17-22: Encuentre el mAximo y el minirno ab¬ 
solutes de / suponiendo que el dominio es la regibr 
R indicada. (Consulte los Ejercicios 1-6 para obtene: 
los mAximos y minimos locales.) 

17. /(x, y) - x 2 + 2xy + 3y 2 ; 

R = {ix,y): —2<x<4, -1 < y < 3J 

iSugerencia: Para determinar los maxim os > 
minimos en la frontera, considere las siguient* 
fiinciones de una variable: fix, -1), fix, 3). 
/(-2, y) y /(4, y).) 

18. fix, y) = x 2 - 3xy - y 2 + 2y - 6.x; 

R = {(*» y); 1 x | s 3, | y | < 2} 

19. fix, y) = x’ + 3xy - y J ; la regidn trianguia- 
R con vertices (1, 2), (1, -2) y (-1, -2). 

20. fix, y ) = 4x 3 - 2x 2 y + y 2 ; la region R acots 
da por las graficas de y = x 2 y y = 9. 

21. fix, y) = x 2 + 4y 2 - x + 2y; la regidn R aco- 
tada por la elipse x 2 + 4y 2 = 1. 

22. fix, y) = 5 + 4x - 2x 2 + 3y - y 2 ; la regioi 
triangular R acotada por las rectas y = x, y = 
-x y y = 2. 

23. Establezca la distancia mAs corta del pumc 
P(2, 1, -1) al piano 4x - 3y + z = 3. 

24. Calcule la distancia mAs con a entre los pianos 
2x + 3y - z = 2 y 2x + 3y - z = 4. 

25. Haile los puntos en la grafica de xy J z 2 = 16 que 
estdn mis cerca del origen. 


16. La figura ofrece una grdfica generada por compu¬ 
tadora de 

f(x t y) * 

Parece haber cuatro puntos . Encuentre las coor- 

EJERdClO 16 



26, Encuentre ires numeros reales positivos cuya su* 
ir.a sea 1000 y su producto sea miximo. 

27, Si una caja abierta con forma de paralelepipedc 
rectangular debe tener volumen V t icon qu£ di¬ 
mensioned es minima el drea de su superfine? 

IS* Si una caja abierta con forma de paralelepipedc 
rectangular debe tener superficie con drea A t £que 
dimensiones harin que el volumen sea m£ximcT 

29. Encuentre las dimensiones del paralelepipedo rec¬ 
tangular de volumen m&ximo con caras parale- 
las a los lados que puede inscribirse en el dipsoide 


\6x 2 + 4y 2 + 9 z 1 - 144, 
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41. La siguiente tabla muesira una lista de la rela- 
ci6n entre los promedios durante el scmestre y las 
calificationes en el examen final de diez estudian¬ 
tes en una dase de mat emit icas. 


Promedio cn d 
scmestre 

40 55 62 68 72 76 80 86 90 94 

Examen final 

30 45 65 72 60 82 76 92 88 98 


Ajuste una recta a estos datos y use la para pre- 
decir la calificacidn en el examen final de un es- 
tudiante con un promedio durante el semestre de 

70. 

42. A1 estudiar el diagrama de carga y alargamiento 
de un material elAstico sometido a tension (v6a- 
se La pagtna 287) un mgemero cncuentra que una 
parte de la curva parece ser lineal. En la tabla 
aparece una lista de algunos valores experiment 
tales. 


Carga (kgf) 

2 2.2 2.4 2.6 2,8 3.0 

Alargamiento (cm) 

0.10 0.30 0.40 0.60 0.70 0.90 


Ajuste una recta a esios datos y estime el alarga¬ 
miento para una carga de 7.5 kgf 

43. La figura muestra las positiones relativas de tres 
pueblos A, B y C. Los urbanistas adoptan el cri- 
terio de minimos cuadrados para decidir en ddnde 
construir una nueva escuela secundaria para dar 
servicio a las tres comunidades. La escuela se 
construiri en el punto P(x * y) en cl que las su- 


mas de los cuadrados de las distances a los pue¬ 
blos A, B y C sea minima. Encuentre la posicidn 
relativa del sitto para la constructidn. 


EJERGOG 43 


(XJL6MCTROS5 

/ 

JPV\. vl 

fc* 7 - 2 ' 


(WiOMEntos) 


44. Generalice el Ejercitio 43 al caso de n pueblos 

localizados en los pumos Pi)* 

■ - -t 

45. El Ejercicio 37 se puede genera I izar al problems 
de encontrar el piano z = ax + by + c quc mc- 
jor se ajusta a los datos (x u y M z,), ( x 3 , y 2 , Z 2 h 
.. T , (x„, y nf z n ). El metodo de minimos cuadra¬ 
dos consiste cn dcterminar los valores a, b y c 
para los que 

f(tt , h rl • £ U* - ax k - hy k - c) 1 

k - 1 

sea minima. Encuentre un sistema de ties ecua- 
ciones en las tres incognitas a, bye. Obtenga el 
piano que mejor se ajusta a los datos <0, 0, 0) f 
(0, 1, 0), <0, 0, I) y (I, I, 2). (Sugerencia; Re- 
suelva el sistema de tres ecuaciones f a ^ 0, 
ft - 0, / f - 0.) 

46. Tres aielos {variantes de un gen) A ( ByO deter- 
minan los cuatro grupos sanguineos del genero 
humane: A (AA o AO)* B (BB o BO}, O (OO) 
y AB. La ley de Hardy-Weinberg afirma que la 
proportion de individuos en una poblacidn que 
tiene dos aielos diferentes esti dada por la for¬ 
mula P = 2 pq + 2pr + 2rq, dondep, q y rson 
las proporciones en la poblacidn de los aielos A, 
ByO* respectivamente. Demuestre que P debe 
ser menor que o igual a ^ ( Sugerencia: p > 0. 

+ ^ + L) 


16.9 


MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 


Las definiciones de mdximos y minimos dadas en la secci6n anterior se pueden generali- 
zar a funciones/de cualquier tiumero de variables. En muchas aplicaciones, para calcu- 
lar los maximos y minimos de /* hay que restringir las variables de alguna manera. 
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el vector de posicidn del punto P(x, y) en C(vease la Figura 
16.61) y sea Po(-*o. y<>) el punto en el quc/alcanza el valor 
maxima o minimo y que correspond e a t = fo, es decir, 

r(/ 0 ) = *o* + yoJ = h{l 0 )i + *(f 0 )j- 

Si se define una funcion F de una variable / mediante 

^(0 “ Af>U), k(0)> 

entonces cuando f van'a* se obtienen valores dc la funcion f(x ; y) que corresponden 
a ( x , y) en C, es decir, f(x, y) esia sujeta a ta restriccidn g(x f y) = 0. Como /(*o, y 0 ) 
es un maximo o minimo de/bajo esia restriccidn, resulta que /'’(fy) = /(/»(%), £(* 0 )) 
es un maximo o minimo de F(t). Entonces F'(/ 0 ) = 0. Considerando a F como una 
funcitin eompuesta y usando la Regia de la Cadena, 

F'U) - Ux, >') ^ + /.(x, y) = f x (x, y)A'(t) + f„{x, y)k'{l). 

Tomando t = to, 

0 = r(t 0 ) = fjx 0 , y 0 )f>Vo) + fy(x 0 , )’o) k 'Un) = W(x 0 , y 0 J ■ r'(f 0 ). 

Esto demuestra que el vector V/(x 0 , y<>) es ortogonal al vector tangente r'(/ n ) a C (vease 
el Teorema (16.35)). Pcro V 0 (x o , >o) tambien es ortogonal a r'(fo) porque C es una 
curva de nivel de g. Como V/(x 0 , y 0 ) y Vg(x 0 , y 0 ) son ortogonales al mismo vector, 
son paralelos, es decir, V/(x 0 , y 0 ) = XV 0 (x„, y 0 ) para algun X, 


FIGURA 16.61 



El numero X que aparece en el Teorema (16.38) es un multiplicadur de Lagrange 
Para aplicar este metodo se comienza considerando las ecuaciones 

V/(x, y) = /V«(x, y) y <y(x. y) = 0 

o, equivalentemente, 

(16.39) /=(*. y) = %/x, y), f/x, y) = Xg,(x, y) y 0 (x,y) = O. 

Si/, sujeta a la restriccidn y(x, y) = 0, dene un maximo o minimo en (x 0 , yo), 
entonces (x 0 , y 0 ) debe ser solucidn de todas las ecuaciones en (16.39). Por lo tamo, para 
determinar los maximos y minimos se necesita encontrar los puntos (o, b) que para al- 
giin valor adecuado X satisfacen las tres ecuaciones en (16.39). Si /dene un maximo 
o un minimo, dste sera el mayor o el mcnor de los valores de la funcidn en esos puntos. 


EJEMPLO 1 Calcular los miximos y minimos de /(x, y) — xy para (x, y) restringi- 
do a la elipse 4x 2 + y 1 - 4. 

Solucion En este ejemplo la restriccidn es g(x, y) = 4x 2 + y 2 - 4 = 0 . Toman¬ 
do V/(x, y) = XVff(x, y) obtenemos 

yi + xj = X(8xi + 2yj) 
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EJEMPLO 2 Calcuiar el volumen maximo del paratelepi'pcdo rectangular con caras 
paraielas a los pianos coordenados que se puede inscribir en el elipsoide \6x 2 + Ay 1 + 
9z 2 = 144. 

Solucion La Figura 16.59 muestra una posicidn tfpica del paralelepipedo. Se desea 
obtener el valor mlximo del volumen 

V = /(x, y, z) = 8 xyz 

sujeto a la restriction 

ry(x, y , z) = I6x 2 + 4> >2 + 92 2 — 144 = 0. 

Como cn (16.40), comenzamos escribiendo V/(x, y, z) = 2Vg(x, y, z), o 
8_vzi + 8xzj + 8xyk = 2(32xi + 8yj + 18zk). 

Esto, junto con g(x, y, z) - 0, da el siguiente sistema de cuatro ecuaciones: 

8yz = 32x2, 8xz — 8y2, 8xy = 18z2, I6x 2 + 4y 2 + 9 z z - 144 = 0 

Multiplicando la primera ecuacidn por x, la segunda por y, la tercera por z y sumando- 
las, obtenemos 

24xyz = 32x 2 2 + 8y 2 / + 18z 2 / = 22(16x 2 + 4y 2 + 9z 2 ). 

Esto, junto con el hecho de que 16x 2 + 4 y 2 + 9 z 1 = 144, implica que 

24xyz = 2/(144) o bien xyz - 12/. 

Esta ultima ecuacidn sirve para encontrar x, y y z. Por ejemplo, multiplicando por x 
ambos lados dc la ecuacidn 8 yz = 32xX, obtenemos 

8xyz = 32x 2 2 

8(122)» 32x 2 / 

96/ - 32x z 2 = 0 

322(3 - x 2 ) = 0. 

Por consiguiente, X = Oox = V3. Se puederechazar X — 0 porque esta solution lleva 
a xyz » 0 y entonces V = 8 xyz = 0. Por lo tanto, la unica posibilidad para x es V3. 

Analogamente, multiplicando por y ambos lados de la ecuacion 8xz = 8yX, ob¬ 
tenemos 

8xyz = 8y 2 / 

8(122) = 8y 2 / 

962 - By 2 2 = 0 
82(12 - y 2 ) = 0 

y por tanto, y = ^12 = 2^2. 

Finalmente, por z multiplicando la ecuacidn 8xy = 18zX y usando el mismo meto- 
do, resulta z — 4V3/3. Concluimos que el volumen dcseado es 

F = 8xj« « 8k/3)(2s/3)^y^ = 64^/3^ 111 . 
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fIGURA 16.63 



.Jx 2 + _v 2 + z 1 . Es posible encontrar estos valores determi- 
nando tas ternas (x, y, z) en las que el radicando 

/(*. y, z) = x 2 + y 2 + z 1 

alcanza su maximo y su minirno sujeto a las restricciones 

g(x, y, z) - x 2 + y 1 + 2z - 16 = 0 

y 

h(x, y, z) = x + y — 4 = 0. 

Como en la discusidn anterior, consideramos 

V(x 2 y 2 + z 2 ) = 2V(x 2 + y 2 + 2z — 16) + ^iV(x + y — 4). 


o equivalentemente, 

2xi + 2>j + 2rk = 2(2xi + 2yj + 2k) + jdi + j) 

= (2x2 + /r)i + (2 y2 + /i)i + (22)k. 


lgualando las componentes y usando las dos restricciones, obtenemos el siguiente siste 
ma de cinco ecuaciones: 

2x - 2x2 + /< 

2y = 2 yk + n 
2z = 22 


x 2 + y 1 + 2z — 16 = 0 
x + y - 4 = 0 


Kestando la segunda ecuacidn de la primera: 

2x - 2y - (2x2 + ft) - (2y2 + ft) = 2x2 - 2y2 

o sea 

2(x - y) - 22(x - y) = 0 


y por lo tanto, 


2(x - y)(l - 2) = 0 


En consecuencia, k = 1 o bien x — y. 

Si x = 1, tenemos que 2z = 2X = 2(1> o bien z = 1- La primera restriccion 
x 2 + y 2 + 2z - 16 = 0 da x 1 + y 2 - 14 = 0. Resolviendo esta ecuacion simultdnea- 
mente con x + y - 4 = 0, encontramos que 

x = 2 + v^3, y = 2 - ^3 o bien x = 2 — ^3, y “ 2 + v'3- 

Por lo tamo, los pumos de C en donde puedcn alcanzarse los valores extremes son 

P,(2 + v3, 2 - v3- •) y P 2(2 yfti 2 + v'3, !)■ 


Las distancias correspondientes desde el origen O son 

<1(0, P,) = vT! = d(0, P 2 ). 
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29. La resistentia de una viga de seccibn transversal 
rectangular es proportional al producto de su an- 
chura y el cuadrado de su peralte (o altura), En* 
cuentre las dimensiones de la viga rectangular mis 
resistente que se puede extraer de un tronco ci* 
Imdrico cuyas secciones transversales son elipses 
con eje mayor de 24 cm y eje menor de 16 cm, 

30. Para fabricar /(x, y) unidades de tierto producto 
se requieren x unidades de capital y y unidades 
de mano de obra. La funcian de produccidn de 


Cobh-Dougtas se define como f(x, y) - kx a y t , 
donde k es una constant* y a y b son numeros 
positives tales que a + b - I ♦ Supongamos que 
fix, y) = x l/i y 4/i , que cada unidad de capital 
tiene un costo C y cada unidad de mano de 
obra tienc un costo £* y que la cant id ad moneta- 
ria total disponibte para cubrir estos gastos es M, 
de manera que xC + yL - M, ^CuAntas unida¬ 
des de capital y de mano de obra deben emplear- 
se para lograr la producci6n maxima? 


16.10 


REPASO 


Defina o discuta In siguiente. 

1. Funciones dc varias variables, 

2. Curvas de niveL 

3. Superficies de niveL 

4. Limites de las funciones de varias variables. 

5. Puntos interiores de una region. 

6. Puntos en la frontera de una regidn, 

7. Regidn cerrada. 

8. Continuidad de las funciones de varias variables. 

9. Primeras derivadas parciales. 

10. Derivadas parciales de orden superior. 

11. I ncrement os de I as f u nci o n es de vari as vari a bles, 


12. Diferenciales. 

13. Funcidn diferenciable. 

14. Regia de la Cadena* 

15. Derivation implitita usando las derivadas par- 
ciales, 

16. La derivada direccionaL 

17. El gradiente y sus propiedades, 

IK. Pianos tangentes y reetas norm ales. 

19. MAximos y minimos de funciones de varias va¬ 
riables. 

20, Multiplicadores de Lagrange. 


EJERCICIOS 16.10 

Ejertitios 1-4: Determine el dominio de /. 

1. /{x, y) = v 36 - 4.x 1 + 9y 2 

2, fix y) - In xy 

a. 

4, fix\ y* z) - (sec z)/(x - y) 


Ejercicios 5-6: Calcule el limite si es que existe. 

3 xy + 5 


lim 


y 1 + 4 



1. Use coordenadas polares para demostrar que las 
curvas de nivet de f(x, y) - xy/(x x + y 2 ) vl 
son rosas de cuatro ptialos. iCudl es el valor de 
lim u 0J /(x, y)? 

8. La grafica gene rad a per una computadora de 
f{x t y) = x 2 y 2 /{x 2 + y 2 f que se muestra en la 
figura, indica que/tiene primeras derivadas par¬ 
ciales en (G t 0) pero no es eontinua ahi. Verifi- 
que estos hechos. 
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Ejercicios 32*33: Encuentre los mAximos y minimos 

de/ 

32, /(*, y) - x 2 - 6x cos y + 9 
f(x* y) - x 2 + 3 y - y 3 

34. El material para el fondo de una caja en forma 
de un paraleleplpedo rectangular cuesta el doblc 
por centime!ro cuadrado que el que se usa para 
los lados y la tapa. ^CuAles con las dimensioned 
relativas con las que es mlnirno el costo para un 
volumen fijo? 

35- Dada f(x> y) = J x 2 + ^ y l t trace varias cur* 
vas de nivel dc/y represents Vf] p por un vec¬ 
tor para un punto P de cada ctirva. 

36. Dada F(x r y t t) - z + 4X 1 + 9y 2 , trace van as 
superficies de nivel de Fy represente VF]^ por 
un vector para un punto P en cada superficte, 

37. Use el m6todo de los multiplicadores de Lagran¬ 
ge para caicular los mAximos y minimos locales 
de /( x f y t z) - xyz sujeta a La restriction x z + 
4y 2 + 2 z 1 - 8. Tambten hAgalo usando el Teo- 
rema (I6J7), 

38. Use el mAtodo de los multiplicadores de Lagran¬ 
ge para caicular los mAximos y minimos locales 


def(x*y> z) ^ Ax 1 + y 2 + z 2 sujeta a las res- 
tricciones 2x-y + z = 4yx+2y- z = 1. 
Verifique su respuesta usando metodos de una 
sola variable. 

39. Encuentre los puntos de la grAfica de jc* 1 + 

2y~ ] + * I mAs cercanos al origen. 

40. Se desea constniir la tolva de un silo (o elevador 
de granos) en forma de un cono circular recto de 
2 pie de radio, coronado por un cilindro circular 
recto, como se muestra en la figura. El volumen 
de la tolva debe ser de 100 pie*. Calcule las al- 
turas h y k del cilindro y del cono t respectiva- 
mente T para las que el Area dc la superficie es 
minima. 


EJERGGO 40 







864 


CAPiTULO 17 * INTEGRALES MULTIPLES 


17.1 


INTEGRALES DOBLES 


La integral definida f{x)dx de una funcidn /de una variable se definid en (5.8). 
En este capitulo y en el siguiente se consideran integrates de las funciones de varias va¬ 
riables: integrates dobles, integrates triples , integrates de super fide e integrates de tinea * 
Cada una de £stas se define de manera parecida a la que se utilize para las integrates 
de las funciones de una variable. La diferencia principal es el dominio del integrando, 

La integral j£ f(x)dx se puede definir en los siguientes 
cuatro pasos. (El Paso 1 y el Paso 2 $e ilustran en la Figura 
17.L) 

Paso 1 Tomar una particidn de [a, b\ escogiendo a = Xq < 

X| < X 2 < ’ < X n m b. 

Paso 2 Para cada k t elegir un niimero w k en el subintervalo Ujt-i, x k ], 

Paso 3 Considerar la suma de Riemann Xfc/( w *) Ax*, donde Ax k - x k - x k ~[. 

Paso 4 Establecer que 

j*f(x)dx = iim £/(w*)Ax*. 

Ja ll<*li-o * 

donde |/>|| es la norma de la particidn (el mayor Ax*). 

Si / no es negativa en [a, 6], entonces la suma de Rie¬ 
mann ^/(w*) Ax* del Paso 3 es una suma de areas de rec- 
tangulos como los que se ilustran en la Figura 17.2. Esta suma 
se aproxima al Area de la regidn que se encuentra bajo la grA- 
fica de / entre x = a y x = b. Si el Hmite de las sumas de 
Riemann cuando |jP|| — 0 existe (Paso 4), entonces se ob- 
tiene la integral definida J5 f(x)dx cuyo valor es el Area (exac- 
ta) bajo la grAfica. 

Sea/una funcidn de das variables tai que f(x, y ) existe 
en toda una region cerrada R del piano xy. A continuacidn 
se definirA la integral doble jj* /(x, y)dA. La definicidn seguirA el proceso de cuatro 
pasos usado para las funciones de una variable. Para lo que sigue las regiones en el 
piano xy de los tipos ilustrados en la Figura 17.3 son de particular importancia. Se su* 
pone que las funciones g lt g 2 y h lt h 2 son continues en los intervalos [a, b] y [c, d], 
respectivamente, y satisfacenj/^x) -s g 2 (x) para todoxen [a, b] y fii(y) < h 2 (y) pa¬ 
ra todo y en [c, d). La region ilustrada en la Figura 17.3(1) es una regidn del Tipo I 
y ta ilustrada en la Figura 17.3(ii) es una regidn del Tipo II. 


FIGURA 17.4 



FIGURA 17.1 
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FIGURA 17.3 

(i) Region del Tipo 1 



01} Region del Tipo 11 
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significa que para todo £ > 0 exists un 6 > 0 tal que si 
P - {PJ es una particidn interna de Peon ||P|| < 5, 
entonces 


!?■« 


u h v k )AA k - L 


< £ 


para cualquier eleccidn de Jos pares (u k * v A .) en R k > 


La Definicidn (17.2) afirma que se puede hacer que las sumas de Riemann de/se 
aeerquen a L tamo como se quiera escogiendo particiones interims de norma \\P || sufi- 
cientemente pequefta. 

La integral doble de/se define como sigue: 


DEFINICION (17.3) 


Sea/una funcion de dos variables que esti definida en 
una regidn R. La integral doble de / sobre R se denota 
Pot If y)dA y se define por 

jjf(x,y)dA = )| h'm o I/(w t , v k )AA k , 

siempre y cuando el limite exists. 


Si la integral doble de/sobre R existe, entonces se dice que/cs integrahle sobre 
R. Se puede demostrar que si / es continua en R, entonces / es integrable sobre R. 

Hay una interpretation geomtirica util para las sumas de Riemann y las integrates 
dobles en el caso en que / es continua y f(x> y) > 0 en todo R. Sea S la grafica de 
/, y Q el sdlido (es dedr la regibn en tres dimensiones) que se encuentra aba jo de 5 
y arriba de R , como se ilustra en la Figura 17.5. Si P k (u k , v*, 0) es un punto en la re¬ 
gibn R k de una particidn interna P de R t entonces f(u k , v k ) es la distancia del piano xy 
al punto B k en S que se encuentra directamente arriba de P k . El numero f(u kx v*) AA k 
es el volumen del prisma con base rectangular de £rea AA k , como se ilustra en la Figu¬ 
ra 17.5. La suma de los volumenes de todos los prismas (vbase la Figura 17,6) es una 
aproximacidn al volumen V de Q. (Esto es andiogo a la suma de los rectangulos que 
se muestran en la Figura 17.2 para las sumas de Riemann de las funciones de una varia¬ 
ble.) Como se ve que la aproximacion al volumen mejora cuando \\P\\ deride a cero, 
V se define como el limite de las sumas de los numeros f{u k> v k ) AA k , Aplicando (17.3) 
se obtiene lo siguiente. 


DEFINICION (17.4) 


Sea / una funcidn continua de dos variables tal que 
f(x » v) > 0 para todo (x\ y) en una region R . El volu- 
men V del sblido comprendido bajo la grifica dc z = 
f(x > y) y sobre la regidn R es 

v = $ff(x,y)dA. 
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4, 



5, 


6 . 



v 



t 


7 * 




9 . 


y 




11. Sea /(*, y) = 4* + 2y + 1 y sea R la region del 
primer cuadrante acotada por Sos ejes coordena- 
dos y la gr&fica de y = 4 - 1 x 1 . Sea {R*} pa¬ 
ra A: = 1,2, .,», 7 1ft particidn interna de R que 
se muestra en la flgura. Calcule Ea suma de Rie- 
mannX!*/(«^ v*) AA^ si para cada k , (w*, v*) 
es el putito 


(a) de la esquina inferior izquierda de R k , 

(b) de La esquina superior derecha de R k . 

(c) en cl centre de R k . 

EJEROCIQ 11 



12. Sea f(x, y) = xyy sea R ta regidn acotada por 
el trapeeio con vertices (0, 0} t (4, 4), (8, 4) y 
(12* 0). Sea P la particidn interna de R determi- 
nada por las rectas verticales con abscisas 0, 2, 


4* 6 t 8 t 10* 12, y por las rectas horizontales con 
ordenadas 0, 2,4, Calcule las sumas de Ricmann 
como en (a)-(c) del Ejercicio 11. 

13. Sea R la regidn triangular con vertices (0* 0), 
(6, 0), (6, 12) y sea P la part id 6n interna de R 
determinada por las rectas verticales con absci¬ 
sas 0. l f 3* 4, 6, y por las rectas horizontales con 
ordenadas 0, 2, 5, 7, 8* 12. Calcule la suma de 
Riemann para la particidn P de La funcidn / da- 
da por f(x, y) = x 2 y * donde (u*, v k ) es el cen- 
troide de R k . 

14. Sea 

* = {(*. yY o s x s 5 , 0 £ y £ JlS - * 2 }. 

y sea P la particidn de R determinada por las rec¬ 
tas verticales con intercepciones x iguales a 0, 2, 
3* 4, 5 t y por las rectas horizontales con inter- 
cepciones y iguales a 0, 2, 4, 5. Calcule ta suma 
de Ricmann para P de La funcion / dada por 
/(x, y) = 4 - xy, donde (u*, v k ) es el punto en 
la esquina inferior derecha de R k . 

15. Sean R = ({*, y): a S x £ h % c £ y S d) y 
f(x t y) = k para todo (*, y) en R, Haga la de- 
mostracion dc que la integral dobte de / sobre 
R es igual a k(b - a)(d - c), usando (a) la Dc- 
finiddn (17,3) y (b) La Defmirion (17.4). 

16. Sean fy tf dos fundones integrates sobre R ta¬ 
les que f(x , y) ^ a (x t y) para todo (x t y) en R. 
Use las propiedades de las integrales dobles para 
demostrar que 

JJ7fo y) dA > jj^x, y) dA . 

X R 

17. Demuestre el Teorema (17.5) (i), ( Sugerencia: 
Vease la demostracion del Teorema (5.14) en el 
Apendiee IL) 

18 . Damuestre el Teorema (17*5) (ii). ( Sugerencia; 
V£a$e La demostraci6n del Teorema (5.15) en el 
Apendice II.) 


17.2 


EVAIUACION DE IAS INTEGRALES DOBLES 

Excepto en aigunos casos elementales, es casi imposible calcular el valor de una integral 
doble f(x, y)dA directamente a partir de la Definicion (17,3). En esta seccidn se 
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An&loganiente* puedc integrate B(y) con respecto a y y sc obtiene 

r B{y] dy =r [j: m » rfx ]** 

Las integrales en el lado derecho de las dos formulas anteriores se Hainan integrates 
dobles iterativas. Es costumbre simplificar la notacidn omitiendo los corchetes, como 
se especifica en la siguiente definicidn. 

DEFINICtON (17.6) 


Obsdrvese que en (17.6) la primera diferencial a la derecfta del integrando f(x, y) 
determina la variable de la primera integracidn parcial. El primer simbolo de integral 
a ia izquierda de /(*, y) especifica los limites o extremos de integracidn de dicha varia¬ 
ble. Asi, al cvaluar una integral iterativa se determina primero la integral de adentro. 

EJEMPLO 2 Evaluar J* ("_ 2 ( (2x + 6x 2 y)dydx. 

Solucion Por la Definicidn (17.6), 

J* [J 2 , (2x + 6a- 2 y) dy] tlx = j] 4 |^2xy + 3x*y 2 ]*, dx 

— j** [(4x + 12x 2 ) — ( —2x + 3x 2 )] dx - 
= J 4 (6x + 9x 2 ) dx 

= 3x 2 + 3x 3 J 4 = 234 • 

EJEMPLO 3 Evaluar | | j** (2x + 6x 2 y) dx dy. 

Solucion Por la Definicidn (17.6), 

J 2 , [J* (2x + 6x 2 y) dx] dy = f* i [x 2 + 2x 3 y]* dy 

= /*, [(16+ I28y)-(1 + 2y)]dy 
= J_ 2 i (126y+ 15) dy 
= 63y 2 + 1 5y] 2 ( = 234 • 

El hecho de que las integrales iterativas en los Ejemplos 2 y 3 son igualcs no cs 
una easualidad. Si /es continua, entonees las dos integrales iterativas en (17.6) son 
siempre iguales. (La demostra-ibn puede encontrarse en fibres de Cakulo avanzado,} 
Se dice que el resultado de la integration es independiente del orcien en que se integre. 


J 

l ft* • y't'tyd* ~ . 

{*$*f(x,y)dxdy = J 


1* 

dy. 






872 CAPfTUlO 17 • INTEGRALES MULTIPLES 

-cos j> 2 - iy 2 ]* 

(—cos 9 — ?) — (—cos I — i) 
cos 1 — cos 9 — 4 *t — 2.55 * 

El siguientc teorema dice que si la regidn R es del Tipo I o del Tipo II, entonces 
la integral doble definida en ia Seccidn 17.1 se puede evaluar mediante una integral ite- 
rativa. 


TEOREMA DE (17.8) 
EVALUACION 
DE INTEGRALES 
DOBLES 


(i) Sea R la regidn del Tipo I que se muestra en la Figu- 
ra I7,9(i). Si / es continua en R t entonces 

jj f{x,y)dA = $' e ™Xx, y)dydx 

R 

(ii) Sea R la regi6n del Tipo II que se muestra en la Fi¬ 
gura 17.9(11), Si ft s continua en R, entonces 

JJ/(x,y)^ = f'S*™f{x,y)dxdy. 

ft 



En el Teorema (17.8) (i) la regidn R debe tener como frcmtera inferior la grafica 
de una ecuacidn y = g x {x) y como frontera superior la grafica de una ecuacion 
y — (v£ase la Figura I7.9(i)). En (ii) R debe tener como frontera izquierda la grd- 

fica de una ecuacion x = /*i(,y), y como frontera derecha la grdfica de una ecuaeidn 
x = h 2 (y) (vdase la Figura 17.9(ii)), Cuando una regidn es mds complicada, a menu- 
do puede dividirse en subregiones de los tipos requeridos y luego apiicar (i) o (ii) a cada 
subregion. 


FIGURA 17,10 



La demostracion del Teorema (17,8) puede encontrarse 
en libros de Cdlculo avanzado, A continuacidn se da una ex- 
plicacidn intuitiva para funciones no negativas. Supongamos 
que /(x T y) £ 0 en la regidn R de Tipo I que se ilustra en 
la Figura I7,9(i). Sean 5 la grdfica de /, Q el sdlido que se 
encuentra bajo S y sobre R t y Vt\ volumen de Q, Considera- 
mos primero un piano paralelo al piano yz que corta al eje 
x en un pumo (x t 0, 0) con a s x s b. En la Figura 17,10 
se ilustra la traza C de S que estd en este piano. Los puntos 
Pi{x t (x)* 0) y P 2 (x t g 2 (x\ 0) son en los que el piano cor¬ 
ta a las fronleras y = g } (*) y y = g 2 (x) de R< En la figura 
se muestra la pane del piano que se encuentra arriba del seg- 
mento PiP 2 y abajo de la superficie S, 

De acuerdo con lo que se vie en el Capftulo 6, el drea A (*) de esta pane del piano es 




Como A (x) es e! area de una seccidn transversal tlpica de Q, de (6.8) se deduce que 
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figura 17,13 Solucion Las gr&ficas de y = Vx y y = v /3x - 18 son 

las milades superiores de las parabolas y 2 = x y y 2 = 
- 18. La region R esta en la Figura 17.13. 

(a) Si solo queremos usar el Teorema (17.8) (i), es necesario 
utilizar dos imegrales iterativas porque para 0 < x < 6 la 
frontera inferior de la region es la grafica de y - 0 1 y para 
6 < 9 Ja frontera inferior es la grafica dey = N /3x — 18 

(Los segmenios veriicales en la Figura 17.13 van de la fron- 
tera inferior a la frontera superior de R.) 

Si Ri denota La parte de La region R quc se cncuentra entre x = 0yx~ 6, yR 2 
denota la parte entre x = 6 y x = 9, entonces /?, y R 2 son regiones del Tipo I, For 
tanto T 

///(*. >’) dA = .V) <IA + JJ fix, y] dA 

R Ri ft* 

=So Jo v f[x - y) dy dx + SI SSI^n f(x ' y) dy dx 


FIGURA 1714 



(b) Para usar el Teorema (17.8) (ii), despejamos x en termi- 
nos de y de cada una de las ecuaciones, obieniendo asi 


x = y 1 


y 1 + 18 1 2 ^ 

x - ^ — - v 2 + 6 para 0 < y <, 3. 


El segmento horizontal en la Figura 17,14 va de La fmntera 
izquierda a la frontera derecha. En este caso se rcquicre solo 


una integral iterativa porque R es una region del Tipo II. Asf, 

JJ 7 (x, y) dA = £ J ' * 6 f{x, y) dx dy , 


Los Ejcmptos 6 y 7 mucstran c6mo puedcn evaluarse ciertas integrates dobtes usan- 
do (i) o (ii) del Teorema (17.8). En general, la eleccion del orden de integraddn dydx 
o dxdy depende de la forma de f(x, y) y de la region R, A veces es muy difitil, o hasta 
imposible, evaluar una integral doble iterativa. Sin embargo, invirtlendo a veces el or¬ 
der! de integraddn de dy dx a dx dy, o viceversa se puede obtener una integral doble 
iterativa qiie es posible evaluar f£cilmente* Este metodo se ilustra en el siguiente ejemplo. 


FIGURA 17.13 



EJEMPLO 8 uad > r J; y y cos x $ dxdy, invertir el orden 
de integradon y evaluar la integral resuitante. 

Solucion El orden de integracibn indieado dxdy sefiala 
que la regidn R es del Tipo 11. Como se ilustra en la Figura 
17.15, las fronteras izquierda y derecha son las gr&ficas de 
x = yfy y x = 2, respectivamente para 0 < y £ 4. 
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25- 8y « A' 3 , y - x = 4, 4x + y = 9 

26. x = 2 y/y, v 1* = Vy. y = 2x + 5 

27. x - -s/3 - >■ = 2x, x + y + 3 = 0 

2*. x + 2 y =5. x - y = 2, 2x + y = -2 

2 y = e*. y — | n x> x + ) , = )i * + y = | + e 
30. y = senx, ny = 2x 

Kjercieios 31-38: Represeme la regidn de integracidn 
correspondicnte a Ja integral iterative, 

3I - J-i S^r^ff^Adyix 

n - flifcJtfkyWyix 

33 - Jo ' S', ft*'y) dx dy 

M - J-2 j!,’fix>y)dxJy 


35 !'>&,.« j {x ->’)<!><] * 

*f,jr : a jt**»* 

37 - ^ r Ax,y)dxdy 

* rjfc>*** 

Ejercicios 39-44; Invierta cl orden de integracidn y eva- 
lue la integral resultante. 


39 ' Jo Ju e ' y ’ lt >‘ dx 40- J 0 * JJj sen. it 1 tlx dy 

4, ‘ Jo JJ y COS dx * «• J' Jo" ' y dy dx 


43. 


fJt 


«. r pi 

JO Jx * T 


v'16 + . 


. dx dy 


senycos dy dx 

y y 


17.3 


AREA V VOLUMEN 


FIGURA 17.16 


an r° r r Vi °, que Cl VOlumen Vd * un s6Iido ^ se encuentra bajo la 
g afica d cz - Ax , y) y sobre una region del Tip 0 1 cn el piano xy esta dada por 

v= j a(x) dx = r a f{x '& ** dx 

? e ‘ irC H de Una SCCCi6n ,ransversal «P'ca del solido (vease la Figura 17 10) 

sr limites de ™- por ,a f6rmiiia «•«> *>- 

v = £ A(X) dx - ^ Um o X Al(«*) Ax* 

donde P es una particion del intervalo [a, b J, «* es cualquier mimero en el *-dsimo 
subinterva o [**-„ x*J de P y Ax* = x*^ x*_„ Como se 
ilustra en la Ftgura 17.16 ,A(u k )Ax k es el volumen de una 
regidn laminar L k con caras paralelas al piano yz y cuya ba¬ 
se es un rectdngulo de ancho Ax* en el piano xy. Emonces 
el volumen Fpuede considerarse como el Hmite.de las sumas 
de los volumenes de estas regiones laminares. 

La integral item!va V = J* /(x, y)dydx se puede 
expresar tambien como Hmite de sumas. Primero se aplica 
la definition de la integral definida como sigue. Si x estd en 
[a, d\, entonces 



m = p 


Utix) 


/(.x, dy = h'm 


T.A* 11’j) Ay, 

J 
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ddn (17.3) es una suma de las dreas de los rectdngulos de una particidn interna P de 
R, Cuando la norma \\P\\ tiende a cero t los rectangulos cubren una parte mayor 
de R y el limite es igual al drea de R . 

Si se usa una integral iterativa para calcular un Area, puede eonsiderarse como limi¬ 
te de una suma doble, como se hizo para volumenes, Coneretamente, como en (17.9) 
pero con f(x> y) - 1, se tiene lo siguiente. 


EL AREA COMO (17 
UMITE DE 
SUMAS DOBLES 


. 10 ) 


La suma doble en (17.10) puede interpretarse como sigue. Pri- 
mero, rrtanteniendo xftja , se suma sobre todos los rectangu¬ 
los de dreas Ay } Ax k en la direccidn del eje y desde la grafi- 
ca de y - (.x) hast a la grdfica de y = g 2 (x). Esto da el 

area de una franja rectangular paralela al eje^, como se ilus- 
tra en la Figura 17 .18, Luego se “barre” la region R sumando 
sobre todas estas franjas desde x - a hast a x = b* El lfmite 
de las sumas dobles (es decir la integral iterativa) efectua es¬ 
to al mismo tiempo que hace tender Ax k y Ayj a U. 



y - 


y - j,u) 


FIGURA 17,19 


EJEMPLO 1 Calcular el drea de la region acotada por las graficas de 
2y = 16 - x 2 y * + 2y - 4 = 0. 


FIGURA 17.19 



Solution La regidn se encuentra bajo la pardbota_v = 
8 ~ lx 1 y arriba de la recta y = 2 — | x , como se ilustra 
en la Figura 17.19. En la figura tambicn se muestra un rec- 
tdngulo tipico de drea AyjAx kt y la franja que se obtiene su¬ 
mando en la direccion del eje j 1 . Usando una integral iterativa 
tenemos 


. .x J x 2 T 343 „„, 

= — = — st 28,6 

6 4 J_j 12 


a-( ** 11 ) 
2-wt) 


dx 


Si sc usa e) Teorema (17.8) (ii) para calcular dreas, entonces 


A 


= S5 dA = S< d d dxd y= 


Hm £ £ Ax k Ayj. 

11 * 11-0 s * 


Esta doble suma puede interpretarse como sigue. Primero, manteniendo y fija, se su¬ 
ma sobre los rectangulos de areas Ax k Ayj en la diteccidn del eje x, desde la grafica 
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en donde (m* + vf + 1) AyjAx k representa el volumen de un prisma como el que se 
muesira en la Figura 17.22(i). Primero se suma en la direccidn del eje>s desde y 4 0 
hasta^ - 2 - 2x. El croquis en la Figura 17.22(ii) muestra la region R en el piano xy 
y una franja correspondence a la primera suma. Esta primera suma da el volumen de 
una region laminar con caras paraldas al piano yz. Ahora surnames los volumenes de 
estas regiones laminares en la direccion del eje x desde x - 0 hasta x = L Usando una 
integral iterativa, 

v = /o’ il~ u <* 2 + >’ 2 + « dy <>* = Jo’ [* Iy + iy 3 + .v]o'^ dx 
- J 0 ‘ (-tfx* + I0x 2 - lOx + 

= -!x« + ^x 3 -5x 2 +^x]; = y. 

Tambien podemos calcuiar Fintegrando primero con respecto a x . En esie caso la inte¬ 
gral iterativa tiene la forma 

v= St So ' y) l(x2 +yZ+1)dxdy * 

EJEMPLO 4 Calcuiar el volumen V del sdlido acotado por las graficas de x l + 
y 2 = 9 y y 2 + z 2 = 9, 

Solucion Las graficas son ciltndros de radio 3 cuyos ejes se cortan ortogonalmen- 
te. En la Figura 17.23(1) se ilustra la pane de este sdlido que estd contenida en el primer 
octante. Por simetrfa, basta calcuiar el volumen de esta pane y multiplicar el resultado 
por 8-_En la parte (i) dc la figura se ve que el sdlido se encuentra bajo la grdfica de 
Z = v$ y 2 V sob re la region R acotada por el eje x t por el eje y y por la grafi- 
ca de x 2 + y 2 = 9. Entonces por la Definicidn (17.4), 

v = 8 JJ(9 -y 2 ) 1 ' 1 dA. 

H 

Podemos considerar la integral como I unites de sumas dobles de los volumenes de 
prismas, como se muestra en la Figura 17.23(1). Primero se suma en la direccidn del 






JF 1 + yl « 9 

.7V 7 ” 

mmk& 




FIGURA 17. #3 

(0 


(H> 
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17.4 


INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES 


En esta seccion se discute c6mo evaluar una integral doble 
sobre una regidn R en un piano coordenado y que est£,aco- 
tada por gr&ficas de ecuaciones polares. Consideramos pri- 
mero la region polar elemental de la Figura 17.24, delimita- 
da por areas de circunferencia de radios y r 2 , con centra 
en el origen, y por dos rayos que parten de este punto. Si AO 
denota ta medida en radianes del angulo entre los rayos y 
Ar - r 2 - entonces el Area A A de la regidn es 

AA = ^r\ A 9 — AO , 

Esta fdrmula tambi£n puede escribirse como 

A4 » \(t\ - r\) A0 = i(r 2 + r[)(r 2 - r,) Ad, 

Si se denota el radio medio |(r 2 + n) por F, entonces 

AA = r Ar A9. 

Luego se considers una region R del tipo ilustrado en la Figura 17.25(i), acotada 
por dos rayos que forman Ingulos positives or y 0 con el eje polar, y por las grificas 
de dos ecuaciones polares r = g l ($) y r = g 2 (0 ). Supongase que las funciones g Y y 
g 2 son continuas y que g t (0) < £ 2 (0) para todo 0 en el intervalo [*, 8|. Si R se subdi¬ 
vide por medio de arcos de circunferencia y rayos como se muestra en la Figura 17.25(H), 
entonces el conjunto de regiones polares elementales R [7 R 2j que estin com- 

pletamente contenidas en R es una particidn polar interior P de R * La norma ||P|| de 
P es la longitud mayor de las diagonales en las R k . Si se escoge un punto 0 k ) en 
R k tal que r k es el radio medio, entonces 


FIGURA 17,24 

AA =rAr AB 



AA k = r k Ar k A$ k . 


Para una funcidn continua / de las variables polares r y 0, se puede demostrar el 
siguiente result ado. 


TEOREMA (17.11) 


lim 

Ill'll—O 


lf(r k ,<> k )r k Ar k A8 k = jj/(r,8)dA 

- 1 ' , '" drde 


FIGURA 17.25 
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FIGURA 17.88 



Solucion La curva esti en la Figura 17,28 junto con una 
cufla de regiones poiares elementales obtenida sumando des- 
de e! origen {r = 0) hasta la frontera r 1 = a 1 sen 26 de R en 
el primer cuadrante. Luego se describe ta! rizo haciendo va- 
riar d de 0 a ir/2. (Obs6rvese que r no esta definido para 
sr/2 < J < to bien 3x/2 < 0 < 2?r.) 

Por el Teorema (17.11), 

R 

=jr i rj ]r wr> " 8 d ° =* r sen 26 de 

— cos 2@J* 2 = —ia 2 [— 1 — I] = \a 1 • 


En condiciones adecuadas, una integral doble en coordenadas rectangular® se puede 
transformar en una integral doble en coordenadas poiares. Primero se sustituyen en 
d integrando las variables x y y por rcos $ y r sen 0. Luego se sustituye en la integral 
iterativa dydx o bien dxdy por rdrdd o bien rdddr. La stguiente fdrmula muestra la 
forma general del integrando. El simbolo de integral doble jj R debe reemplazarse por 
un simbolo de integral iterativa apropiado. 

(17.12) ///(*> y) d y dx = ///(»• cos 0, r send) r dr d9. 

R R 

Si el integrando f(x ; y) de una integral doble y)dA contiene la expresidn 

x 2 4 y 2 0 si la frontera de la regidn R induye arcos de circunferencia, entonces el uso 
de las coordenadas poiares facilita la evaluation. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 


FIGURA 17.R9 



EJEMPIO 3 Usar coordenadas poiares para evaluar 

Solucion La regidn de integracidn csti delimitada por 
las grdficas fay - 0 (el eje x) y y = p (media cir- 


cunferencia), como se muestra en la Figura ]7.29. Primero 
sustituimos x 2 + y 1 en el integrando por r 2 y dydx por rdrdQ . Luego se cambian los 
limites a los de coordenadas poiares. Haciendo referencia a la Figura 17.29, obtenemos 


J-\ £ + y 2)i ' 2 d y dx = Jr j; rJ r dr de 
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1 


FIGURA 17.39 


en eoordenadas ciltndricas. Bl sdlido se encuentra bajo la gra- 
fica de S y sobre la region R. Si se usa una particidn polar 
de R , entonces la expresion f(r k , 9 k )r k Ar k AQ k en (17.11) 
puede interpretarse como el volumen de un prisma de altura 
f(r ki &k) V area de la base r k Ar k A0 ki como se ilustra en la 
Figura 17.32, El Hmite de las sumas de esias expresiones es 
igual al volumen. 


EJEMPLO 5 Calcular el volumen V del sdlido acotado par 
el paraboloide z = 4 - x 2 - y l y por el piano xy. 

Solucion La parte del solido incluidaen el primer octanle esta en la Figura 17.33(i). 
Por simetria, basta encontrar el volumen de esta parte y muUtpIicar el resultado por 
4. En eoordenadas dlindricas, la ecuacion del paraboloide es z = 4 - r 2 . La region R 
en el piano xy estd acotada por los ejes coordenados y un cuarto de la circunferencia 
r = 2. Esto se muestra en la Figura 17 J3(ii) junto con una eufia de regiones polares 
elementales. 

De acuerdo con la discusidn anterior a este ejemplo, con f(r,0) - 4 - r 2 , 



V = 4 Jjp(4 — r 2 ) dA — 4 j'j ‘ (4 — r 2 )r dr dO 

R 


- 4 r * - 4 r 4 •» - '<■ - «*• 


El mismo problema, en eoordenadas rectangulares, lleva a la siguiente integral doble: 
V — 4 j*J(4 — x 2 “ y 1 } dA — 4 | ~ (4 — x 2 y 2 ) dy dx. . 

R 


FIGURA 17-33 



.i 


La evaluacion de esta ultima integral convencerd de las ventajas de usar eoordenadas 
ciltndricas (o polares) en ciertos problemas. • 
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les. Sea / una funcion con primeras derivadas parciales con- 
tinuas, tal que f(x, y) a 0 en toda una regidn R dd piano 
xy. Sea S la parte de la grAfica de / cuya proyeccidn en el 
piano xy es R, como se ilustra en la Figura 17,34. Para sim- 
plificar la discusidn, se supondrA que ningiin vector normal 
a S es paralelo al piano xy. A continuadon se definirA el Area 
A de S y se obtendra una fdrmuta que puede usarse para cal- 
cular A. 

Sea P = {/?*}■ una particidn interior de R, donde las 
longitudes de los lados de los rectAngulos R k son Ax* y Ay*. 
Sea (x k , y k , 0) un pun to cualquiera local izado en /?* y sea 
Bi,(x k . y k , /(or*, y k )) el punto correspondiente en S. Consi- 
deremos ahora el piano tangente a S en B k . Sean AT k y AS* las Areas de las regiones 
en el piano tangente y en S, respectivamente, que se obtiene proyectando R k vertical* 
mente hacia arriba (vease la Figura 17.34). Si la norma j|F*|| de la particidn es pequefta, 
entonces A T k cs una aproximacidn a AS*, y Z* A T k es una aproximacidn al Area A de 
S. Como esta aproximacidn mejora cuando ||P|| tiende a 0, se obtiene el siguiente re- 
sultado. 


FIGURA 17.34 



DEFINICION DEL (17.14) 

Area de una 

SUPERFICIE 


A = 


lfm X A T k . 

WMl-oT 


4 

t 


FIGURA 17 .35 



Para encontrar una formula integral para A se escoge 
y 0) como la esquina de R k mas cercana al origen. 
Sean a y b los vectores con punto inicial B k {x k > y ki f(x ki y*)} 
que son tangentes a las trazas de S en los pianos y = y k y 
x = x kl respectivamente, como se ilustra en la Figura 17.35," 
en la que se muestra un rectdngulo aislado. Usando la inter¬ 
pretation geometrica de las derivadas parciales dada en La Sec- 
cion 16 J, las pendientes de las rectas determinadas por a y 
b en esios pianos son f x (x ki y k ) y f y (x k% »), respectivamem 
te. Resulta que 


a = Ax*i + f x (x k , y k ) Ax*k 
b = Ay*j + / y (x*, y*) Ay*k. 


El Area A T k dd paralelogramo determinado por a y b es || a x b ||, Como 


se tiene, 


a x b = 


Ax* 

0 


j k 

o fx(x k , >’*) Ax* 
A>’» /,.(x k . >'*) Ay* 


a x b = SxiXk. ,’*) Ax* Ay*i -/ y (x», y*) Ax* Ay*j + Ax* Ay*k. 














890 


CAPITULO 17 • INTEGRALES MULTIPLES 


Se pueden obtener formulas semejantes a (17.15) cuando la superfine S tiene pro- 
yecciones adecuadas sobre los pianos yz o xz. Por ejemplo, si S es la grdfica de una 
ecuacidn y = g(x, z) y su proyeccion en el piano xz es R u entonces 

A ~ JJ >/[&(*♦ z )] 2 + [>;(*, z)] 1 + 1 dA. 

Si 

Tambidn se puede dar una formula de este tipo cuando S esta dada por x = h(y, z). 


EJERCICIOS 17.5 

1. Calcule el area dc Ja superficie de la pane de la 
grafica de z = y + ix 1 que se cncuentra sobre 
la region euadrada del piano xy con vertices 
(0, 0,0), (I, 0,0), (1, 1,0) y (Op I ( 0). 

2. Determine el area de la region del piano z — y + 

1 que se encuemra dentro del cilindro x 2 + 

y 1 = 1. 

3. Calcule el area de la parte de la grifica de la ecua- 
d6n (x/a) + (y/b) + (z/c) = l que est^ den¬ 
tro del cilindro x 2 + y 1 - d 2 f donde a, i, c y 
d son numeros reales positives. 

4. Plantee, pero no evaliie, una integral para cal- 
cular el area de la superficie de la parte de la es- 
fera x 2 + y 2 + z 1 = 4 que se encuemra sobre 
la regidn euadrada del piano xy , con vertices 
(If 1* 0), (1, -1, 0), (-1, I, 0) y (-1, -1, 0). 

5. Calcule el irea de la superficie de la parte de la 
esfera con ecuacion x 2 + y 2 + z 1 = a 2 que se 
halla dentro del cilindro x 2 + y 2 — ay - 0. 


6. Calcule el £rea de la superficie de la parte del ci- 
lindroj 3 + z 2 = a 2 que se encuemra dentro del 
cilindro x 2 + y l = a 2 . 

7. Calcule el area de la superficie de la parte del pa- 
raboloide z = x 2 + y 2 que se obtiene al cortar- 
lo por el piano z « 1. 

8. Sea R la regidn triangular del piano xy con verti¬ 
ces (0, 0, 0), (0, 2, 0) y (2, 2, 0). Calcule el irea 
de la superficie de la parte de la grafica de z - 
y 2 que se encuemra sobre R. 

9. Calcule el Area de la superficie de la parte de la 
grdfica de z = xy que esta dentro del cilindro 
X 2 + y 2 — 4, 

10. Calcule el irea de La superficie de la parte del pa- 
raboloide Kiperbdlico z - x 1 - y 2 que se en¬ 
cuemra en el primer octame dentro del cilindro 
x 2 + y 1 « L 


17.6 


INTEGRALES TRIPLES 


Las integrates triples de una funcibn / de ires variables x, y, z se pueden definir siguien- 
do un proceso de cuatro pasos parecido al que se usd para las funciones de dos varia¬ 
bles en la Scccion 17.3. A continuation se definen para el caso mas sencillo, cuando 
/ es continua en un paralelepipedo rectangular Q dado por 

Q - ((*. y, z): a < x < b, c < y s d, m < z s *} 

como se ilustra en la Figura 17.38(i). Si se divide Q en subregiones Q it Q 2 , ..Q„ me- 
diante pianos paralelos a los tres pianos coordenados (vease la Figura 17.38(ii)), enton¬ 
ces el conjunto jQ* ) es una particibn P de Q, La norma ||P|j de la particion es la 
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EJEMPLO 1 Evaluar JJJ3 a^V rfK para 

Q 

Q = {{x,y, ?): -1 s Jr S 3, 1 s ^ < 4, 0 < i s 2), 

Solucion De las seis integrals iterativas posibles elegimos la siguiente: 

s; S -, Jo 3 *>^ 2 * ** *=jr j!, * *>• 

= If J-\ ixyi dx dy = J 4 4 ^ 2 >’ 3 ] 3 _ l dy 

= J* (36y 3 - 4y 3 ) dy = 8/]* = 2040. 

En el Ejercicio 1 se pide evaluar la integral con los otros cinco drdenes de integra- 
cion. • 

Pueden definirse las integrales triples sobre regiones mis complicadas. Por ejem- 
plo, sea R una regidn del piano xy que se puede dividir en subregiones del Tipo t y 
del Tipo II, y sea Q la regidn en tres dimensiones definida por 

Q = {U, y, z): (x t ,y) esta en R y *,(•»r. y) ^ z ^ k 2 (x, y)} 

donde las funciones k\ y k 2 tienen primeras derivadas par- 
ciales continuas en R, La regidn Q se encuentra entre las gri- 
ficas de z = /fj (j r, y) y z = k 2 (x, .y), y arriba o abajo de 
la regidn R (vease la Figura 17.39). Si Q se subdivide mediante 
pianos paralelos a los tres pianos coordenados, entonces los 
paralelepipedos (pequefios) Q it Q 2 , .,., Q„ resultantes que 
se encuentran completamcnte dentro de Q son una particion 
interna P de Q. En la Figura 17.39 se muestra un elempnto 
ti'pico Q k de una particidn interna de Q. , 

Una suma de Ricmann de / para la partition P es una 
suma de la forma £*/(“*> v k , w k ) A V k , donde (u k , v k , v/ k ) es un punto arbitrario en 
Qk< y &V k es el volumen Q k . La integral triple de / sobre Q se define tambien ^omo 
el limitc en (17.16), Si /es continua en Q, se puede demostrar el siguiente resulfado. 



TEOREMA DE (17.17) 
EVAUI *CION 


JJJ/(x,y,z) dV = JJ[£^7u. y. z)dz\dA 


La notacion en el lado derecho de (17.17) significa que se integra primero con res- 
pecto a z y lucgo se evalua la integral doble resultante sobre la region R del piano xy 
usando los m&odos de la Seccidn 17.2. Si R es del Tipo I, como en la Figura 17.9(i), 
entonces 


JjJ/(*. y- z)dv 

Q 


'a Jtf|(x) 


f(x , y t z) dz dy dx t 


El simbolo del lado derecho de esta ecuacidn es una integral triple iterattva. Se evalua 
con integraciones parciales de /( x t y ; z) en el orden z , y, x , sustituyendo los Iimites 
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Si f(x, y, z) = 1 en Q, entonces la integral triple de / sobre Q se escribe como 
Mo 4Vy su valor es el volumen de la region Q. El volumen V de ia regidn Q del Ejem- 
pto 2, ilustrada en la Figura 17.41(i) es 




EJEMPLO 3 Calcular e! volumen del sdlido acotado por el ciiindro y = x 2 y los pia¬ 
nos y + z = 4yz = Q. 

Solucion El solido esti en la Figura 17.42(i) junto con la columna correspondiente 
a la primera suma en la direccion del eje z- Observese que la columna va de z = 0 a 
Z - 4 - y. La region R del piano xy se muestra en la Figura 17.42(ii) junto con la fran- 
ja correspondiente a la primera integracidn (de una integral doble) con respecto a' y. 
Apticando (17.17) con f(x, y, z) = 1, 

v = S -2 £ £ ’' dz dy dx = J -2 £< 4 - y ) dydx 
=SU [ 4 >’ - dx - 5-2 ( 8 - 4x2 + ***) dx 

«8x-fx 3 + Ax*] 2 _ a «#*!7. 

Si usiramos cl orden dxdy para la integral doble, entonces la franja en la Figura 
I7,42(ii) serfa horizontal y 


FIGURA 17.49 




Se puede demostrar que el valor de esta integral es tambten 


Algunas integrales triples se pueden evaluar mediante una integral triple iterativa, 
en la que la primera integracion se efectiia con respecto a y. Asf, sea 


Q = {(x, y, z): a Z X < b, /i,(x) < z < li 2 (x), k t (x, z) £ y £ k 2 (x, z )} 
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FIG UR A 17.45 



Si usaramos un ordcn de integracidn diferente, serfa necesa- 
rio evaluar varias integrates triples. UPuede verse a qite se 
debe esto?) 

Finalmente, si Q es una regidn del tipo ilustrado en la 
Figura 17,45, dond t p A y p 2 son funciones con primeras de- 
rivadas continuas en una regidn adecuada R del pianos, en- 
tonces 


jjjfix, y, z) dV = //[/'£* /(*, y, z)dx] dA. 


En la Ultima integral doble iterativa dA se puede reemplazar por dzdy o bien dydz 


EJEMPiO 5 En el Ejemplo 3 se considerd el sblido delimitado por el cilindro y = x 2 
y los pianos y + z = 4 y r - 0. Calcular el volumen integrando primero con respecto 
a x. 

Solucion El sdlido aparece otra vez en la Figura 17.46, Integrar primero con res¬ 
pecto a x corresponds a una suma sobre una columna de pequefios paralelepipedos en 
la direccion del ejex, desde la grafica de x = - 'Jy hasta la grUfica de x = Vy« La regidn 
R del piano yz se encuentra entre estas graficas y esti acotada por el eje y f el eje z y 
la recta y + z - 4, como se muestra en la Figura 17.46(ii). 

Si la segunda integracidn es con respecto a y % como se indica mediante la franja 
de rect^ngulos en (ii) de la figura, entonces 

Puede verificarse que el valor de esta integral es Si hacemos la segunda integration 
con respecto a z en vez de con respecto a y. entonces la integral iterativa es 

v= K 5o ~ y !Zf dxdzdy * 


En la siguiente seccidn se usarin integrales triples para encontrar el centro de masa 
de un sdlido. Se concluye esta seccidn con el andlisis de la primera aplicacidn: calcular 
la masa de un sdlido. 



FIGURA 17.46 

(i) 


(H) 
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FI OUR A 17.4$ 



SofUCion Introduciendo un sistema de coordenadas co- 
mo en la Figura 17,48, se ve que el sdlido estd acotado por 
las graficas de x 2 + y 2 = a 2 , z = 0 y z = h. Por hipdte- 
sis, la densidad en (x, y, z) es &(x, y, z) = kz para una cons- 
tante k. Por la forma de 5 y la simctria del sdlido, se puede 
calcular m para la parte que se encuemra en el primer octan- 
te y mulliplicar el resultado por 4. De aeuerdo con (17.20), 


- 4 /; j*r /: *-• * * t * * 


h 1 
1 


— 2kir v'« 2 —' x 2 dx = 2k/r ~ -i k7r/] 2 a 2 • 


FIGURA 17.49 

, y 

ft 

r 

nr.yi 


Se puede obtener un resultado semejante para una lami¬ 
na (superficie de pequeno grosor) con la forma de una region 
R en el piano xy. Consideramos una subregion rectangular 
R k que contiene al punto P y tiene area A A k (vease la Figu¬ 
ra 17.49). En cste caso, la densidad superficial en P(x, y) se 
define por 


y) = 



IIAAtll-O &A k 




Las unidades son las de masa por unidad de area, como g/cm 2 . Se puede obtener unh 
forma analogs a (17,20) para una lamina, 


MASA DE UNA (17.21) 
LAMINA 


EJEMPLO 7 Una lamina tiene la forma de un tridngulo rectangulo isdsceles con cate- 
los de longitud a. Calcular su masa suponiendo que la densidad en un punto Pes pro- 
porcional al cuadrado de la distancia al vertice opuesto a la hipotenusa. 

Solucion Conviene introducir un sistema de coordena- 
das, como en la Figura 17.50, de manera que la hipotenusa 
del triangulo est£ sobre la recta x + y = a y el vertice opuesto 
en el origen. En la figura se muestra tambtf n un rectangulo 
tipico R k (de drea AA k ) de una particidn interna con un pun¬ 
to (**, y k ) en el rectdngulo. 

Por hipdtesis, la densidad en (*, y) es de 6 (a-, = 

k(x 2 + y 2 ), para una constante*. Apticando la Definicidn 
(17.21) y el Teorema (17.8), obtenemos que la masa es 

m — jf |* k{x 2 + y 2 ) (lA — jj * k(x 2 + y 2 ) dy dx 

R 


FIGURA 17.50 
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17.7 


MOMENTOS y CENTRO DE MASA 


En la Section 6.8 se estudiaron los momentos y el centro de masa de una lamina homo- 
genea. En esta seccidn se usan las integrales doblcs para generalizar estos conceptos a 
ona lamina no homogenea L con la forma de una region R del piano xy. Si la densidad 
(en este caso la masa por unidad de area) en el punto (x, y ) es 5(*, y), donde 6 una 
funcidn continua en R, entonces por (17.21), la masa m de L esta dada por 


= Jp(x,y) 


dA. 


FTGURA 17.51 



Sea P = {/?*} una partition interna de R donde, para cada 
(<**» yk ) es tin punto arbitrario en R k (v£ase la Figura 
17.51). Como 5 es continua, un cambto pequefio de (x, 
da lugar a una variatidn pequefta en la densidad y); es 
decir, 6 es am constame en R k . Entonces, si ||P|| =* 0, la 
masa Am k correspondiente a R k se puede aproximar por 
y*) ^>1*, donde AA k es el area de R k . Suponiendo que 
la masa Am k est& eonccmrada en el punto (x k , y k ), su mo- 
mento con respecto a I eje x de este elemento de L y es el pm- 
ducto y*5(x** y k )AA k * Intuitivamente se espera que la suma 
de los momentosy*)AA* sea una aproximacion 
al momento de la lamina con respecto al eje x. Entonces, se 
define el momento Af v de la masa de L con respecto al eje x como sigue: 

M x = lim Y y*) &A k == (W y) dA . 

iiPii-o k J K J 

Analogamente, el momento M y de la masa de L con respecto al eje y es 

Af, - lim Y y h )&A k = ffx£(x\ y) dA, 
imi-o k 

Como en las Definiciones (6.22) y (6.23), se define el centro de masa de la lamina 
como el punto (x, y ) tal que x - M/rru y - M x /m. 

Asi se tiene la siguiente definition. 


DEFfNICION (17.22) 


Sea L una limiai con la forma de una region R del pia¬ 
no xy. Si la densidad (masa por unidad de drea) en (x, y) 
es 6(x, y ), y h es continua en /?, entonces la masa m , los 
momentos M x v M y y el centro de masa (x # r) son 

(i) m - y)dA 

H 


(ii) M x = jfyb(x,y)dA; M v - jJ.vS(.v, y)dA 

« H 

Mr tt,****** M, ff, Mx*y)iA 

ill) * = = —-— ; v =—-=-±LH _ 

m fj K %x-yMA ' ™ JJ w (5(.v, .v) dA 
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Los momentos M x y M y de la Definicidn (17,22) se llaman tambien los primeros 
momentos de la masa de L con respect o a los ejes coordenados. Si se usan los cuadra- 
dos de las distancias a los ejes coordenados, se obtienen los segundos momentos , o mo- 
menios de inercia, I x y I y con respecto al eje x y al eje y f respect ivamence. La suma 
I Q - 4 + iy es cl momento polar de inercia o momento de inercia eon respecto al po¬ 
lo u origen, En la siguiente formula, l 0 se puede obtener tambien como el limite de 
una suma usando el cuadrado de la disrancia del origen a {x ky y k ) en la Figura 17,51. 


MOMENTOS DE (17.23) 
INERCIA DE UNA 
LAMINA 


4 = lim X >* $(**. yk)&A k = J 

J y 1 5(.v, y)dA 

in’ll-® k ( 

t 

4 = lim X x\ 8(x k , y k )±A k = J, 

J x 2 5(jr, y)dA 

l|P|l“«“ N 

t 

/„ = lim X U* + y k )AA k 

11 fit —o t 

= JJ (x 2 + y 2 )Mx,y)dA 

H 



EJEMPLO 3 Una lamina tiene la forma del semidrculo ilus- 
trado en la Figura 17.54, La densidad es directamenie pro- 
porcional a la distancia al eje x. Calcular el momento de 
inercia con respecto al citado eje x. 

Solution Por hipdtesis, la densidad en (x, y) esta dada 
por b(x y y) = ky. Aplicando (17.23), result a que el momen- 
to de inercia con respecto al eje x es 



= £A r J ^ (« 4 — 2a 2 x 2 + x 4 ) dx. 

Integrando, obtenemos l x — * 

Los momentos de inercia son utiles en problemas en los 
que un objeto gira alrededor de un eje Fijo, como lo hacc una 
rueda (o un disco) alrededor de su eje (vease la Figura 17.55). 
St P es una paru'cula en la rueda que tiene masa m y esta a 
una distancia k del eje de rotation, el momento de inercia 
/ de la masa m de P con respecto al eje es mk 2 , Si la rapidez 
(o velocidad) angular dB/dt es una constante y, entonces la 
rapidez (o velocidad) lineal v de la particula es Por detinicion, la energia cinetiea 
Ex de P es 


EJE DE 
ROTAGOn 


E k = {mu 2 . 


De mancra que 


£* = %mk 2 w 2 — \Jo) 2 . 
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m 


FIGURA 17,57 



Solucidn El sdlido se considerd en el Ejemplo 6 de la 
Seccidn 17.6 y ahora aparece en la Figura 17,57, Tomando 
y, z) = kz t encomramos que m - \knh % a % . 

Resulta evidente que el centro de masa esta sobre el eje 
Z y por lo tanto, basta calcular z = M xy /m. Ademds, por la 
forma de 6 y la simetria del sdlido, podemos calcular M xy 
para la parte que esta en el primer octante y multiplicar el 
resultado por cuatro. Usando (17.24), 


m *> = 4 j; £ u * So z{kz) dz dy dx = 4k jo r~* * ^ dy dx 

- %kh* J* y/a 2 - X 2 dx = ^kh^na 2 ) = \knh*a 2 


Finalmente, 


M xy = $kjth*a 2 _ 

M \knh 2 a 2 3 

Por lo tanto, el centro de masa est£ sobre el eje del cilindro, a una distancia de la base 
inferior igual a dos tercios de la altura. 


En el siguiente ejemplo solamente se pianteardn las integrates necesarias para obte- 
ner la solucidn, es dedr, sc escribiran las integrates iterativas pero no se evaluaran. 


EJEMPLO 5 Un solido ttene la forma de la region en el primer octante acotada por 
las gr&ficas de 4 - z = 9x 1 + y\ y - Ax, z = 0 y y = 0, La densidad en el punto 
P(x* y* Z) es proporcional a la distancia al origen. Plantcar las integrals necesarias pa¬ 
ra calcular _v. 


FIGURA 17,58 



Solucidn La region estd en la Figura 17,58. La densidad 
en (x, y , z) es B(x y y\ z) ~ k(x 2 + y 1 + z 2 ) ,/2 » para un va¬ 
lor k , Usando (17.24), 


_ ra/s rV4-jJ/3 
- Jo Jy/4 

J* Q 4 * rV k{x 2 4- y 2 4- z 2 ) l/2 dz dx dy 

--■rtf*. 

j* 4 *** r xk(x 1 4- y 2 4- z 2 ) 1/2 dz dx dy 

*< 

*i 

II 

4 s 

m 


Si una particula de masa m se cncuentra en el punto (x t y> z)> entonces su distancia 
al eje z es ( x 2 + y 2 ) w2 y su momento de inertia L con respecto al eje z se define como 
(x 1 4- y l )m . Anilogamente, los moment us de inercia I x y I y con respecto al eje x y al 
eje y? son (y 2 + z 2 )m y (x 2 + z 2 )m % respectivamente. Para los solidos que tienen la 
forma de Q en la Figura 17.56 se usan Kmites de sumas de la manera acostumbrada 
para obtener lo siguiente. 
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TEOREMADE (17.26) 


Demostracion Podemos suponer que l es el eje y y R es 
una region en el primer cuadrante, como se muestra en la Fi- 
gura 17,60. Sea {/?*} una particion interna P de R y deno- 
lemos par A.4* a! area de R k . Para cada k, sea (x k , y ( .) el 
centre del rectangulo R k < 

Si R gira alrededor del eje y, entonces como se muestra 
en La Figura 17.60, R k genera una envolvente cilindrica de 
volumen 2 nx k AA kr Entonces, el voLumen V del solido ge- 
nerado per R es 

V - Ifm V 2nx k AA k — I I 2nx dA. 

ll^ll-o k 

Aplicando La Definition (17,22) ai centroide, tomando Hx> y) - 1 y m = A t obtenemos 
V = In JJx dA = 2itM y = 2nxA. 

R 

Entonces, podemos calcular el volumen V multiplicando el area A de R por La distancia 
2ir v que el centre de gravedad recorre cuando R da una vuelta alrededor del eje 

y* 


PAPPUS 


FIGURA 17.60 
ly 





Sea R una region deL piano que se encuentra toda a un 
Lado de una recta l en el mismo piano. El volumen gene* 
rado cuando R gira una vez alrededor de / es el producto 
del area de R por la distancia recorrida por el centroide 
de R . 


FIGURA 17.61 



EJEMPLO 6 Un circulo de radio a gira alrededor de una 
recta / en el piano del circulo, y que se encuentra a una dis¬ 
tancia b de su centro, donde b > a (vease la Figura 17.61). 
Calcular el volumen V del solido resultants. (La superfitie 
de este solido en forma de rosea o argolla se llama (oroide 
o toro.) 

Solucidfl El circulo tiene area ttj 2 y la distancia reco¬ 
rrida por el centroide es 2wb, Por lo tanto, segun el Teorcma 
de Pappus (17.26), 

V = (2ir^K7rfl 2 ) = 2 tt 2 a 2 b, * 


EJERCICIOS 17.7 

Kjemcios 1 -8: Calcule Ja masa y d centro de masa de 
la lamina que tiene la forma de la region aeoiada por 
las gr£ficas dc las eeuaciones dadas y la densidad in- 
dicada. 


1* 3 — x — 9, y — 0; ^,\' T y) = x + y 
2. v = ifx, x = 8. y « 0: 3{x, y) - v 1 
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27* El teiraedro homogeneo ddimitado por los pia¬ 
nos coordenados y por la grafica de (x/a ) + 
iy/b) + ( z/c ) = I, donde a f b y c son nume- 
ros rcales positivos. 

T 8. El sdlido homogeneo acotado por el elipsoide 


Ejerckios 20-30; Use el Teorema de Pappus para cal- 
cular el volumen generado at girar d cuadrildtero con 
vertices A , B, C, D , con respecto a (a) d e]e y\ (b) el 
eje x. 

20. 4(1,0); 5(3*6); C(ll*6); D(9.0) 

30, 4(2* 2); 5(1,3); €(4* 6); D(5* 5} 


Fjemdos 31-34: Use el Teorema de Pappus en la $o- 

lueitin, 

31* Calcule el cemroide de ta region en et pri mer cua- 
drante acotada por la grdfica de y = Ja 2 - x 2 
y los ejes coordenados. 

3 2, Det ermine e l cent ro id e del t ri in gu lo con v£ri ices 
0(0, 0), A{ 0* a )* B{b, 0), donde a y b son mi- 
meros positivos* 

33* Calcule el volumen del sdlido generado al girar 
la region dd piano xy acotada por y « x 2 y 
y - 8 - x 2 alrededor dd eje x. 

34. Calcule el volumen dd cilindro circular recto de 
aitura h y radio de la base a. 


17.8 


INTEGRALES TRIPlEjS EN COORDENADAS 
CILINDRICAS y ESFERICAS 


En la Seccion 14.7 se estudiaron las coordenadas cilmdricas (r t 6 t z) y las'coordenadas 
esfericas (p> 0* 0) de un punto cn tres dimensions (veanse las Figuras 14.75 y 14.80). 
Estas coordenadas se pueden usar para evaluar ciertas integrates. El caso mas sencillo 
para las coordenadas eilindrieas se tiene cuando una funcion de r, 0 y z es continua 
en una region de la forma 

Q = f (r t ( l t):isrsi t csJsrf,fliizs4 

Primero se subdivide 0en subregiones £? h Q 2f *. Q n con la misma forma de Q usan- 
do las grificas de ecuaciones de la forma r = a kf $ = c k y z = m k para mimeros ar- 
bitrarios a k , c k y m k cn los intervalos [a, b\ r [c, d] y \m, w], respectivamente (vease 
ia Figura I7*62(i)). Estas grdficas son cilindros circulares, pianos que contienen al eje 
z y pianos paralelos al piano xy, respectivameme (vease la Figura 14*76). En la Figura 
17.62(ii) esta una subregibn Q k tipica con sus dimensiones, ademas dd radio medio F k 
de la base de 0** El volumen A V k de Q k es d product© del area de la base r k Ar k A0 k 
y ta aitura Az k * Asf, 

AV k = r k Ar k A& k Az k . 

FIGURA 17.62 


(i) (ID 













910 CAPIfUlO 17 • INTEGRALES MULTIPLES 


FIGURA 17.65 



en on pumo Pes directamente proportional a la distantia de 
P al piano xy. 

SolUCiOH La regibn Q est4 en la Figura 17.65 junto con 
una columns correspondiente a la primera suma en la direc- 
ci6n del eje z . Como la densidad en el punto P(r t B, z) esta 
dada por kz para una constants k f !a masa m se puede calcu- 
lar aplicando (17.27) con /(r, B, z) = kz: 

m =jr jo jo 4ai rJ {kz)r dz dr de =^ j 0 2 " jo zir V'~ ri dr d(> 

= i* JJ ^ ~ r 3 ) dr d$ = \k £' lab 1 - ^ 4 ]“ d8 

= g a*k J n ‘" dO = la*nk 


Para calcular l ; usamos (17.25) y coordenadas cilindricas, obteniendo 


= SI'S: S: 'T» * *■ * - 4* j” £*•£”** 

= j'j (4aV — r 5 ) dr dO — %a 6 nk 


Tambi^n pueden considerate integrates triples en coordenadas e$f6ricas. Sea/una 
funcidn continua dc p, 4> y 8 en una regidn de la forma 


Q = \(p, 4* d 7 m <0 < n}. 

Sean Q u Q 2l .. . , Q n las subregiones de Q con su ipisma forma que se obtienen divi- 
diendo Q mediante graficas de ecuadones de la forma p — a k * <f> = c k y 8 = m k (vea- 
se la Figura 17.66(0). Estas graficas son esfcras, conos con su eje a lo largo del eje z 
y pianos que contienen al eje z, respectivamente (vease la Figura 14.81). En la Figura 
17.66(H) esta una subregion ttpica Q k correspondiente a los incrementos Ap ky A<fr k y 
AQ k . 


FIGURA 17.66 

(I) (H) 




El volumen de la subregion Q k puede calcularse aproximadamente considerandola 
como un paralelepipedo rectangular. Si P( p kt 4> ki $k) es una esquina del paralelepipe- 
do, entonces como se ilustra en la Figura 17.66(ii)*- las dimensiones del paralelepipedo 
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EJERCICIOS 17.8 

Ejerckios 1-10: Use coordenadas eilmdricas. 

1* Calcule el vo lumen y el centroide del so lido aco- 
tado por las graft cas de z = x l + y 2 * x 1 + 
y 1 = 4 y z = 0. 

2* Calcule el vein men y local ice el centroide del sd¬ 
lido acotado por las gr£ftcas de z - -Jx 2 + y 2 , 
x 2 + y 2 = 4 y z - ®. 

3* Calcule el momento de inercia de un dlindro cir¬ 
cular recto de altura h y radio de la base a r con 
respecto a (a) el eje del dlindro; (b) un didmetro 
de la base. 

4. Un sdlido homogeneo esti acotado por las grd- 
ficas de z = \Jx 2 + y 2 y z = x 2 + y 1 , Calcu- 
ie (a) el centro dc masa; (b) el momento de inercia 
con respecto al eje Z- 

5. La densidad en un punto P de una esfera sdlida 
de radio a es directamente proportional a la db- 
tancia de P a una recta fija / que pasa por el cen¬ 
tra del sdlido. Calcule la masa del cuerpo, 

6. Calcule la masa del cono sdlido acotado por las 
graficas de z = v'x z + y 1 y z = 4 suponiendo 
que la densidad en un punto P es directamente 
proporcional a la distancia de P al eje z. 

7. Calcule el momento de inercia con respecto a / 
del sdlido descrito en el Ejercicio 5. 

0* Calcule el momento de inercia con respecto al eje 
z del sdlido descrito en el Ejercicio 6. 

9, Sea 

Q - 

{(*,.P,?): 1 s z £ 5-x 2 -y 2 ,x 2 + y 2 > 1}. 

La densidad en el punto /*(*> y t z) es directamen¬ 
te proporcional a La distancia de P al piano xy> 
Calcule la masa y el cemro de masa de Q. 

10. Calcule la masa y el centro de masa del s6lido 
que se encuentra dentro del ciiindro x 2 + y 2 - 
ly — 0 y de La esfera x 2 + y 1 + z 1 - 4, supo¬ 
niendo que la densidad en el punto P{x , y t z) es 
directamente proporcional a la distancia de P al 
piano xy. 


Ejercicios 11-18: Use coordenadas csfdricas. 

11. Calcule la masa y el centro de masa de una me¬ 
dia esfera sdllda de radio a suponiendo que la 
densidad en un punto P es directamente propor- 
cional a la distancia de P al centro de la base. 

12* Calcule el volumen y el centroide del sdlido aco¬ 
tado por las gr&ficas de z — yfx 2 + y 2 , x 1 + 
y 2 - 4 y z = 0 (v£ase el Ejercicio 2). 

13. Calcule el momento de inercia del hemtsferio del 
Ejercicio 11 con respecto a su eje. 

14. Calcule el momento de inercia de una media es¬ 
fera sdllda homogSnea de radio a con respecto 
a un dbimetro de la base. 

15. Calcule el volumen del sdlido que se encuentra 
arriba del cono z 1 - x 1 + y 1 y dentro de La es¬ 
fera X 2 + y 1 + z 2 = 4z . 

16. Calcule el volumen del sdlido que se hall a fuera 
del cono z 1 = x 1 + y 2 y dentro de la esfera 
x 2 + y 2 + z 1 = 1. 

17. Calcule la masa del sdlido que se encuentra fue¬ 
ra dc la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 y dentro de la 
esfera z 2 + y 2 + z 3 = 2 T suponiendo que la 
densidad en un punto P es directamente propor¬ 
cional af cuadrado de la distancia de P al centro 
de las esferas. 

10. Una cdscara esfdrica homog£nea tiene radio in¬ 
terior a y radio exterior h . Calcule su momento 
de inercia con respecto a una recta que pasa por 
el centro. 


Ejercicios 19-20: Evalue la integral cambiando a coor¬ 
denadas eilmdricas. 


• j.Tr 


Ejercicios 21-22: Evalue La integral cambiando a coor¬ 
denadas esftricas. 


22. f-‘ r-‘ '■ r- 

> JlJ 


8 -** 
P 

4 ,v- 


'"’(x 2 + y 2 + z x )dzdydx 
' \/,v 2 + ,v’ + z 1 tl: dx dv 
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Trazar en el piano uv las rectas vertieales u = 2, u = 4, u = 6, u - 8 y las rectas 
horizontales v = -!, v = l p v = 3 t v = 5« Trazar las curvas u y las curvas v corres¬ 
pond ientes en el piano xy. 

Solucion Las rectas vertieales y horizomales en el piano uv est&n en La Figura 
17.70(i). 

Las curvas u en el piano xy son las rectas 

x + 2 y = 2, x + 2y = 4, x + 2y = 6 t x+2y**S 
y las curvas v son las rectas 


x “ 2y « -1, x - 2y - 1, x - 2y = 3 r x - 2y - 5 
que se i lust ran en la Figura 17,70<ii). 


FIGURA 17.70 




La transformaeion T en d Ejemplo 1 es biumvoca o uno a uno: si (Xj, y { ) t 
(x 2 , F 2 ) el piano xy, entonces r(X|, y } ) * T{x 2 * y 2 ) en el piano uv. En general, si 
T es una transformaeion uno a uno de coordenadas, entonces iavirtiendo la correspom 
dencia se obtiene una transformacidn F _l del piano uv al piano xy llamada inversa de 
T. Se puede especificar T" 1 mediante ecuaciones de la forma 


FIGURA 17.71 


x = F(u f v}, y = G(u , v) 



para ciertas funciones Fy G. Si se ilustra una transforma- 
ci6n biumvoca F mediante una flecha, como en la Figura 
17.68, entonces te inversa 7"" 1 se puede ilustrar invirtiendo 
la citada flecha, como en la Figura 17-71. Observese que 
T~ l {T(x t y)) = (x t y) y T(7 "" ! (w, v)) = (w, v) para todo 
(x, y) en D y para todo (u> v) en E. 


(a) Hallar la inversa de la transformaeion T definida en el Ejemplo 1. 

(b) Obtener la curva en el piano uv que T~ ] transforma en la dipse x 2 + 4y 2 = L 

Solucion 

(a) La transformacidn T esta dada por 


u - x + 2y t v - x — 2y. 
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Para que exista una region S apropiada, hay que poner restricciones a la regidn 
R y al integrando F(x, y). Se supone que R consta de todos los puntos que est&n dentro 
o sobre una curva cerrada simple C que es regular por paries, y que F tiene primer as 
derivadas parciales en toda una region abierta que contiene a R. El sent id o (o diree- 
ci6n) positive) a lo largo de C cs tal que cuando el punfo P recorre C> la regidn R queda 
siempre a la izquierda. Con el seniido negative, R queda a la derecha. Tambten se re¬ 
quire que W transforme una region 5 del piano uv de manera biunivoca a^y que 
Se$t£ acoiada por una curva cerrada simple K que sea regular por partes y que W trans- 
forma en C. El ultimo requisite es que cuando ( u , v) recorra K una vcz en el semido 
positive, el punto correspondiente (x, y) trace C una vez ya sea en la direccidn positiva 
o en la negativa. Se pueden suavizar esias condiciones pero esto queda fuera del alcance 
de este libro. 

La fundon de u y v que se define a continuation se usara en el cambio de variables. 
Lleva el nombre del matematico aleman C. G, Jacobi (1804*1851), 


DEFINICION (17.30) 


Sean x = f(u 

. v) y y 

= fi{u, v). El. 

jacobiano de x y y 

con respecto a u y v se denota por 5(x, y)/B(u f 

v) y se 

define por 








dx 

Bx 





d(.v. >') 

Bu 

Bv 

dx 

By 

By 

tlx 

d(w. vj 

dy 

By 

Bu 

B v 

Bu 

Bv 


Bit 

Bv 






En el siguienie teorema todos los simbolos tienen el mismo significado que antes 
y se supone que las regiones y las funciones satisfacen las condiciones mencionadas, 
En el enunciado del teorema se usan las notaciones dxdy y dudv en lugar de dA para 
eviiar eonfusiones acerca de la regidn de integration. 


TEOREMA {17.31) 


Si x - v), y - g(u t v) es una transformation de 

coordenadas, entonces 1 

jj Fix. yjdxdy = ± JJ F{f(u, vl gin. dudv. 

V s ' 1 

Se escoge el signo + o el signo - dependiendo de que, 
si cuando (w, v) recorre la frontera K de S una vez en 
el semido positive, el punto correspondiente (x, y) tra- 
za la frontera C de R una vez en la direction positiva o 
en la direction negativa, respectivamente. 


En el Apendiee U se da una dcmostracion del Teorema (17.31) basada en el Teorema 
de Green (18.19). 

EJEMPLO 4 Evaluar Jj* e { 11|,( 1 + dxdy para [a region R en ei piano .vv acoiada 
por el trapecio con vertices (0, 1), (0, 2), (2, 0) y (I, 0). 
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FIGURA 17.76 

. y 

xL. 

» z * 

La sustitucidn polar 


EJEMPLO 5 Evaluar jj* e~ {x2+yZ) dx dy para la region R 
en el primer cuadrante del piano xy que se encuentra entre 
los arcos de drcunferencia que se muestran en la Figura 17.76. 

SotliCion Esta integral se puede evaluar cambiando a 
coordcnadas polares como se hizo en la Section 17.4, pero 
nuestro objetivo es mostrar c6mo se usa el Teorema (17.31). 


x = r cos & t y - r sen 0 


determina una transformadon del piano r& al piano xy cuyo jacobiano es 


d(x, y) cos 0 — r sen 0 
r(r, 0) sen 0 r cos 0 


Podemos verificar que la region rectangular S del piano r$ 
acotada por r == l,r=2J = 0yfl - *72 (vcasc la Figu¬ 
ra 1777} corresponde a R bajo esta transformadon. Ademas, 
cuando (r t 0) recorrc la frontera de S una vez en el seniido 
(o direction) positivo, el punto correspondiente (x, v) reco- 
rre R una vez en la direction positiva. Entonces segiin el Teo¬ 
rema (17.31), 

dx j y =jr : r e_,v i,r d ° =i ,»' 2 - k h ]j m 

R 

= 4 — e~ J o "*" dO = - i7i(e 4 — e~ *) ss 0.275 * 

El Teorema (17.31) puede generalizarse a integrates triples. Dada una transfor¬ 
mation 



x = fiu* t\ vv), y = gitt, v f w\ z « h{u> v\ tv) 

de un sistema de coordcnadas uvw a un sisiema de coordcnadas xyz* se define el jaco¬ 
biano d(x, y, z)/d(u, v, w) de la transformacidn como 


( 17 * 32 ) 


\\ s) 
v, w) 


vx dx tx 
&u dv dw 

<2 ( 2l 

du dv dw 
dz & tfz 
du dv ^u 1 


Si R y S son regiones en los sistemas xyz y uvw que se transforman una en la otra bajo 
esta transformation y su in versa, entonces bajo ciertas restriccioncs, 

(i 7.33) jXf ha. .i.* d> * - ± jjj . 1 * * * 


donde la expresion G(u, v, w) se obticnc sustituyendo las de x t y y z en F(x, y t z). 
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Integrando por partes o usando la Formula 83 de la Tabla de Integrals, 

V - aU a [p cos (?. ') + j 'Sen JO 

- (;-?)* 


abh K 


l.4535uWi„. 


Esia formula puede us arse para estimar el volumen del agua de un lago a partir de las 
ires medidas a, a y /t M , 

Podemos demostrar que el area de la regidn elfptica 7? es wab. Aplicando una defi- 
niuon para integrales andlogaa la Defintcidn (5.21), obtenemos la profundtdad media: 


y por lo lanto 


A m«i - mih (1.4535 )abh M * 0.4627V 


Un estudio de 107 lagos en todo cl mundo dio un valor medio para WV de 0.467 


EJERCICiOS 17.9 

Ejercieios 1-8: Sea T la transformacidn del piano xy 
al piano uv definida por las ecuaciones dadas. 

(a) Describa las curvas u y las curvas v. 

(b} Supontendo que Fes uno a uno, encuentre ecua* 
clones ,v ~ F{u, v),y = G(u, v) quedeterminen 
F _l , 


10. Sea T la transformaddn definida en e! Ejercicio 
3. Encuentre la curva en el piano uv que corres- 
ponde al trtengulo con vertices (0, 0) T (0, 1), 
(2, 0). iQue curva corresponde a la recta * + 
2 y = 17 


K h — 3.x, v ** 5y 2. w = e** v = <?* 

J. u = x- y f v = 3y + 2x 

4. u * 5x - 4y, r = 2x + 3r 

5. ii - 2 a- + j 2 , v — xy 

6* I# = x\ v = x + y 

7* u = x 1 + 4 y 2 . r = 4x 2 - y 2 

8. if “ a- + y T r - v 2 - y 

9. Sea T la transformation definida en cl Ejercicio 
L Encuentre la curva en el piano uv que corres¬ 
ponde al rectangulo eon vertices (0, 0), (0, I), 
(2, 1) y (2, 0) bajo T, <,Quc curva corresponde 
a la circunferencia unitaria x 2 + y 1 ^ |? 


Ejerricios 11-14: Llcve acabo la determinacidn del ja- 
cobiano d(x t y)/d(u y v), 

IK x = u 2 -v\ y = 2«r 

12. A' — e“sen I), y — COS r 

13. x = y*. u 2 e r 

14. x = uftu 1 + y = v/in* + *,*) 

Ejercicios 15-16: Determine d(x t y t z)/d(u t v, w ). 

15. X - 2u -f 3t’ - Mf, y as v - 5w. z - u + 4w 

16. x = if 2 + pw, y — 2r + u 2 w t 2 — rmv 

* jercicios 17-20: Use el eambio de variables indicado 
para expresar ta imegral como una integral doble so- 
bre una regidn 5 en cl piano uv. (No cvaltie la integral.) 
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11. Evaluacidn de integrales triples. 

12. Dens id ad. 

13* Masa de un s6lido. 

14. Centro de masa de una 1 Amina y de un sdlido. 


15. Momentos de inercia de una 1 Amina y de un 
solido. 

lft. Teorema de Pappus, 

17. Integrales triples en coordenadas cilmdrieas y es- 
fericas. 

IS. Cambio de variables de integrales multiples. 


EJERCICIOS 17.10 


Ejercicios 1-6; Evalue la integral, 

»■ jr.js, ***-*»** 

2 - jrr}** 

3 - i:r^ 

4 - m* E&+****** 

* Jo 

o. sr ir £-?***««« 


15. Calcule el Area de la region acotada por el eje po¬ 
lar y las graffcas de r = e* y r = 2 entre 0 = 0 
y 8 - In 2. 


16. Use coordenadas polares para evaluar 




17. CakuJe cl volumen del solido que se encuentm 
bajo la grAfiea de z — xy 2 y sobre el rectAngulo 
en el piano xy con vertices (l, 1,0)* (2, 1,0), 
(1,3,0) y (2*3*0). 

18. Exprese f j| 0 f(x t y , z) d V de sets maneras dife- 
rerues como una integral iterativa. donde Q cs 
la region acotada por las graficas de y = x 2 + 
4z 2 y y - 4, 


Ejercicios 7-li: Exprese If* f(x t y)dA como una in¬ 
tegral iterativa donde R es la region acotada por las 
grftfieas de las ecuaciones dadas. 

7. x 2 - y 1 = 4, x = 4 

8. .x 2 - y 2 = 4. y = 4, y = 0 

9. y2 _ 4 + Vi y2 _ 4 _ v 

10. y = -x 3 + 4, y = 3x 4 

Ejercicios 11 -12: La integral represent el area de 
una region /? en el piano a;v. Describa R. 

11 u - J°, J/ 1 

Ejercicios 13-14; Invierta el orden de inlegracidn y eva- 
lue la integral resultanie. 

i4. J o ‘ J;'V"dcA 


V 

Ejercicios 19*20: Calcule la masa y el centro de masa 
de la lamina que ticne la forma dc la region acotada 
por las grAficas de las ecuaciones dadas y tiene la den¬ 
sidad indicada. 

19. y = x t y = 2x P x = 3; la densidad en el punto 
P(x, y) es directamente proporcional a la distan- 
cia de P al eje y. 

20. y 2 — X = 4; la densidad en el punto P(x, y) 
es directamente proporcional a la distancia de P 
a la recta con ecuacidn x = -I. 

21 > Una lamina ticnc la forma dc la regidn que se en- 
cuentra dentro de la grafica de r = 2 + sen 8 y 
fuera de la grAfiea dc r = L La densidad en el 
punto P(r , 0) es inversamente proporcional a la 
distancia de P al polo. Calcule la masa. 

22. Una lamina esia ddimitada por las graficas de 
y - x 2 y y - x J t y su densidad en el punto 
P(x> y) es directamente proporcional a la distan¬ 
cia de P al eje y, Calcule I xt /,. y I Q . 


» J«J> X,ix *y 
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En el Capitulo 3 se definieron las diferenciales de las funciones de una variable. 
Recordemos de (3.22) que si u = /(x) y Ax es un incremento de x, entonces dx = 
Ax y du = f \x)dx. La siguiente definicidn generaliza este concepto a las funcio¬ 
nes de dos variables. 


DEFINICION (16.13) 


Sea w = /(x, y) y sean Ax y Ay increments de x y y, 
respectivamente. 

(i) Las diferenciales dx y dy de las variables indepen- 
dientes x y y son 

dx = Ax y dy = Ay. 

(ii) La diferencial dw de la variable dependiente w es 

, rt . . r , . . dw . dw , 

dw = f x (x , y)dx + 4(x, y)tfv = + ~J^ d y. 

_ 



Si / satisface la hipotesis del Teorema (16.12), entonces por la conclusion de ese 
teorema con (x, y) en lugar de (x 0 , y 0 ), se v e que 

Aw = dw + Ax + e 2 Ay, 

o sea Aw — dw = e, Ax + e 2 Ay 

y tanto c, como t 2 tienden a 0 cuando (Ax, Ay) (0, 0). Resulta que si Ax y Ay son 
pequeftos, entonces Aw — dw * 0; es decir, dw * Aw. Este hecho puede usarse para 
calcular aproximadamente el cambio en w debido a un cambio pequefio de x y y. 


EJEMPLO 3 Sea w = 3x 2 - xy. Encuentre dw y usela para calcular aproximada¬ 
mente el cambio en w cuando (x, y) varia de (1, 2) a (1.01, 1.98). ^Como es esta esti¬ 
mation comparada con el cambio exacto en w? 

Solucion Esta es la misma funcion que se considerd en los Ejemplos 1 y 2. Apli- 
cando la Definicidn (16.13), 

. dw , dw , 
dw = - dx -1- -x— dy 
ox dy 

= (6 x-y) dx + (-x)dy. 

Sustituyendo x = 1, y = 2, dx = Ax = 0.01 y dy = Ay = -0.02, obtenemos 
dw = (6 - 2)(0.01) + (- 1)( -0.02) = 0.06. 

En el Ejemplo 1 demostramos que Aw = 0.0605. Por lo tanto, el error que se comete 
al usar dw es 0.0005. • 
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EJEMPIO 4 El radio y la altura de un cilindro circular recto miden 3 y 8 pulgadas, 
respectivamente, con un error posible en la medicion de ±0*05 pulg. Usar difcrcnciales 
para estimar cl error maximo que se comete al calcular el volumen del cilindro. 


FIGURA 16.28 


dr 



Solucion El metodo es parecido at que se usd para las 
funciones de una variable (vease el Ejemplo 4 de la Section 
3.4)* Comenzamos considerando la formula general para 
el volumen V de un cilindro de radio r y altura h , es decir, 
V - tt r l h* Considercmos aryaft como los valores medi- 
dos con errores mdximos dr y dh t respect ivamente en la me* 
dicidn. La Figura 16*28 ilustra un caso en el que dr y dh son 
positivas* For supuesto, el error en una o en las dos medidas 
podria ser negative. El error en el cdlculo del volumen es el 
cambio en V eorrespondiente arfry dh, Usando diferencia* 
les, tenemos que, de acuerdo con los comentarios anteriores 
a La Definidon (16,13) (ii). 


AV * dV = —- ilr + — dh — 2nrh dr + nr 2 dh. 

dr , ch 

Finalmente, sustituimos los valores espedficos de las variables* Tom and o r = 3, h = 8 
y dr - dh = ±0.05* obtenemos la siguiente aproximacidn al error m&ximo: 

tiv = 48tt< ±0.05> + 9tt(±0.05) = ±2.85* % ±8.95 pulg 3 . 


Para una funcidn de una variable, decir que es diferenciabte es lo mismo que decir 
que es derivable, o sea que la derivada existe. Para las funciones de dos variables, se 
usa la siguiente definidon que esta basada en la formula para Aw en el Teorcma (16.12). 


DEFINICION (16.14) 


Se dice que una funcidn / de dos variables es diferenciabte en una region R si es 
diferenciabte en todos los puntos de R. El siguiente teorema es consecuencia directa 
del Teorema (16.12) y de la Definicton (16.14). El termino regidn rectangular signifies 
una regidn como la descrita en (16.12). 


TEOREMA (16.15) 


El siguiente result ado muestra que una funcidn diferenciabte es continue, que es 
uno de los motivos por los que se usa La Definicidn (16*14) como definicidn de diferen- 
ciabilidad* 


Si w = /( x t y) y f x y f y son continuas en una regidn 
rectangular R, entonces/es diferenciabte en R, 


Sea w = /(x, y). La funcidn/es diferenciable en ( x 0 , y 0 ) 
si Aw se puede expresar en la forma 

Aw = f x (x 0 , y 0 ) Ax + yo) Ay + d Ax + *2 Ay 

donde £j y £ 2 tienden a 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0)* 
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TEOREMA (16.16) 


Si una funcion / de dos variables es diferenciable en 
(*o> J'o). entonces / es continua en (x 0 > .Vo)- 


_ 


Demostracion Sean Ax y Ay los incrementos. Puede escribirse Aw de dos maneras 
usando (16.11) y (16.14)-. 

Aw = f(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - f(x 0 , y 0 ) 

Aw = [Ux 0 , y 0 ) + e,] Ax + [f y (x 0 , y 0 ) + e 2 ] Ay. 

Si se igualan estas expresiones y se toman x = x 0 + Ax, y = y 0 + Ax, entonces 

/(*. y) - /(x 0 , y 0 ) = [/x(x 0 . y 0 ) + «i](x — x 0 ) + t/ v lx 0 , y 0 ) + e 2 ](y - y<>)- 

Resulta que 

lim [/(x, y) - /(x 0 , y 0 )] = 0 

<x,y)-*(xo..vo) 

o bien 

lim f(x , y) = /(x 0 , y 0 ). 

(jc,y)-*(x 0 .y 0 ) 

Por lo tanto, / es continua en (x 0 , y 0 ). • • 

Si f x y f y son continuas, entonces por el Teorema (16.15), /es diferenciable. Esto 
da el siguiente corolario del Teorema (16.16). 


COROLARIO (16.17) 


Se puede demostrar por medio de ejemplos que la simple existencia de f x y f y no 
es suficiente para asegurar la continuidad de /(vease el Ejercicio 29). Esto es diferente 
en el caso de una sola variable, donde la existencia de /' implica la continuidad de /. 

La discusidn anterior se puede generalizar al caso de funciones de m&s de dos varia¬ 
bles. Por ejemplo, sea w = /(x, y , z ), donde /esta definida en una region apropiada 
R (como por ejemplo un paralelepipedo); f X9 f yt f z existen en R y son continuas en 
( x , y , z). Si X, y , z se incrementan en Ax, Ay y Az, respectivamente, entonces el in¬ 
crement correspondiente 

Aw = f(x -l- Ax, y + Ay, z + A z) — /(x, y, z ) 

se puede escribir en la forma 

Aw = / X (x, y, z) Ax -f / y (x, y, z) Ay + / r (x, y, z) Az + e x Ax + e 2 Ay + Az 

donde £,, e 2 y £3 son funciones de Ax, Ay y A z que tienden a 0 cuando (Ax, Ay, Az) -*• 
(0, 0, 0). Para las funciones de tres variables se pueden demostrar resultados analogos 
a (16.15)— (16.17). 

La siguiente definicion es una generalizacidn de (16.13) para funciones de tres va¬ 
riables. 


Si / es una funcion de dos variables y f x y f y son con¬ 
tinuas en una region rectangular /?, entonces /es conti¬ 
nua en R. 

■ . - ■■■■ ■■ — — - ■■ _ 
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DEFINICION (16.18) 



v. nuede usar dw para calcutar aproximadameme Aw cuando los mcrementos dc 

X yyz ™pc^os. U difocncmbiliddd * define Como «n (14.14). La aa- 

d6n a cuatro o mis variables se hacc de manera andloga. 

EJEMPLO 5 Los lados (en cm) de un paralelepipedo rectangular cambian de 9, ® J 
4 a 9 02 5 97 y 4.01, respectivamente. Usediferenciales para calcu ar aproxima 
ted cambio del volumen. <,Cu4l es la variacidn exacta del volumen? 

Solucion El mdtodo de solution es semejante al quc se usd para el cilindro circular 

^ o ddEjemp o l Comenzamos con la fdrmula general V = xyz pa«d volumen 
de un para elep.pedo rectangular de lados xjH- Luego constderamos dx, dy y dz 
enrores de ™dicion. Emcee,. c. cor c„ cl cdlculo del .olumen e, 

AL a dV = yz dx + xzdy + xy dz. 

Finalmente, sustituyendo los valores cspeciales x - 9, y - 6, Z 4, dx 
-0.03 y dz - 0.01, obienemos 

dV = 24<0.02) + 36C -0.03) + 54(0.01) 

= 0.48 - 1.08 + 0.54 = -0.06 

por lo tanto, el volumen aumenta en aproximadameme 0.06 cm 3 , 

El cambio exacto del volumen es 


i*i /ft mwi tnuA r\u . 




EJERCICIOS 16.4 

Ejercicios 1-4: Encuentre los valores de z t y ti 9 ue **• 
tisfacen la Definicidn (16.14). 

1. /(*. y)" 4y 2 - 3 xy + 2x 
1. f{x.y) = (2*-y) 1 

3. /(*. y) - x J + X 1 

4. /(x, y) = 2x z - xy 1 + 3y 


Ejercicios 5*12: Determine dw. 

5. w = x J - x 2 y + 3y ! 

6. w - 5x l + 4y - 3xy 3 

7. w = x 1 sen v + 2y J ' 1 

8. w = ye" 1 * - 3x* 
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9. w = x 2 In (y 2 + z 2 ) 10. w = x 2 y l z + e~ 2x 

11. w « xyz/(x + y + z) 12. w = x V’+ >’In z 

13. Use diferenciales para calcular aproximadamen- 
te la variacibn en 

/(*, y) = x 2 - 3x 3 y 2 + 4x - 2 y* + 6 

cuando (*, y) varia de (-2, 3) a (-2.02, 3.01). 

14. Use diferenciales para calcular aproximadamen- 
te el cambio en 

f(x, y * z) = x 2 z 3 - 3 yz 2 + x -3 + 2y ,/2 z 

cuando el valor de (x, y % z) varia de (1, 4, 2) a 
(1.02, 3.97, 1.96). 

15. Los lados de un paralelepipedo rectangular mi- 
den 3, 4 y 5 pies, con un error posible de de 
pulgada. Use diferenciales para estimar el error 
miximo en el valor calculado de (a) el Area de 
la superficie del paralelepipedo; (b) el volumen 
de este cuerpo. 

16. Los catetos de un tri&ngulo rectingulo miden 
3 cm y 4 cm, respectivamente, con un error posi¬ 
ble de 0.02 cm. Use diferenciales para estimar el 
error miximo en el valor calculado de (a) la hi- 
potenusa; (b) el irea del triingulo. 

17. Una lata cilindrica de hojalata, sin tapa, tiene un 
diimetro de 3 pulg y una altura de 4 pulg. Use 
diferenciales para calcular aproximadamente la 
cantidad de material que hay en la lata si 6sta tie¬ 
ne un grosor de 0.015 pulg. 

18. La resistencia total R de tres resistencias /?,, R 2 
y R 3 conectadas en paralelo (vbase la figura) es- 
ta dada por 

I - L _L _L 

R~ R] + T 2 + rJ' 

Los valores de /?,, /? 2 y son 100, 200 y 400 fl 
(ohms), respectivamente, con un error miximo 
de 1 °7o en las mediciones. Estime el error mixi- 
mo en el cilculo del valor de R. 



19. La densidad relativa de un objeto esti dada por 
s = A/{A — W) y donde Ay W son sus pesos en 


el aire y en el agua, respectivamente. Las me- 
didas son A - 12 kgf y W = 5 kgf, con errores 
maximos de 0.015 kgf en el aire y 0.030 kgf en 
el agua. ^Cuil es el error m&ximo en el valor cal¬ 
culado de 5? 

20. La presibn P, el volumen K, la temperatura T(en 
K) de un gas encerrado estin relacionadas por 
la ley del gas ideal PV = kT , donde k es una 
constante. Calcule el cambio en P cuando V y 
T varian de V = 64 cm 3 y T = 350K a 70 cm 3 
y 345K, respectivamente, siendo la presibn ini- 
cial de 0.5 kgf/cm 2 . 

21. La resistencia elbctrica R de un alambre es direc- 
tamente proporcional a su longitud e inversamen- 
te proporcional al cuadrado de su diimetro. El 
error posible en la medida de la longitud es de 
1 °7o y en la medida del diimetro es de 3%. ^Cuil 
es el maximo error porcentual en el valor calcu¬ 
lado de /?? 

22. En la Seccibn 6.9 se mostrb que el flujo sangui- 
neo a travbs de una arteriola esti dado por F = 
tP/? 4 /(8v/), donde / es la longitud de 6sta, R el 
radio, P la diferencia de presibn en los extremos 
y v la viscosidad de la sangre. Suponiendo que 
v y / son constantes, calcule el cambio porcen¬ 
tual en el flujo, usando diferenciales, cuando el 
radio disminuye en y la presibn aumenta en 
3%. 

23. La temperatura T en el punto P(x, y % z) en un 
sistema de coordenadas rectangulares esti dada 
por T = 8(2x 2 + 4v 2 + 9z 2 ) ,/2 . Use diferen¬ 
ciales para calcular aproximadamente la dife¬ 
rencia de temperaturas entre los puntos (6, 3, 2) 
y (6.1, 3.3, 1.98). 

24. Calcule aproximadamente el cambio en el irea 
de un triingulo isbsceles cuando los dos lados 
iguales aumentan de 100 a 101 y el angulo entre 
ellos disminuye de 120° a 119°. 

25. Cuando la cumbre de una montafla sc ve desde 
el punto P segun se muestra en la figura, el An¬ 
gulo de elevacibn es a . Desde un punto Q que 
esti z unidades mis cerca de la montafta, el in- 
gulo de elevacibn aumenta a 0. 

(a) Demuestre que la altura h de la cumbre es- 
ta dada por 

^ _ sen a sen 0 
sen (0 — a) “ 

(b) Un topbgrafo mide a y 0 con una precisibn 







IW 


CAPl'TUlO 16 • DESIVADAS PARCIAIES 


de 3fl J (o 0.000145 rad) y obtiene Los valo¬ 
rem a = 15°, 0 = 20° y z = 2000m* Use 
difercnciales para estimar con una precision 
de 0J m La precision con La que debe me- 
dirse la longitud para que cl error maxi mo 
en el cilcxito de h no sea mayor de 10 m. 


Ejercicios 27-28; Demuestre que/ es di fere notable cn 
todos Los puntos de su dominio. 


27, /(x, y) 


X 3 - .v 3 
x 2 + y 2 


28. 


/(^t y»') 


x 4- y + r 
x 2 + y 1 + z 2 


EJERacO 55 


h 

f <iy\* _L - 


Cuando un medicamento se ingierc, el Uempo T 
en el que hay mayor cantidad del producto en La 
sangre se puede caleular en t&minos de la semi- 
vida x del medicamento en el estdmago y la se¬ 
mivida y en la sangre. Para f&rmaeos comunes 
(como la peniciLina) T estA dado por 

t = On x — In >0 

(x — y) In 2 

Para un medicamento en particular, x = 30 min 
y y “ l h. iCu^L cs el mAximo error en el cAlcu- 
lo de Tst el error m&ximo en la esiimaeidn de 
las semividas es de 10*Fo?* 


29, Sea /(x f y) - 


I 2 si(x.y)#«*,0) 

+ y 1 

{ 0 si (.x, y) = (0, 0). 

Demuestre que 

(a) 4(0, 0) y 4(0, 0) existen, (Sugerencia; Use 
06.7),) 

(b) / no es continua en (0, 0). 

(c) / no es diferenciable en (0, 0). 

30. Sea /(x, y, r) = 

J-j—~T-i si (x, y. --) A10, a m 

\ sc* + y J + 

\ 0 si (X. y ,:) = (0.0. Oi 

Demuestre que f xt f y y f. existen en <0, 0, O' 
pero / no es diferenciable en (0, 0, 0). 


16.5 


REGLA DE LA CADENA 


Si / y g son funciones de una variable tales que 


w = /(«) y u = 


entonces la composicidn de / con cf esta dada por 

w = fUiix)). 

La derivada de w con respecto a x se puede encomrar aplicando la Regia de la Cadena 
(3.26) como sigue: 

d\v _ dw du 
dx du dx ' 


* (N. de R J La semivida w cl tiempo dc reduction a ia mi 
tad, o peri&do medial Se it llama impropiamente "'vida me¬ 
dia 1 ’ por iraducdon incorrect a dd ifcrmmo en ingles half-life. 
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En esta section se generaliza esta fbrmula a las funciones de varias variables. 

Sean /, </y k tres funciones de dos variables tales que 

w = f(u, v), y u = g{x, y), v = k(x, y). 

Si para cada par (*, y) en un subconjunto D de R x R, el par («, v) que le corres- 
ponde esta en el dominio de /, entonces 

w = f[g{x, y), k(x, y)) 

define w como una funcibn (compuesta) de x y y. Por ejemplo, si 

w = u 2 + u >in i\ and u = xe Iy , v = xy 
entonces w = x 2 e 4y + xe 2y sen xy. 

El siguiente teorema proporciona formulas para expresar dw/dx y dw/dy en termi- 
nos de las primeras derivadas parciales de las funciones g, k y /. En el enunciado del 
teorema se supone que los dominios fueron cscogidos de manera que la funcion com¬ 
puesta esta definida en un dominio apropiado D. Cada una de las fbrmulas enunciadas 
en el Teorema (16.19) se llama Regia de la Cadena. 


REGLA DE LA (16.19) 
CADENA 


Demostracion Si x se incrementa en Ax y y se mantiene constante (es decir. Ay = 0), 
se obtienen los siguientes incrementos de u y v: 

. , A u=g(x + Ax, y) - g{x, y) 

(a) 

Ar = k(x -f Ax, y) — k{x, y) 

Estos a su vez producen el siguiente incremento de w: 

Aw = f(u + An, v f Ar) - /(u, r). 

Como J es diferenciable, de la Definicibn (16.14) se tiene que 


< b > Aw = — An + — At? + e, Au + e. At; 

cu cv 

\ 

para cierlas funciones tj y t 2 de Aw y Av que tienden a 0 cuando (Au, A v) (0, 0). Mas 
aun, se puede suponer que £, y e 2 son 0 cuando (Au, Av) = (0, 0) porque si no lo son, 
pueden sustituirse por otras funciones /q y fi 2 que tengan esta propiedad y que scan igua- 












820 


CAPITULO 16 * DERIVADAS PARCIALES 


1 es a t\ y en lodos los oiros valores* Hecho esfo, las funciones E t y c 2 en (b) resultan 
eontinuas en (0> 0). Dividiendo ambos lados de la ecuadon (b) cntre Ax' se obtiene 


Aw dw Au cw Av Au Av 
Ax du Ax + dv Ax + Ax * l l Ax’ 


Si w se considera una funcidn de x y y* entonces 


.. Aw dw 

hm — ^ . 

ajt-’O Ax dx 


Tambien, de Las ecuaciones (a), 


Au du 
Jim — = ^- 
Ax dx 


lim — 

ajc—o Ax 


dv 

fix* 


Si Ax ticnde a 0, de (a) se deduce que Au y Av tambien tienden a 0 T y por lo tamo 
£j y e 2 tienden a 0. Por consiguiente, tomando el limite en la ecuacion (c) cuando 
Ax 0. 

Sw _ dw du dw dv 
dx du dx dv dx' 


La segunda fdrmula en el erumeiado del teorema se demuestra de manera analogs. 


FIGURA 16 29 

yy^ 

V, 


vadas parciales que van 
se suman. Esto da 


Para recordar la Regia de La Cadena (16.19) se puede usar 
el diagrama de rirbol en la Figura 16,29. Para construir el dia¬ 
grams se trazan (segment os) de w a u y v, para indicar 

que w es una funcion de estas dos variables. Como u es fun- 
ci6n de x yse trazan ramas de u a xy y. Tambien se dibu- 
jan ramas de v a x y y. En el diagrama se ban indicado las 
derivadas parciales correspondientes a las variables men¬ 
tion ad as. 

La Figura 16.29 $e emplea como sigue. Para encontrar 
Bw/Sx, se toman los productos de todos los pares de deri¬ 
de wax, esdecir (Bw/Bu){Bu/Bx) y (dw/dv)(dv/dx), y luego 


Bw 

lx 


Bw du dw du 
du dx dv dx 


La fdrmuta para Bw/By se encuentra usando las ramas que van de w a y . 


EJEMPLO 1 Sean w = r l + s l y r - pq 2 t s = p 2 $enq. Use la Regia de la Cade- 
na para encontrar Bw/Bp y Bw/Bq. 

Solution Ndtese que w es una funcidn (compuesta) de p y q. Podemos sustituir 
r y s por sus expresiones y obtener 


w = ipq 2 ) 3 + (p 2 sen if) 2 
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y luego encontrar dw/dp y dw/dq directamente. Sin em¬ 
bargo el objetivo es ilustrar la Regia de la Cadena. 

Como w es una funcion de r y s y tanto r como s son 
funciones de p y < 7 , construimos el diagrama de arbol en la 
Figura 16.30. Consultando el diagrama tomamos los produc¬ 
es de todos los pares de derivadas parciales que van de w 
a p y obtenemos 

dw dw dr dw ds 
dp dr dp ds dp 

= ( 3 r 2 )(<j 2 ) + (2s)(2p sen q) 

Si ahora sustituimos r = pq 2 y s = /? 2 sen< 7 , resulta 

dw 

— = 3 {pq 2 ) 2 (q 2 ) -|- (2 p 2 sen q)(2p sen q) 

= 3p 2 q** + 4p 3 sen 2 q. 

Haciendo referencia otra vez al diagrama de la Figura 16.30, 

dw _ dw dr dw ds 
dq dr dq ds dq‘ 

= (3r 2 )(2p<jr) -|- (2 s)(p 2 cos q). 

Sustituyendo rys, 

dw 

— = 3(pq 2 ) 2 {2pq) -I- 2 (p 2 sen q)(p 2 cos q) 

= 6p i q s + 2 p 4 sen q cos q • 

Observese que despu 6 s de aplicar la Regia de la Cadena en el Ejemplo 1 , se sustitu- 
yeron r y s con lo cual dw/dp y dw/dq quedaron expresadas en terminos de p y q. 
Esto se hizo para recalcar el hecho de que w es una funcidn (compuesta) de las dos va¬ 
riables p y q. 

La Regia de la Cadena puede aplicarse a las funciones compuestas de cualquier nu- 
mero de variables y es posible construir diagramas de arbol como ayuda para formular 
la regia. A partir de ahora no se escribirdn en las ramas los simbolos de derivada par- 
cial. Queda entendido que si una rama lleva la variable w a otra variable r, como en 
la Figura 16.30, entonces la derivada parcial correspondiente es dw/dr. Sin embargo, 
si w es una funcion de una sola variable r, entonces se escri¬ 
be dw/dr en lugar de dw/dr. 

Por ejemplo, sea w una funcidn de w, v y r, donde m, 
v y r son cada una funciones de x, y y Esto se indica en 
el diagrama de la Figura 16.31. Si se desea encontrar d w/dy y 
se toman los productos de los pares de derivadas parciales 
que llevan de w a y y se suman, con lo que se obtiene 

_ dw du dw dv dw dr 

dy du dy dv dy + dr dy 


FIGURA 16.31 



FIGURA 16.30 
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EJEMPIO 2 Sean w = r 1 + sv + f } y r = x 1 + y' + z 2 , s - xyz, v - xe y 
/ = yz 2 . Usar la Regia de la Cadcna para encontrar Sw/dz. 


FIGURA 16.39 



Soluci6n NOtese que w es una funciOn de r, s, v, t y que 
cada una de estas cuatro variables es a su vez funcion de x, 
y y z . La Figura 16.32 muestra cl diagrama correspondiente, 
Como se desea encontrar d w/dz, recorremos todas las ramas 
que van de w a z. Esio da 

nv (!w Pr (1 iv ds dw 8v ^ vw Pi 

dz 8r dz 8s dz <3u dz dl cz 

« (2r>(2z) + r(x)') + SCO) + <3r)(2yz} 

= 4;(x 2 + v 2 + z 2 | + xe'fxy) 4- 0 + 3(yz 2 ) J (2yz) 

- 4r(x 2 + y 1 + z 1 ) + x 2 ye > + 6yV • 


Si tv es una funcion de varias variables, cada una de las cuales es funcion de una 
sola variable, digamos f, entonces tv es una funciOn de la variable / y sc puede aplicar 
a dw/dt la Regia de la Cadena, como en el siguiente ejemplo. 


EJEMPIO 3 Sean tv = x 2 + yz y x = 3/ 2 + 1, y = 2/ - 4, z = f 5 - Encontrar 
dw/dt. 

Solucion Para aplicar la Regia de la Cadena construimos el diagrama dc la Figura 
16.33. Los pares de ramas que van dewaf dan lo siguiente, donde usamos el simbolo 
d/dt para la dcrivada con respecto a la unica variable t : 

dw Bw dx dw dy + dw dz 
dl Bx dt dy dt cz dt 

= (2x)(6r) + z(2) + >13 f 1 ) 

= 2(3 1 2 + 1)61 + 1^(2) + (2r - 4)3f 2 
= 44r* - 12f 2 + 12f 

El problema tambidn podria resolverse sin usar la Regia de la Cadena escribicndo 

tv - (3r 2 + l) 2 + (2r - 4)r 3 

y encontrando luego dw/dt con los metodos de derivation respecto a una sola va 
riablc. • 


FIGURA 16.33 


La Regia dc la Cadena es util para resolver problemas dc rapidez dc variacion rela 
cionadas, como los que se discutieron cn la Section 3.8. El metodo se ilustra en el s, 
guienie ejemplo. 
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F1GURA 16.35 



EJEMPLO 4 En un circuito electrico simple se tienen una 
resistencia R y una tension V (vease la Figura 16.34). En cierto 
momento V vale 80 V (volts) y crece a razon de 5 V/min mien- 
tras que R es de 40 fi (ohms) y disminuye a razdn de 2 0/min. 
Usar la ley de Ohm / = V/R y la Regia de la Cadena para 
caicular la rapidez de variacion de la corriente / (en ampe¬ 
res, A). 

Solution Como / es funcidn de V y R y tanto V como 
R son funciones de t (en minutos), se tiene el diagrama de 
la Figura 16.35. Aplicando la Regia de la Cadena, 

<U _dl_dV cl dR 
dt dV dt + dR dt 


Sustituyendo, 


obtenemos 


= (l\dy (_V\dR 
\RJ dt + V R 2 ) dt ' 


dl 

dt 


V-SO. f-5. K-40. , ".-2. 


- ( 4 «) 151 + 0225 A/n,ln - 


Las derivadas parciales se usan para obtener las derivadas de las funciones que es- 
tan determinadas implicitamente. Como en la Seccidn 3.6, supongamos que una 
ecuacion F(x y y) = 0 determina una funcion derivable / tal que y = /(*), es decir, 
F(x, f(x)) = 0 para todo x en el dominio D de /. Definamos la funcion compuesta 
F como sigue: 


•IGURA 16.36 



vv = F(u<y) con u = x, y = f{x ) 

Esto lleva al diagrama de la Figura 16.36. Con la Regia de 
la Cadena y el hecho de que u yy son funciones de una va¬ 
riable x , se obtiene 

dw dw du dw dy 
dx du dx dy dx 


Como w - F(x , f(xj) = 0 para todo x, resulta qu edw/dx = 0. Ademas, como u = x 
y y = /(*), se tiene que 




Por lo tanto, la Regia de la Cadena para dw/dx se convierte en 




m 
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Si Hw/dy # 0, entonces (dado que u = jr) 


fix) = 


dw/du _ dw/dx 
dw/dy dw/Sy 


Esta discusion puede resumirse como siguc. 


rA*,y) 
F,(*, y )' 


TEOREMA (16.20) 


Si una ecuacion F(x, y) = 0 determina impiicitameme 
una funcidn derivable / de una variable x cal que y = 
f(x), entonces 

dy _ y) 

dx F,(x. y) ' 


EJEMPLO 5 Encontrar y suponiendo que y = fix) satisface la ecuaci6n 

y* + - 4-v 3 - 5x - 1 = 0. 

SolllCldn Si F(x, y) es la expresi6n en el lado izquierdo de la ecuacidn, entonces 

por el Teorema (16.20), 

, — 12x 3 - 5 !2x* + 5 

4y 3 + 3 4y 3 + 3 * 

Es ilustrativo comparar esta solution con la del Ejemplo 2 en la Seccidn 3,6 que se ob - 
tuvo usando m6?odos para una sola variable. • 

Dada una ecuacion como 


jc 1 - 4y» + 2* - 7 = 0, 
se puede despejar z, obteniendo asi 


que es de la forma 


z = - x 2 + 4y 3 + 7) 

z = yl 


Por analogia con el caso de una sola variable, se dice que la funcidn / de las variables 
Jr y y esU determinada implicltamente por la ceuaeidn dada. El siguiente teorema pro- 
porciona formulas para encontrar f x y f y o equivalentememe, Bz/Bx y Bz/By, sin des¬ 
pejar z de la ecuacidn. 


TEOREMA (16.21) 


Si una ecuacidn F(x t y, £) = 0 determina implieitamen- 
te una funcion diferenciable / dc dos variables jr y y ta¬ 
les que z = fix, y ) para todo (x t y} en el dominio de 
/, entonces 

Bz _ F x (x t y t z) Bz _ F y {x t y t z) 

Bx "* F;(x t y,zY By ~ F t {x, y, z) * 
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Demostracion La afirmaci6n “F(x, _v, z) = 0 determina una funcidn / tal que 
Z = fix, y)" significa que F(x, y, fix, >-)) = 0 para todo ( x, y) en el dominio de /. 
Se define la funcion compuesta F de x y y como sigue: 


w = F(m, v,z) y u = x, v = y, z = /(x, y). 


FIGURA 16.37 



Observemos que u y v son funciones de x y y pues se puede 
escribir u = x + (0 • y) y v = y + (0 • x). Consultando 
el diagrama de la Figura 16.37 y recorriendo las ramas que 
van de w a x, se obtiene 

dw _ dw du dw dv dw dz 
dx du dx dv dx dz dx 


Como w = F(x, y, /(x, y)) = 0 para todo x y para to- 
do >\ resulta que dw/dx = 0. Ademas, como du/dx = 1 y 
dv/dx = 0, la formula de la Regia de la Cadena para dw/dx se convierte en 


dx oy dz dx 


y, si dw/dz # 0, entonces 


dz 

dx 


dw/dx _ F x (x, y, z) 
dw/dz F 2 (x, y, z) ’ 


La fdrmula para dz/dy se puede obtener de manera analoga. 


EJEMPLO 6 Sea z = /(x, y) tal que 

x 2 z 2 -I- xy 2 — z 3 -I- 4yz — 5 = 0, 

encontrar dz/dx y dz/dy. 

Soliicion Si denotamos por F(x, y, z) a la expresion en el lado izquierdo de la ecua- 
cion dada, entonces por el Teorema (16.21), 


dz 

2xz 2 + y 2 

dx 

2x 2 z — 3z 2 + 4y 

dz 

2xy -1- 4z 

r?y “ 

2x 2 z - 3 z 2 + 4.y 


EJERCICIOS 16.5 

Ejercicios 1-2: Use la Regia de la Cadena para encon 
trar dw/dx y dw/dy. 

1, w = u sen d, u — x 2 ~h y 2 , v = xy 

2. w = uv + v 2 , u = x sen y, v = y sen .* 


Ejercicios 3-4: Utilice la Regia de la Cadena para ha- 
llar dw/dr y dw/ds. 

3. w = u 2 + 2ui\ u = r In s, v = 2r + s 

4. w = e ,r , r = r + s, u = rs 
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donde a, b y k son constantes positivas. Supo- 
niendo que t es el tiempo, use la Regia de la Ca¬ 
dena para hallar una formula para dT/dt en 
terminos de dP/dt , dV/dt, P y V. 

hH. Si se conectan n resistencias /?,, R 2 , ..., R n en 
paralelo, entonces la resistencia total R esta da- 
da por 



Demuestre que para k = 1,2, ..., n f 



32. Se dice que una funcidn / de dos variables es 
homogenea de grado n si f(tx t ty) = t n f(x, y) 
para todo t tal que ( tx , ty) estd en el dominio de 
/. Ejecute la demostradon de que para tales 
funciones, x/ r (x, y) + y/Jx, y) - nf{x, y). 
(Sugerencia: Derive f(tx, ty) con respecto a /.) 


Ejerddos 33-36: Encuentre el grado n de la funcion 
homogenea/(consulte el Ejercicio 32) y verifique la 
fbrmula 

*/«(*. y) + yfp c. y) = nf(x, y). 

33. fix. y) = 2x 3 + 3.x 2 y + y 3 


x'y 


34. 

36. f{x, y) = xye yx 


y 

35. f(x. v) = arctan 

x 


37. Sean w = /(x, y)> x = r cos 0 y y = rsen 0. De¬ 
muestre que 

fdw\ 2 fdw\ 2 ( dw\ 2 1 (dw\ 2 

W + W A*/ + ?w) ' 


v satisface la ecuacion de onda 

d 2 v 2 d 2 v 
dt 2 dJ' 

(Compare este ejercicio con el Ejercicio 42 de la 
Seccidn 16.3.) 

41. Sea w = cos(x + y) + cos (x - y). Sin usar 
las identidades trigonometricas, demuestre que 

w xx - w yy - 0 . 

42. Sea w - /( x 2 -I- y 2 ). Efectue la demostracidn 
de quey(dw/dx)-x(dw/dy) - 0. ( Sugerencia : 
Defina w = x 2 + y 2 .) 

43. Sean w = /(u, v) y u = g(x, >>), v = k(x, y). 
Demuestre que 

d^w _ d 2 w> fdu\ 2 / d 2 w d 2 w \ du cv 
ex 2 du 2 \dx/ + \dv du du dv) dx ox 

d 2 w/dv\ 2 dw d 2 u dw d 2 v 
cv 2 \<3x/ + du dx 2 dv dx 2 

44. Para w, u y v como en el Ejercicio 43, pruebe que 

d 2 w d 2 w du du d 2 w du dv d 2 w du dv 
dy dx du 2 dx dy dv du dx dy du dv dy dx 
d 2 w dv dv ^ dw d 2 u dw d 2 v 
dv 2 dx dy du dy dx dv dy dx ’ 

45. Demuestre el siguiente Teorema del Valor Me¬ 
dio para una funcidn / de dos variables Jty;: 

Si / tiene primeras derivadas parciales conti- 
nuas en una regidn rectangular 

R = {(x, y): a < x < b, c < y < d) 
y si A (x,, y x ) y B(x 2 , y 2 ) son puntos de /?, en¬ 
tonces existe un punto P(x *, y*) en el segmen- 
to AB tal que 

fl* 2 * yi) - fix t, y,) = f x (x*, y*)(x 2 - x,) 


38. Sean w = f(x,y) y x = e'cos 0,y = e r seu0. 
Demuestre que 

d 2 w d 2 w 2 /d 2 w r7 2 w\ 

dx 2 + dy 2 e + dO 2 )' 


46. Sirvase del Ejercicio 45 para poner de manifiesto 
la siguiente generalizacion del Teorema (4.33): Si 
/,(*» y) - 0 y f y (x t y) = 0 para todo (x, y) en 
una region rectangular /?, entonces /(x, y) es 
constante en R. 


39. Sean w = f(x t y) y x = rcos0, y = rsend. 
Pruebe que 

d 2 w d 2 w d 2 w 1 d 2 w 1 dw 
dx 2 + dy 2 dr 2 + r 2 dO 2 + r dr ' 


47. Generalice el Ejercicio 45 al caso de funciones de 
tres variables. 

48. Generalice el Ejercicio 46 al caso de funciones de 
tres variables. 


40. Sea v = /(x - at) + q(x + at), donde fy q tie- 
nen segundas derivadas parciales. Demuestre que 


49. Sean u = /(x, y) y v = q(x y y) funciones que 
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
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donde a, b y k son constantes positivas. Supo- 
niendo que t es el tiempo, use la Regia de la Ca¬ 
dena para hallar una formula para dT/dt en 
terminos de dP/dt , dV/dt, P y V. 

hH. Si se conectan n resistencias /?,, R 2 , ..., R n en 
paralelo, entonces la resistencia total R esta da- 
da por 



Demuestre que para k = 1,2, ..., n f 



32. Se dice que una funcidn / de dos variables es 
homogenea de grado n si f(tx t ty) = t n f(x, y) 
para todo t tal que ( tx , ty) estd en el dominio de 
/. Ejecute la demostradon de que para tales 
funciones, x/ r (x, y) + y/Jx, y) - nf{x, y). 
(Sugerencia: Derive f(tx, ty) con respecto a /.) 


Ejerddos 33-36: Encuentre el grado n de la funcion 
homogenea/(consulte el Ejercicio 32) y verifique la 
fbrmula 

*/«(*. y) + yfp c. y) = nf(x, y). 

33. fix. y) = 2x 3 + 3.x 2 y + y 3 


x'y 


34. 

36. f{x, y) = xye yx 


y 

35. f(x. v) = arctan 

x 


37. Sean w = /(x, y)> x = r cos 0 y y = rsen 0. De¬ 
muestre que 

fdw\ 2 fdw\ 2 ( dw\ 2 1 (dw\ 2 

W + W A*/ + ?w) ' 


v satisface la ecuacion de onda 

d 2 v 2 d 2 v 
dt 2 dJ' 

(Compare este ejercicio con el Ejercicio 42 de la 
Seccidn 16.3.) 

41. Sea w = cos(x + y) + cos (x - y). Sin usar 
las identidades trigonometricas, demuestre que 

w xx - w yy - 0 . 

42. Sea w - /( x 2 -I- y 2 ). Efectue la demostracidn 
de quey(dw/dx)-x(dw/dy) - 0. ( Sugerencia: 
Defina w = x 2 + y 2 .) 

43. Sean w = /(u, v) y u = g(x, >>), v = k(x, y). 
Demuestre que 

d^w _ d 2 w> fdu\ 2 / d 2 w d 2 w \ du cv 
ex 2 du 2 \dx/ + \dv du du dv) dx ox 

d 2 w/dv\ 2 dw d 2 u dw d 2 v 
cv 2 \<3x/ + du dx 2 dv dx 2 

44. Para w, u y v como en el Ejercicio 43, pruebe que 

d 2 w d 2 w du du d 2 w du dv d 2 w du dv 
dy dx du 2 dx dy dv du dx dy du dv dy dx 
d 2 w dv dv ^ dw d 2 u dw d 2 v 
dv 2 dx dy du dy dx dv dy dx ’ 

45. Demuestre el siguiente Teorema del Valor Me¬ 
dio para una funcidn / de dos variables Jty;: 

Si / tiene primeras derivadas parciales conti- 
nuas en una regidn rectangular 

R = {(x, y): a < x < b, c < y < d) 
y si A (x,, y x ) y B(x 2 , y 2 ) son puntos de /?, en¬ 
tonces existe un punto P(x *, y*) en el segmen- 
to AB tal que 

fl* 2 * yi) - fix t, y,) = f x (x*, y*)(x 2 - x,) 


38. Sean w = f(x,y) y x = e'cos 0,y = e r seu0. 
Demuestre que 

d 2 w d 2 w 2 /d 2 w r7 2 w\ 

dx 2 + dy 2 e + dO 2 )' 


46. Sirvase del Ejercicio 45 para poner de manifiesto 
la siguiente generalizacion del Teorema (4.33): Si 
/,(*» y) - 0 y f y (x t y) = 0 para todo (x, y) en 
una region rectangular /?, entonces /(x, y) es 
constante en R. 


39. Sean w = f(x t y) y x = rcos0, y = rsend. 
Pruebe que 

d 2 w d 2 w d 2 w 1 d 2 w 1 dw 
dx 2 + dy 2 dr 2 + r 2 dO 2 + r dr ' 


47. Generalice el Ejercicio 45 al caso de funciones de 
tres variables. 

48. Generalice el Ejercicio 46 al caso de funciones de 
tres variables. 


40. Sea v = /(x - at) + q(x + at), donde fy q tie- 
nen segundas derivadas parciales. Demuestre que 


49. Sean u = /(x, y) y v = q(x y y) funciones que 
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
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El Teorema (16.23) sirve para expresar una derivada direccional mediante el pro- 
ducto escalar de dos vectores como sigue: 

[ K f(x, .v) = [ f x (x, y)i + / y (x, v)j] t«i' + « 2 i] 

El vector colocado entre los primeros corchetes, cuyas componentes son las primeras 
derivadas parciales de /(x, y), es muy importante. Se denota por V/(x, y) y se le da 
el nombre especial de gradiente de f. (El simbolo V se llama del.) 

DEFINICION (16.24) 


Sea /una funcion de dos variables. El gradiente de/ (o 
de /(x, >»)) es la funcion vectorial dada por 

V/(x, y) - / v (x, y)i + / v (x, y) j. 


A veces en las aplicaciones, se denota al gradiente V/(x, y) por grad/(x, y). De 
la discusion anterior se tiene Io siguiente. 

DERIVADA (16.25) 

DIRECCIONAL (EN 
TERMINOS DEL 
GRADIENTE) 



Entonces, para obtener la derivada direccional de f en la direccidn del vector unitario 
u, se toma el producto escalar del gradiente de f con u. En todo lo que sigue, para en- 
contrar D u /(x, y) se usara esta formula en lugar del Teorema (16.23). 

El simbolo V es un operador diferencial vectorial y se define por 


Sus propiedades son parecidas a las del operador d/dx (veanse los Ejercicios 31-36). 
Operando sobre /(x, y ), produce el vector gradiente de la Definicidn (16.24). 


EJEMPLO 2 Sea /(x, y) = x 2 - 4xj\ 

(a") Encontrar el gradiente de / en el punto P(l, 2) y representarlo graficamente. 

(b) Usar dicho gradiente para calcular la derivada direccional de / en P(l, 2) en la di¬ 
reccidn de P(l, 2) a Q( 2, 5). 

Solucion 

(a) Segun la Definicidn (16.24), 

V/(x, y) = (2x — 4y)i — 4xj. 

Por lo tanto en P(l, 2), 


V/(l,2) = (2-8)i-4j= — 6i — 4j. 
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Como -1 < cos 7 < 1, el valor maximo de D u /(x , y) se alcanza cuando cos y = 
I, y en este caso, D u f(x t y) = || Vf(x , y )||. 

(ii) La derivada directional D u /(x, y) es la razon de cambio de f(x , y) con respecto 
a la distancia en P(x , y en la direccidn determinada por u. Como en la parte 

(i), esta tasa de cambio toma su valor maximo cuando cos 7 = l, es decir, si 7 = 0. 
Sin embargo, si 7 = 0, entonces u tiene la misma direction que Vf(x, y). • • 

En la demostracion del Teorema del Gradiente (16.26), se ve que el valor minimo 
de £>„/(*, y) se alcanza cuando COS 7 = - 1 . En este caso 7 = * (o 7 = 180°) y 
£>u/U, y) = ~|| V/U, >>)||, que es la tasa maxima de decrecimiento de f(x , y). Esto 
da el siguiente corolario del Teorema (16.26). 


COROLARIO (16.27) 


EJEMPLO 3 Sea f(x , y) = x 2 - 4 xy. Encontrar la direction en la que /( x, y) au- 
menta mas r&pidamente en el punto P(l, 2) y encontrar tambien la tasa maxima de 
crecimiento en P. 

Solucion En el Ejemplo 2 consideramos la funcion /y encontramos que Vf( 1,2) = 
-6i - 4j. Entonces por el Teorema (16.26), /(x, y) crece m£s rapidamente en P( 1, 2) 
en la direction del vector —6i — 4j (vease la Figura 16.41). La tasa maxima de creci¬ 
miento es 

|| V/(l, 2)|| = || — 6i - 4j|| = V36 + 16 = ^52 * 7.2 . 


Sea / una funcidn de dos variables que es diferenciable 
en el punto P(x, y). 

(i) El valor minimo de D u /(jc, y) en P{x, y) es 

(ii) La tasa minima de crecimiento (o maxima de decre¬ 
cimiento) de f(x , y) en P(x , y) se alcanza en la di¬ 
rection de - V/(.v, v). 



La derivada direccional de una funcion / de tres variables se define de manera pa- 
recida a como se hizo para dos variables en la Definicidn (16.22). Concretamente, si 
u = u x \ + w 2 J + w 3 k es un vector unitario, se tiene lo siguiente. 

DERIVADA (16.28) 

DIRECCIONAL DE 

Y,z) 



D u f(x,y, z) = 

lim /( * + 5W| ’ y t z + -Ax. y, Z) 

—^- i _ 


Como en el caso de dos variables, D„ f(x, y, z) es la razon de cambio de/con respec¬ 
to a la distancia en P(x, y, z) y en la direccidn de u. El gradiente de/(o de /( x, y, z)) 
se denota por Vf(x, y, z) o por grad/(jr, y, z) y se define como sigue. 









£34 CApfrUlO 16 * DERIVADAS parciales 


GRADIENTE DE (16.29) 

f{x, y,z) 


V /(x, y,z) = fAx.y.z)i + fy(x,y t z )j + Mxiy. z) k 


El siguiente resultado es la versidn para tres dimensioncs del Teorema (16.23). 


TEOREMA (16.30) 


Si / es una funcidn diferenciable de tres variables y 
u = U|i + Uii + U]k es un vector unitario, entonces 

D a f{x,y,z) = V/(x,y, z) ■ u 

* fxix, y, z)«i + /,(*. y, z)u 2 
+ f:(x, y, Z)H|. 


Al igual que en el Teorema (16.26), de todas las posibles derivadas dsrelcionales 
D fix, v, z) en el punto P(x. y. z). la que tiene la derivada mayor es la correspon- 
dienlc a la direecion de V/(x, y, z) y el valor maximo de la derivada direccional es 

H v/<x, y, z) II • 

EJEMPIO 4 La temperatura T en un punto (x, y, z) de un sistema de coordenadas 
rectangulares en el espacio estS dada por la fdrmula T = 100 /(x + y + z ). 

(a) Calcular la razdn de cambio de 7" con respecto a la distancia en el punto P( 1,3, -2) 
en la direccidn del vector a = 1 - j + k. 

(b) iEn que direcci 6 n a partir de P aumenta mas nkpidamente T1 iCual es !a tasa ma¬ 
xima de variacidn de T en PI 

Solution 

(a) Por la Definicidn (16.29), el gradiente de T = 100/(x 2 + y + t 1 ) es 


8T 8T. dT 

VT -s'+j; ,+ s k 


Como 


dT 


- 200x 


fir 


- 200 y 


dT 


— 2t)0r 


dx ~ ix 2 + y 2 + i 2 ) 2 * 3y {x 2 + y 1 + z 2 ) 2 * dz (x 1 + y 2 + z 2 ) 2 

tenemos que 

-200 , . . . , 

VT = it ^ ixi {xi + M + :k)+ 
ix 2 + y 2 + z) 

Si denotamos por VT] f al valor de v 7 en cl punto P(\ t ^ 2 ), enionces 


VT], = -^(i + 3i-2k). 


El vector unitario u en la dircccidn de a = i - j + k es 

..-JjS-J+k). 
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De acuerdo con el Teorema (16.30), la tasa de cambio de T en P en la direccion de a es 


D.T]p = VT] p ‘U = 


-200(1 - 3 - 2) 
196 ^3 


200 
49 yfi 


2 A. 


Si por ejemplo, T se expresa en grados Celsius (o centigrados) y la distancia en centime- 
tros, entonces T en P aumenta en la direccion de a a razdn de 2.4°C/cm. 

(b) La tasa maxima de crecimiento de T en P se alcanza en la direccidn del gradiente, 
es decir, en la direccidn del vector -i - 3j + 2k. La tasa maxima de cambio es igual 
a la magnitud del gradiente, es decir 

H VT WI = tSv'TT9T4*3.8 ‘ 


FIGURA 16.43 

^On 


Pit. y) 


VT 


En esta seccidn se usd el gradiente de una funcidn / principalmente para calcular 
derivadas direccionales. Mis adelante se considerarin otros aspectos mis importantes. 
Para terminar esta section se da una aplicacidn en la termodinimica. 

Sea T = /(x, y) la temperatura en estado estacionario 
en el punto (x, y) de una regidn bidimensional R. {Estado 
estacionario significa que T es independiente del tiempo.) La 
ley de Fourier de la trasmisidn de color dice que la intensi- 
dad q con la que el flu jo tirmico pasa por un punto P(x, y) 
en la frontera de R es directamente proporcional a la com- 
ponente del gradiente de temperatura VT en la direccion del 
vector unitario n normal (exterior) a la frontera en P (v£ase 
la Figura 16.43). Entonces, q = Arcomp n VT = kVT • n 
para un escalar k (v£ase la Definicion (14.28)). Se deduce que si VT • n = 0, la com* 
ponente en la direccidn de la normal seri 0 y entonces no saldri calor de la regidn por 
P. Se dice que la regidn esti aislada en el punto P. La regidn esti aislada en una parte 
de la frontera si lo esti en todos los puntos de esa parte. Puede decirse algo parecido 
para regiones en tres dimensiones. 


FIGURA 16.44 




EJEMPLO 5 Sea R la regidn rectangular del piano xy que 
se muestra en la Figura 16.44 y sea T = /(x, y) la tempera¬ 
tura en estado estacionario en (x, y). Encontrar condiciones 
para T que hagan que este aislado <*)ei lado BC\ (b) e I Iado 
AB. 

Solucion 

(a) Podemos tomar el vector i como el vector unitario nor¬ 
mal n al lado BC. Entonces BC esti aislado si y s 6 lo si para 
todo punto P en BC y 


VT i = 0 




Esto significa que la razdn de cambio de T en la direccidn horizontal es 0. 
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,b) El vector unitario normal al lado AB es j. En estc caso, AB esta aislado si y solo si 

dT „ 

V7 * j = 0 o eqwvalememente, — - 0; 
es decir t la razon de cambio de T en La direccidn vertical es 0, * 


EJERC1 CIOS 16.6 


EJercirins 1-6: Encuentre el gradients de/en el punto 
indicado. 

1. fix. >■) = v/x J + y 1 - 0-4.3) 

2. fix. y) = 7y - 5x. 02.6) 

3. fix. y) ‘ e 1 ' tan y, OO. ij,4) 

4. /(x, y) = x In (x - >•), 05.4) 

5. fix. :) = v: J - 2.x*. 02. - 3.1) 

6. /(x, y.:) = xyV, 02.-1.0) 

Kj ere id os 7.20: Cakute la derivada direcdonal de/ 
en el punto P en la direeddn indicada. 

7. /(x, y) = x 1 - 5xy + 3y\ 03. -1). 
u = Iv2'2)(i + j) 

g. fix. y) = x 1 - 3x*y - y 3 , 01.-2). 

u — l( — i + V3j) 

9. fix, >') = arctan (y/xk 04. -4), a = 21 - 3j 

10. fix, y) = x 1 In y. 05.1). a = - i + 4j 

11 . fix, y) = J9? ~ 4y J -1. 03.-2). a = i + 5j 

12. fix, y ) = (x - y)/(x + )•). 02, - U. a = 3i + 4j 

13. /lx. y) = x cos* ,v. 02. it '4), a = <5.1) 

la. fix, y) = xf )f , 04.0). ■ = ( —1,3> 

15. fix, y, i) = xy , r 1 . 02. —1.4). » = i + 2j — 3k 

16. fix. y. *1 - * J + 3y: + 4xy, 01.0. -5k 
a = 2i - 3j + k 

17. fix, y, z) = *V'. 0-1. 2. 3). a = 3i + j-5k 

18. /(x, v.;) = V’xvsen :. 04,9. ir/4), 

a = 2i + 3j - 2k 

19. /(x. y. r) = lx + r)(y + -k 05.7.1), 
a = < — 3,0, I > 

20. fix, y, z\ - 2 * tan J (x + y). OO. 0.4). 

a = <6, 0, 1> 


Kjercidos 21*14: 

(a) Calcule la denvada direcdonal de/en P en la di- 
reccidn de P a Q. 

lb) Encuentre un vector unitario en la direccibn de mi- 
ximo credmiento de/en P y calcule La ta*a dc ereci- 
miento de / en esa direccidn . 

<c) Encuentre un vector unitario en la direedbn en la 
que / disminuye mis ripidamente en P y calcule 
la razbn de cambio de / en esa direccibn. 

21. /{*, y) = x 2 e 2jr . Pit 01 Qi-XD 

22. fix, y) = sen(2.v - vi Pi - *fX ir/6), Q{ 0. 0) 

23. /(x* >\ z) = V? + .V 3 + z\ P[-XX \). 

Q( 0,-5, 4) 

24. fix, >\ z\ *= ix/y) - iy/z), TO -L2), 

QiX L -4) 

25. La temperatura Ten un punto (x, y) dc una placa 
de metal colocada en cl piano xy es jnversamen- 
te propordonal a la distancia al origen. La tem- 
peratura en P{X 4) es IOO°C Calcule la raz6n 
dc cambio de T en P en La direedbn del vector 
i + j. ^En qu6 direccibn aumenta mis ripida- 
menre Ten P? iEn qu6 direcridn disminuye mas 
ripidamente Pen P? iEn qu6 direccibn sc anula 
la tasa de variaci6n? 

26. La superficie de un lago esti representada por una 
rebJ^n D en cl piano xy de manera que la pro* 
fundidad (en metros) bajo cl punto correspoii' 
diente a (x, /) es fix, y} ~ 300 - lx 1 - 3>-. 
Una niflaesti en el agua end punto (4, 9). iEn 
que direction debe nadar para que la profundi- 
dad del agua bajo ella disminuya mis ripidamen 
te? tEn qu6 direccidn permancceri constante U 
profundi dad? 

27* El potencial clictrico V en un punto P(x t y, 2 ) 
de un sistema de coordenadas rccianguiaTes es 
V - x 2 4- 4 y l + 9Z 1 . Calcule la tasa dc cam^ 
bio de V en Pi2. -1,3) en la direccidn de P ai 
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origen. Encuentre la direccibn que produce la ma¬ 
xima tasa de cambio de V en P. iCuM es la tasa 
maxima de cambio en P? 

28. La temperatura T en un punto P(x , y t z) de un 
objeto que est£ colocado en un sistema de coor- 
denadas rectangulares esta dada por T = Ax 1 - 
y 1 + 16z 2 . Calcule la tasa de cambio de Ten el 
punto P( 4, -2, 1) en la direccibn del vector 2i + 
6j - 3k. iEn que direccibn aumenta mds rdpida- 
mente T en PI ^CuAl es la tasa maxima de cam¬ 
bio? iHacia que direccibn disminuye m£s r£pi- 
damente T en P? <,Cual es la razbn de cambio 
correspondiente? 


Ljercicios 29-30: Consulte la discusibn previa al Ejem- 
plo 5. En este caso T es la temperatura en (x, ^). 

29. La figura muestra una regibn semicircular R. 

(a) Use coordenadas rectangulares para demos- 
trar que la frontera superior AB est4 aisla- 
da si y sblo si 3T/3r = 0. ( Sugerencia : Pon- 
ga de manifiesto que si T = f(x , y) y x = 
r cos0, y - rsenO, entonces dT/dr = 
(d7Vdx)cos0 + ( 3T/3y)sen6 .) 

(b) Interprete 3T/3r como una razbn de cam¬ 
bio de T. 


EJERClGO 29 



a | B x 


30. La figura muestra un sector circular cuya fron¬ 
tera AB esta aislada. 

(a) Use coordenadas polares para demostrar 
que la condicibn de aislamiento es equiva- 
lente a 3T/30 = 0 en todos los puntos del 
segmento AB. 

(b) Interprete 3T/30 como una razbn de cam¬ 
bio de T. 


EJERCICIO 30 



jr 


Ejercicios 31-36: Sean u = f(x t y) t v = y(x, y), 
donde/y y son diferenciables. Demuestre la identidad. 

31. V(cm) = cVu , para cualquier constante c. 

32. V(u + v) = Vm + Vv 

33. V(ur) = u Vv -f v Vm 

n( u \ vVu-uVv 

34. V =-=- con v # 0. 

W » 2 

35. Vm" = nu"~ l Vm , para todo numero real n. 

36. Si vv = h(u ). entonces Vw = — Vm. 

du 

37. Sean u un vector unitario y 0 el ingulo que for¬ 
ma con la parte positiva del eje x, medido en sen- 
tido contrario al del reloj. 

(a) Demuestre que 

fix , y) = f x (x. y) cos 0 + f y {x, y) sen 0. 

(b) Sean /(x, y) = x 2 + 2 xy - y 2 y 0 = 
5x/6. Calcule D m f( 2, -3). 

38. Consulte el Ejercicio 37. Calcule D„f(2, -1), 
cuando f(x t y) = (xy + v 2 ) 4 y e = *73. 

39. Demuestre que si f*f x yf y son continuas y 
Vf(x y y) = 0 en una regibn rectangular R = 
{(x, y): a < x < b t c < y < d), por lo que 
fix* y) es constante en R (vease el Ejercicio 46 
de la Seccibn 16.5). 

40. Sean w = /(*, y), x = y(t), y = h(t), donde 
todas las funciones son diferenciables. Demues¬ 
tre que si r(t) = xi + yy entonces 

dw/dt = Vw • r (t). 


16.7 


PLANOS TANGENTES Y RECTAS 
NORMALES A LAS SUPERFICIES 


Sea S unajmperficie que es la grafica de una ecuacion F(x, y, z) = 0, donde F tiene 
primeras derivadas continuas. Sea P 0 (x 0 , y 0 , Zo) un punto de S en el que F x , F r y F. 











FIGUftA 16.45 


CAPITULO 16 • OERIVADAS PARC!ALES 

no son todas cero. Una recta / con tangencia a$enP 0 es ( f>or definictan, una recti 
tangente a cuatquier curva C que sc cncucntFC cn »S y quc contiene a Fo, como sc ilu^ 
tra cn la Figura 16.45. 

Sea C una curva con ccuacioncs param&ricas 

x=m y = M 2 = hit). 

Si r{t) = </(r), g{t), hit)}, entonces r '(t) = < f it )* g(t), h'(t )> e* 
un vector tangente a Cen P(x, y, z) (v£ase la Figura 16.45 
(vease la Figura 16-45). 

Para eada t el punto (/< D> 0(0, h{t)) en C tambien es* 
td en S y por lo tamo, 

Fiflt), M h(t)) = 0. 

Si se toma 

w = F<x,y,z) y x = /(f), y = 3 ( 1 ), z = M& 

entonces aplicando la Regia de la Cadena y tomando en cuenta que w = 0 para todo 



dw dw dx Sw dy 
dt ~ dx dt dy di 


dw dz _ . 
Sz dt 


FIGURA 16.44 


De manera que 

FJx, y, z)f{t) + F^x, y, zfe’O) + F.(x, y, z)h'(r) = 0 
o, equivalentemente, 

VF(x,y, z) ■ r'(t) = 0 

para todo punto P(x, y, z) en C. En particular, si correv- 
ponde Po(x 0 , y 0 , Zo) a 1 = 'o, entonces 

VF(x 0 . y 0 , z 0 )' f'Uo) = 0- 

Como r'Ool cs un vector tangente a C en P 0 , esto implies 
que el vector V F(x 0 , y 0 . Zn) « perpendicular a toda rea. 
tangente I a S en P 0 (vease ia ligura 16.46). 

El piano que pasa por P 0 y ticne como vector normz 
VF(x 0 » y 0 , Zq) es el piano tangente a S en P 0 . Qucd 6 tfc 
mostrado que toda recta tangente t a Sen P 0 se encuentra en el piano tangente en P 
El siauiente teorema resume tsta discusibn. 



TEOREMA (16.31) 


Sea F(x, y, z) una funcibn con primeras derivadas par- 
ciales continuas y sea Pq un punto en la gr&fica S de 
F(x, y, z) = 0. Si F„ F. y F t no son todas 0 cn P 0 . en* 
tonces el vector VF(Xq. Vo, Zq) cs normal al piano tan¬ 


gente a S en P 0 . 




Se dice que el vector VF(x 0 , y 0 , z 0 ) en el Teorema (16.31) es un vector norms « 
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la superficie S en P 0 . Aplicando el Teorema (14.38) se obtiene el siguiente corolario, 
en el cual se supone que F xt F y y F z no son todas 0 en (x 0 , y 0 , * 0 ). 


COROLARIO (16.32) 


EJEMPLO 1 Encontrar una ecuacidn del piano tangente al elipsoide Jx 2 + 3 y 2 + 
Z 2 = 12 en el punto P 0 (2, 1, y/6) y hacer un croquis. 

SoSucion Para usar el Corolario (16.32) expresamos primero la ecuacidn de la su¬ 
perficie en la forma F(x, y, z) = 0 definiendo 

■s 

y , z) = Jx 2 -f 3 y 2 + z 2 - 12 = 0. 

Las derivadas parciales de F son 

z ) = fyx, y» 2 ) = 6 y, F r (x, y, 2 ) = 2z % 

y por lo tanto en P 0 (2 , 1 , V 6 ), 

F,(2, 1, V 6 ) = 3, F v (2, 1, V 6 ) = 6 , FJ2, 1, ^ 6 ) = 2^6. 

Aplicando el Corolario (16.32), obtenemos la ecuacidn 


El piano tangente a la grafica de F{x, y, z) = 0 en el 
punto P 0 (x 0 , y 0 , tiene como ecuacidn 

F x(x 0 , y 0 , ZoKx - xo) + F y (x 0 , y 0 , zo)(y - > 0 ) 

+ F t (xo. y 0 , Zo)(z - ?o) = 0. 


fIGURA 16.47 



3(jc - 2) + 6(y - 1) + 2^6(2 - ^6) = 0, 
que se simplifica a 

3x + 6y + 2^6 2 - 24 = 0. 

Las coordenadas x, y y z de las intersecciones del elipsoi¬ 
de con los ejes x, y y 2 , respectivamente, son ± 4 , ±2 y ±>/l 2 ! 
En la Figura 16.47 se presenta el elipsoide. El piano tangente 
en el punto Pq(2, 1 , V 6 ) tiene un vector normal 

VF(2, 1, Jl) = 3i + 6 j + 2^, 

que se muestra en la figura. • 


Si Z = f(x, y) es una ecuacidn de S, entonces tomando F(x, y, z) = f(x, y) - z, 
la ecuacidn en el Corolario (16.32) se convierte en 

Mx 0 , y 0 )(jr - jco) + f y (xo, y 0 )(y - >- 0 ) + (-l)U - Zo) = 0 . 

Esto da el siguiente resultado. 

TEOREMA (16.33) 


---- 

El piano tangente a la grafica de z = f(x, y) en el pun¬ 
to (Jfo. -Vo. Zo) tiene como ecuacion 
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Z - ill - fsix& >vH* - Xn\ 4 /,-Ufl, Vfl'H w v tl ). 


l a recta perpendicular si pEanO lliifcgeilEC en el punlo /n, Co) de La superfi. k 

5 C K la reeltt uannil a Sen F c , Si ,5 ea La BT*ffca de Ha\ V, z,\ - 0. eillonm la rreia 
normal « pnralela -il vector , ^ll 1 - 

EJEMPLO S Eticomrw ana ecoacidn tic 3a recta normal at elipscudc j x 2 + 3v ; - 
t* = 12 ej] el pLiiito F M ( 2 , 1 , Vfi). 

Solucion Esta snperfirie es La ifdiflB que sc con*idcT6 ea el EJempld I ■ Por la can¬ 
to, el vector 

WI 2 , l.vtij = 3 i + 6 j + iJSl 

qae sc cnueSKS cn la h'igimi 1-6.47, cs paraldo a La recta iiornssl- E Kan do eL Teorcn-. 
obecivemo'. Las sijiukniH eciiadcmcs paiam*trica& d-c la rccin normal: 

x = l + 3f r y - I t 6r. r = ^ 4 + 2%/Srj fen R 1 , 

Ssa/iana Funcitin dCT y y r y sea S la gr4fica de Etf ecq^ciSn Z = Jt.x H >'). El piano 
rangcnEe a Sen >V, mi) puede sfcfvlf para obtCPCr vma mterpreUtdAll *»niiiri:i 

dc La dileiecLcial 

dz = /Jje* jy 4 fj FnS Af 

det'inida -eii (tft.13). Como 

At = .'iv,. + ;\x. y„ + Ail /l.x P . ViA 

cL punt d P{X o 4 Ajt. V y 4 Ay, in + As) cbti en S {vtisfc la Fisnra lfi.4S|. 

•Sea D(^ + Ajc, 4 A>\ z) an pnnlo eiL el piano t#ngpnte y ctinkideremo* I: 
Dimids A[x g + AT, y,h 4 Ay, tt) y B(,tn - Ax, >'c 4 Ay, Eg) que He mucitren cn U 
Figure |g,4B, Como P esia cn el plnnO tangent?, sus cnordenatW saclafvccn la 
cion dd Tnortma 11fi .ck tledr, 

: z a y.t SB V| t H v M 4 At 4 / k ( v Vn)( J-'n 4 Ay y 0 l 
At*#, Li. 1 At 4 YJXj, Lr,i Ac = d:. 


FIQUIU 1*.« 



^3 . + Jj. i, ’ .V r, +■ .iu;i 

U 1 l £ + ii. V., - 


^|!J, I 3p.l 


* . J =- 

flVi , * I 5.1. j,! 


.. Mi * 


*^||, I .Vr, T, T V . Oi 


s 







16.7 Pianos tansentes y rectas normales a las superficies 


841 


En terminos de distances, se demostrd que \dz\ = || BD ||, es decir, \dz\ es la dis- 
tancia de B al punto del piano tangente que se encuentra arriba (o abajo) de B. Esto 
es andlogo al caso y = f(x) de una variable presentado en la Seccidn 3.4, en donde 
se interpretd dy como la distancia a un punto de la recta tangente a la grafica de/(vease 
la Figura 3.13). Se deduce que cuando se usa dz como una aproximacion al cambio 
en z, se supone que la superficie S casi coincide con su piano tangente en los puntos 
cercanos a P 0 . 

Como una aplicacion del analisis en esta seccion, supongamos que la temperatura 
en el punto P(x, y, z) de un solido, un liquido o un gas en un sistema de coordena- 
das en tres dimensiones es w = F(x, y , z). Si P 0 Uo, .Vo, *o) es un punto fijo, entonces 
la grafica de la ecuacion 


F(x y y t z) = F{x o, y 0 , Zq) 


FIGURA 16.49 



es la superficie de nivel (isoterma) que pasa por P 0 . En to- 
dos los puntos de esta superficie la temperatura es w 0 = 
F(x 0 , ?o> So)- conveniente visualizar todas las posibles su¬ 
perficies de nivel que se pueden obtener escogiendo diversos 
puntos. La Figura^6.49 muestra varias superficies que pa- 
san por los puntos P 0 , P| y P 2 y corresponden a tempera- 
turas w 0 , w x y w 2 . Por el Teorema (16.31), VP] P( , vf],^ y 
VF]p 2 son los vectores normales a las superficies correspon- 
dientes en los puntos P 0 , P, y P 2 , respectivamente. 

En la Seccion 16.6 se vio que la maxima tasa de varia- 
cion de F(x, y, z) en P 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) esta en la direccion de 
yo> z 0 ). De acuerdo con los comentarios anteriores, 
esta razon maxima de cambio se alcanza en una direccion nor¬ 
mal a la superficie de nivel de F que contiene a P 0 . 

El siguiente teorema resume estos comentarios. 


TEOREMA (16.34) 


Sea Puna funcidn de tres variables que es diferenciablc 
en P 0 (x 0 » Zo) y sea S la superficie de nivel de Pque 
contiene a P fl . Si V F(x 0 , yo> Zo) # 0, entonces este vec¬ 
tor gradiente es normal a S en P 0 . En consecuencia, es 
normal a S la direccion en la que la razon de cambio de 
Fix, y t z) en P 0 es maxima. 


Este teorema se ilustra en la Figura 16.49 mediante las superficies isotermas. Tambien 
se ilustra en la teoria de la electricidad donde P(x, y t z) se interpreta como el potencial 
en P(x, y , z). Si una particula se mueve sobre una de las superficies de nivel (equipo- 
tenciales), el potencial permanece constante. El potencial cambia mas rdpidamente cuan¬ 
do la particula se mueve en la direccion normal a una superficie equipotencial. 


EJEMPLO 3 Sea F(x , y , z) = x 2 + y 2 + z. Esquematizar la superficie de nivel de 
F que pasa por el punto P( 1, 2, 4) y trazar un vector con punto inicial P que correspon- 
da a VF(1, 2, 4). 
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Solution Las superficies de nivel de F son grdficas de La forma F(x t y, z) - c, 
donde ces una constants, En particular, la superficie de nivel que pasa por F(l t 2, 4) 
es la grdfica de 


es decir, de 


o equivalentemente, 


F(xj t ?) = f(U, 4), 


x*+^ + *-.(l) a +( 2) 2 + 4 = 9 
i - 9 - x 2 - y 2 . 


FIGURA 16,50 



La rep r esen taci6n de esta superficie de nivel es tin paraboloid 
de de revolucidn y est4 en la Figura 16.50. 

EL gradiente de F es 

VF(x, >' T z) = 2xi + 2 yi + k. 

En P( 1,2,4), 

VF(K 2, 4) - 2<t)i + 2Q)j + k = 2i + 4] + k. 

El vector V F(L, 2, 4) eon punto inicial Pest£ en La Figura 
!6*50. Segun el Teorema (16.34), VF(1, 2, 4) es ortogonai 
a la superficie de nivel en P. * 


El siguiente resultado para funciones de dos variables es andlogo al Teorema (16.34) 


TEOREMA (16*35) 


Sea/una funcidn de dos variables que es diferenciable 
en P 0 (Xq, _y 0 ) y sea C la curva de nivel de /que eonticne 
a Pq. Si v/( x Q , y 0 ) * 0, emonces este vector gradiente 
es perpendicular a C en P 0 . En este caso, la direccidn del 
miximo cambio de f(x , y) en P 0 es ortogonai a C. 



FIGURA 16,51 


Curvas de nivel: 9 x 2 ~ y 2 = k 


Como ilustraci6n del Teorema (16.35), consideremos 
/(^j) — 9 — x 2 - y 1 , Entonces, las curvas de nivel estan 
dadas por 9 - x 2 - y 2 - k f donde k es un mimero rea 
(v^ase el Ejemplo 3 de la Seccidn 16.1). En la Figura 16.51 
aparecen algunas de esias curvas de nivel (que son circunfe 
rencias), Por cl Teorema (16.35), La rasa maxima (o minima 
de variacion de f(x, y) sc atcanza cuando (x t y ) se mueve 
en La direcci6n perpendicular a estas eircunferencias, es de¬ 
cir, a lo Largo de las rectas que pasan por el origen. Esto 
equivale a que e! punto (*, y, f(x, y)) suba (o baje) en la 
parte de mayor indinacion de la grdfica de / que se ve eit 
La Figura 16.50. 
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EJEMPLO 4 Sea /(*, y) = x 2 + 2y\ 

(a) Trazar la curva de nivel Cde/que pasa por el punto P( 3, 1) y un vector con punto 
inicial P que corresponda a V/(3, 1). 

(b) Explicar el significado de la parte (a) en tbrminos de la grafica de /. 


FIGURA 16.52 



FIGURA 16.53 



Solucion 

la) La curva de nivel de/que pasa por el punto P( 3, 1) estb 
dada por /(x, y) = /(3, 1 ), es decir, por 

x 2 + 2 y 2 = (3 ) 2 + 2(I ) 2 =11. 

La grafica es la elipse que aparece en la Figura 16.52 El gra- 
diente de / es 

V/(X, y) = 2xi + 4yj 

y por lo tanto, 

V/(3, 1) = 2(3)1 + 4(1 )j = 6 i + 4j. 

La Figura 16.52 muestra el vector V/(3, 1 ) con punto inicial 
P. De acuerdo con el Teorema (16.35), este vector es ortogo- 
nal a la curva de nivel C. 

(b) La grafica de /, es decir, de z = x 2 + 2y 2 , es un para- 
boloide eliptico (vease la Figura 16.53). La curva de nivel 
x 2 + 2 y 2 = 11 en el piano xy corresponde a la traza del pa- 
raboloide en el piano z = 11. La razon maxima de cambio 
de /(x, y) en P(3, 1) se alcanza cuando el punto (x, y) se 
mueve en el piano xy en la direccion de V/(l, 3). Esto equi- 
vale a que el punto (x, y , /(x, y )) se mueva hacia arriba so- 
bre la parte de maxima inclinacion del paraboloide en el punto 
<2(3, 1, ID- • 


EJERCICIOS 16.7 

Ejereicios 1-10: Obtenga ecuaciones para el piano tan- 
gente y la recta normal a la grdfica de la ecuacibn da¬ 
da en el punto P indicado. 

1. 4x 2 — y 2 + 3z 2 = 10, P(2, -3,1) 

2. 9x 2 — 4y 2 — 25z 2 = 40, P(4, 1, -2) 

3. z — 4x 2 -I- 9y 2 , P( -2, — 1, 25) 

4. z — 4x 2 — y 2 y P(5,-8,36) 

5. xy -I- 2yz — xz 2 + 10 = 0, P(-5, 5,1) 

6. x 3 - 2xy + z 3 + 7y -f 6 = 0, P(l, 4, — 3) 

7. z = 2e ~ * cos y, P(0. it/ 3, 1) 


8. z = In xy, P& 2,0) 

9. x = In (iy/z), P(0,2,1) 

10. xyz - 4xz 3 -l- y 3 = 10, P( -1, 2, 1) 

Ejereicios 11-14: Demuestre que cl piano tangente a 
la superficie cuadrica dada en el punto P 0 (*b, Xo, Zo) 
tiene la ecuacion indicada. 


11 . 

x 2 


+ ? = ,; 
r*t 

XX 0 


a 2 “ 

b 2 

a 2 ' 

h b 2 

12 . 

x 2 

y 2 

+ z2 -1- 

xx 0 

M’o 

a 2 b 2 

+ ? U 

u 2 b 2 
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13- 


14. 


y_ 

b 1 



= cz; 


- XX{1 yy ° zz ° - 1 

• a 1 b* c 2 ~ 


2xx 0 2yy 0 
a* + fc 1 


dr + - 0 ) 


IS. Encucmrc los puruos del hipcrboloide .v 2 - 2y J - 
4z 2 = 16 cn los que cl piano tangeme es para- 
Ho al piano Ax - 2y 4- 4 z - 5 . 


lb, Demuestre que la suma de los cuadrados de las 
coordenadas x y y f z de Las intersect: tones eon los 
ejes jr, y t z de eualquier piano tangente a la gr&- 
fica de La ecuap6n x m + y 1/3 + z^ 5 = 
es igual a la constame a 1 . 


17- Detnuestre que eualquier recta normal a una es- 
fera pasa por el centro de esta, 

18- Encuentre los puntos del paraboloidc z = 4x 2 4 
9 y 2 en los que la recta normal es paralela a la 
recta que pasa por P{- 2, 4, 3) y 0(5, - l, 2). 

19- Se dice que dos superficies son ortagonaics en uno 
de sus puntos de interseccion P(x, y f z) si sus rec- 
tas normalcs en P son perpendiculares. Tome pa- 
tente que las grificas de F(x t v, z) = 0 y de 
G(x* j, 3) — 0 (donde Fy G tienen derivadas 
parcialcs) son ortogonalcs en P si y sdlo si 

+ F,G, + FM Z = 0- 


20, Dermieslre que la csfera x 1 4 y 2 4 z 2 = a 1 y 
el cono x * + y : - z 2 = 0 son ortogoiiales en to- 
dos sus puntos de intcTsecciOn (v£ase el Ejerci- 
cio 19)* 

Ejerricios 21-24: Trace la curva de nivd C de /que 
pasa por el pun to P y un vector (eon pun to inicial P) 
correspondiemc a V/],,(v£anse los Ejercicios 13-16 
de la Seccion 16.1). 

21 * fix, y) - y 2 - x 2 * Pi 2,1) 

22- /(.v. y) = 1* - 2y, P{~1, 1) 

23. fix, y) = x 1 - y, - 3, 5> 

24* fix, v) = Xy% PiXl) 

Ejercirios 25-30: Esquematice la super fide de nivel 5 
de F que pasa por cl pumo P y un vector (con punto 
inicial P) correspondiemc a VE] P (veansc los Ejer¬ 
cicios 27-32 de la Seecidn 16,1). 

25. Fix. y. z) = x 2 + y l + z 2 , Pi 1. 5. 2) 

26. Fi.v. y, z) = z - x 2 - y 2 . Pi2. -2, 1) 

27. Fix. y, z) = x + 2y + 3- P(3. 4. 1) 

20. Fix, y. r) = x 1 + y 1 - P(3. -1,1) 

2’- Fix, y. i) - .v 1 + y J , Pi2. 0.3) 

30. Fix, y, z) = Pi 2.3.41 


16*8 


FIGURA 16,54 

Curvas de nivel /|u T ftp) 


MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES 
DE VARIAS VARIABLES 

En el resto dc este capftulo, una region formada por los puntos de un piano coorde- 
nado que se encuemran dentro de un rectdngulo cuyos Lados son paraldos a los ejes 
coordenados, se llamara region rectangular. Si se incluyen los puntos de frontera se 
hablara de una region rectangular cerrada. Se dice que una regidn R es acofada si esta 
contenida en alguna region rectangular ccrrada, 

Una funddn/de dos variables tiene un mavimo local en 
(a, b) si exists una region rectangular R que contienc a (a, b) 
tal que f(x, y) f (a, b) para todo par (x r y)tnR. Geome- 
tricamente, esto signiftca que si una superficie S es la graflca 
de/, emonces los maximos locales eorresponden a los pun¬ 
tos altos de S, como sc ilustra cn la Figura 16,54. Si /„ 
existe, entonces como se sefiald en La Secci6n 163 f f y (a, b) 
cs La pendieme dc La recta tangente a la tra^a C de S cn el 
piano X = a (v£ase la Figura 16*23). Se deduce que si /(a, b) 
es un maxima local, entonces f y (a, b) - 0. AnaLogamente, 
f x (a, b) - 0. 

La funcion/tiene un mini mo local en (c t d) si hay una 
regi6n rectangular R quecontiene a (c, d) tal que fix, y ) £ 
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/(c, d) para todo (x, y) en R. Si/tiene primeras derivadas 
parciales, estas se anulan en (c, d). Los mmimos locales co- 
rresponden a los puntos mds bajos de la grafica de /, como 
se ilustra en la Figura 16.55. 

Si una funcidn / de dos variables es continua en una re¬ 
gion cerrada y acotada R y entonces /tiene un maxi mo abso- 
lulo f(a y b) y un minimo absoluto /(c, d) en puntos ( a y b) 
y (c, d) de R. Esto significa que 

/(<\ d) <, f(x y y) <, f(a y h) 

para todo ( x y y) en R. La demostracion de este hecho se puede 
encontrar en libros de calculo avanzado. 

Los maximos y mmimos locales son los valores extremos locales de/. Los valores 
extremos incluyen al maximo y al minimo absolutos (si es que existen). Si/tiene prime¬ 
ras derivadas parciales continuas, entonces de acuerdo con la discusidn anterior, los 
pares de numeros que dan lugar a valores extremos locales son soluciones de las dos 
ecuaciones siguientes: -s 

fx(x* y) * 0 y f y (x y y) = 0. 

Como en el caso de las funciones de una variable, los maximos y mmimos locales se 
pueden alcanzar tambi£n en pares de numeros en los que f x o bien f y no existe. Como 
todos esos pares de numeros son importantes para encontrar los maximos y mfnimos 
locales, se les da un nombre especial. 


FIGURA 16.55 

Minimo local /(c, d) 



DEFINICION (16.36) 



Si/tiene primeras derivadas parciales continuas, entonces segun el Teorema (16.33), 
el piano tangente a la gratica de/en (a y b y f{a y b)) tiene la ecuacidn 

z - f(a y b) = f x (a y b)(x - a) + f y (a y b)(y - b). 

Si ( a y b) es un punto cntico de/, entonces/, {a y b) = 0 y f y (a y b) = 0 y la ecuacidn 
se reduce a z = f(a y b) y es decir, el piano tangente es horizontal. 

Para encontrar los maximos y mmimos locales de una funcidn se comienza buscan- 
do los puntos criticos y luego se prueba cada punto para verificar si corresponde a un 
m&ximo o un minimo local. 

El maximo o el minimo de una funcidn de dos variables se puede alcanzar en un 
punto en la frontera de su dominio R. La investigacidn de tales maximos y mmimos 
en la frontera requiere a menudo un procedimiento especial como en el caso de los ma¬ 
ximos y minimos en la frontera de funciones de una s<Ma variable. Si la frontera no 
tiene puntos, por ejemplo, si R es todo el piano xy o el interior de un circulo, entonces 
no puede haber maximos o minimos en la frontera. 
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EJEMPLO 1 Sea /(x, y} = 1 + x 2 + y 2 para 0 < x 2 + y 1 s 4. Encontrar los ma- 
ximos y minimos de /. 

So lycion El dominio R de/es la region del piano xy que consta de la circunferen- 
ciax 2 + y 2 = 4 y su interior, De acuerdo con la Definicibn (16,36) (i), los puntos cri- 
ticos son soludones del sistema de dos ecuaciones 


es deeir, dc 


Mx,y) = Q> U^y) = o r 

2x = 0 , 2 y = 0 . 


El unico punto que sacisface ambas ecuaciones es (0, 0) y por lo tanto, J{0 , 0 ) - 1 es 
el unico valor extremo local posible. Ademas, como 


FIGURA 16.56 



/(x , y) — 1 + x 2 + y 2 > l si (x, y) # ( 0 , 0 ), 

/ tiene un mmimo local 1 en (0, 0). Este hecho tambi&i se 
puede ver de la grafica de z = /(x, y) que se tiene en la Fi- 
gura 16.56. Observese que d numero/(0, 0) = I tambiGn es 
el minimo absoluto de /. 

Para encontrar los posibles maximos y minimos en la 
frontera, cstudiamos los pumos (a, b) de la frontera del 
dominio de /, es deeir, de la circunferencia x 2 + y 1 = 4. 
Consultando la Figura 16.56, se vc que cualquiera de estos 
pumos, por ejemplo el (0, 2), da como resultado el maximo 
absoluto /( 0, 2) = 5. * 


Como se slustra en el siguiente ejemplo, no todos los numeros criticos dan lugar 
a mdximos o minimos. 


EJEMPLO 3 Sea /(x, y) = y 1 - x 2 con dominio R x R. Encontrar los^iiximos 
y minimos de /. 

Solucion Segun la Definition (16.36), los puntos criticos son soluciones del siste- 
ma de dos ecuaciones 

f x {x> y) = -lx = 0 , f y (x t y) = 2y = 0 , 


FIGURA 16,57 



Como en el Ejemplo \, el unico valor extremo local posible 
es /{ 0 , 0) — 0 . Sin embargo, si y # 0, emonces /{Q, y) - 
y 2 > 0 ; y si x # 0 , cntonces /(x, 0 ) = -x 2 < 0 . Por lo tan- 
to, eualquier regidn rectangular del piano xy que contenga 
a ( 0 , 0 ) contiene puntos en los que el valor de la funcidn es 
mayor que /( 0 , 0 ) y tambien puntos cn los que el valor de 
la funcidn es menor que /(0, 0). Por consiguiente, /no tiene 
maximos o minimos locales. Este resultado es evidente a partir 
de la gr&fica de z = /(x, y) en la Figura 16.57. Debido a la 
forma de la superficie ceita de ( 0 , 0 , 0 ) se dice que este pun- 
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to de la grafica es un punto silla (de montar). Como el dominio de f no tiene fron- 
tera, no hay maximos o minimos en la frontera. • 

El siguiente criterio que se enuncia sin demostracidn es util para las funciones mas 
complicadas. En cierto sentido, es antilogo al Criterio de la Segunda Derivada para las 
funciones de una variable. 


CRITERIO PARA (16.37) 

maximos y 

MINIMOS 


Sea / una funcidn de dos variables que tiene segundas 
derivadas parciales continuas en una regidn rectangular 
Qysea 

9(*’ y) = fxiix, y)fyy(x, y) - [ fyylx, .y )] 2 

para todo (*, y) en Q. Si (a , b) estd en Q y f x (a , b) = 
0 , f y (a , b 0 , entonces 

(i) /(fir, b) es un mdximo local de /si q(a, b) > 0 y 
/<*(*> b) < 0 . 


(ii) f(a t b) es un mfnimo local de/ si g(a, b) > 0 y 
b) > 0 . 

[iii) /(c, b) no es un valor extremo de/si g(a , b) < 0 . 

--- 1 -_ 


Es tecil recordar la formula para g(x, y) observando que esti dada por el deter- 
minante 


y = 


fxx fxy 
fxy fyy 


= fxxfyy-(fxy) 2 - 


Obs£rvese que si g(a y b) > 0 , entonces /^(fir, b)f yy (a y b) es positivo y por lo 
tanto fxx(a y b) y f yy (a y b) tienen el mismo signo. De modo que, puede sustituirse 
fxx(°y b) en (i) y (ii) por f yy (a y b ). Si <y(<z, b) = 0, el criterio no da informacidn. En 
este caso es necesario usar un m£todo m&s directo como el que se us 6 en los ejemplos 
anteriores. 


EJEMPLO 3 Sea f(x y y) — x 2 4 xy -f* y 3 + 4 y. Encontrar los maximos y minimos 

locales de /. 

Solucion Como f x {x r. y) = 2x- 4y y f y (x, y) = -4x + 3y 2 + 4, los puntos cri- 
ticos son soluciones del sistema de dos ecuaciones 

2x — 4y = 0, — Ax 4- 3y 2 -f 4^= 0. 

Resolviendolas simultaneamente obtenemos los puntos (4, 2) y (f, f) (verifiquese este 
hecho). 

Las segundas derivadas parciales de / son 

fxAx, y) = 2, f xy (x, y) = —4, J yy (x, y) = 6y 
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y por lo tanto, 

){6y)-(-4) 2 = tty- 16. 

Como gij, l) = -8 < 0 , de (16,37) (iii) se ve que /(*, ji) no es un valor extreme i 
/♦ Como i/(4 t 2) = 8 > 0 y /**(4, 2) = 2 > 0, de acuerdo eon (16*37) (ii), / neat 
un minimo local /(4, 2) = 0, * 

EJEMPLO 4 Sea /( x, y) = x z - 4xy + y J + 4y. Bnconirar el maximo y el minim: 
absolutes de /en la regidn triangular R que tiene como vertices (-1, - 1 ), (7, - 1 ) y (7, “i 

Solucion La frontera de R consta de los segmemos C* 
C 2 y C 3 que sc mucstran en la Figura 16.58, En el Ejcmpk 
3 encontramos que /tiene un minimo local 0 en el punto (4 I 
que estdi dentro de R. Por lo tanto sdlo hace fait a busear > 
mdximos y mmimos en la frontera. 

En C| tenemos y = -1 y entonces, los valores de / 
tan dados por 

/( jx, -1) - x 2 + 4.x - 1 — 4 = x 2 + 4x - 5. 

* 

Esto deiermma una funcidn de una variable cuyo dominio es el intervalo J-l t 7]. Lt 
pritnera derivadaes 2x 4- 4, que es igual aOeny - “2, pero este numero se encuer” 
fuera del intervalo [-1, 7]. Por lo tanto no hay maximos o mmimos locales de /( x, -I| 
en (-1, 7]. Como f(x, -1) es creciente en todo este intervalo, el minimo y el mau- 
mo en la frontera son 

/<-!, -i) = -8 y /(7, - 1 ) * 72. 

En C 2 tenemos x = 7 y los valores de f estdn dados por 

/(7, y) = 49 - 28>' + y 3 + 4y = y 3 - 24^ + 49 

para - I ^ y £ 7. La primera derivada de estajuncion^de y es 3y 2 - 24 y por lo t±i- 
to, hay un numero critico si 3 ^ 2 - 24, o.y - V 8 - 2V2. Usando la segunda derive 
6 ^ de /( 7 t y) vemos que /(7, 2 V 2 ) es un mmimo local de fen el segmento C 2 . Sin em¬ 
bargo, como /(7, 2^2) = 49 - 32v2 * 3,7 y/{-l, **1) = *- 8 , no se trata de un mm- 
mo absoluto de ft n R. Los valores de/en los extremos de C 2 son 

f(l t -i) = 72 y fa* 7) = 224. 

Finalmente, en C 3 se tiene que y = x y los valores de/estin dados por 

f(x, jt) = x 2 - 4x z + x* + 4x = x 5 - 3x 2 + 4x , 

La primera derivada 3 jt 2 - 6 .x + 4 no tiene rakes reales y por lo tanto, no hay mimr 
ros crfttcosde /(.x, .x). Ya habtamos calculado los valores /(-I, -I) = -8 y /(7, 7) = 
224 en los extremos. Por lo tanto, estos valores en los extremos son el mini mo y el ma¬ 
xima absolutes de / en la region triangular R. • 

EJEMPLO 5 Se desea contruir una caja sin tapa con la forma de un paralelepipeo: 
rectangular que tenga un votumen de 12 pie 3 . El costo por pie cuadrado del mat 



FIGURA 16.SS 
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que se usara para el fondo es $4 (dolares), el que se usari para dos de los lados opuestos 
es S3, y el que se usari para los otros dos lados opuestos es de $ 2 . Calcular las dimen- 
siones de la caja para las que el costo es minimo. 

Solucion Sean x y y las dimensiones (en pies) de la base, y sea z la altura (tambten 
en p\es). Como bay dos \ados de &Tea xz y dos lados de area yz , el costo C del material es 


C = 4xy + 3(2xz) + 2(2yz) 

donde x, y f z deben ser todos diferentes de 0. Como xyz = 12, resulta que z = 12/(x.y). 
Sustituyendo en la fdrmula para C y simplificando obtenemos 


„ A 72 48 

C = 4xy + — + —. 

y x 


La frontera no tiene puntos porque x > 0 y y > 0 para todo (x, y). Por lo tanto, no 
puede haber maximos o minimos en la frontera. Para encontrar los miximos y mini- 
mos locales resolvemos el siguiente sistema de dos ecuaciones: 


C, = 4v-^=0, C, = 4x - ~ = 0. 
x 2 y y 2 

Estas ecuaciones implican que 

x 2 y = 12 y xy 2 = 18. 

De la primera resulta y = 12/x 2 . Sustituyendo en la segunda, 

( 144 \ 

^ j - 18 o bien 144= 18x 3 . 

Despejando x obtenemos x 3 = 8, o sea x = 2. Como y - 12/x 2 , el valor correspon- 
diente de y es , o 3. Usando el Teorema (16.3) podemos ver que estos valores de x 
y y corresponden a un minimo de C. Finalmente, usando z = 12/(xy) obtenemos z = 
12/(2 • 3) = 2. Por lo tanto, el costo minimo se obtiene si los lados de la base son 
de 3 y 2 pie, y la altura es de 2 pie. Los lados mas largos son los que deben construirse 
con el material de $ 2 , y los m is cortos con el de S 3 . • 


Los resultados de esta seccidn se pueden generalizar a las funciones de mis de dos 
variables. Por ejemp lo, d ada /(x, y y z), se definen los miximos y minimos locales de 
manera aniloga al caso de dos variables. Si /tiene primeras derivadas parciales, un va¬ 
lor extremo local siempre se alcanza en un punto en el que f x , f y y f z son todas nulas. 
Es dificil obtener criterios para determinar si tales puntos son miximos o minimos o 
no lo son. Sin embargo, en las aplicaciones esto se puede dilucidar frecuentemente ana- 
lizando la naturaleza fisica del problema. 


EJERCICIOS 16.8 


Ejercicios 1-14: Halle los miximos y minimos de /. 


1. /(x, y) - x 2 -H 2xy -I- 3y 2 


2. /(x, y) = x 2 — 3xy - y 2 -I- 2y - 6x 

3. /(x, y) = x 3 + 3xy - y 3 
4- /(x, y) = 4x 3 — 2x 2 y -f y 2 
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denadas de estos cuatro puntos pero demuesire 
que hay ana infinidad de puntos crfticos ademas 
de estos, iEn ddnde se haUan? 


5. /(.x, y) = x J + 4.r - x + 2y 

6 . /(x, y) = 5 + 4x - 2 \ 2 + 3y - y* 

7 . f{ x , y) = x* + y J + 32x - 9 y 
t. fix, y) = cos x + cos y 


9. fix, y) = e*sen y 
10. /(x,y) - x seny 

4y + x 1 y l + 8x 
xy 


11. /(x. y) = - 


n. 777 

13. fix, y) = sen .v + sen y + sen (x + y); 
0 < x ^ In, 0 <, y < 2n 

(x + y + l) 2 


14. f{x,y) 


! + y 2 + 1 


15. La figura presenta una grAfka generada por 
computadora de 

fix,y) = (x 2 + 3j' I )r il - 2,i 

Parece haber cuatro puntos erfticos. Demuestre 
que en realidad hay cinco puntos criticos y en- 
-cuentre los mAximos y minimos de /. 



16. La figura ofrece una grafica generada por compu¬ 
tadora de 

fix, y) = xy 2 e“ wt,+,Jw * 

Parece haber cuatro puntos . Encuentre las coor- 

EJ&ROCIO 16 



V / 


Ejerridos 17*22: Encuentre el mAximo y el minimo ab¬ 
solutes de / suponiendo que el dominio es la region 
R mdicada. (Consulte los Ejercicios 1-6 para obtener 
los mAximos y minimos locales.) 

17* f{x, y) = x 5 + 2xy + 3y 2 ; 

R = {(x* y>: -2 £ x < 4, -1 < y < 3} 

(SugerenciQ f Para detenu in ar los mAximos > 
minimos en la frontera, considere las siguiem* 
funciones de una variable: fix, -1), f{x t 3). 

A-i> y) y rn y) } 

18. fix, y) = X 2 - 3x v — y 2 + 2y - 6x; 

R = {(x,y\:\x\sX\y\<2} 

19. fix, y) = x 3 + 3xy - y J ; la region triangula: 

R con vertices (l t 2), (1, -2) y (“1. 

20. /(x, y) = 4x 3 - 2x 2 y + y 2 ; la region R acota- > 
da por las grAficas de y ~ x 2 y y = 9. 

21. fix p y) ^ x 2 + 4y 1 - x + 2y: la region R aco- 
tada por La elipse x 2 + 4y 2 = L 

22. fix, y) = 5 + 4x - 2* 2 + 3y - y 2 l la region 
triangular R acoiada por jas rectas y - x,y = 
-x y y - 2. 

23. Establezca la distancia mas cona del pun:: 
P(2, 1, - I) al piano 4x - 3y + z = 3. 

24. Calcule la distancia mAs corta entre los pianos 
2x + 3y - z * 2 y 2x 4- 3y - z = 4. 

25. Halle los puntos en La grAfica de xyh 2 * 16 que 
estan mAs cerca del origen. 

26. Encuentre ires numeros reales positivos cuya su¬ 
rra sea 1000 y su product© sea mAximo. 

27. Si una caja abieria con forma de paraleleprpedc 
rectangular debe tener volumen V, icon qu6 di¬ 
mensiones cs minima d Area de su superficie? 

28. Si una caja abierta con forma de paraldepipedc 
rectangular debe tener superficie con Area A, ^que 
dimensiones harAn que e! volumen sea mAximo' 

29. Encuentre las dimensiones del paralelepipedo rec¬ 
tangular de volumen mAximo con caras parale- 
las a los lados que puede inscribirse en el dipsokk 

16x* + 4y 2 + 9z 2 — 144. 
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30. Generalice el Ejercicio 29 a un elipsoide arbitrario 

( x 2 /a 2 ) + ( y 2 /b 2 ) 4- (z 2 /c 2 ) = 1. 

31. Calcule las dimensiones del paralelepipedo rec¬ 
tangular de volumen m&ximo que tiene tres de 
sus caras en los pianos coordenados, un v^rtice 
en el origen y otro v£rtice en el primer octante 
sobre el piano 4x + 3y 4 z = 12. 

32. Generalice el Ejercicio 31 a un piano arbitrario 
( x/a ) 4- ( y/b ) 4- (z/c) = 1, donde a, b y c son 
numeros reales positivos. 

33. Una compartia planea fabricar cajas cerradas con 
la forma de un paralelepipedo rectangular con 
un volumen de 8 pie 3 . El material de la tapa y 
del fondo cuesta el doble que el de los lados. Cal¬ 
cule las dimensiones para las que el costo es 
minimo. 

34. Una ventana debe tener la forma de un rectdn- 
gulo coronado por un tribngulo isbsceles, como. 
se ilustra en la figura. El perimetro de la venta¬ 
na debe ser de 4 m. iQu£ valores de x t y y 0 pro- 
ducen la mdxima area? 



35. El Servicio Postal de Estados Unidos no acepta 
cajas rectangulares tales que la suma de su lon- 
gitud y el perimetro de una seccibn transversal 
perpendicular a dicha longitud, sea mayor que 
108 pulg. Calcule las dimensiones de la caja de 
mayor volumen que puede enviarse por correo. 

36. Encuentre un vector de magnitud 8 en tres dimen¬ 
siones, tal que la suma de sus componentes sea 
lo m£s grande posible. 

37. A menudo, en los experiments cientificos los va¬ 
lores de dos cantidades correspondientes x y y se 
escriben en una tabla, como sigue: 


Valores de x 

*i *2 

Valores de y 

•Vi y 2 ••• y n 


A1 situar los puntos (**, y k ) 9 un investigador 
puede conjeturar que las variables x y y estbn re- 


lacionadas linealmente, esdecir> = mx 4- 6 pa¬ 
ra numeros m y b. Entonces, querra encontrar 
una recta / cuya ecuacibn sea la que “mejor se 
ajuste” a los datos, como se ilustra en la figura. 
Los estadisticos Ham an a / recta de regresidn 
lineal. 

Se puede encontrar / usando el m&odo de 
minimos cuadrados. Para aplicar este mbtodo, 
se considera para cada k t la desviacion vertical 
d k = “ (w** + b) del punto (**, y k ) con res- 

pecto a la recta y - mx 4- b (v6ase la figura). 
Entonces, los valores de m y b se determinan bus- 
cando el minimo de la suma de los cuadrados 
S=i d i ( se usan los cuadrados d\ porque algu- 
nos valores de d k pueden ser negativos). Susti- 
tuyendo d k se cbtiene la siguiente funcion / de 
m y b: 

n 

/(m. h) — Y, ( Vjt — — b) 2 . 

*= i 

Demuestre que para la recta y = mx 4- b que 
mejor se ajusta a los datos, 

» \ n 

I '* = I A 

*=l / *=l 

y 

Por lo tanto, la recta puede encontrarse resolvien- 
do este sistema de dos ecuaciones en m y b. 



38. Dadas las ecuaciones del Ejercicio 37 demuestre 
que es 0 la suma E*., d k de las desviaciones ver- 
ticales. (Esto significa que las desviaciones posi- 
tivas y negativas se cancelan mutuamente y es una 
de las razones por las que se usa d\ en el 
m£todo de minimos cuadrados.) 

Ejercicios 39-40: Aplique el mbtodo de minimos cua¬ 
drados (vease el Ejercicio 37) para encontrar la recta 
y = mx + b que mejor se ajusta a los datos. 
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41. La siguiente tabla muestra una lista de la rela- 
cidn entre los promedios durante el semes!re y las 
calificariones en et examen final de diez estudi an¬ 
tes en una clase de matem^tkas. 


Promedio en el 
semestre 

40 55 62 68 72 76 80 86 90 94 

Examen final 

50 45 65 72 60 82 76 92 88 98 


Ajuste una recta a estos datos y usela para pre- 
decir la calificaridu en el examen final de un es- 
tudiante can un promedio durante el semestre de 
70, 

42. Al estudiar el diagrams de carga y alargamiento 
de un material el^stico sometido a tensidn (vea- 
se la pagina 287) un ingentero encuentra que una 
parte de la curva parece scr lineal. En la tabla 
apareee una Lista de algunos valores experimen- 
tales. 


Carga (kgf) 

2 2,2 2.4 2.6 2.8 3.0 

Alargamiento (cm) 

0.10 0.30 0.40 0.60 0.70 0.90 


Ajuste una recta a estos datos y estime el alarga¬ 
miento para una carga de 7,5 kgf. 

43, La figura muestra las position es relativas de tres 
pueblos A t B y C. Los urbanistas adoptan el en¬ 
teric de mfnimos cuadrados para deridir en ddnde 
construir una nueva eseuela secundaria para dar 
servicio a las tres comunidades. La escuda se 
construiri en d punto P(x y y) en el que las su- 


mas de los cuadrados de las distancias a los pue¬ 
blos A, B y C sea minima, Encuentre la posickm 
relativa del sitio para la construction. 


EJEROCIO 43 

1- \ 

(mGMETft05) 

>» 


5 

{KlL6M£mOS) 


44. General ice el Ejercicio 43 at case de n pueblos 
locatizados en los puntos £M* lT yi), 

QJXn.yJ- 

45 . El Ejercicio 37 se puede generaiizar al problems 
de encomrar el piano z = ax +- by + c que me- 
jor se ajusta a los datos (x lf y,, h), (* 2 . ft* 

... , t (x nf y„ f z n ). El mdodo de mmimos cuadra¬ 
dos consiste en determinar los valores a f b y c 
para los que 

/(a, h % c) = V iz k - ax k - hy k - c } 2 

i i 

sea minima. Encuentre un si stem a de tres ecua- 
ciones en las tres inedgnitas a, by c. Obtenga cl 
piano que mejor se ajusta a los datos (0, 0,0), 
<0, l t 0), (0, 0* 1) y (1, 1, 2). (Sugerencia: Re 
suelva el si sterna de ires ecuac tones / tf * 0, 
/* = 0 T / r = 0.) 

46. Tres alelos (variames dc un gen) A t ByO deter- 
minan los cuatro grupos sangufneos del genero 
humano: A (AA o AO), B <BB o BO), O (OO) 
y AB. La ley de Hardy-Wemberg afirma que la 
proporcidn de individuos en una poblacidn que 
tiene dos alelos diferentes est£ dada por la f6r- 
mula P - Ipq +■ Ipr + donde/r, qy r son 
las proporciones en la poblatibn de los alelos A, 
B y O, respect tv amente, Demuestre que P debe 
ser menor que o igual a (Sugerencia: p 2: 0, 
giO, r^0yy + ^ + r= 1.) 


16.9 


MULTI PUCADORES DE LAGRANGE 


Las defmiciones de maximos y rmnimos dadas en la section anterior se pueden generali- 
zar a funciones/de cualquier numero de variables. En muchas aplicaciones, para calcu- 
lar los m&ximos y mmimos de /, hay que restringir las variables de alguna manera. 
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FIGURA 16.59 



Por ejemplo, supongamos que se desea calcular el volumen 
mdximo de un paralelepipedo rectangular con caras parale- 
las a los pianos coordenados, que puede inscribirse en el elip- 
soide 16a: 2 + 4 y 1 + 9 z 2 = 144. Por simetria basta analizar 
la parte contenida en el primer octante, que se ilustra en la 
Figura 16.59. 

Si P(x , y , z) es el v£rtice que muestra la figura, enton- 
ces el volumen V del paralelepipedo es V = 8 xyz. Se desea 
calcular el valor mdximo de V sujeto a la restriction (o con¬ 
dition adicional) 

16a 2 + 4y 2 + 9z 2 — 144 = 0. 


Despejando z de esta ecuacion y sustituyendo en la formula para V se obtiene 

V = (8xy)iv'l44 - 16x 2 - 4y 2 . 

Entonces, es posible encontrar el maximo usando (16.37). Sin embargo, este mtiodo 
es complicado debido a la dificultad de calcular las derivadas parciales y hallar los pun- 
tos criticos. Otra desventaja de este metodo es que en algunos problemas parecidos puede 
ser imposible despejar z . Por estas razones resulta a veces mas f&cil usar el metodo de 
los multiplicadores de Lagrange que se presenta en esta section.* 

Como un segundo ejemplo, sea /(a, y) la temperatura 
figura 16.60 en el punto P(x t y) de la ldmina plana de metal que se ilus¬ 

tra en la Figura 16.60 y sea C una curva con ecuacion rectan¬ 
gular 0 (jc, y) = 0. Se desea encontrar los puntos de C en 
donde la temperatura es maxima o minima. Esto equivale a 
calcular los mdximos y minimos de /(x, y) con la restriccidn 
y) = 0. Un metodo para hacer esto consiste en aplicar 
el siguiente resultado. 



TEOREMA DE (16.38) 
LAGRANGE 


Sean f(x, y) y g(x % y) dos funciones con primeras deri¬ 
vadas parciales continuas tales que / tiene un m&ximo o 
minirno f(x 0 , y 0 ) cuando (x, y) esta sujeto a la restric¬ 
cion y(x , y) = 0. Si V<7(x 0 , yo) * 0. entonces existe un 
numero real X tal que 

v/(x 0 , _y 0 ) = Wtf(x 0 , i'o). 


Demostracion La gr&fica de g(x, y) = 0 es una curva C en el piano xy. Se puede 
demostrar que en las condiciones dadas C tiene una parametrizacion regular 

x = /i(/), y = k(t) 
para r en algun intervalo /. Sea 

r(/) = xi + y\ = h(t) i + Ar(f)j 


* Este metodo fue descubierto por el matem4tico francos Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). 
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e) vector de posicidn del punto P(x t >0 en C (vgase la Ftgura 
16.61) y sea Pq(Xq, d punto en el que/alcanza el valor 
maximo o minimo y que corrcsponde a t = t Qt es dectr, 

r(h ,) = Xq\ + y Q l = A(/ 0 )i + k(i Q )i, 

Si se define una funcidn F de una variable r mediante 

F(l) = Ah(t), k{t)) t 

entonces euando t varia, se obtienen valores de la funeion /( x* y} que corresponden 
a (x % y) en C, es dedr, f(x , y ) esta sujeta a la restriccion g(jr, y) = 0. Como f(x Q , y 0 ) 
es un maximo o mmimo de/bajo esta restriccidn, resulta que F(t 0 ) = fc(f 0 )) 

es un maximo o mmimo de F(t)> Emonces F'{t$) - 0. Considerando a Fcomo una 
funcidn compuesta y usando la Regia de la Cadena, 

F'd) = f x (x, y) ^ + /,(x, >0 ~ = Ux, y)A'(r) + U*. y)*'(0- 

Tomando t = 

0 = F’U 0 ) ~ /„(x 0 , y 0 )h’(lo) + /,(*0- VoWi’o) = V/(x 0 , y„) • r'(/ 0 ). 

Esto demuestra que el vector V/(x 0 , y 0 ) es onogonal al vector tangentc r'(/ 0 ) a C (v&ise 
el Teorema (16.35)). Pero V<f(x 0 . .Vo) tambien es ortogonal a r (f 0 ) porque C es una 
curva de nivel de g. Como v/(x 0> y 0 ) y Vg(x 0 , y 0 ) son ortogonales al mismo vector, 
son paralelos, es decir, V/(x 0 , y 0 ) = Wg(x 0 , y 0 ) para algun X. 

El numero X que aparecc en el Teorema (16,38) es un multiplicador de Lagrange. 
Para aplicar este m^todo se comienza considerando las ecuaciones 

V/(x, y) = AVg(x, y) y g(x. y) = 0 

o, cquivalentemente, 

{16.39) Ux. >) = s.gjx. y). Ux. y) = Xgjx, y) y six. y) - 0. 

Si / sujeta a la restriccion g(x, y) = 0, tiene un maximo o mmimo en ( x Q , y 0 ) f 
entonces (Xq, y 0 ) debe ser solucidn de todas las ecuadones en (16,39). Por lo tanto, para 
determiner los mdximos y mtnimos se necesita encontrar ios puntos (a, b) que para al- 
gun vaior adecuado X satisfaccn las ires ecuaciones en (16,39)* Si / tiene un maximo 
o un mfnimOi este serd el mayor o el menor de los valores de la Funddn en esos puntos. 


EJEMPLO 1 Calcular los mdximos y mmimos de f(x, y) = xy para (x t y) restringi- 
do a la elipse 4x 2 4- y 2 = 4. 

Solucidn En este ejemplo la restriccidn es #(jr, y) = 4jr~ + y 2 - 4 = 0. Toman¬ 
do Vf( Xl y) - y) obtenemos 

,yi + xi = X(8xri + 2y\) 


FIGURA 16,61 
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y las ecuaciones (16.39) asumen la forma 

y = 8xX, x = 2yX y Ax 1 + y 2 - 4 = 0. 

Hay muchas maneras de resolver este sistema de ecuaciones. Una de ellas consiste en 
escribir 

x = 2y\ = = \6x\ 2 . 

Lo cual lleva a 

x ~ 16xX 2 = 0 o bien x{\ ~ 16X 2 ) = 0 

y por lo tanto, x = 0 o bien X = ± Si x = 0, entonces sustituyendo en la ecuacidn 
4x 2 + y 2 - 4 = 0, se obtiene y - ±2. Por lo tanto, los puntos (0, ±2) son posibles 
valores extremos de f(x> y). Si X = ± |,entoncesy = 8xX = 8x(± £)obieny = ±2x. 
Usando otra vez el hecho de que 4x 2 + y 2 - 4 = 0, resulta 

4x 2 + 4x 2 - 4 = 07 8x 2 = 4, o bien x = ± 1/^2 = ±y/l/2. 

Los valores correspondientes de y satisfacen 

4(i) + y 2 - 4 = 0, y 2 = 2, o bien y = ± >/2. 

Esto da los puntos (^2/2, ±V2) y (-V2/2, ±V2). En la siguiente tabla aparecen los va¬ 
lores de / en cada uno de los puntos que encontramos. 


(x, y) 

(0.2) (0.-2) (v'2/2, V2) (v^/2,-V2) (- n/2/2, ^2) (-\/2/2,-^2) 

/(x, y) 

001 -1-1 1 


Por ello, /(x, y) alcanza un valor maximo de 1 en (V2/2, V2) 
y en (-V2/2, -V2), y un valor mi'nimo de -1 en (v^2/2, -\T2) 
asi como en (-V2/2, V2). Estos puntos estan indicados so- 
bre la elipse en la Figura 16.62. • 


El Teorema de Lagrange (16.38) se puede generalizar a 
funciones de mas de dos variables. Por ejemplo, para deter- 
minar los maximos y minimos de /(x, y , z) con la restric¬ 
tion g(x> y, z) = 0 se puede comenzar encontrando las so- 
luciones del sistema de ecuaciones 

(16.40) VAx, y, z) = AV</(x, y, z) y g{x, y, z) = 0 

o equivalentemente, del sistema 

(16.41) f x = /.g x , f y = A.g„ = g = o 

escrito en notation simplificada en la que se omiten los simbolos de las variables fun- 
cionales y los de sus derivadas. Pueden deducirse sistemas de ecuaciones semejantes pa¬ 
ra funciones de cuatro o mas variables. 

El siguiente ejemplo se discutio brevemente al principio de la section. 


FIGURA 16.62 
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EJEMPLO 2 Calcular el volumen maximo del paralelepipedo rectangular con caras 
paraleias a lo$ pianos coordenados que se puede inscribir en el elipsoide I6x 2 + 4y 2 + 
9 z 1 = 144. 

Solucion La Figura 16.59 muestra una position tipica del paralelepipedo. Se desca 
obtener el valor maximo del volumen 


^ = /(x, y, 2 ) = 8xyz 

sujeto a la restnccibn 

l?(x,y, 2 ) = 16x 2 + 4 y 2 + 9r 2 — 144 = 0. 

Como en (16.40), comenzamos escribiendo V/(x, y, z) = JVg(x, y, 2 ), 0 
8yzi + 8xzj + 8xyk = 2(32xi + 8yj + 18zk). 

Esto, junto con </(x, y, z) — 0, da el siguiente sistema de cuatro ecuaciones: 

8yz - 32.x/, 8-xz = 8y2, 8.xy = 18r2, 16.x 2 + 4y 2 + 9r 2 — 144 = 0 

Multiplicando la primera ecuacibn por x, la segunda por y, la tercera por z y sumdndo- 
las, obtenemos 

24xyz = 32.x 2 /. + 8y 2 / + 18r 2 A - 22(16x 2 + 4y 2 + 9z 2 ). 

Esto, junto con el hecho de que 16x 2 + 4y 2 + 9z 2 = 144, implica que 

24xyz = 22(144) o bien xyz - 122. 

Esta ultima ecuacibn sirve para cncontrar x, y y z. Por ejemplo, multiplicando por x 
ambos lados de la ecuacibn 8yz - 32x\, obtenemos 


8xyz = 32x J 2 
8(12;.) = 32x J 2 
96/ - 32x 2 / = 0 


32/(3 - x 2 ) = 0. 

Por consiguiente, X = Oox = ^3. Se puede rechazar X = 0 porque esta solucibn lleva 
a xyz = 0 y entonces V = 8xyz = 0. Por lo tanto, la tinica posibilidad para x es vT 
Anblogamente, multiplicando por y ambos lados de la ecuacibn 8xz = 8yX, ob¬ 
tenemos 

8xyz = 8y ! 2 
8(122) = 8y 2 2 


962 - 8y 2 2 = 0 

82(12 - y 2 ) = 0 

y por tamo, y = Jl2 = 2-JZ. 

Finaimente, por z multiplicando la ecuacibn 8xy = 18z\ y usando el mismo m6to- 
do, resulta z «* 4vT/3. Conduimos que el volumen descado es 

V = 8xyz = 8(73)1275)= 64 75 * I ] I . 
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EJEMPLO 3 Sea/(x, y, z) = 4x 2 + y l + 5z 2 . Encontrar el punto del piano 2x + 
3y + 4z = 12 en el que f(x, y, z) alcanza su valor minirno. 

Soludon Se desea encontrar el minirno de f(x, y, z) = 4x 2 + y 2 + 5z 2 sujeta a 
la restriccibn g(x, y, z) = 2x + 3y + 4 Z - 12 = 0. Como en (16.40), tomamos 

V(4x 2 + y 2 + 5z 2 ) = 2V(2x + 3y + 4z - 12) 

o, equivalentemente, 

8xi + 2yj + lOzk = 2(2i + 3j + 4k). 

Igualando las componentes, se obtiene el siguiente sistema de tres ecuaciones* 

r’ 

8x = 22, 2 y = 32, lOz = 42. 

Despejando X de las tres ecuaciones, 

2 = 4x = $y = fz. 

Estas condiciones implican que 

y- 6x y z = |x. 

Sustituyendo en la ecuacidn 2x + 3y + 4z - 12 = 0, 

2x + 18x + ^x - 12 = 0, 

o bien x = A. Por ende, y = 6(A) = ft y z = (f)(A) = A- Concluimos que el valor 
mi'nimo se alcanza en el punto (A>i?i A )• • 

Algunas aplicaciones requieren mas de una restriccibn. En particular, considere- 
mos el problema de encontrar los maximos y minimos de /(x, y, z) sujeta a las dos 
restricciones 

a(x, y, z) = 0 y h(x, y, z) = 0. 

Si /sujeta a estas restricciones tiene un maximo o un minirno, entonces se debe satisfa- 
cer la siguiente condicidn para algunos numeros reales X y n : 

V/(x, y, z) = 2Vg(x, y, z) + /<V/i(x, y, z). 

En el siguiente ejemplo se ilustra especificamente esta situacion. El m&odo tambien 
puede generalizar.se a funciones de mas de tres variables sujetas a mas de dos restricciones. 


EJEMPLO 4 Sea C la parte en el primer octante del arco de curva que es la intersec- 
ci6n del paraboloide 2 z = 16 — x 2 — y* con el piano x + y = 4. Encontrar los pun- 
tos de C mas cercanos al origen y los mas lejanos. Calcular las distancias minima y 
maxima de C al origen. 


Soludon La curva C se encuentra en la Figura 16.63. Sea P(x, y, z) un punto 
arbitrario de C. Queremos estimar el mayor y el menor de los valores de d(0 , P) = 
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FIGURA 16.63 



N /x* + y 2 + i 2 , Es posible eneontrar estos valores determi- 
nando ias ternas (x, y, z) en las que el radicando 


fix, y, z) = x 2 + y 1 + z- 

alcanza su mdximo y su minimo sujeto a las restricciones 

g(x, y, z) — x 1 + y 1 + 2z — 16 = 0 


y 


h(x, y, z) = x + y - 4 = 0. 


Como en la discusi6n anterior, consideramos 

V(x 2 + y i + z i) - >.V(x J + y 2 + 2z - 16) + ;iV(x + y - 4). 


o equivalentemente, 

2.vi + 2 yj + 2-k = A(2.xi + 2yj + 2k) + ju(i + j) 

= (2x2 + /O' + (2yA + n)i + (2/.)k. 


Igualando las componentes y usando las dos restricciones, obtenemosel siguiente siste- 
ma de cinco ecuaciones: 

2x — 2x1 + jU 
2 y = 2yl + n 
2z * 2A 


x 2 + y 2 + 2z — 16 = 0 


x + y - 4 = 0 

Rcstando la segunda ecuaddn de la primera: 

2x - 2y = (2x2 + fi) - (2y2 + n) = 2xl - 2yk 

0 sea 

2(x - y) - 2/.(x - y) = 0 

y por lo taniOp 

2(x - >’)(! - A) = 0. 


En consecuencia, X = 1 o bien X — y. 

Si X = 1, tenemos que Iz = 2X = 2(1) 0 bien z = 1. La primera restriccion 
x 2 + y 2 + 2z - 16 = 0 da x 1 + y 1 - 14 = 0. Resolviendo esta ecuaciAn simultinea- 
mente con x + y - 4 = 0, encontramos que 

x = 2 + n / 3, y=2-V3 o bien x = 2 - Jl, y = 2 + Ji. 

Por Io tanto. los puntos de C en donde pueden alcanzarse los valores extremos son 

P,(2 + 2 - s X 1) y Pj(2 - V 3. 2 + ■Ji, I). 


Las distances co r res pond Sent es desde el origen O son 

d( 0 . p t ) = VT5 = d\o. P 2 ). 
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Si x - y, entonces usando la restriccidn x + y - 4 = 0, obtenemos x + x - 4 = 
0, 2x = 4, o sea x = 2. Esto da P*(2, 2, 4) y d(0, P 3 ) = 2v/6. 

Respecto a la Figura 16.63 podemos hacer las siguientes observaciones. Cuando un 
punto P se mueve continuamente a lo largo de C desde A (4, 0, 0) hasta B( 0, 4, 0), su 
distancia al origen comienza en d(0, A) = 4, disminuye a un valor mi'nimo \f\5 en 
P\ y luego aumenta a un valor m&ximo 2V6 en P 3 . La distancia disminuye otra vez a 
V15 en P 2 y aumenta hasta el valor 4 en B. 

Para verificar la solucibn, observamos que C tiene ecuaciones param£tricas 

X = 4 -yf, y = r, z = 4f - / 2 ; 0 < / < 4. 

y por lo tanto, puede escribirse 

Ax , z) = (4 - O 2 + t 2 4- (4/ - r 2 ) 2 

Se pueden calcular los maximos y minimos de /usando metodos para una sola varia¬ 
ble. Se deja al lector demostrar que se obtienen los mismos puntos. • 


EJERCICIOS 16.9 


Ejercicios 1-10: Use el metodo de los multiplicadores 

de Lagrange para calcular los m&ximos y minimos de 

la funcion f sujeta a las restricciones enunciadas. 

1. J(x, y) = y 2 - 4 xy 4- 4.x 2 : x 2 -f y 2 = 1 

2. fix, y) = 2x 2 4- xy - y 2 + y; 2x 4- 3 y = 1 

3. f(x, y, z) = v 4- y 4- z; x 2 4- y 2 4: 2 = 25 

4. fix, y, z) = x 2 4 - y 2 4- r 2 ; x + y + r = 25 

5. fix, y, 2 ) ~ x 2 + y 2 + z 2 ; x - y 4 - z = 1 

6. fix, y, 2 ) = a* 4- 2y — 3z: z = 4x 2 4- y 2 

7. fix, v, 2 ) = x 2 4 - y 2 4 - z 2 ; x - y = 1: 
y 2 — z 2 - 1 

8. f(x, y, z) = z~ x 2 - y 2 ; x 4 - y 4- z = 1; 
x 2 4 - y 2 - 4 

9 . /(x, y, z, r) = xyzt; x - z - 2; y 2 4 - f = 4 

10. fix, y, z, = X 2 4 - y 2 4- z 2 4- 1 2 ; x 4- y + 2r = 1; 
2x - r -M = 2; y 4- 3z 4- 2l * -1 

11. Fncuentre el punto de la esfera x 2 + y 2 4 z 2 = 

9 mas cercano al punto (2, 3, 4). 

12. Sea C la recta de intersection de los pianos 3x 4 
2y 4- z = 6 y x - 4y 4 - 2z = 8. Encuentre el 
punto de C mds cercano al origen. 

13. Se desea construir una caja con la forma de un 
paralelepipedo rectangular que tenga un volumen 
de 2 pie 3 . El costo por pie cuadrado del material 


para los lados, el fondo y la tapa es SI .00, $2.00 
. y $1.50 (en ddlares), respectivamente. <,Para que 
dimensiones se obtiene el costo mi'nimo? 

14. Encuentre el volumen m^ximo del paralelepipe¬ 
do rectangular tal que tres de sus aristas estan en 
las partes positivas de los ejes x, y y z, respecti- 
vamente, y uno de sus vertices est£ en el piano 
2x 4- 3y 4 4z = 12. 

15. Se desea construir un recipiente con la forma de 
un cilindro circular recto con tapa. iQut dimen¬ 
siones producen el volumen miximo suponien- 
do que el area de la superficie tiene un valor fijo 
S? 

16. Demuestre que el tri£ngulo de mayor 4rea con 
perimetrop es equitetero. ( Sugerencia: Si los la¬ 
dos son x, y y z, y s = p/2, entonces el area es 
igual a [y(s - x)(s - y)(s - ?)] I,J .) 

17-26. Resuelva los Ejercicios 23-32 de la Section 

16.8 por el metodo de los multiplicadores de Lagrange. 

27. Demuestre que el producto de los senos de los 
angulos de un triangulo alcanza su mayor valor 
cuando el triAngulo es equiMtero. 

28. Una caja sin tapa con la forma de paralelepipe¬ 
do rectangular debe tener un volumen fijo V. 
i,Para qu6 dimensiones el area de la superficie es 
minima? 
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29, La resisteneia de una viga de seccidn transversal 
rectangular es proportional al producto de su an- 
chura y el cuadrado de su peraite (o altura). En- 
cuentrc las dimensiones de la viga rectangular mis 
resi stent e que se puede extraer de un tronco ci- 
Imdrico cuyas secciones transversalcs son clipscs 
con eje mayor de 24 cm y eje menor de 16cm. 

30. Para fabriear f{x, y) unidades de derto product o 
se requieren x unidades de capital y y unidades 
de mano de obra. La funcidn de produccidrt de 


Cobb-Douglas se define como f(x, y) = kx°y t r 
donde k es una constants y a y b son numeros 
posiiivos tales que a + b = 1. Supongamos que 
/(x t y ) = x y *y m t que cada unidad de capital 
tiene un cosio C y cada unidad de mano de 
obra tiene un costo L, y que la cant id ad moncta- 
ria total disponible para cubrir estos gastos es M, 
de manera que xC + yL - Af. ^Culntas unida¬ 
des de capital y de mano de obra deben emplear- 
se para lograr la produce id n maxima? 


16.10 


REPASO 


Defina o distal a lo siguienle. 

1. Funciones de varias variables. 

2. Curvas de nivd. 

3 . Superficies de nivd. 

4. Limites de las funciones de varias variables. 

5. Puntos interiores de una regitin. 

6 . Pun tos en la frontera de una regibn. 

7. Regidn cerrada. 

8 . Continuidad de Las funciones de varias variables. 

9. Primeras derivadas parciales. 

10. Derivadas parciales de orden superior. 

1 !. Increments de las fundones de varias variables. 


12. Diferendales. 

13. Funcidn diferenciable. 

14. Regia de la Cadena. 

15. Derivacidn implicita usando las derivadas par¬ 
ciales, 

16. La derivada directional. 

17. El gradieme y sus propiedades. 

18. Pianos tangentes y rectas normates, 

19. MAximos y minimos de funciones de varias va¬ 
riables, 

20 . M u k i pi ie adores de Lagrange. 


EJERCICIOS 16.10 

Ejerddos 1-4: Determine el dominio de /. 

1 . fix, y )« \/36 - 4.x ’ + 9y* 

2. fix, y) = In xy 

X f{x,y t z)~tz 2 -x 2 -y 2 ) * 1 
4 . f[x, >v z) = (sec z)/{x - y) 

Ejerctdos 5-6: Calcute el Ifmite si es que existe. 



7. Use coordenadas potares para demostrar que las 
curvas de nivet de f{x t y) = xy/(x 2 + y 2 ) in 
son rosas de cuatro pdalos. i,CuAl es el valor de 
lintj f{ x, y )? 


8 , La grdfica generada por una com put ad or a de 
fix, y) - x 2 y 2 /{x 2 + y l f que se muestra en la 
figure, indica que /tiene primeras derivadas par¬ 
ciales en (Op 0) pero no es continua ahi, Verifi- 
que estos hechos. 


5 . 
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EJERCICIO 8 



fx 


Kjercicios 9-14: Obtenga las primeras derivadas par- 

ciales de /. 

9. fix , y) = x 3 cos y - y 2 4- 4x 

10 . f[r , s) = rV* 

it. /(x, y, z) = (x 2 4 y 2 )/(y 2 4 z 2 ) 

12. /(w, v,t)-u In iv/t) 

13. fix, y , r, f) = x 1 2 \Jly + t 

14. /(p, w) = t? 2 cos w -f w 2 cos p 

Kjercicios 15-16: Encuentre las segundas derivadas par- 

ciales de /. 

15. fix, y) = x 3 y 2 - 3xy 3 4 x 4 - 3y 4 2 

16. fix, y, z) = x 2 e y2 ~* 2 

17. Sea u — (x 2 + y 2 + z 2 )~ l/2 . Demuestre que 

d 2 u c 2 u c 2 u 
dx 2 + by 2 dz 2 

18. (a) Determine el valor dw para la expresibn 

w = j> 3 tan _, x 2 4 2 x- y. 

(b) Determine dw para w = x 2 sen yz. 

19. Encuentre Aw y dw para w = x 2 4 3x.y - y 2 . 
Use Aw para encontrar el cambio exacto y dw pa¬ 
ra encontrar una estimacibn del cambio de w 
cuando (x, y) varia de (-1, 2) a (-1.1, 2.1). 

20. Supongamos que al usar la ley de Ohm R = V/I 
hay errores porcentuales de 3°7o y 2<7o en las me- 
diciones de V y de /, respectivamente. Use dife- 
renciales para estimar el error porcentual maximo 
en el valor calculado de R. 


Kjercicios 21-23: Use la Regia de la Cadena para ob- 
tener la solucibn. 

21. Sean s = uv + vw — uw, u = 2x 4 3.y, v = 
4x - y y - -x 4 2>\ Encuentre bs/bx y 
bs/by. 
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22. Sean z = ye*, x = r 4 st, y = 2 r + 3 s - t. 
Halle bz/br , bz/bs y bz/bt. 

23. Sean w = x sen yz, x - 3e~‘, y = t 2 , z = 3/. 
Encuentre dw/dt. 

24. Obtenga la derivada direccional de /(x, .y) = 
3x 2 - y 2 4 5x.y en el punto P(2, -1) en la di- 
reccibn del vector a = -3i - 4J. <,Cual es la tasa 
maxima de crecimiento de fix, .y) en P? 

25. Suponga que la temperatura en el punto (x, y, z) 
esta dada por T(x, y, z) - 3x 2 4 - 2^ 2 - 4 z. 
Determine el valor correspondiente a la tasa de 
variacibn de T en el punto P(-1, -3, 2) en la di- 
reccibn de Pal punto Q(- 4, 1, -2). <,Cuil es la 
tasa maxima de variacibn de T en P? 

26. Un modelo de la densidad urbana es una fbrmu- 
la que relaciona la densidad de poblacion (el 
numero de habitantes por unidad de irea, por 
ejemplo, km 2 ) con la distancia al centro de la 
ciudad. Sea D la densidad de poblacion en la ve- 
cindad del punto P(x, y) de un sistema de coor- 
denadas rectangulares con el origen en el centro 
de la ciudad. Para la funcibn de densidad pro- 
puesta, encuentre la direccibn en la que la pobla- 
cibn crece mis ripidamente en P. 

(a) D = ae -^/* 5 Ty J # donde ay b son constan- 
tes positivas : 

(b) D = ae f donde a, by cson 

constantes positivas. 

27. Halle ecuaciones para el piano tangente y la rec¬ 
ta normal a la grifica de lz = 4x 2 - 2.y 2 en el 
punto Pi-1, -1,2). 

28. Una curva C esti dada parametricamente por 
x = t, y = t 2 , z = / 3 . Sea fix, y, z) = y 2 4 
xz. Calcule D u fi 2, 4, 8), donde u es un vector 
unitario tangente a C en P(2, 4, 8). 

29. Use derivadas parciales para obtener fix) su- 
poniendo que y = fix) satisface x 3 - 4xy 3 - 
3^ 4 x - 2 = 0. 

30. Demuestre que cualquier piano tangente al cono 



pasa por el origen. 

31. Suponiendo que z = fix, y) satisface x 2 y 4 
2COS.y - xz 3 = 0, encuentre bz/bx y bz/by. 
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Ejercicios 32-33: Encuentre los miximos y minimos 

de f, 

32, fix, y) = x 2 - 6x cos y + 9 
/(** >') “ < 2 + 3 y - y* 

34. El material para el fondo de una caja en forma 
de un paralelepipedo rectangular cuesta el doble 
por centfmetro cuadrado que el que se usa para 
los lad os y la tapa. ^Guiles eo n las dimensiones 
relativas con las que es minimo el costo para un 
volumen fjjo? 

35. Dada f(x t y) - { ^ j 3 , trace varias cur* 

vas de nivel de / y represente V f] p por un vec¬ 
tor para un punto P de cada curva. 

36. Dada F(x t y, z) = t + 4r z + 9y 2 , trace varias 
superficies de nivel de F y represente V F) P por 
un vector para un punto P en cada superficte. 

37. Use el m€todo de los mul tipi lead ores de Lagran¬ 
ge para calcular los mlximos y minimos locales 
de f(x . y t z) - xyz sujeta a la restriccidn x 2 + 
4y 2 + 2z z “ 8. Tambiin hagalo usandoel Teo- 
rema (16.37). 

38. Use el m&odo de los multiplicadores de Lagran¬ 
ge para calcular los m&timos y minimos locales 


de f[x t y, z) = 4x l + y 2 + z 2 sujeta a las res- 
tricciones 2x-y + z**4yx + 2y^z= l. 
Verifique su respuesta usando m&odos de una 
sola variable. 

39. Encuentre los puntos de la grifica de JT l + 
2y~ ] + 3 z~ l = I mis cercanos al origen. 

40. Se desea construir la tolva de un silo (o elevador 
de granos) en forma de un cono circular recto de 
2 pie de radio, coronado por un cilindro circular 
recto, como se muestra en la figura, El volumen 
de la tolva debe ser de lOOpieL Calcule las al- 
turas h y k del cilindro y del cono, respectiva- 
rtiente, para las que el irea de la superficie es 
minima, 


EJEfiOaO 40 





capTtulo 


INTEGRALES MULTIPLES 


este capitulo se generaliza el concepto de integral definida 
que se presento en el Capitulo 5 a las funciones de varias 
variables. Se definen las integrates dobles, las integrates triples y 
las integrates de superficie y se discuten algunas de sus 
propiedades fundamentales y sus aplicaciones. 
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CAPfTULO 17 ■ integrals; multiples 


17.1 


INTEGRALES DOBLES 


FIGURA 17*1 


La integral definida f{x)dx de una funcidn / de una variable se definid en (5,8). 
En este capitulo y en el siguiente se consideran integrales de las funciones de varias va¬ 
riables: integrates dobies> integrates triples, integrates de superficte e integrates de linea. 
Cada una de Ssias se define de manera parecida a la que se utilizd para las integrales 
de las funciones de una variable. La diferencia principal es el dominio del integrando. 

La integral f{x)dx se puede definir en Ids siguientes 
cuatro pasos. (El Paso 1 y el Paso 2 se ilustran en la Figura 
17*1*) 


i * t * i * < * i ■ i >i ■ i ■ i * i 




A* | &x 3 


y 


U 


Paso 1 Tomar una particidn de la t 6] escogicndo a = x$ < 

x t < x 2 < * * ■ < x„ = b. 

Paso 2 Para cada k , elegir un ntimero w k en el subintervalo [x Mt 

Paso 3 Considcrar la suma de Riemann £ fc /(w fr )Ax t , donde Ax k - x k - x k -i* 

Paso 4 Establecer que 


P f{x) dx = lim £ /(**) Ax, 
Ja IIPII-O * 


FIGURA 17.* 
at 


it 


II *11-0 

donde ||P|j es la norma de la particidn (el mayor Ax*). 

Si / no es negativa en [a, b), entonces la suma de Rie¬ 
mann £*/( iv*) Ax* del Paso 3 es una suma de dreas de rec- 
tdngulos como los que se ilustran en la Figura 17.2. Esta suma 
se aproxima al area de la regidn que se encuentra bajo la gra- 
fica de/entre x = a y x = b. Si el Hmite de las sumas de 
Riemann cuando ||/»|| — 0 existc (Paso 4), entonces se ob- 
tiene la integral definida ft /(x)<£rcuyo valor es el irea (exac- 
ta) bajo la grifica. 

Sea/una funcidn de dos variables tal que /(x, >) existe 
en toda una regidn cerrada R del piano xy. A continuacidn 
se definiri la integral doble j}* /(x, y)dA, La definicidn seguira el proceso de cuatro 
pasos usado para las funciones de una variable. Para lo que sigue las regiones en el 
piano xy de los tipos ilustrados en la Figura 17.3 son de particular importance. Se su- 
pone que las funciones g„ g, y A,, h 2 son continuas en los intervalos [a, A] y (c, d], 
respectivamcntc, y satisfaceny,(x) s g 2 (x) para todoxen [a, A] y A,(y) s h 2 (y) pa¬ 
ra todo y en [c, d]. La regidn ilustrada en la Figura 17.3(1) es una regidn del Tipo I 
y la ilustrada en la Figura 17.3(H) es una regidn del Tipo II. 


Ci 


FIGURA 17.7 

(i) Region del Tipo E 
17 



o ft x 


(if) Region del Tipo IE 
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Observese que si R es una region del Tipo I, entonces toda recta vertical x = k pa¬ 
ra a < k < b corta lafrontera de R a lo mas en dos puntos. Si R es del Tipo II, enton¬ 
ces toda recta horizontal y = k para c < k < d corta la frontera de R a lo mas en 
dos puntos. 

En todo este capitulo y R denotara una regidn que se puede descomponer en un nu- 
mero finito de subregiones del Tipo 1 o del Tipo II. Una de estas regiones R esti siem- 
pre contenida en un rectingulo cerrado W. Si W se divide en rectingulos mis pequeftos 
mediante una malla de rectas verticales y horizontal, en¬ 
tonces el conjunto de todas las subregiones rectangulares ce- 
rradas que estan completamente contenidas en R se llama 
particidn interna P de R. (Esto corresponde al Paso 1 del 
proceso.) 

Los rectingulos sombreados en la Figura 17.4 ilustran 
una particidn interna. Si a estas subregiones rectangulares 
sombreadas se les denota por /?,, /? 2 , .. R n , entonces la 
particidn interna P se denota por {/?*}. La longitud mayor 
de la de las diagonals de los R k se denota por || P|| y se lla¬ 
ma norma de la particidta P. El simbolo A A k denota el irea 
de R k . Para todo k se elige un punto ( u kt v*) en R k , como 
se ilustra en la Figura 17.4. (Esto corresponde al Paso 2.) Las 
sumas de Riemann (Paso 3) se definen como sigue. 


FIGURA 17.4 

Particion interna de R 



DEFINICION (17.1) 


Sea / una funcidn de dos variables definida en una re- 
gi6n R y sea P = {/?*} una particidn interna de R. Una 
suma de Riemann de / para P es una de la forma 


£ /(«*. V*) AA k , 




para los pares ( u k , v k ) estin en /?* y AA k es el irea de 
R k . La suma se extiende sobre todas las subregiones R lf 
R 2f ..., R„ de P. 


Finalmente, se toma el h'mite de las sumas de Riemann cuando || P|| -♦ 0 (Paso 4). 
Se puede demostrar que si/es continua en /?, entonces cuando ||P|| — 0, las sumas 
de Riemann en la Definicidn (17.1) tienden a un numero real L, independientemen- 
te de los puntos ( u k , v*) elegidos en las subregiones R k . El numero L es la integral 
doble \\ R f(x y y)dA. A continuacidn se da una definicidn matemiticamente rigurosa 
del limite de estas sumas de Riemann. 


DEFINICION (17.2) 




Sea/una funcidn de dos variables que esti definida en 
una region R y sea L un numero real. La expresidn 

iipT-0 v *) aa * 
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significa que para todo e > 0 exist e un £ > 0 tal quc si 
P - {/?*} es una particidn interna de R con ||P|| < 5, 
entonces 


£/(»*, v*)A>l t - L 


< £ 


para cualquier deccibn de los pares v*) cn R k . 


La Deflnicidn (17,2) afirma que se puede hacer que las sumas dc Riemann de/se 
acerquen a L tanto Como se quiera escogiendo parliciones internas de norma || P|| sufi- 
cientemente pequefia. 

La integral doble de / se define como sigue: 


DEFINICIOH (17,3) 


Sea/una funcibn de dos variables que estd definida en 
una region R. La integral doble de / sobre R sc denota 
P° r [[«/(*, y)dA y se define por 

tffU.tXIA - v k )AA ki 

siempre y cuando el limite exista. 


Si la integral doble de/sobre R existe, entonces se dice que / es integrable sobre 
R. Se puede demostrar que si / es continua en R, entonces / es integrable sobre R. 

Hay una interpretacibn geomdrica util para las sumas de Riemann y las integrals 
dobles en el caso en que/es continua y /( x, y) z 0 en todo R. Sea S la gr&fica de 
/* y Q el s6iido (es decir la regibn cn tres dimensiones) que se encuentra abajo de S 
y arriba de R t como se ilustra en la Figura 17,5. Si P k {u kt v kt 0) es un punto en la re- 
gi6n R k de una particidn interna P de R, entonces f(u kt v k ) es la distancia del piano xy 
al punto B k en S que se encuentra directamente arriba de P k . El numero f(u k% v k )AA k 
es el volumen del prisma con base rectangular de area como se ilustra en la Figu- 
ra 17.5, La suma de los volumenes de todos los prismas (v£ase la Figura 17.6) es una 
aproximacidn al volumen V de Q. (Esto es analogo a la suma de los rcctangulos quc 
se muestran en la Figura 17.2 para las sumas de Riemann de las fundones de una varia¬ 
ble.) Como se ve que la aproximacion al volumen me]ora cuando ||P|| tiende a cero, 
V se define como e! limite de las sumas de los numeros f(u kt Vjt) AA k . Aplicando (17.3) 
se obtiene lo siguiente. 


DEFINICION (17.4) 


Sea / una funcibn continua de dos variables tal que 
f(x f y) ^ 0 para todo (x, y) en una regibn R. El volu- 
men V del sblido comprendtdo bajo la grifica de z = 
/(x> y) y sobre la regibn R es 

v = j$f(x,y)dA. 












Si f(x, y) < 0 en todo R, entonces la integral doble de f sobre R es igual al negati- 
vo del volumen del sdlido comprendido sobre la grafica defy bajo la regidn R. 

En el siguiente teorema se presentan, sin demostracidn, algunas propiedades de las 
integrales dobles que corresponden a las de las integrals definidas dadas en el Capitulo 
5. Se supone que todas las regiones y las funciones son tales que las integrales indicadas 
existen. 


TEOREMA (17.5) 




En (iii) del teorema, que no se sobreponen significa que 
las regiones R, y R 2 tienen en comun, a lo sumo, s61o pun- 
tos de frontera, como se ilustra en la Figura 17.7. 


EJERCICIOS 17.1 



CL 


hjercicios 1-10: Determine si la regi6n es (a) del Tipo 
l f (b) del Tipo II, o (c) no es del Tipo I ni del Tipo II. 


1 . 


2 . 


3 . 
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II. Sea /(*, y) = Ax + 2y + 1 y sea R la region del 
primer cuadrante acotada por los ejes coordena- 
dos y la gr&fka de y = 4 - i x 2 . Sea pa¬ 
ra k = 1,2.7 la partiddn interna de R que 

sc muestra en la figura. Calcule la suma de Rie- 
mannX*/(w*r si para cada k r iu k , v*) 

es el punto 

(a) de la esqtiina inferior izquierda de R k . 

(b) de la esquina superior derecha de R k . 

(c) en cl ccntro de R k * 

tJERoao n 



12. Sea /{jr, y) - xyy sea R la region acotada por 
el trapedo con vertices (0, 0), (4 P 4), (8, 4) y 
(12, 0). Sea P la partiddn interna dc R determi¬ 
nada por las red as verticales con abscisas 0, 2, 


4, 6, 8, 10, 12, y por las rcctas horizontales con 
ordenadas 0, 2,4. Calcule las sumas de Riemann 
como en (aHc) del Ejercicio 11. 

13. Sea R la regidn triangular con vertices (0, 0). 
(6, 0), (6, 12) y sea P la particidn interna de R 
determinada por las rectas verticales con absci¬ 
sas 0, 1,3, 4, 6, y por las rectas horizontales con 
ordenadas 0, 2, 5, 7 t 8, 12. Calcule la sutna de 
Riemann para la partiddn P de la funddn /da- 
da por f(x , y ) = x 2 y, donde {u k1 v k ) es el cen- 
troide de /?*. 

14. Sea 

R = ((*, y): 0 ^ x ^ 5 t Q y £ \ 25 — ?}. 

y sea P la partici6n de R determinada por las rcc* 
tas verticales con intercepciones * iguales a 0, 2, 
3* 4, 5, y por las rectas horizontales con inter- 
cepcionesj' iguales a 0, 2, 4, 5. Calcule la suma 
de Riemann para P de la funcida / dada por 
fix t y) * 4 - xy> donde (u kt v k ) es el punto en 
la esquina inferior derecha dc R k . 

15. Sean R = {(*, y): a s x £ to, c i y g y 
fix , y) - k para todo {x t y) en R , Haga la de- 
mostrarion de que la integral doble de / sobre 
R es igual a k(b - a){d - c). usando (a) la De- 
fmicion (17.3) y (to) la Definidon (17.4). 

16. Sean /y y dos fundones integrates sobre R ta¬ 
les que /<*, y) a y) para todo ix t y)cnR. 
Use las propiedades de las integrates dobles para 
demostrar que 

JJ/(x, y) dA £ JJ g(x, y) dA. 

If H 

17. Dcmucstre el Teorema (17,5){i). ( Sugerencia: 
Vease !a demostracion del Teorema (5.14) en el 
Apendice II,) 

18. Demuestre el Teorema (17.5) (H). (Sugerencia. 
Wase la demosiraddn del Teorema (5.15) en el 
Apendice SI.) 


17.2 


EVALUACION DE LAS INTEGRALES DOBLES 


Exeepto en algunos casos elementales, es casi imposible calcular el valor de una integral 
doble jjft fix, y)dA directamente a partir de la Definicion (17.3). En esta seccidn se 
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demuestra que si R es una regibn del Tipo I o del Tipo II, 
entonces la integral doble puede expresarse en tbrminos de 
dos integrates sucesivas, cada una de las cuales tiene sblo una 
variable independiente. Comenzamos con el caso mas sim¬ 
ple, el de una funcibn/que es continua en una regibn rec¬ 
tangular R del tipo ilustrado en la Figura 17.8. 

El simbolo Jjf f(x, y)dy significa que x se toma como 
constante y y es la variable de integracibn. Evaluar esta inte¬ 
gral equivale a una integracibn parcial con respecto a y. A 
cada x en el intervalo la, b] le corresponde un valor unico 
de esta integral. Esto determina una funcibn A tal que el valor A(x) estb dado por 

A ( x ) = f(x, y) dy. 

Se puede demostrar que la funcibn A es continua para x en el intervalo [a, b ]. 
Tambibn se puede efectuar una integracibn parcial con respecto a jc que se denota por 

B (y) = £ f(x, y) dx. 

En este caso y se considera constante y se integra con respecto a x. La funcibn B que 
se obtiene de esta manera es continua para y en el intervalo (c, d], 

EJEMPLO 1 Realice las siguientes integraciones parciales. 

<») J* (* 3 + 4 y) dy (b) (x 3 + 4y) dx 

Solucion 

<a) La diferencial dy indica que se debe integrar con respecto a y, considerando a x 
como constante. Despues de integrar sustituimos los extremos (o limites) de integracibn 
para la variable y, como sigue: 

f* (x 3 + 4y) dy = x 3 y + 2y J ]* 

= (2x 3 + 8) - (x 3 + 2) 

= x 3 + 6 

(b) La diferencial dx dice que debemos integrar con respecto a x, considerando a y co¬ 
mo constante. Despues de integrar se sustituyen los extremos de integracibn para la 
variable x, como sigue: 

J -2 + 4 .y) dx = ix 4 + 4vx] 4 2 

= (64 + I6y) — (4 - 8y) 

— 60 -f- 8y * 

Como la funcibn A en la discusibn anterior es continua en [a, b], A(x) se puede 
integrar con respecto a x: 

£ A(x) dx = r LT/(*. y) d y] dx 


FIGURA 17.8 
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Analogaiucnte, puede integrate B(y) con respecto ayysc obticne 

r s < >■> <*y =x' lc y) dx \ dy 

Las integrates en el lado derecho de las dos formulas anteriores se llaman integrates 
dobies iterativas. Es costumbre simplificar la notacidn omitiendo los corchetes, como 
se espeeifica en la siguiente defmicidn. 

DEFINICION (17.6) 


Obs£rvese que en (17.6) la primera diferendal a la derecha del integrando /( x, y) 
determina la variable de la primera intcgracidn parcial. El primer simbolo de integral 
a la izquierda de f(x t espeeifica los limitcs o extremes de integracitin de dicha varia¬ 
ble. Ast, al evaluar una integral iterativa se determina primero la integral de adentro. 

EJEMPLO 2 Evaluar f^ (2x + 6 x 2 y)dydx. 

Solution Por la Definicion (17.6), 

ii* Lf-i + dx = J" 4 ^2xy + 3x 2 y 2 J 2 ^ dx 

= [(4x + 12.x 2 ) — 2x + 3x 2 )] dx 

= J*(6x + 9 x 2 )dx 
= 3x 2 + 3x 3 ]* = 234 

EJEMPLO 3 Evaluar J 2 1 J* (2x + 6x 2 >’) dx dy . 

Solucion Por la Defiuici6n (17.6), 

J-1 [Jr (2x + 6xi ^ dx ] dy ~ J-i [** + 2xJ - v ]t dy 

= /_*, [(16 + 128y) — (1 + 2y)] dy 

= 1^(126^+15)^ 

= 63y* + 15y? , = 234 

El heeho de que las integrates iterativas en los Ejemplos 2 y 3 son iguales no es 
una easualidad. Si / es eontimia, emonces las dos integrates iterativas en (17.6) son 
siempre iguales. (La demostracidn puede encontrarse en libros de Calculo avanzado.) 
Se dice que el rcsultado de ia integracidn es independiente del orden en que se integre. 


J 

'* S"/(x> y)dydx 

CT A**#** =J 

['[/.* /(‘■j')*] 

dy. 
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Puede definirse una integral doble iterativa sobre regiones que no son rectangula- 
res. En particular, sea /continua en una regibn R del Tipo I o del Tipo II, como se 
muestra en la Figura 17.9. Las integrales iterativas de / sobre las regiones ilustradas 
en (i) y (ii) de la figura, se definen como sigue: 


DEFINICIONES DE (17.7) 
^ INTEGRALES 
ITERATIVAS 


FIGURA 17.f 


(i) fC f{x ' y) dy dx = f [ S!S /(x ’ y) dy ] dx 
(i ° ££;:>, y) dxdy = f tc f{x ' y) dx i dy 


(I) Regibn del Tipo 1 

4> 



(U) Regibn del Tipo II 
4> 



En la Definicibn (17.7) (i) se realiza primero una integracibn parcial con respecto 
a y y se sustituye la variable y por g 2 (x) y g, (x), en la manera acostumbrada. Luego, 
la expresibn en x resultante se integra de <z a 6. En (ii) de la definicibn se integra primero 
con respecto a * y despubs de sustituir x por h 2 (y) y h { {y) % se integra el resultado con 
respecto &y, de c a d. Asi, como en la Definicibn (7.6) para las regiones rectangulares, 
se trabaja de dentro hacia afuera. 

EJEMPLO 4 Evaluar Jj j** (x 3 + 4y) dy dx . 

Solucion Por la Definicibn (17.7) (i), 

£ LG* (xJ+4y) dy ] dx =£ [ x 3 y + 2 yl ]l* dx 

= J n 2 [(2x 4 + 8x 2 ) - (x 5 + 2.x*)] dx 

EJEMPLO 5 Evaluar j' ^ 2 y cos x dx dy. 

Soludon Por la Definicibn (17.7) (ii), 

!! [£1 2y cos x dx ] dy = £ [ 2y senx ]l dy 

= J | 3 (2vsen y 2 — y) dy 
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= ^ cos y 2 - 4y 2 ]* 

= (- cos 9 - §) - (- cos ! - 4) 
» cos 1 — cos 9 — 4 ^ - 2.55 


El siguiente teorema dice que si La regidn R es del Tipo I o del Tipo II, entonces 
la integral doble defmida en la Seccidn 17.1 se puede evaluar mediante una integral ite- 
rativa. 


TEOREMA DE {17.8) 
EVALUACION 
DE INTEGRALS 
DOBLES 


(i) Sea R la regidn del Tipo I que se muestra en la Figu- 
ra I7*9(i), Si / cs continua en R, entonces 

j]7 (x,y)dA = J Sl‘™Xx, y)dydx 

R 

(ii) Sea R la regidn del Tipo II que sc muestra en la Fi- 
gura 17.9(ii). Si /es continua en R, entonces 

Sjfix,y)dA - $ t ‘$™nx,y)dxdy. 


FIGURA 17-10 


En el Teorema (17.8) (i) la regidn R debe tener como front era inferior la gr&fica 
de una ecuacidn y = (x) y como front era superior la gr&fica de una ecuacidn 

y = (vdase la Figura 17*9(i)). En (Li) R debe tener como front era izquierda la gr£- 
flea de una ecuacidn x — Ajf/), y como frontcra derecha la gr&fica de una ecuacidn 
x ■ hiiy) (v£a$e la Figura 17«9(ii)), Cuando una regidn es mds compiicada, a menu- 
do puede dividirse en subregtones de los tipos requeridos y luego aplicar (i) o (ii) a cada 
sub regidn. 

La demostracidn del Teorema (17,8) puede encontrarse 
en libros de Cilcuto avanzado. A continuadbn se da una ex- 
plicacidn intuitiva para funciones no negativas. Supongamos 
que fix, y) a 0 en la regidn R de Tipo I que se ilustra en 
la Figura 17,9{i). Sean S la grifica de /, Q el sdlido que se 
cncuentra bajo S y sobre R, y Vt\ volumen de 0. Considera- 
mos primero un piano paralelo al piano yz que corta al eje 
x en un punto ( x , 0, 0) con a £ x s b, En la Figura 17,10 
se ilustra La traza C de S que esi£ en este piano. Los puntos 
Pi (x, ^(x), 0) y P^x, 3 2 (jic) } 0) son en los que cl piano cor¬ 
ta a las fromerasy - gj(x) y y - ^ 2 (*) de P- En La figura 
se muestra la parte del piano que se encuentra arriba del seg- 
mento P 1 P 2 y abajo de la superficie S 

De acuerdo con lo que se vio en el Capitulo 6, el irea A (x) de esta parte del piano es 

A{x)~ {'**'f{x r y)dy. 

Como >l(x) es e! 4rea de una seccidn transversal tipica de Q t de (6.8) se deduce que 
V = £A(x)J X = ££™f (x ,y)dy<t X . 
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Aplicando el hecho de que V est£ dado tambien por la Definicidn (17.4) se obtiene la 
formula de evaluacion en la parte (i) del Teorema (17.8). Puede darse una justification 
andloga para la parte (ii). 

Antes de usar el Teorema (17.8) en la evaluacion de una integral doble es importan- 
te esquematizar la regidn R y determinar su frontera. Los siguientes ejemplos enseflan 
c6mo aplicar el Teorema (17.8). 

EJEMPLO 6 Sea R la regidn del piano xy acotada por las 
grdficas de y = x 2 y y - 2x. Evaluar ( x 3 + 4y)dA, 

(a) usando el Teorema (17.8) (i), y (b) usando el Teo¬ 
rema (17.8) (ii). 

Solucion 

(a) La regidn R estd en la Figura 17.11. Ndtese que la regidn 
es tanto del Tipo I como del Tipo II. Consideremos a R co- 
mo una regidn del Tipo I cuya frontera inferior es y = x 2 
y cuya frontera superior es y = 2x para 0 ^ x ^ 2. Se tra- 
za un segmento vertical entre estas fronteras para indicar 
que la primera integracion se realiza con respecto a y (de la frontera inferior a la fronte¬ 
ra superior). Segun el Teorema (17.8) (i), 

JJ (x 3 + 4 y) dA = j* 0 2 jy (x 3 + 4 y) dy dx. 

R 

Del Ejemplo 4 sabemos que esta integral es igual a 

(b) Para usar el Teorema (17.8) (ii) consideramos a R como una regidn del Tipo II y 
se despeja x en t^rminos de y de las dos ecuaciones, obteniendo 


FIGURA 17.11 



FIGURA 17.19 



x = \y y x = yfy para 0 ^ y < 4. 


El segmento horizontal en la Figura 17.12 va de la frontera 
izquierda a la frontera derecha indicando que la primera in¬ 
tegration se efectua con respecto a x. Merced al Teorema 
(17.8) (ii), 

JJ7(X, y) dA = j; y;; 2)y (x 3 + Ay) dx dy 

R 


= Jo [4** + 4 y*Ei>^ 

= j; [dy 2 + 4>' 3/2 ) - (A/ + 2y 2 )] dy = ¥ . 


EJEMPLO 7 Sea R la regidn acotada por las grdficas de las ecuaciones y = \fx, y = 
>/3.x — 18, y y = 0, y sea / una funcidn continua en R. Expresar la integral doble 
Hr /(*» y)dA como una integral e iterativa, 

(a) usando el Teorema (17.8) (i), y (b) empleando el Teorema (17.8) (ii). 
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PIG UR A 17.13 



FIGURA 17.14 


Solucion Las gr&ficas de y = Vx y y - yjlx - 18 son 
las mitades superiors de las parabolas y 2 ^ x y y 2 = 
%x ^ 18. La region R esia en la Figura 17.13. 

(a) Si sdlo queremos usar cl Teorema (17 ,8) (i) T es necesario 

utilizar dos intcgrales itcrativas porque para 0 s x £ 6 la 

frontera inferior de la region es la grdfica de y - O^y para 

6 £ x £ 9 t la frontera inferior es la gr&fica dey = v ; 3x - 18 
(Los segmentos verticals en la Figura 17.13 van de la fron¬ 
tera inferior a la frontera superior de /?.) 

Si R j denota la parte de la region R que sc encuentra entre x = 0 y jr ^ 6, y R 2 

denota la parte entre x = 6 y * = 9, entonces R\ y R 2 son regiones del Tipo I. For 

tamo, 

JJ/te y) dA * JJVfo y) ^ + JJ/to .v) 

R Ri R z 

=r f;' /(x - ^ rfx +r tWi /<*• >> *» dx 

(b) Para usar el Teorema (17,8) (ii>, despejamos x cn termi- 
nos de y de cada una de las ecuaciones, obteniendo asi 



x — y 2 


y 2 4-l8 1 2 , 

x = - — = ~y* y 6 para 0 £ y £ 3. 


El segment© horizontal cn la Figura 17.14 va de la frontera 
izquierda a la frontera derecha. En este easo se requiere s61o 


una integral iterativa porque R es una regi6n del Tipo IL Asi, 

JJ*/(.x, y) JA = £ f;r " ‘ 6 f(x, y) dx dy - 


Los Ejemplos 6 y 7 muestran c6mo pueden evaluarse ciertas intcgrales do tries usan- 
do (i) o (ii) del Teorema (17.8). En general, la cleccidn del orden de integration dydx 
o dxdy depende de la forma de/(x, y) y de la regidn R . A veces es muy dificil, o hasta 
imposible, evaluar una integral doblc iterativa. Sin embargo, invirtiendo a veces el or¬ 
den de integration de dydx a dxdy, o vieeversa se puede obtener una integral doblc 
iterativa que es posible evaluar f&cilmente, Este metodo se i lustra en el siguiente ejemplo. 


FIGURA 17.15 



EJEMPLO S Dada J* £ y y cosx s dxdy, invertir el orden 
de integraci6n y evaluar la integral resukantc. 

Solucion El orden de integracidn indicado dxdy seflata 
que la regidn R es del Tipo II . Como se ilustra en la Figura 
17.15, las fronteras izquierda y derecha son las gr&ficas de 
x = Vy y x .» 2, respect ivamente para 0 £ y 4, 
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Observamos que R es tambien una region de Tipo I cuyas fronteras inferior y supe¬ 
rior est^n dadas pory = 0 y y - x 2 , respectivamente, para 0 ^ x < 2. Por lo tanto, 
segun el Teorema (17.8) (i), 

j; J 2 ^ y cos x 5 dx dy = JJy cos x 5 dA = j* J* y cos x 5 dy dx 

R 

= f 2 ^ cos x 5 T dx = P ^ COS X 5 dx 

jo 2 Jo J° 2 

= A J ,, 2 < cos x 5 )(5x 4 ) dx 
= ^5 sen.x 5 ^ sen32 » 0.055 • 


EJERCI Cl OS 17.2 

Ejercicios 1-2: Verifique que 

r r H x - y) dy ix = j! & a*’ d * dy - 

1. a = 1, b = 2, c = -!, </ = 2; f(x,y) = 

I2xv 2 - 8x 3 

2. a = -2, b = -1, c = 0, d = 3; /(.x, y) = 

4xy 3 + y 

Ejercicios 3-12: Evalue la integral iterativa. 

3 - S> -, x2ydydx 

*■ j ', j;; 1 (3.x + 2y) dy dx 

5 - fo J J, 2 " (4x - y * dy 

6 ' Jo J-»-i (x2 + y2 ) dxdy 

7 - J, 2 

8. J* 6 2 (x cos y — y cos x) dy dx 

*• j:j>*** ,o - joX'w^^ 

»• 

u - n 4 jr Vc ° 8 ’ c<,yrft 

Ejercicios 13-18: Esquematice la region /? acotada 
por las graficas de las ecuaciones dadas y exprese 
If* /(x, y)dA como una integral iterativa mediante 
(a) el Teorema (17.8) (j), y (b) el Teorema (17.8) (ii). 


13. 

y = J*, 

x = 4, 

y = 0 

14. 

y = \/x. 

x = 0, 

y -2 

15. 

y = x 3 , 

X 

II 

© 

Nr 

II 

oc 

16. 

II 

X 

l* 

x = 2, 

y = o 

17. 

II 

y = x 3 


18. 

y = v 1 - 

- x 2 , y 

= 0 


Ejercicios 19-24: Exprese la integral doble sobre R co¬ 
mo una integral iterativa y calcule su valor. 

19- ff« (y + 2x) dA ; la regidn rectangular R con 
vertices (-1, -1), (2, -1), (2, 4) y (-1, 4). 

20. Hr (x - y)dA\ la regidn triangular R con ver¬ 
tices (2, 9), (2, 1) y (-2, 1). 

21. J|r xy 2 dA\ la regidn triangular R con vertices 
(0, 0), (3, I) y (-2, 1). 

22. JJ K (y + \)dA\ la regidn R entre las graficas 
de y = sen x y y = cos xdex = 0 a x = ir/4. 

23. JJ, x 3 cos xy </>l; la region R acotada por las 
gr&ficas de y = x 2 , y = 0 y x = 2. 

24. ff„ e x/y dA; la regidn R acotada por las grrifi- 
cas de y = 2x, y = -x y y = 4. 

Ejercicios 25-30: Represente la regidn R acotada por 
las gr&ficas de las ecuaciones dadas. Suponiendo que 
/es una funcion continua en R y exprese $$ R f(x y y)dA 
como una suma d$ dos integrates iterativas del tipo 
usado en (a) el Teorema (17.8) (i) y (b) el Teorema 
(17.8)01). 
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25. 8y = x \ y - .v - 4, 4x + y = 9 
U x = 2 v{y* vit = %/y, y = lx + 5 

27. x « v'3 — y, y = 2x x -f y + 3 = 0 

28. * + 2>'»5, x-y«l lx + y=-2 

29. y = e\ y — In x, x + y = l, * + v = l + e 
3®. y ~ sen.*, rty = 2x 

Ejercicios 31-38: Represente la regibn de integraribn 
correspondierue a la integral iterativa. 

31 • J-i 

31 - ftJ'^/Myidydx 

M - /<,' J7/<*’>’) d *<o- 

34 / j J.J A*' >> dx J y 


33 ' j- 3 jjr.i.n , /f*» J') d)' ^ V 

w j\ jr>- fkv^ 

381 


Ejtfddos 39 - 44 : Invicrta et orden de mtegradbn y eva- 
luc la integral resultan (e. 


39 ££<*** 

4, ‘ Jo' J y t F <*>*** </*«*>■ 


v 16 


+ .t' 


40. j ' 3 semf 3 r/.xdy 


44 




sen y cos r/y dx 

y y 


17.3 


AREA y VOLUMEN 


fr"to**?-"ft 1 :““' “ V ° |U '"'", ^ Un “® to Kajo I. 
grahca de z - /(*, y) y sobre una region del Tipo I en el piano xy esta dada por 




donde 4(ar) es el area de una section transversal tipica del sriltdo (viase la Fieura 17 101 

‘“' s * “ p ™* - J- i5S'iiS 


mu > , 
HF'ii-o T 


j 


FJGURA 17.16 


donde P es una parnc.dn del mtervalo [«. A], «* es cualquier numero en el iMsimo 
subintervalo [**_„ x*J de P y Ax* = x* - x*_„ Como Se 
i lustra en la F.gura 17.16, X«*)Ax* es el volumen de una 
regidn laminar L k con caras paralelas al piano yz y cuya ba¬ 
se es un rectangulo de ancho Ax* en el piano xy. Entonces 
el volumen Ppuede considerarse como el Kmite.de las sumas 
de ids volumenes de estas regiones laminares 

^ **$!?*" V = $ J5® Ax, y)dydx se puede 
expresar tamb.en como Hmile dc sumas. Primero sc aplica 
a defimcion dc la integral definida como sigue. Si x esta en 
[a* u J, entonces 



A(X) - 


<ty = M Um o £/(*, Vj) Ay, 
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donde P' es una partition del intervalo [ 0 ,(.x:), 0 2 U)J en el eje y , v, es cualquier 
numero en ely- 6 simo subintervalo yj\ de P" y Ay, = y } - y } _ lm Entonces, para 
todo u k en [a, b]. 


y por lo tanto, 


A{u k )= lim Y/(«*, Vj) Ayj 

IIP *11-0 j 


y - f b A(x) dx = lim Y A(u k ) Ax k y 

Ja || p* ii—o * 

= Ifm Km Y f(u h , Vj) Ay] Ax*. 
iip'II-o k LllP'li-o j J J 

Omitiendo los limites en esta fdrmula se obtiene una suma doble: 

^/(Uk.»j)AyjAx k 


FIGURA 17.17 



En cuanto a la Figura 17.17 notese que f(u k , Vj)AyjAx k 
es el volumen de un prisma con area de la base Ay, Ax* y al- 
tura f{u k , vj). La suma doble se puede interpretar como si- 
gue. Manteniendo x fija y se suman los volumenes de los 
prismas en la direccidn del eje y; asi se obtiene el volumen 
de la regidn laminar que se ilustra en la Figura 17.16. Luego 
se suman los volumenes de estas regiones en la direction del 
eje x. En cierto sentido la integral iterativa efectiia esto y al 
mismo tiempo toma los limites cuando la base de cada pris¬ 
ma se contrae a un punto. Esta interpretation es util para vi- 
sualizar las aplicaciones de la integral doble. Para recalcar 
este punto de vista a veces se expresa el volumen como sigue: 


EL VOLUMEN COMO (17-9) 
UMITE DE SUMAS 
DOBLES 


_ f* ffl 2(*1 
Ja J<n<x) 


f ‘ r ‘ 1,X) /(x.y)dxdy 



-_ 


El simbolo || A || -* 0 se usa para indicar que todos los Ax k y Ay, tienden a 0. 

Las areas tambien se pueden considerar como limites de sumas dobles. Se comien- 
za denotando la integral doble ft* I dA por j] R dA. Si R es una region del Tipo I como 
la que se ilustra en la Figura 17.9(i), cntonces por el Teorema (17.8) (i), 


K 

= £ i9i(x) - 0 ,(x)] dx 


que segun el Teorema (6.1), es igual al drea A de R. Lo mismo sucede si R es una region 
del Tipo II. Estos hechos tambitii resultan evidentes a partir de la definition de la inte¬ 
gral doble, pues si /(x, y) = 1 en todo /?, entonces la suma de Riemann en la Defini- 
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cidn (17.3) es una suma de ias dreas de los rectangulos de una partition interna P de 
R. Cuando la norma ||P|| tiende a cero, los rectangulos cubren una parte mayor 
de R y el h'mite es igual al area dc R. 

Si se usa una integral iterativa para calcular un drea, puede considerarse como limi- 
te de una suma doble, como se hizo para volumenes, Concretamente, como en (17.9) 
pero con /( x t y) = I, se liene lo siguiente. 


EL AREA COMO (17.10) 
LIMITS DE 
SUMAS DOBLES 



FIGURA 17,18 


La suma doble en (17.10) puede interpretarse como sigue. Pri- 
mero* mantertiendo x/ija, se suma sobre todos los rectdngu- 
los de areas AyjAx k en la direccidn del eje y desde la grdfi- 
ca de y - g t (x) hasta la grafica de y = g 2 (x). Esto da el 
area de una franja rectangular paralela al eje y t como se ilus- 
tra cn la Figura 17,18. Luego se "barre” la region R sumando 
sobre tod as estas franjas desde x = a hasta x = b , El lfmite 
de las sumas dobles (es decir la integral iterativa) efectua es¬ 
to al mismo tiempo que hace tender Ax k y Ayj a 0, 


EJEMPLO 1 Calcutar el area de la regidn acotada por Las grdficas de 
ly = 16 - x 2 y x + 2y - 4 = 0. 


neunA i7.i* 



Solucion La region se encuentra bajo la parabola y = 
8 - ^x J y arriba de la recta y = 2- como se ilustra 
en la Figura 17.19. En la figura tambi^n se muestra un rec- 
t Angulo tipico de Area A.^ Ax*, y la franja que sc obtiene su¬ 
mando en la direccion del ejey. Usando una integral iterativa 
tencmos 


a i t t*- f 4 ,r- 

-r-M-H)]* 


W2) 


dx 


Si se usa el Teorema (17,8) (ii) para calcular dreas* entonces 

- 1 " - 

Esta doble suma puede interpretarse como sigue. Primero, manteniendo y fija, se su¬ 
ma sobre los rectangulos de Areas Ax* A yj en la direccidn del eje x, desde la grAfica 




















F1GURA 17.20 


17.3 Area y volumen 




FIGURA 17.21 
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dex = /?,(>>) hasta ia grafica de x = h 2 (y). Esto da el area 
de una franja rectangular paralela al eje x , como se ilustra 
en la Figura 17.20. Luego se barre la region R sumando so- 
bre todas las franjas desde y = c hasta^ = d. Como antes, 
la integral iterativa efectua esto al mismo tiempo que hace 
tender Ax k y Ayj a 0. 


EJEMPLO 2 Calcular el £rea A de la regidn en el piano xy 
acotada por las graficas de x = y 3 , x + y = 2yy = 0. 

Solucion La regidn esta en la Figura 17.21 junto con un 
rect&ngulo tipico de irea Ax k Ayj y una franja que se obtie- 
ne sumando en la direction del eje jc. 

Usando una integral iterativa. 


A = SS dA = Jo R~' dx d y =Jo x ] 2 / d y 

R 

- j ;,2 


5 

4' 


Tambien podemos calcular el area usando el Teorema (17.8) (i), pero en este caso hay 
que dividir la regidn R en dos partes separadas por la recta vertical que pasa por (1, 1). 
Entonces tenemos 



FIGURA 17.22 

0) 



En los siguientes dos ejemplos se calculan volumenes 
usando (17.9). 


EJEMPLO 3 Calcular el volumen V del s61ido en el primer 
octante acotado por los pianos coordenados y por las gr&fi- 
cas de las ecuaciones z = x 2 + y 2 4- 1 y 2x + y = 2. 

Solucion Como se ilustra en la Figura 17.22(i), el sdlido 
se encuentra bajo el paraboloide z = x 2 + y 2 + ly sobre 
la regidn triangular R en el piano xy acotada por los ejes coor¬ 
denados y la recta y = 2 - 2x. 

De acuerdo con la Definici6n (17.4), para f(x, y) = 
x 2 + y 2 + 1 , 


K = JJ(x 2 +y 2 + \)dA. 

R 

Como en (17.9), esta integral puede interpretarse como 
limite de sumas dobles 

ZI /<“». Vj) A yj Ax, = X Z (“k + + 1) Ayy Ax, 

k j k j 
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en dondc {u 2 4- vf + I) A^ Ax* representa el volumen de un prisma como el quo se 
muestra en la Figura I7.22(i). Primero se suma en la direccion del eje desdejy - 0 
hasta y - 2 - 2x. El croquis en la Figura 17.22(11) muestra la regidn R en e! piano xy 
y una franja correspondiente a la primera suma. Esta primera suma da el volumen dc 
una regidn laminar eon caras paralelas at piano yz. Ahora surnames los volumenes de 
estas regiones laminares en la direction del eje x desde x - 0 hasta x = 1. Usando una 
integral iterativa, 

v ■ Jo' Jo ~ 2 * ( - v2 + J ’ 2 + ] > d >~ dx = J 0 l [ x *y ++ y]l ' 2J dx 

= J 0 ‘ + I0jc j - 10* + 

= - + 1 ?x i -5x 2 + 1 ?x]' a =y. 

Tambi&i podemos calcular Fintegrando primero con respecto a x . En este caso la inte¬ 
gral iterativa tiene la forma 

EJEMPIO 4 Calcular el volumen V del sdlido acotado por las grdficas de x 2 + 

y 2 - 9 y y 2 + z l = 9- 

So I UC ion Las grdficas son cilindros de radio 3 cuyos ejes se cortan ortogonalmen- 
te. En la Figura L7,23(i) se ilustra la parte de este solido que est£ contenida en el primer 
octante. For simeiria, basta calcular el volumen de esta pane y multiplicar el resultado 
por 8. En la parte (i) de la figura se ve que el sdlido se encuentra hajo la gr&flca de 
z = v 9 v 2 y sobre la region R acotada por el cjc jr t por el eje y y por la grifi- 
ca dc x 2 + y 2 = 9, Entonees por la Definicidn (17.4), 

V = %jj{9-y 1 yit dA. 

R 

Podemos considerar la integral como limiies de sumas dobles de los volumenes dc 
prismas, como se muestra en la Figura 17.23(i). Primero se suma en la direccidn del 


FIGUHA 1T.B3 

ay m 
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eje *, desde x = 0 hasta * = (9 - y 2 ) l/2 . El croquis en la Figura 17.23(ii) muestra la 
regidn R en el piano xy y una franja correspondiente a esta primera suma. Esto da el 
volumen de una regidn laminar con caras paralelas al piano xz. Luego se suman estos 
volumenes laminares en la direccidn del eje y y desde y = 0 hasta y = 3. Usando una 
integral iterativa, 

y->s: r'”'> - ^ s: [»- *■*$-*“* 

- 8 £ <*-»■>to 1 ]’ - i«. 

La integral doble tambidn se podria evaluar integrando primero con respecto a y\ sin 
embargo, la integracidn en este orden es mucho mAs complicada. • 


EJERCICIOS 17.3 

Ejercicios 1-10: Represente la regidn acotada por las 
grAficas de las regiones dadas y calcule el Area por me¬ 
dio de integrales dobles. Interprete cada una de las in¬ 
tegrals dobles como limite de sumas dobles trazando 
un rectAngulo tfpico de Area AyjAx k y la franja rec¬ 
tangular correspondiente a la primera suma de la su¬ 
ma doble. 

1. y= l/x 2 , y = -x 2 , x = 1, x = 2 

2. y = yjx, y = -x, x = 1, x = 4 

3. y 2 = -x, x — y = 4, y = -1, y = 2 

4. x = y 2 , y - x = 2, y = -2, y = 3 

5. y = x, y = 3x, x + y = 4 

6- x — y -h 1 = 0, 7x — y — 17 = 0, 2x + y + 2 = 0 

7. y = e x , y = senx, x = -ti, x = ;r 

8. y = In |x|, y = 0, y = 1 

9. y = x 2 , y = 1/(1 +x 2 ) 

10. y * cosh x, y =senh x, x = -1, x = 1 

11. Calcule el volumen del sdlido que se encuentra 
bajo la grAfica de z = 4x 2 + y 2 y sobre la re- 
gi6n rectangular R en el piano xy con vertices 
(0, 0, 0), (0, 1, 0), (2, 0, 0) y (2, 1, 0). 

/ 12. Calcule el volumen del sdlido que se encuentra 
bajo la grAfica ae z = x 2 + 4y d y sobre la re- 
regidn triangular R del piano xy cuyos vertices 
' son (0, 0, 0), (1, 0, 0) y (1, 2, 0). 

Ejercicios 13-20: Represente el sdlido contenido en el 
primer octante y acotado por las grAficas de las ecua- 
ciones dadas; calcule su volumen. 

13. x 2 + z 2 = 9, y = 2x, y = 0, z = 0 


14. z = 4 - x 2 , x + y = 2, x = 0, y = 0, z = 0 

15. 2x + y + z = 4, x = 0, y = 0, 2 = 0 

16. y 2 = 2 , y = x, x = 4, 2 = 0 

17. z = x 2 + y 2 , y = 4 — x 2 , x = 0, y = 0, z = 0 

18. z = y 3 , y = x 3 , x = 0, 2 = 0, y = 1 

19. z = x\ x = 4y 2 , 16y = x 2 , 2 = 0 

20. x 2 + y 2 = 16, x = z, y = 0, 2 = 0 

Ejercicios 21-24: Calcule el volumen del sdlido acota¬ 
do por las grAficas de las ecuaciones dadas. 

21. z = x 2 -l- 4, y = 4 — -X 2 , x + y = 2, z = 0 

22. y = x 3 , y = x 4 , z — x - y = 4, z = 0 

23. x 2 + z 2 = a 2 y x 2 -I- y 2 = a 2 donde a > 0 

24 x 2/3 + y 2/3 z 2/3 = a 213 donde a > 0 

Ejercicios 25-30: La integral iterativa representa el vo¬ 
lumen de un sdlido. Describalo. 

J-J,-7V + yVy*c 

26 Jo n/25 - - y 2 dy dx 

21 ■ $f^ x+ y )dxd y 
“• Jo ^ + y* dx *y 

w - £J->^ 
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17.4 


integrai.es dobles en coorpenadas polares 


En esta secckm se discute c6mo evaluar una integral doble 
sobre una regidn R en un piano coordenado y que estiJaco- 
tada por grdficas de ecuaciones polares. Consideramos pri- 
mero la regidn polar elemental de la Figura 17.24, delimita- 
da por arcos de circunferencia de radios r x y r 2 , con centro 
en el origen, y por dos rayos que parien de este panto. Si A0 
denota la medida en radianes del angulo entre Eos rayos y 
Ar = r 2 - entonces el drea A A de la regidn es 

A A = irf AO - irf AO. 

Esta fdrmula tarnbkn puede escribirse como 

AA = \(r 2 2 - rj) AO = \(r 2 + r r )(r 2 - r x ) AO, 

Si se denota el radio medio \(r 2 + r x ) por F, entonces 

A A = rAr AO. 


FIGURA 17.94 

= r Ar AO 



Luego se eonsidera una region R del tipo ilustrado en Ea Figura 17.25(i), acotada 
por dos rayos que forman angulos positives a y 0 con el eje polar, y por Las grdficas 
de dos ecuaciones polares r » g x (0) y r = £ 2 (0). Supongase que las funciones g x y 
0 2 son continuas y que^,(0) < para todo 0 en el intervale 1«, 0]. Si R se subdL 
vide por medio de arcos de circunferencia y rayos como se muestra en la Figura 17.25(H), 
entonces el conjunto de regiones polares elementaies /? h R 2f ,. R n que estdn com- 
pletamente comenidas en R es una partkitin polar interior P de R. La norma ||P]| de 
P es la Eongitud mayor de las diagonales en las R k . Si se escoge un punto (r kt 0 k ) en 
R k tal que r k es el radio medio, entonces 


A A k - r k Ar k AQ k > 


Para una funcidn continua / de las variables polares r y 6 , se puede demostrar el 
siguiente resultado. 


TEOREMA (17.11) 

|im !/(/•*. b k )r k Ar k &.Q k = jjf(r,9)dA 

II ^ M * g 


- JTO- 


FIGURA 17.93 
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El integrando al Iado derecho de (17.11) es el producto de f(r, 0) y r. Esto se debe al 
hecho de que AA es iguaJ a r k Ar k AO k . 


F1GURA 17.26 



La integral iterativa (17.11) puede considerarse como 11- 
mite de sumas dobles. Frimero se mantiene fijo 0 y se suma 
a lo largo de la regidn en forma de cufia, ilustrada en la Fi- 
gura 17.26, desde la grdfica de g , hasta la gnifica de g 2 . Con 
la segunda suma se describe la regidn haciendo variar 6 de 
a a 0. La integral iterativa denota el limite de estas sumas 
cuando II PH tiende a cero. 


Si f(r, 6) = 1 en toda /?, entonces la integral en (17.11) 
es *g ua l a l ^ rea de R. Esto se concluye tambien de los resul- 
tados del Capitulo 13, ya que despu^s de la primera integracidn parcial con respecto 
a r, se obtiene la fdrmula del Teorema (13.12). 


EJEMPLO 1 Calcular el area de la regidn R que se encuentra fuera de la gnifica de 
r = a y dentro de la grafica de r = 2a sen 6. 


F1GURA 17.27 



Solucion La regidn esta en la Figura 17.27 junto con una 
cufta tfpica de regiones polares elementales obtenida al su- 
mar desde la frontera r = a hasta la frontera r = 2* sen0. 
Luego se describe o barre la regidn haciendo variar 6 de tt/6 
a 5 tt/6. (Con frecuencia se comete el error de hacer variar 
0 de 0 a tt. ^Por qu6 es incorrecto lo anterior?) 

Del Teorema (17.11) con /(r, 6) = 1, 

R 


Para simplificar las operaciones puede usarse la simetria de R con respecto al eie y. 
En este caso se hace variar 6 de ir/6 a ir/2. y se multiplica por 2 el resultado. Asi 



EJEMPLO 2 Calcular el area de la regidn R acotada por un rizo del lemniscato (o 
lemmscata) r 2 = a 2 sen 26 donde a > 0. 
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FIGURA 17.98 



Solucion La curva est4 en la Figura 17.28 junto con una 
cufla de regiones polares elementales obtenida sumando des- 
de el origen (r «* 0) hasta la frontera r 2 = a 2 sen 20 de R en 
el primer cuadrante. Luego se describe tal rizo haciendo va- 
riar 6 de 0 a ir/2. (Observese que r no estd de/inido para 
t/2 < 0 < k o bien 3*72 < 0 < 2k.) 

Por el Teorema (17.11), 

R 

= s: 2 * r "io 1,1 m =4 r sen 20 d ° 

— cos 20jl 2 ™ 1 — 1 ] — • 


En eondiciones adecuadas, una integral doble en coordenadas rectangulares se puede 
transformar en una integral doble en coordenadas polares. Primero se sustituyen en 
el integrando las variables x y y por rcos 0 y r sen0. Luego se sustituye en la integral 
iterativa dydx o bien dxdy por rdrdd o bien rdGdr. La siguiente fdrmula muestra la 
forma general del integrando* El simbolo de integral doble j| H debe reemplazarse por 
un simbolo de integral iterativa apropiado, 

( 17 . 12 ) ///(*> y) <ty dx = jjf( r «* 0, rsenO) r dr d9. 

U ft 

Si cl integrando /(at, y) de una integral doble y) dA contiene la expresidn 

x 2 + y 2 o si la frontera de la regidn R incluye arcos de circunferencia, entonces el uso 
de las coordenadas polares faciiita la evaluacidn. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 3 Usar coordenadas polares para evaluar 

jlj^^+y^dydx. 

Solucion La regidn de integracidn e$t& delimitada por 
las graficas de y - 0 (el eje x) y y = v n 2 - x 2 (media cir- 
cunferencia), como se muestra en La Figura 17.29* Primero 
sustituimos X 2 + y 2 en el integrando por r 2 y dy dx por rdrdd * Luego se cambian los 
limites a los de coordenadas polares. Haciendo referenda a la Figura 17*29, obtenemos 



FIGURA 17.99 
















FIGURA 17.31 




Las coordenadas polares pueden usarse tambten para integrales dobles sobre una 
regibn R del tipo ilustrado en la Figura 17.30(i). En este caso R est& acotada por los 
arcos de dos circunferencias de radios a y b, y por las gr&ficas de las ecuaciones polares 
0 = h\(r) y 6 = h 2 (r ), donde las funciones h l y h 2 son continuas, y /?,(r) < h 2 (r) 
para todo r en el intervalo [a, b]. 

Si /es una funcibn de r y 0 que es continua en /?, entonces el Ifmite en (17.11) existe 
y la fbrmula de evaluacibn correspondiente estd dada como sigue. 


TEOREMA (17.13) ///<'.*>■" - 

u 


__ 


La integral iterativa en el Teorema (17.13) se puede interpretar en tbrminos de lfmites 
de sumas dobles. Primero se mantiene r fijo y se suma sobre un arco de circunferencia, 
como se ilustra con la regibn coloreada en la Figura 17.30(ii). Luego se describe R su* 
maqdo los t^rminos correspondientes a cada una de estas regiones anulares desde r = a 
hasta r = b. El siguiente ejemplo ilustra este mbtodo. 


EJEMPLO 4 Calcular el area de la menor de las dos regiones acotadas por el eje 
polar, las grdficas de r = 1, r = 2 y la parte de la espiral rd = 1 que se encuentra 
entre 6 = £ y d = 1. 



Solucion La regibn R estd en la Figura 17.31 junto con 
una subregibn anular formada por regiones polares elemen- 
tales. Aplicando el Teorema (17.13) con /(r, 6) = 1: 


a= a dA= a S'," rdedr 

R 

-J 

J -* - 1 • 


Si/(r, d) > 0 en toda una regibn polar R y entonces la integral doble jj* /(r, Q)dA 
en (17.11) puede considerarse como el volumen de un sblido. La diferencia principal 
con las coordenadas rectangulares es que se considera la grdfica S de z = /(r, 0) 
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FIGURA 17.3® 


en coordenadas cilindricas, El sdlicto se encuentra bajo la %t£- 
fica dc S y sobre la region R. Si se usa una partrcion polar 
de R, emonces La expresion f(r k , B k )r k Ar k A& k en (J7.II) 
ptiede interpretarse como el volumen de un prisma de altura 
f(r ki ®k) Y area de la base r k Ar k AB k , como se ilustra cn la 
Figura 17.32. El Limite de las sumas de estas expresiones es 
igual al volumen. 


EJEMPIO S CaLcular el volumen V dd solido acotado por 
d paraboloide z — 4 - x 1 - y 1 y por el piano xy. 

Solution La parte del sdlido induidaen el primer octante estd en la Figura 17.330), 
Por simetria, basta encontrar el volumen de esta pane y multiplicar el resuitado por 
4, En coordenadas citfndricas, La ecuacidn del paraboloide es z = 4 - r l . La regidn R 
en el pLano xy esta acotada por los ejes coordenados y un cuarto de la circunferencia 
r - 2. Esto se muestra en La Figura I7,33(ii) junto con una cufla de regiones polares 
element ales, 

De acuerdo con la discusidn anterior a este ejempto, con f{r t 0) = 4 - r\ 



V = 4 f |* (4 - r 1 ) A A = 4 J o ' 2 J** (4 - r*)r dr <10 


= 4 jr t* 2 - i s]i d ° = 4 r 4 de = nr = **• ' 


El mismo problema, en coordenadas rectangulares, Ueva a la siguiente integral dobte: 
V = 4 (J(4 - x 2 — y 2 ) dA - 4 j ~ Jj (4 - x 2 - y 2 ) dy dx. ■ 

R 

41 


FIGURA 17.33 

(I) 




La evaluacidn de esta tiltima integral convencera de las ventajas de usar coordenadas 
cilindricas (o polares) en ciertos problemas. • 
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EJERCICIOS 17.4 


Ejercicios 1-6: Use una integral doble para calcular 
el Area de la regidn indicada. 

1. Un rizo de r = 4 sen 30. 

2. Un rizo de r = 2 cos 40. 

3. Dentro de r = 2 - 2 cos 0 y fuera de r = 3. 

4. Acotada por r = 3 + 2 sen 0. 

5. Acotada por el rizo de r 2 = 9 cos 20 que va de 

0 = —t/4 a 0 = t/4. 


17. J* 0 ‘ J o ' 4 ' cos (x 2 + y 2 ) dx dy 


19. Calcule el volumen del sdlido que se encuentra 
dentro de la esfera x 2 + y 1 -l- z 2 = 25 y fuera 
del cilindro jtr 2 + = 9. 


20. Calcule el volumen del sdlido que se obtiene cor- 
tando el elipsoide 4* 2 + 4^ 2 + z 2 = 16 con el 
cilindro jc 2 -f- _v 2 = 1. 


6. Dentro der = 3 sen 0y fuera der = 1 + sen0. 

Ejercicios 7-12: Use coordenadas polares para evaluar 
la integral. 

(■** + y 2 ) V2 dA para la regidn R acotada 
por la grafica de x 2 + y 2 - 4. 

8- 1U * 2 (x 2 + y 2 )*dA par a la reg idn R acotada 
por las grAficas de y = y/l — x 2 y y - 0, 

JJk [x 2 /(x 2 + y 2 )] dA para la regidn R que se 
encuentra entre las circunferencias concentricas 
x 2 -l- y 2 = a 2 y x 2 + y 2 = b 2 , donde 0 < 
a < b. 

,0 * JJ* U 2 + f 2 )dA para la regidn R acotada por 
la grAfica de (x 2 + y 2 ) 2 - x 2 - y 2 . 

JJk (x + y) dA para la regidn R acotada por la 
grAfica de x 2 + y 2 — 2y = 0. 

12- v-v 2 -I- y 2 para la region triangular R con 
vertices (0, 0), (3, 0) y (3, 3). 

Ejercicios 13-18: Evalue la integral. 


21. Calcule el volumen del sdlido delimitado por el 
cono z = r y el cilindro r - 2 cos 0. 

22. Calcule el volumen del sdlido delimitado por el 
paraboloide z = 4r 2 , el cilindro r - 3 sen 0 y 
el piano z = 0. 

23. Calcule el volumen del sdlido que se encuentra 
dentro de las grAficas de x 2 + y 2 + z 2 = 16 y 
x 2 + y 2 - 4y = 0. 

24. Calcule el volumen del sdlido acotado por las grA¬ 
ficas de z = 9 — x 2 — y 2 y z = 5. 

25. Sea R a la regidn acotada por la circunferencia 

x 2 + y 2 = a 2 . Evalue la integral impropia de- 
finida por 

/-*« dx dy = Km dA, 

26. (a) Se puede demostrar con metodos avanzados 

que 

A ^ •- * jr. r-** *. 


* 3 - t-.^ e ' ,xl *’ 1)d y dx 
U - jo Jo" ” {X * + W 2 dy dx 

15. If ' dy dx 
J0 s/x 2 + y 2 

i« 


Use esto y el Ejercicio 25 para demostrar que 
e x ‘dx=\Tr. Interprete geomAtrica- 
mente este resultado. 

(b) Use la parte (a) para demostrar que 


, r 

2tt 


e' x * 2 dx = 1. 


(Este resultado es impc ^ante en el campo 
de la estadistica.) 


17.5 


AREA DE UNA SUPERFICIE 

En la Seccion 6.5 se obtuvieron fdrmulas para el Area de una superficie de revolucidn. 
En esta seccion se presenta un metodo para calcular las areas de superficies mas genera- 
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FIGURA 17.34 




/U*yt 

nr~ 


as* 




tes. Sea /una funcidn con primeras derivadas parciales con- 
tinuas, tal que f(x f y) £ 0 en toda una regidn R del piano 
xy • Sea 5 la parte de la grAfica de /cuya proyeccidn en el 
piano xy es /?, como se ilustra en la Figura 17.34. Para sim- 
plificar ta discusidn, se supondrA que ningun vector normal 
a S es paralelo al piano xy . A continuacion se definirA el Area 
A de S y se obtendrA una formula que puede usarse para cal- 
cular A. 

Sea P = {/?*} una particidn interior de R, donde las 
longitudes de los lados de los rectAngulos R k son Ax k y Ay*. 
Sea (x k , y*, 0) un punto cualquicra loealizado en R k y sea 
B k {*k* ykrf( x k . y k )) el punto correspondiente en S. Consi 
deremos ahora el plane langente a 5 en B k . Sean AT"* y AS k las Areas de las regiones 
en el piano tangente y en S, respectivamente, que se obtiene proyectando R k vertical- 
mente hacia arriba (v£ase la Figura 17,34). Si la norma || P|| de la particidn es pequefta, 
cntonces AT k es una aproximacidn a A S kt y X* A 7* es una aproximacidn al Area A de 
S. Como esta aproximacidn mejora cuando ||P|| tiende a 0, se obtiene el siguieme Je¬ 
suit ado. 




DEFINICION DEL (17.14) 
AREA DE UNA 
SUPERFICIE 


A - lim Xa T k . 
IIpH-oT 


t 

* 


FIGURA 17,15 



Para encontrar una fdrniula integral para A se escogc 
(-**» y*i 0) como La esquina de R k mAs cercana al origen. 
Sean a y b los vectores con punto inicial y kf f(x kt y*)) 

que son tangentes a las trazas de S en los pianos y = y k y 
x = x k , respectivamentc, como se ilustra en la Figura 17,35^ 
en la que se muestra un rectAngulo aislado. Usando la inter' 
pretaddn geom&rica de las derivadas parciales dada en la Sec- 
ci6n 16.3 t las pendientes de las rectas determinadas par a y 
b en estos pianos son f x {x t > 3V) y fy(x ki y*), respectivamen- 
te. Results que 


a ^ A.x*i + Ux kl y k ) Ax*k 
b = &y* j + fytxk* yk) Ay*k. 


El Area A T k del paralelogramo determinado por a y b es || a x b ||. Como 


se tiene, 


axb = 


Ax k 


0 


j k 

0 Mx k , y*) Ax* 
Ay* /(**,>>*) Ay* 


a * b = -/*<**> A) Ax* Ay*i - //x* t y k ) Ax* Ay*j + Ax* Ay* k. 
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Por lo tanto, 

= ||a x b|| = \[f x (x k , y k )] 2 + [f y (x k . y t )] 2 + I Ax* Ay* 

donde Ax*. Ay* = A/4*. Si, como en (17.14), se toma el limite de las sumas de las A 7} 
y se ap/ica la definicidn de la integral doble, se obtiene lo siguiente. 


INTEGRAL PARA EL (17.15) 
AREA DE UNA 
SUPERFICIE 



La fdrmula en (17.15) tambien puede servir aunque f(x, y) < 0 en algunos puntos de R. 


EJEMPLO 1 Sea R la region triangular del piano xy con vertices (0, 0, 0), (0, 1, 0) 
y (1, 1,0). Calcular el 4rea de la superficie de la parte de la grifica de z = 3* + y 2 
que se encuentra sobre R. 


FIGURA 17.36 


(0. II 

r 

i .0.0 



y = * 

r 


2 


FIGURA 17.37 



Solucion La regidn R del piano xy esta acotada por las 
grdficas dey = x, x=0yy = 1, como se muestra en la 
Figura 17.36. Empleando /(x, y) = 3x + y 2 y aplicando 
(17.15), obtenemos 


A = //v'3 2 + (2y) 2 + 1 dA = (10 + 4y 2 ) 1/2 dx dy 

= Jo I " 0 + V) l/S *K ** = Jo (I ° + V) ,/2 y dy 


= l2 (, o + 4y 2 ) 3/2 


I 


I4 3/2 _ , 0 3/2 
12 “ 


1.7 


EJEMPLO 2 Calcular el 4rea de la superficie de la parte de 
la gr&fica de la ecuacidn z — 9 — x 2 — y 2 que se encuentra 
por arriba o en el piano xy. 

Solucion La grdfica esti en la Figura 17.37. Por (17.15), 
•4 = JJ v / (-2x) 2 +(-2y) 2 + I dA 

R 

= //V4x 2 + 4y 2 + 1 dx dy 

R 


para la regidn R del piano xy acotada por la circunferencia x 2 + y 2 = 9. Si usamos 
coordenadas polares para evaluar la integral doble, entonces la ecuacidn de la frontera 
circular de R es r = 3 y por lo tanto, 


Podemos demostrar que A = t( 37 3/2 - l)/6 ^ 117.3. 
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Se pueden obtener formulas semejantes a (17.15) cuando la superfine S dene pro- 
yecciones adecuadas sobre los pianos yz 0 xz. Por ejempfo, si S es la grdfica de una 
ecuacidn y = g(x, z) y su proyeccibn en el piano xz es /?„ entonces 

A = fj >/[»,(*, z)] 2 + OJx, 2 )] 2 + 7 dA. 


ft, 

Tambidn se puede dar una formula 


EJERCICIOS 17,5 

2, Calcule el area de Ja superficie dc la pane de la 
gr^fica de z - y + k* 3 que se encuentra sobre 
la region cuadrada del piano xy con vertices 
{0, 0. 0), (1, 0, 0), (I s I, 0) y (0, l p 0), 

2, Determine el area de la region del piano z = y + 

I que se encuentra dentro del cilindro jr 3 + 

= L 

3, Calcule el Area de la parte de la grAfica de Ja ecua- 
d<kt (x/a) + (y/t) + ( z/c) = I queestAden- 
tro del cilindro x 2 + y 2 = d 2 f donde a f b t cy 
d son numeros reales positives, 

4, Plantee, pero no evaltie, una integral para cal- 
cular el Area de la superficie de la parte de la es- 
fera x 1 + y 2 + z 1 = 4 que se encuentra sobre 
la region eu ad rad a del piano xy t con vertices 
(1, 1, 0) t <1, -I, 0), (-1, 1, Q) y (-1, -1, 0), 

5, Cakule el Area de la superficie de la parte de La 
esfera con ecuacidn x 2 + y 2 + z 1 - a 1 que se 
halla dentro del cilindro x 2 + y 1 — ay - 0. 


este tipo cuando S esti dada por x = h(y t z ). 


t, Calcule el Area de la superficie de la parte del ci¬ 
lindro y 1 + z 2 - a 2 que se encuentra dentro del 
cilindro x 2 + y 1 = a 2 * 

7, Calcule d area de la superficie de la parte ddpa- 
raboloide z - x 2 + y 2 que sc obtiene al cortar- 
lo por el piano z — I * 

S. Sea R la regi6n triangular dd piano xy con verti¬ 
ces (0, 0. 0), (0, 2 t 0) y (2» 2 P 0). Calcule el Area 
de Ja superficie de la pane de la grAfica dc z = 
y 2 que se encuentra sobre /? + 

9* Calcule el Area de la superficie de Ja parte de la 
grAfica de z « xy que esta dentro del cilindro 
x 2 + y 1 - 4 + 

10, Calcule el Area de la superficie de la parte dd pa- 
raboloide hiperbplico z - x 2 - y 2 que se en- 
cuentra en cl primer octant e dentro dd cilindro 

jr 2 + y 2 = I. 


17.6 


INTEGRATES TRIPLES 


Las integrates triples de una funcidm/de ires variables x, y, z se pueden definir siguien- 
do un proceso de cuatro pasos parecido al que se usd para las funciones de dos varia¬ 
bles en la Seccion 17.,. A continuacidn se definen para el caso mas sencillo, cuando 
/es continua en un paralelepipedo rectangular Q dado por 


Q = {(*. y, 2): a <. X s b, C < y <. d, m s= z < n) 

como se ilustra en la Figura 17.38(i). Si se divide Q en subregiones Q t , Q 2 . Q„ me- 

diante pianos paralelos a los tres pianos coordenados (vdase la Figura 17.38(ii)>, enton¬ 
ces el conjunto {Q t \ es una particidn P de Q. La norma |[P|| de la particidn es la 






FIGURA 17.3 8 
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longitud de la mayor de las diagonales de todos los Q k . Si Ax k , Ay k y Az k son las Ion- 
gitudes de los lados de Q k , como en la Figura 17.38(iii), entonces su volumen A V k es 


Ay k A z k . 

Una suma de Riemann de / para la particidn P es una suma como 

£f(u k ,v k ,w k )AV k 

k 

donde ( u k , v*, w k ) es un punto arbitrario en Q k . El limite de las sumas de Riemann 
cuando ||P|| 0, se define como en el caso de las funciones de dos variables. Si el 

limite existe, se denota por y , z)dV y se llama integral triple de / sobre Q. 

A continuacion se tiene, usando la notacion de limites. 


INTEGRAL TRIPLE (17*16) 
DE f SOBRE 0 


Se puede demostrar que si Q es la region en la Figura 17.38(i), entonces 
JJJ7(x, y,z)dV = £ J" £ f(x, y, z) dx dy dz. 

Q 

La integral iterativa del lado derecho se evalua de dentro hacia afuera. Asf, primero 
se integra con respecto a x (manteniendo y y z fijas); luego con respecto ay (mantenien- 
do z Fija) y despues con respecto a z. Hay otras cinco integrales iterativas equivalentes 
a la integral triple de /sobre Q. Por ejemplo, si el orden de integracion es y y z, x y se tiene 

jyjVlx, y, z) dV = £ £ £ fix , y, z) dy dz dx. 

Q 

Cuando Q es el paralelepipedo rectangular sombreado en la Figura 17.38(i), el or¬ 
den de integracion no altera el resultado. 
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EJEMPLO 1 Evaluar j 11 lxy y z 2 dV para 
0 

Q = {(*, y, ?): “1 s x s 3, 1 s y s 4, 0 s : < 2), 

Solucion De las seis integrates iterativas posibles elegimos la siguiente: 

r j. i So 2xy * zi dz dx dy ■ jr j., x >-]i dx dy 

* f Hxyi dx dy =, dy 

= | * (36y 3 - 4y 3 ) dy = 8y 4 ]* = 2040, 

En el Ejercicio 1 se pide evaluar la integral con los otros cinco drdenes de integra¬ 
tion. • 

Pueden deflnirse las integrals triples sobre regiones mds complicadas. For ejem- 
plo t sea R una regidn del piano xy que se puede dividir en subregiones del Tipo I y 
del Tipo II, y sea Q la regidn en tres dimensiones definida por 

Q m {(x , y> z): (x, y) esta en R y k^x, y) < z s k 2 (X* y}} 

donde las funciones k\ y k 2 tienen primeras derivadas par- 
ciales continuas en /?< La regidn Q se eneuentra entre las grd- 
ficas de z = *|<*» y) y z = k 2 (x t Ph V arrtba o abajo de 
la regidn R (vease la Figura 17.39), Si Q se subdivide mediante 
pianos paralelos a los tres pianos coordenados, entonces los 
paralelepipedos (pequefios) Q x t Q 2j Q n resuitantes que 
se encuentran compleiamente deniro de Q son una partition 
interna P de Q. En la Figura 17 J9 se muestra un elemento 
tipico Q k de una partition interna de Q> , 

Una sums de Riemann de / para la particidn P es una 
suma de la Forma£*/(!/*, v*, w k )&V kl donde (i/* t v kt w*) es un punto arbitrario en 
Q kt y AV k es el volumen Q k . La integral triple de / sobre Q se define tambien como 
el limite en (17,16). Si / es cominua en Q, se puede demostrar el siguiente resultiado. 


FIGURA 17.39 



TEOREMA DE (17.17) 
EVALU*Cl6N 


S!Sf(x,y,z)dV 

Q 


!S[S*SZ fix ' y ' ^ d A dA 


La notacitin en el lado derecho de (17.17) significa que se Integra primero con res- 
pecto a z y tuego se evalua la integral dobie resultante sobre La region R del piano Jty 
usando los mfrodos de la Seccidn 17,2. Si R es del Tipo 1, como en la Figura 17.9(i) t 
entonces 


JJJ 'f( X .y.z)dV 

Q 


ft> Ctni *i p' 

Ju Jfc 


Aj (ac.yl 


f(x r >\ 1 ) dz dy dx. 


El simbolo del lado derecho de esta ecuacidn es una integral triple iterativa. Se evalua 
con integraciones parctales de f(x ; y % z) en el orden z , y\ x, sustituyendo los bmites 
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de integracidn de la manera acostumbrada. Andlogamente, si R es del Tipo II, como 
en la Figura 17.9(ii), entonces 


jjj/(x, y, z) dv = s:;;:;; a*. y , z » & d y . 


FIGURA 17.40 



At, 


Es util considerar a una de las dos integrales como el li- 
mite de una suma triple : 

XXI/(«/. »’*) Ar* Av, A.x ( , 

donde la primera suma (con respecto a k) corresponde a una 
columna de paralelepipedos (pequeflos) en la direccidn del eje 
z , desde la superficie de abajo (con ecuacidn z = Ar,<x, ^)) 
hasta la superficie de arriba (con ecuacidn z = k 2 (x, .y)), co¬ 
mo se ilustra en la Figura 17.40. Las otras dos sumas se efec- 
tuan sobre la regidn R del piano xy , como en el caso de las 
integrales dobles de la Seccidn 17.2. 


EJEMPLO 2 Expresar JJj< 2 /(.x, y , z)dV como una integral iterativa, para la regidn 
Q en el primer octante acotada por los pianos coordenados y las grdficas de z - 2 = 
x 2 + i y 2 y x 2 + y 2 = 1. 

Solucion Como se puede ver en la Figura 17.41(i), Q se encuentra bajo el parabo- 
loide z = 2 + x 2 + \y 2 y sobre la gnifica de z = 0 (el piano xy). La regidn R del 
piano xy estd acotada por los ejes coordenados y la grdfica de y = v /l - .x 2 En la fi- 
gura tambi^n aparece una columna que corresponde a la primera suma sobre los para- 
lelepfpedos de volumenes, en la direccidn del eje z. Como la columna va 

del piano xy (z = 0) al paraboloide, el Ifmite inferior de integracidn con respecto a z 
es z = 0 y el lirnite superior es z = 2 + x 2 + i y 2 . La segunda y la tercera integra- 
ciones son sobre la regidn R del piano xy (vease la Figura 17.41(ii)). Entonces, la inte¬ 
gral en (17.17) tiene la forma 


n r2+x*+at4)y 2 f 

Jo Jo Jo Ax,y.z)dzdydx 


FIGURA 17.41 

(i) 




(W) 
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Si f{x, y, z) - 1 en Q, entonces la integral triple de /sobre Q se escribe como 
JIfe d v y s “ v alor es el volumen de la regiOn Q. El volumen V de la regiOn Q del Ejem- 
plo 2, ilustrada en la Figura 17.41(i) es 


V 


p i j\ i-* 1 r2+*»+<i/«w> 

In Jo Jo 


dz dy dx. 


EJEMPLO 3 Calcular el volumen del sOlido acotado por el cilindro y = x i y los pia¬ 
nos y + z= 4yz = 0. 

Solucion El solido estd en la Figura 17.42(1) junto con la columna correspondiente 
a la primera suma en la direction del eje z- Observese que la columna va de z - 0 a 
z = 4 - y. La regiOn R del piano xy se muestra cn la Figura 17.42(ii) junto con la fran- 
ja correspondientc a la primera integration (de una integral doble) con respecto a y. 
Aplicando (17.17) con fix, y, z) ~ 1, 

V = J -2 £ * d >’ dx = J-\ £ < 4 - y) dy dx 

= SI 2 [*y - dx = J : , (8 - Ax 1 + ±x*) dx 

= 8.x - fjc 3 + A-X 5 ]* J = ^ as 17. 

Si us£ramos el orden dxdy para la integral doble, entonces la franja en la Figura 
17.42(H) seria horizontal y 

y= £ 5ZjS« > dzdxdy - 


FIGURA 17.** 



Se puede demostrar que el valor de esta integral es tambien 


Algunas integrales triples se pueden evaluar mediante una integral triple iterativa, 
en la que fa primera integration se efectiia con respecto ay. Asl, sea 


Q = {(-X, y, r): a <.x ^b, /i,(.v) 5:5 h 2 {x), k,[x, z) & y < t 2 (.x, z)} 
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FIGURA 17.43 


:~h ,U) 



TEOREMA DE (17.18) 
EVALUACION 



>• 


x) 


donde h x y h 2 son funciones continuas en [a, b] y k u y k 2 
son funciones con primeras derivadas parciales continuas en 
la region R del piano xz , que se muestra en la Figura 17.43. 
N6tese que Q se encuentra entre las graficas de y - £,(*, z) 
y y = k 2 (x, z). La proyeccion R de Q sobre el piano xz es 
una region del Tipo I. En este caso se tiene el siguiente re- 
sultado. 


— 




jjjav, * z ) dv = /; a*. >■. » d y dz d X . 

0 _ 


La integral iterativa en (17.18) se puede interpretar como el lfmite de las sumas triples 
que se obtienen sumando primero sobre una columna horizontal de pequeftos paralele- 
pipedos, en la direccidn del eje desde la superficie de la izquierda (con ecuacion y - 
k\(x, z)) hasta la superficie de la derecha (con ecuacidn y = k 2 (x , z)), como se indica 
en la Figura 17.43. Se puede evaluar la integral doble resultante sobre la region R del 
piano xz, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 4 Calcular el volumen de la regidn Q acotada por las graficas de z = 3or 2 , 
z = 4-x 2 ,y = 0yz + y = 6. 

Solucion Como se puede ver en la Figura 17.44(i), Q se encuentra bajo el cilindro 
Z = 4 - x 2 , y sobre el cilindro z = 3jc 2 , a la derecha del piano xz y a la izquierda del 
piano z + y = 6. Entonces, Q es una regidn del tipo ilustrado en la Figura 17.43, don¬ 
de k](x, z) = 0 y k 2 (x y z) = 6 - z. La region R del piano xz aparece en la Figura 
17.44(ii). Aplicando (17.18), 

v ==J-. & x ‘ So' dy dz dx= S~i £■ 1 (6 - z) dz dx 

Q 

= J! j [te - 2 Z 2 ]]J dx = , (16 - 20x 2 + 4x 4 ) dx = ^ % 20.3. 


FIGURA 17.44 

0) 



(ii) 


(-1. 3) 
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FIGURA 17.45 


Si usaramos un orden de intcgracidn diferente, seria necesa- 
rio evatuar varias integrales triples. UPuede verse a que se 
debe esto?) • 



Finalmente, si Q es una regidn del tipo ilustrado en la 
Figura 17.45, dondep t y p 2 son funciones con primeras de- 
rivadas continuas en una regidn adecuada R del piano yz, en- 
lonces 



e 


a 


En la ultima integral doble iteraiiva dA se pucdc reemplazar por dz dy o bien dy dz . ' 

EJEMPIO 5 En d Ejemplo 3 se consider 6 ei sdlido delimitado por el cilindro ^ = x 2 
y los pianos y + z = 4yr=Q. Caicular el volumen integrando primero con respecto 
a x . 

Solution El sdlido aparece otra vez en la Figura 17.46* Imegrar primero con res- 
pecio a x corresponde a una suma sabre una columns de pequefios paralelepipedos en 
la direccidn del eje X, desde la grafica de x = Wy hasta la grafica dex - v^. La region 
R del piano yz se encuentra entre estas grdficas y mi acotada por el eje y t el eje z y 
la recta y + z = 4, como $e muestra en la Figura 17.46(h). 

Si la segunda integraci6n es con respecto a y, como se indica mediante la franja 
de rectangulos en (ii) de la figura> entonces 



Puede veri Hearse que el valor de esta integral es . Si hacemos la segunda integracidn 
con respecto a z en vez de con respecto a y t entonces la integral iterativa es 



En la siguiente seeddn se usar&n integrales triples para encomrar el centra de masa 
de un sdlido. Se concluye esta seccidn con el anilisis de la primer a aplicacidn: caicular 
la masa de un sdlido. 

FIGURA 17.46 
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Se dice que un s61ido de masa m y volumen V es homogeneo si la masa est£ distri- 
buida uniformemente en el sdlido. La densidad (o masa especi'fica) 6 se define por 


K - m 

8 ~ V 


o bien m = 6 V 


FIGURA 17.47 



entonces 6 es masa por unidad de volumen. Si, por ejemplo, m se mide en gramos (g) 
y V en cm 3 , 5 se expresa en g/cm 3 . 

A continuacidn se considera un sdlido no homogeneo, 
es decir, uno en el que la densidad no es la misma en todo 
el sdlido. Por ejemplo, un objeto puede estar formado por 
diferentes metales, como cobre, hierro y oro. Comenzamos 
introduciendo un sistema coordenado, como en la Figura 
17.47, en el que la region Q tiene la forma del solido. Para 
definir la densidad 6(*, y y z) en un punto P(x, y , z ), consi- 
deramos la subregidn con forma de paralelepipedo Q k que 
contiene a P, y tiene volumen AK^y masa A m k (v6ase la Fi¬ 
gura 17.47). Si la mayor de las diagonales || A V k \\ del para¬ 
lelepipedo es pequena, entonces se espera que Am k /A V k sea 
una aproximacion de 6 (jc, y> z). De esta manera se tiene la 
siguiente definicion. 


DEFINICION DE (17.19) 
DENSIDAD 



<5(x, z) 




lta w 

l|AK k ||-0 

_ 



Si el limite en (17.19) existe y ||AK*|| *= 0, entonces 
A m k ® 6(x , y , z) A V k . 

En algunos casos se conoce la densidad 6(x, y t z) y se quiere calcular la masa. Si 5 es 
una funcion continua y Q es una regidn adecuada, se considera una particion interna 
{Qk) de Q escogiendo un punto (**, y k , z k ) en cada Q k y se forma la suma de Riemann 
y kf z k ) A V k . A continuacion se define la masa m de Q como el limite de estas 

sumas. 


MASA DE UN (17.20) 
SOU DO 


EJEMPLO 6 Un sdlido tiene la forma de un cilindro circular recto con radio de la 
base a y altura h. Calcular la masa suponiendo que la densidad en un punto P es direc- 
tamente prcporcional a la distancia a una de las bases. 
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FIGURA 17.48 



Solucton Introduciendo un ststema de coordcnadas co- 
mo en la Figura 17.48, se ve que cl sdlido esta acotado por 
las grSficas de x 2 + y 2 = a 2 , z = 0 y z = h. Por hipdte- 
sis, la densidad en (jr, y, z) es Hx, y. z) = kz para una cons- 
tante k. Por la forma de 6 y la simetria del solido, se puede 
calcular m para la parte que sc encuentra en el primer octan- 
le y multiplicar el resultado por 4. De acuerdo con (17.20), 


m — 



£kzdzdydx = 4kfc5f r ^ i 


h 2 

2 


dy dx 


FIGURA 17.49 

i I V 

R t 

/■ 

At. yi 


x 


= 2k/i 2 J o v'a 2 - x 2 dx = 2kh l = \ knh 2 a 2 * 

Se puede obtcner un resultado semejante para una lami¬ 
na (superfide de pequefto grosor) con la forma dc una region 
R en d piano xy . Consideramos una subregion rectangular 
R k que contiene al punto P y tiene Area AA k (vease la Figu¬ 
ra 17,49). En este caso, la densidad superficial en P(x , y) se 
define por 


A*, y) = 


■. Ann 
Inn 

ija^IKo & A k 




Las urtidades son las de masa por unidad de area\ como g/cm 2 . Se puede obtener und 
forma andloga a (17.20) para una lamina. 


MASA DE UNA (17,21) 
LAMINA 


"I = JJ <H*, >■) dA 

R 


EJEMPLO 7 Una lamina tiene la forma de un triangulo rectdngulo isosceles con cate- 
tos de longitud a, Calcular su masa suponiendo que la densidad en un punto P es pro¬ 
portional al cuadrado de la distancia al Venice opuesto a la hipotenusa. 


FIGURA 17.50 



Solucion Conviene introducir un sistema de coordcna¬ 
das, como en la Figura 17,50, de manera que la hipoienusa 
del triangulo estd sobre la recta x + y = a y el Venice opuesto 
en d origen. En la figura sc muestra tambien un rectangulo 
tipico R k (de area A/t*) de una partition interna con un pun¬ 
to (x k ,y k ) en el rectdngulo. 

For hipotesis, la densidad en (.r, .v) es de = 

k(x 2 + y 2 ) t para una constante k , Aplicando la Definition 
(17.21) y el Teorema (17.8), obtenemos que la masa es 

m - JJ k{x 2 4 y 2 ) dA * * k(x 2 + > t2 ) dy dx 

R 
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= k J" [x 2 y + iy 3 ]^* = k j‘ [x 2 (a - x) + - x) 3 ] dx. 

Se puede verificar que el valor de esla ultima integral es l ka*. • 


EJERCICIOS 17*6 


1. Evalue la integral del Ejemplo l usando los cin- 
co brdenes de integraci6n diferentes al que se usb 
en la solucibn. 

2. Evaliie 


q = y, z): 1 sx<2 r l <^<0,0<z<3|> 

JJJ (x 4 - 2y 4- 4z )dV 

Q 

para la region de seis maneras diferentes. 
Ejercicios 3-6: Evalue la integral iterativa. 


>• j.x.r‘***'* 

;,t jr*+»•<■■>*<■" 


Ejercicios 7-10: Realice la representacibn de la re¬ 
gion Q acotada por las graficas de las ecuaciones da- 
das y exprese y . z)dV como seis integrales 

iterativas diferentes. 

7. x 4- 2y 4* 3z = 6, x = 0 A y = 0, z = 0 

8. x 2 + y 2 = 9, z*0, r = 2 
9 2 = 9 — 4x 2 — y\ 2 = 0 

10. 36.x 2 4- 9y 2 + 4z 2 = 36 

Ejercicios 11-20: Represente la regibn acotada por las 
graficas de las ecuaciones dadas y use una integral tri¬ 
ple para calcular su volumen. 


15. y 2 + z 2 = 1, x 4- y + z = 2, x = 0 

16. z = x 2 4- y 2 , >’ + 2 = 2 

17. z = 9-* 2 , r = 0, y= -1, y = 2 

18. v = 3.x. x = 2, y = 0, 2 = 0 

19. z = x 2 , z = X 3 , y = z 2 , y = o 

20. y = x 2 + 7 2 , z = x 2 , z = 4, y = 0 

Ejercicios 21-26: La integral iterativa representa el vo- 
lumen de una regibn Q. Describala. 


»• /:« 

jrjrr*** 

2s - 


Ejercicios 17-28: Un sblido tiene la forma de la regibn 
acotada por las graficas de las ecuaciones dadas y su 
densidad es 8. Plan tee la integral para calcular su ma- 
sa m; es decir, exprese m como una integral iterativa 
pero no evalue 6sia. 


27. x 4- 2y + z = 4, .x = 0, y = 0, z = 0; b(.x, \\ z) — 
x 2 4- y 2 

28. z = 4 - x 2 - y 2 , z = 0; 8(x, >\ z) = Ay 


11. z+x 2 = 4, y + z = 4. y = 0. z = 0 

12. x 2 + z 2 «* 4, y 2 + z 1 = 4 

15. y=2-z 2 , y = z 2 , x + r-4, x-0 

14. z - 4y 2 , z = 2, x = 2, x = 0 


Ejercicios 29-30: Calcule la masa de la lamina que tiene 
la forma de la regibn acotada por las graficas de las 
ecuaciones dadas y la densidad indicada. 

29. y = e~ x , y = 0, x *= 0, x — 1 ; b(x, y) = v 2 

30. xy 2 = 1, y = L y « 2; 8(x, v) = x 2 4 - y 2 
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17.7 


MOMENTOS Y CENTRO DE MASA 


En la Secci6n 6.8 se estudiaron los momentos y el centro de masa de una lamina homo- 
genea. En esta seccidn se usan las integrals dobles para generalizar estos conceptos a 
una lamina no homog&neu L con la forma de una region R del piano jry. Si la densidad 
(en este caso la masa por unidad de area) en el punto (x, y) es 5 (at. y), donde 6 ei una 
funcidn continua en R, entonces por (17.21), la masa m de L esta dada por 

= JT ^ dA ■ 

u 

Sea P = {/?*} una particidn interna de R donde, para cada 
(**»y*) es un punto arbitrario en R k (v£ase la Figura 
17.5 J). Como 5 es continua, un cambio pequefio de (x f y) 
da lugar a una variacidn pequefia en la densidad y ); es 

dedr, 5 es cast constante en R k . Entonces, si ||P|| ^ 0, la 
masa A m k correspondiente a R k se puede aproximar por 
&( x k* y*)^^** donde AA k es el area de R k > Suponiendo que 
la masa Am k esta concentrada en el punto (jr*. t y k ) f su mo¬ 
ment o con respecto a I eje * de este clemento de L, es el pro- 
ducto y k &(x kf y k ) AA k . Intuitivamente se espera que la suma 
de los momentos Xa y k 5(x*, y*) AA k sea una aproximacion 
al momenta de la lamina con respecto al eje x. Entonces, se 
define el momento M x de la masa de L con respecto al eje x como sigue: 

m x = iim X y&Xk* yJ &A- ffy^x, y) dA . 

11 pii-*o * M 

Analogamente, el momento M y de la masa de L con respecto al eje y es 

M y = lim X x k Hx t9 y k ) AA k = ffx^.v, y) dA, 

LI i’ll —o k 

Como en laspeftniciones (6.22) y (6.23), se define el centro de masa de la lamina 
como el punto (x, y) tal que x = M/m r y - M x /m. 

Asi se tiene la siguiente definicion. 


HGURA 17.51 



DEFINICION (17.22) 


Sea /. una l&niui con la forma de una region R del pia¬ 
no xy. Si la densidad (masa por unidad de drea) en ( x , jv) 
es 5(a\ y), v 6 es continua en /?, entonces la masa m t los 
monienios M x y M y y el centro de masa ( v, y) son 

(i) m = j/rt(.v, y)dA 

£ 


(”> M x = $}yHx,y)dA\ M v - jj.v5(.v, y)dA 

* K 

M, ■>’> dA M (]>(*, y)dA 

m JJ r 6lx.y)dA ’ m JJ^ #*,» dA 
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Si L es homogenea, entonces 6(x y y) es constante y se puede cancelar en (17.22) 
(iii). Asi, como en la Seccion 6 . 8 , el centro de masa de una ldmina homogenea depende 
s 6 lo de su forma y ( x ; >") se llama centroide de la regidn R. 

EJEMPLO 1 Una Idmina tiene la forma de un triangulo rectangulo isdsceles con cate- 
tos de longitud a. La densidad en un punto Pes directamente proporcional al cuadrado 
de la distancia al vertice opuesto a la hipotenusa. Encontrar su centro de masa. 

Solucion Esta lamina es la misma que la que se conside- 
ro en el Ejemplo 7 de la Seccidn 17.6, donde se coloco el tri4n- 
gulo como en la Figura 17.52. Usando la densidad 6(x y y) = 
k(x 2 4- y 2 ) y encontramos que m = £ ka 4 . De acuerdo con 
la Definicidn (17.22) (ii). 


FIGURA 17.58 



R 

que es igual a f 3 /ca 5 

_L^5 


xk{x 2 -f y 2 ) dy dx y 


Segun (17.22) (iii), 

1 hka 5 


x = 


kka* 


Analogamente, M x = 1*5 ka s y y — \a. Por lo tanto el centro de masa (el punto 
de equilibrio) de la lamina es (|a t ^a). • 


FIGURA 17.53 



EJEMPLO 2 Una lamina tiene la forma de la region R del piano xy acotada por las 
graficas de x = y 2 y x = 4. La densidad en el punto P(x , y) es directamente propor¬ 
cional a la distancia al eje y. Calcular el centro de masa. 

Solucion La region esta en la Figura 17.53. Por hipote- 
sis, la densidad en (x y y) es 6(x y y) = kx y para una constan¬ 
te k. Por la forma de 6 y la simetria de la region vemos que 
el centro de masa esta sobre el eje x y es decir, y = 0. 

De acuerdo con la Definicidn (17.22) (i) e integrando pri- 
mero con respecto a x y como indica la franja de rect£ngulos 
en la Figura 17.53, obtenemos 

m = SS kxdA = k j 2 _J*xdxdy 

R 

= k J_\ jx 2 ]* 2 dy = ik J J 2 (16 - y 4 ) dy = ^k. 

Segun la Definition (17.22) (ii), 

= JJ x(kx) dA = k x 2 dx dy 

R 

= k dy = \k jl 2 (64 - /) dy = H 1 *- 

De mode que. 512 * $ 2Q 

' m 7 128* 7 * 2 ' 86, 

Por consiguiente, el centro de masa es (^, 0). 
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Los momentos M x y M v de la Definicidn (17.22) se Haitian tambien los primeros 
momentos de la masa de L con respecto a los ejes coordenados. Si se usan los cuaclra- 
dos de las distancias a los ejes coordenados, se obtienen los segundos momentos , o mo¬ 
mentos de inercia, I x y I y con respecto al eje x y al eje y , respectivamente. La suma 
I Q = + Iy es el momento polar de inercia o momento de inercia con respecto al po¬ 

lo u origen. En la siguiente fdrmula, I Q se puede obtener tambien como el limite de 
una suma usando el cuadrado de la distancia del origen a (x kt y k ) en la Figura 17.51. 


MOMENTOS DE (17.23) 
INERCIA DE UNA 
LAMINA 


/ v = lim Yyi 6(x k , y k )AA k = J 

6(x, y)dA 

111*11->» * , 

\ 

/ = lim V xi 6(x it y k )\A k - J 

j\x 2 6(a% y) dA 

r liPII-0 ‘ R 

/ 

l () = lim £(4 + yl)d(x k , y k )AA k 
nni-o k 

= //(.v 2 + y z )h(x, y)dA 

R 


FIGURA 17.54 



EJEMPLO 3 Una l&mina tiene la forma del semicirculo ilus- 
trado en la Figura 17.54. La densidad es directamente pro- 
porcional a la distancia al eje x. Calcular el momento de 
inercia con respecto al citado eje x. 

Solucion Por hipdtesis, la densidad en (a, y) esta dada 
por 5(x, y) = ky. Aplicando (17.23), resulta que el momen¬ 
to de inercia con respecto al eje x es 


FIGURA 17.55 


'■ * J-. yiw d >’ dx - k S'-. lv ‘]o" " dx 

-»j: 


(a A - 2a 2 x 2 + .v 4 ) dx. 


Integrando, obtenemos I x = f$ka 5 . 


i 

1 1 \ 

[ BA ,, 

lL__ 


EJE DE 
ROTACI 6 N 


Los momentos de inercia son utiles en problemas en los 
que un objeto gira alrededor de un eje Fijo, como lo hace una 
rueda (o un disco) alrededor de su eje (vease la Figura 17.55). 
Si P es una particula en la rueda que tiene masa m y esta a 
una distancia k del eje de rotacidn, cl momento de inercia 
/ de la masa m de P con respecto al eje es mk 2 . Si la rapidez 
(o velocidad) angular dd/dt es una constante a?, entonces la 
rapidez (o velocidad) lineal v de la particula es ku. For definicidn, la energia cineticu 
E k de P es 


Eg = bur 2 . 

E k = i mk 2 (o 2 — \Ior. 


De manera que 
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Si S€ representa la rueda mediante un disco, entonces se puede deducir la misma formu¬ 
la para la energia cinetica de la rueda introduciendo un Kmite de sumas. La fdrmula 
tambien puede generalizarse a laminas con formas no circulares. Para un ingeniero o 
un fisico, la energia cinetica de un objeto que gira representa el trabajo necesario para 
hacer que el objeto se detenga. Como E K = £ /a? 2 , se ve que la energia cinetica es di- 
rectamente proporcional al momento de inercia. Para una 03 fija, cuanto mayor es la 
* inercia, tanto mayor es el trabajo que habria que realizar para detener la rotacidn. 

Consideremos ahora un solido con la forma de una regidn Q en tres dimensiones 
y supongamos que la densidad (masa por unidad de volumen) en (jc, y , z) es 6(x, y, z), 
donde S es continua en Q. Sea \Q k ) una particidn interna de Q y sea AV k el volumen 
dt Q k . Para un punto (x kl y ki z k ) en Q k (vease la Figura 17.56), la masa que corres- 
ponde es aproximadamente 6(x>, y kt z k ) AV k . De acuerdo con (17.20), la masa del 
solido es el limite de estas sumas, es decir, JJJ 0 $(*, y, z)dV. 

El momento con respecto al piano xy de la parte del solido 
correspondiente a Q k es aproximadamente z k 8 (x k> y k , z k )AV k 
(vease la Figura 17.56). Sumando y tomando el limite se ob- 
tiene el momento M xy del sdlido con respecto al piano xy 
(vease (17.24) (ii)). Los momentos M xz y M vz con respecto al 
piano xz y al piano yz , respectivamente, se obtienen de ma- 
nera parecida. El centro de masa (x, y, 5)del sdlido se defi¬ 
ne en (17.24) (iii). 


MOMENTOS Y (17.24) 
CENTRO DE MASA 
EN TRES 
DIMENSIONES 




El centro de masa del solido en la Figura 17.56 es el punto en el que se puede con- 
centrar la masa total m sin que cambien los momentos con respecto a los pianos coor- 
denados. 

Si el sdlido es homogeneo, entonces la densidad 8 es constante y 8 se puede cancelar 
despues de sustituirla en (17.24) (iii). Por lo tanto, el centro de masa de un solido ho¬ 
mogeneo depende unicamente de la forma de Q. Como eii dos dimensiones, el punto 
correspondiente en los sdlidos geometricos se llama centroide del solido. Para encon- 
trar los centroides se toma 6(x, y, z) = 1 en (17.24). 

EJEMPLO 4 Un solido tiene la forma de un cilindro circular recto con radio de la 
base a y altura h. La densidad en un punto Pes directamente proporcional a la distan- 
cia a una de las bases. Encontrar su centro de masa. 
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FIGURA 17.57 



Solucion El s61ido se consider^ en el Ejemplo 6 de la 
Seccidn 17.6 y ahora aparece en la Figura 17.57. Tomando 
$(*. y, z) = kz, encontramos que m - U-rt/i’a 2 . 

Resulta evidente que el centre de masa esta sobre el eje 
Z y por lo tamo, basta calcular z = M xy /m. Ademds, por la 
forma de fi y la simetrta del sdlido. podemos calcular M xy 
para la parte que esta en el primer octante y multiplicar el 
resultado por cuatro. Usando (17.24), 


M *’ = 4 So Jo "’ 5 ' Jo dz d V dx = 4k Jo J 0 ^ ^ W dy dx 

= ffc/r 1 Jo 2 ~ x 1 dx “ fkh 3 {^na 2 ) = \knh*a z 


Finalmente, 

M xy __ \knh 3 a 2 _ 2 
M {knh 2 a 2 

For lo tanto, el centre de masa estd sobre el eje del cilindro, a una distancia de la base 
inferior igual a dos tercios de la altura* • 


En el siguiente ejemplo solamente se pianteardn las integrates necesarias para obte- 
ner ia solucion, es decir, se escribirdn las integrates iterativas pero no se evaluaran. 


EJEMPLO 5 Un solido tiene la forma de la region en el primer octante acotada por 
las gr&ficas de 4 - z - 9x 2 + y 1 , y = 4*, z = 0 y y « 0, La densidad en el punto 
P(x $ y,z)e$ proporcional a la distancia al origen. Plantear las integrales necesarias pa- 
ra calcular x. 


FIGURA 17,58 



Solucion La regidn estd en la Figura 17*58. La densidad 
en (x, y, z) es o(x t y t z) = k(x 2 + y 1 + z 2 ) U2 t para un va- 
lor k. Usando (17*24), 

m = Sr I'm "' 2 3 So ' k (* 2 + y 2 + * 2 ) m dz dx d v 

M >- = !*'* £4 3 Jo g ' ” xk{x2 + y 2 + dz dx d y- 

y 

_ _ M r: 
m 


Si una particula de masa m se encuentra en el punto (x, y t z), entonces su distancia 
al eje z es (x 2 + y 2 ) ul y su moment© de inercia L con respeeto al eje ^ se define como 
(x 2 + y 2 )m . Andlogamente, los mementos de inercia I x y f Y con respeeto al eje x y al 
eje y son (y 2 + z 2 )m y (x 2 + z l )m> respectivamente, Para los sdlidos que tienen la 
forma de Q en La Figura 17*56 se usan (unites de sutnas de la manera acostumbrada 
para obtener lo siguiente. 
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EJEMPLO 6 Calcular el momento de inercia con respecto al eje de simetria del sdlido 
cilindrico descrito en el Ejemplo 4. 

Solucion El sdlido esta en la Figura 17.57 y 6(x, y, z ) = kz. Usando (17.25) y la 
simetria, 

= 4 jo sr 9 jo (x2+y2)kz d: dy dx 

= 4/c J Q “ J Q '“ ' (x 2 + y 2 ){h 2 dy dx 

= 2kh 2 j°[x 2 y + \y 2 ]l a1 -*’ <ix 

= 2kh 2 [x 2 v V - x 2 + W ( fl2 — * 2 ) 3 ] dx ' 

La ultima integral puede evaluarse con una sustitucidn trigonom^trica o usando una 
tabla de integrales. El resultado es I : = {knh 2 a 4 . • 


EJEMPLO 7 Un sdlido homogeneo tiene la forma de la region Q acotada por las gra- 
ficas de x 2 - y 1 4- z 1 = 0 y y = 3. Plantear una integral triple para calcular el mo¬ 
mento de inercia con respecto al eje y . 


FIGURA 17.59 



Solucion La region es una parte del cono circular recto 
de la Figura 17.59. N6tese que la traza del cono en el piano 
xy es el par de rectas x = ±y. Si denotamos la densidad cons- 
tante por A\ aplicando (17.25) obtenemos 


/ v = P p p ' (x 2 -f z 2 )k dz dx dy. 

JO J-yJ-s-y 2 - jc 2 


Tambien es posible calcular I v multiplicando por 4 el mo¬ 
mento de inercia de la parte del sdlido que se encuentra en 
el primer octante. Asi, 


i *= 4 j . 3 jo tr^ (xi+ ^ dz dx dy • 


Para concluir esta seccion se presenta el siguicnte teorema sobre sdlidos de revolu- 
cion, que lleva el nombre del matematico Pappus de Alejandria (circa 300 D.C.). 
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TEOREMADE (17.26) 


Demostracion Podemos suponer que / es el eje y y R es 
una region en el primer cuadrante, como se muestra en la Pi- 
gura 17.60. Sea una panicidn interna P de R y deno- 
temos por A ,4* a I area de R k . Para cada k, sea (**, y t ) el 
centra del rectdngulo R t . 

Si R gira alrededor del eje y, entonces como se muestra 
en la Figura 17.60, R k genera una envoivente cilmdrica de 
volumcn 2vx k AA k . Entonces, el volumen V del sdlido ge- 
ncrado por R es 

V — lim Y 2jiXj A.4* — Pf*2 jta _ dA. 

ItPIl-O Ji 

AplicandolaDefinicidn(17.22)alcentroide,tomandofi(x, y) = lym ■ A.obtenemos 
V = lie fjx dA — 2n\i y 2nxA, 

K 

Entonces, podemos calcutar el volumen V multiplicando el area A de R por la distancia 
2*.v que el centra de gravedad recorre cuando R da una vuelta alrededor del eje 
y. 


PAPPUS 


FIGURA 17,60 



<y 

JL 


r*) 


-— 


jf 


Sea R una regi6n del piano que se encuentra toda a un 
lado de una recta / en el mismo piano. El volumen gene* 
rado cuando R gira una vez alrededor de / es el producto 
del drea de R por la distancia recorrida por el centroide 
de R. 


FIGURA 17.61 



\ 


EJEMPIO 8 Un circulo de radio a gira alrededor de una 
recta / en el piano del circulo, y que se encuentra a una dis¬ 
tancia b de su centra, donde b > a (vease la Figura 17.61). 
Calcutar el volumcn V del sdlido resultante. (La superficie 
de este soli do en forma de rosea o argolla se llama toroide 
o toro.) 

Solucion El circulo tiene area ira 1 y la distancia reco¬ 
rrida por el centroide es 2itb. Por lo tanto, segtin el Teorema 
de Pappus (17.26), 


V = (2Tb)(ira 2 ) = lirtyb. * 


EJERCICIOS 17.7 

Kjercicios 1-8: Cakule la masa y cl centro de masa de 
la lamina que tiene la forma de la region acoiada por 
las grdficas dc las ccuaciones dadas y la densidad in- 
dicada. 


1. y = -Jx, x = 9, y = 0; *x. y) = x + y 

2. y = x = 8, v = 0: <5(x, y) = y 2 
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3. y = x 2 , y - 4; la densidad en el punto P(x , y) 
es directamente proporcional a la distancia de P 
al eje y. 

4. y = x\ _v = 2x; la densidad en el punto P(x y y) 
es directamente proporcional a la distancia de P 
al eje x. 

' 5. y = e“*\ y = 0, x = — 1, x = 1; <$(x, y) = \xy\ 

6. y = senx, y = 0. x = 0, x — n\ <5(x, y) = y 

7. y = sec x, x = -tt/4, x = rc/4, y = 1/2; 

<*(x, y)~ 4 

8. y = In x, y = 0, x = 2; <5(x, y) = 1/x 

9. Determine l xy I v y I Q para la lamina del Ejerci- 
cio 1. 

10. Determine I xy I y y I Q para la lamina del Ejerci- 
cio 2. 

11. Determine I x , I y y I Q para la lamina del Ejerci- 
cio 3. 

12. Determine I xy l y y I Q para la lamina del Ejerci- 
cio 4. 

13. Una lamina homogenea tiene la forma de un cua- 
drado de lado a. Calcule el momento de inercia 
con respecto a (a) un lado; (b) una diagonal; (c) 
el centro de masa. 

14. Una lamina homogenea tiene la forma de un 
triangulo equilatero de lado a. Calcule el momen¬ 
to de inercia con respecto a (a) una altura; (b) un 
lado; (c) un vertice. 

15. Si un sdlido de masa m tiene momento de iner¬ 
cia / con respecto a una recta, entonces su radio 
de giro es, por definicidn, el numero positivo d 
tal que / = md 2 . Esta formula implica que el 
radio de giro es la distancia de la recta en la que 
toda la masa puede concentrarse sin que el mo¬ 
mento de inercia del solido cambie. Calcule el ra¬ 
dio de giro en (a) del Ejercicio 13. 

16. Consulte el Ejercicio 15. Calcule el radio de giro 
en (a) del Ejercicio 14. 

Ejercicios 17-18: Calcule el centro de masa de Q. 

17. La densidad en un punto P de un cubo Q de la¬ 
do a es directamente proporcional al cuadrado 
de la distancia de P a una esquina fija del cubo. 

18. Sea Q el tetraedro acotado por los pianos coor- 
denados y por el piano 2x + 5y + z - 10. La 


densidad en el punto P(x, y, z) es directamente 
proporcional a la distancia de P al piano xz. 

Ejercicios 19-20: Plantee, pero no evalue, las integra¬ 
ls necesarias para calcular el centro de masa del s61i- 
do Q que tiene la forma descrita y la densidad indicada 
b(x, y, z). 

19. Q est4 acotado por el paraboloide x = y 2 + 4z 2 
y por el piano x = 4; 6(x, y, z) = x 2 + z 2 . 

20. Q esta acotado por el hiperboloide y 2 - x 2 - 
z 1 - 1 y por el piano y = 2; 5(x, y, z) ~ 
x 2 y 2 z 2 . 

Ejercicios 21-22: Plantee, pero no evalue, las integra¬ 
ls necesarias para determinar el centroide de la re¬ 
gion homogenea que se muestra en la figura. 

21. (hemisferio) 




23. Sea Q el solido en el primer octante acotado por 
los pianos coordenados y las graficas de z = 
9 — x 2 y 2x + y = 6. Plantee las integrates ne¬ 
cesarias para determinar el centroide y luego lise- 
las para calcular sus coordenadas. 

24. Plantee, pero no evalue las integrates necesarias 
para determinar el centroide del sdlido acotado 
por las gr£ficas de z = x 2 , y = x 2 , y = x 3 y 
z - 0. 

Ejercicios 25-28: Plantee la integral para calcular el 
momento de inercia con respecto al eje z del s61ido 
indicado. 

25. Una csfera de radio a con centro en el origen; 

Wx, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 . 

26. El s6lido acotado por las graficas de x 2 + 9y 2 - 
z 2 = 0 y z = 36; 6(x, y, z) = x 2 + y 2 . 
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27, El tetraedro homogeneo delimit ado por los pia¬ 
nos coordenados y por la grafica de (x/a) + 
{y/b} + {z/c) = I, donde a, b y c son niime- 
ros reales positives. 

'8, El sdlido homogeneo acotado por el elipsoide 


Ejercicios 29-30: Use el Teorema de Pappus para cal- 
cular el volumen gcnerado al girar el cuadril&tero con 
vertices A, & t C, D t con respeeto a (a) el ejey; (b) el 
eje jt. 

29. 4(1,0)' 6(3,6); qil,6); 0(9,0) 

30. 4(2,2): 0fl,3); C(4,6); 0(5,5) 


Ejercicios 31-34: Use el Teorema de Pappus en la so¬ 
lution. 

31, Calcule d centroide de la region en d primer cua- 
drante acotada por la grifica de y = ^a 2 - x 2 
y los ejes coordenados. 

32, Determine el centroide del triangulo con vertices 
0(0, 0), >1(0, <r), B(b , 0), donde a y b son nu- 
meros positivos, 

33, Calcule el volumen del stMido generado al girar 
la region del piano xy acoiada por y - jr 2 y 
y * 8 — x 2 alrededor del eje x. 

34, Calcule el volumen del cilindro circular recto de 
altura h y radio de la base a , 
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INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS 
CILINDRICA5 Y ESFERICAS 


En la Section 14,7 se estudiaron las coordenadas tilindricas ( r f 0, z) y las'coordenadas 
esfericas (p, 0) de un punto en trcs dimensiones (v6anse las Figuras 14,75 y 14.80). 

Estas coordenadas se pueden usar para evaluar ciertas integrales. El caso mds sencillo 
para las coordenadas ciltndricas se tiene cuando una funcion de r t 0 y z es continua 
en una region de la forma 


Q - i(r* 0i Z): a s r s b t c < 0 ^ d, m £ z < n) t 


Primero se subdivide Q en subregtones Q u Q lt ... t Q n con la misma forma de Q usan- 
do las grdficas de ecuaciones de la forma r = a kt B = c* y z = m k para mimcros ar- 
bitrarios a kf c k y m k en los intervals [a f b] t [c\ d] y [m, rtj, respectivamentc (veasc 
la Figure I7.62(i)), Estas graficas son cilindros circulares, pianos que contienen a! eje 
z y pianos paralelos al piano xy , respectivamente (veasc la Figura 14,76). En la Figure 
I7,62(it) estd una subregi6n Q k tfpica con sus dimensiones, ademas del radio medio r k 
de la base de Q k . El volumen A V k de Q k es el producto del drea de la base r k Ar k A$ k 
y la altura Az*- Asi, 


FIGURA 17.6S 



AV k = r k Ar k AB k Az k . 

m 
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Integrates triples en coordenadas cilindricas y esfericas 


Si 


( r k* Ok* Zk) es un punto arbitrario 
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en Q k% entonces la integral triple de/sobre Q es 


j{j.f(r,0, 2 )dV = 

Q 


lim 

IIPII-0 


I/(r„ 0 k . z k ) W k . 


I'ra^q™ 3 ^ 68 * 3 longitud de ,a ma y° r de las diagonales de Q k . Se puede demos- 

JJJ/(r, 6,z)dV = £ £ £ /(r> 0 , 2)r dr Jfl dz . 

Hay otros cinco ordenes de integracion diferentes para esta integral. 

Las integrates triples en coordenadas cilindricas se pueden definir sobre regiones 
mas complicadas usando particiones internas. Si R es una regidn polar como las que 
se usaron en la Seccidn 17.4 y 



FIGUftA 17.63 


Q = {(/•, o, Z): (r, 0) estd en R y Xr,(r, 6) < z < k 2 (r, 0)} 

donde y k 2 son funciones con primeras derivadas parcia- 
les continuas en toda la /?, entonces se puede demostrar que 

JJJ/lf. s.,yv. /(r,e, J)*] JA. 

Q R 

En particular, sea R una regidn del tipo ilustrado en la Figu- 
ra 17.63. Entonces la integral triple de/sobre Q puede eva- 
luarse como sigue. 


TEOREMA DE (17.27) 

evaluaci6n 

(COORDENADAS 

CILINDRICAS) 



F1GURA 17.64 



La integral iterativa en (17.27) se puede interpretar co¬ 
mo un limite de sumas triples en el que la primera suma se 
realiza a Jo largo de una columna de subregiones Q k> desde 
la superhcie inferior (con ecuacion z = k^r, 0)) hasta la 
superficie superior (con ecuacion z = k 2 (r , 0)) (vease la Fi- 
gura 17.64). La segunda suma se realiza sobre una fila de es- 
tas columnas con 0 fijo y r variable. Hasta este momento se 
ha sumado sobre una tajada de Q y como se ilustra en la Fi- 
gura 17.64. Finalmente, se describe o barre Q haciendo que 
0 vane de a a 0. 

EJEMPLO 1 Un solido tiene la forma de la region Q que 
se encuentra dentro del cilin^ro r = a y de la esfera r 2 + 
z 2 = 4a 2 , y por arriba del piano xy. Calcular el centra de 
masa y el momento de inercia /. suponiendo que la densidad 
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FIGURA 17*65 



en on punto P es directamente propordonal a la distancia de 
P al piano xy. 

Solucion La regidn Q esta en la Figura 17*65 junto con 
una columns correspondiente a la primera suma en la direc- 
ci6n del eje z . Como la densidad en el punto P(r t d t z) esta 
dada por kz para una constante k t la masa m se puede calcu- 
lar aplicando (17.27) con /(r, 8, z) - kz~ 

m ~ jr So jo 4aJ ’ r dz dr de =** r jo rj * m 

= 1* jr JJ ~ f*) * = i* Jo' - ir*]‘ d8 

= go*/[ J^' T dd = la*nk 


Para calcular I ; usamos (17.25) y coordenadas cilindricas, obteniendo 


- n; ^* * * - i* r /: ** 

= JJ" j'j (4aV — r 5 ) dr 


Tambi^n pueden considerate integrates triples en coordenadas esf£ricas, Sea /una 
funcion conti nua de p, <t> y 8 en una region de la forma 

Q - {(p, <t > t 0): ci < p < b, e < $ < d, m < 0 < n}. 


Sean Q 2l .. ., Q n las subregiones de Q con su ipisma forma que se oblienen divi- 
diendo Q mediante graficas de ecuacioncs dc la forma p = a kr 0 = c k y 0 = m k (vea- 
se la Figura 17.66(i». Estas graficas son esferas, conos con su ejc a lo largo del eje z 
y pianos que contienen al eje respeetivamente (vease la Figura 14.81). En la Figura 
17*66{ii) esta una subregion npica Q k correspondiente a los incrementos A p kr A^ y 


FIGURA 17.66 

<0 (*0 




El volumen de la subregion Q k puede calculate aproximadamente considerandola 
como un paralelepipedo rectangular* Si P( p k , <t>k* 8 k ) es una esquina del paralelepipe¬ 
do, entonces como se ilustra en la Figura 17.66(ii),- las dimensiones del paralelepipedo 
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son aproximadamente A p k , p k A(p k y p k sen <t> k AO k . Por lo tanto, si A V k es el volumen 
de Q ky entonces 


AV k * pi sen A p k A</>* A0 k . 

La integral triple de/sobre ()se puede definir como el limite de las sumas de Riemann 
Ak* °k) AL*. Puede demostrarse el siguiente teorema. 


TEOREMA DE (17.28) 
EVALUACION 


Hay otros cinco drdenes de integracion posibles para esta integral. 

Las coordenadas esfericas tambien pueden usarse en regiones mas complicadas uti- 
lizando particiones internas. En este caso los limites de integracion en la integral iterati- 
va deben escogerse de manera adecuada. 


(COORDENADAS 

ESFERICAS) 



EJEMPLO 2 Calcular el volumen y el centroide de la re¬ 
gion Q acotada arriba por la esfera /> = </, y abajo por el 
cono <t> = c ? donde 0 < c < x/2. 

Solucion La region Q esta en la Figura 17.67. El volu- 
men V es 

V= So" S ' 0 S ‘(> 2 sent dp d<l> do 
= JT Jo ^ sen <lxl<t> <10 = j* o 2 * [ - cos M 

= 3 J 0 (1 — cos c) dO = f na 3 ( 1 — cos c). 

Por simetria, el centroide esta en el eje z . Si (x", y y z) son las coordenadas rectangu- 
lares de un punto, entonces por el Teorema (14.50), z = p cos</>. Usando (17.24) con 
z) = l, 

M xy = JJJ Z dv = J o 2 * J* (P cos (t>) p 1 sen 0 dp d<f> dO 

Q 

= Jo J<> sen ^ cos ^ ^ ^ J () * 2 sen2 *1 dQ 

= |a 4 sen 2 c dO = jna 4 sen 2 c. 

Las coordenadas rectangulares del centroide son (0, 0, f), donde 

- Af xv 3 

z = -p- = 8 *0 + cose). • 


FIGURA 17.67 
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EJERCICIOS 17.8 


Ejercidos 1-10: Use eoordenadas cilmdricas. 

I* Calcule el volumen y e! centroide del s61ido aco- 
tado por las grafkas de z = x 2 + y l , x 2 + 
y* m. 4 y z «= o, 

2, Calcule el volumen y tocalice el centroide del sb- 
lido acotado por las grbfieas de z = six 1 + 

x 2 + y 2 = 4 y z = 0. 

3, Calcule el momento de inerda de un cilindro cir¬ 
cular recto de aitura h y radio de La base a\ con 
respecto a (a) el eje del cilindro; fb) un diimetro 
de la base, 

4, Un sdlido homogdneo csti acotado por las grd- 
flcas de z - six 2 + y 2 y z = x 1 + y 2 . Calcu- 
Lc (a) cl centro de masa; (b) el momento de inercia 
con respecto al eje z- 

5, La densidad en un punto P de uita esfera sdlida 
de radio a es directamente proportional a la dis- 
tancia de P a una recta fija / que pasa por el cen- 
tro del sdlido. Calcule la masa del cuerpo, 

6, Calcule la masa d el cono s dlido acotado por las 
griificas de z — s/x 2 + y 2 y z = 4 suponiendo 
que la densidad en un punto P es directamente 
proporctonal a la distanda dc P al eje z. 

7, Calcule el momento de inercia con respecto a / 
del sdlido descrito en el Ejercicio 5, 

8 , Calcule el momento de inercia con respecto al eje 
z del sdlido descrito en el Ejercicio 6. 

9, Sea 

Q = 

{(r.^.z): 1 s zs 5-x t -y\x l + >- J a I}. 


Ejercidos 11-18; Use eoordenadas esfdicas, 

11* Calcule la masa y el cemro de masa de una me¬ 
dia esfera solida de radio a suponiendo que la 
densidad cn un punto P c s directamente propor- 
cional a la distancia de P al centre de la base. 

12, Calcule el volumen y el centroide del sdlido aco¬ 
tado por las grd fleas de z = y/x* + y 2 , x 2 + 
yi = 4 y z - 0 (vease el Ejercicio 2), 

13, Calcule el momento de inercia del hemisferio del 
Ejercicio i l con respecto a su eje. 

14, Calcule el momento de inerda de una media es¬ 
fera sdlida homoginea de radio a con respecto 
a un di&metro de la base, 

15, Calcule el volumen del sdlido que se encuentra 
arriba del cono z 2 = x 2 + y l y dentro de La es¬ 
fera x l + y 2 + z 1 = 4z, 

16, Calcule el volumen del sdlido que se balla fuera 
del cono z 2 = x 2 + y 1 y dentro de la esfera 
x 1 + y 2 + z 2 = 1. 

17, Calcule la masa del solido que se encuentra fue¬ 
ra dc la esfera x 1 + y 1 + z 2 » 1 y dentro de la 
esfera z 2 + y 2 + z 2 » 2 T suponiendo que la 
densidad en un punto P es directamente propor¬ 
cional al cuadrado de la distanda de P al centro 
de las esferas. 

18, Una ciscara esfirica homogfriea tiene radio in¬ 
terior a y radio exterior Calcule su momento 
de inercia con respecto a una recta que pasa por 
el centro. 

Ejercidos 10-20: Evalue la integral cambiando a coor¬ 
denadas cilmdricas. 


La densidad en el punto P(x, y* z) es directamen- 
te proporcional a la distanda de P al piano xy , 
Calcule la masa y el centro de masa de Q ♦ 


is. r r- 1 -’- r-*■ 


10. Calcule la masa y el cemro de masa del sdlido 
que se encuentra dentro del cilindro x 2 + y 1 - 
2y = 0 y de la esfera x 2 + y 2 + z 1 - 4, supo¬ 
niendo que la densidad en el punto P{x , y, z) es 
directamente proporcional a la distancia de P al 
piano xy . 


Ejercieios 21-22: Evalue la Integral cambiando a coor¬ 
denadas esfericas. 


»- J-J: 

“■ £T "£ 


V-I t } - 


r (,\ 3 + y 1 + r 2 ) d: dy dx 

r ~ v r + 7- + : 2 d: dx dy 
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17.9 


CAMBIO DE VARIABLES EN LAS INTEGRALES MULTIPLES 


En la Section 17.4 se estudio como cambiar una integral doble en coordenadas rectan- 
gulares a una integral doble en coordenadas polares. En la seccidn anterior se conside- 
raron integrales triples en coordenadas cilindricas y esfericas. A continuacidn se presenta 
un metodo mis general para cambiar las variables en las integrales multiples. Este me- 
todo esta l'ntimamente relacionado con las transformaciones (o correspondences) de 
un sistema de coordenadas rectangulares a otro. 

Comenzamos considerando una funcidn T cuyo domi- 
nio D es una region en el piano xy y su contradominio E es 
una region en el piano wv. Como se ilustra en la Figura 17.68, 
a cada punto ( x> y) en D le corresponde un unico punto (u, v) 
cn E tal que T(x, y) = (w, v); T es una transformation de 
coordenadas del piano xy al piano wv. Como cada par (w, v) 
esti determinado de manera unica por (x, y ), entonces u y 
v son funciones de xy y. Se tienen asi las siguientes fdrmulas 
para la transformation T : 


FIGURA 17.6ft 



, y t 

,v 



£ 


.V) 

(«. v) 


x 

u 


( 17 . 29 ) 


u - J (.v, y), v = tf[x , y); (x, y) en /), (u. v) en E 


donde / y t/ son funciones que tienen el mismo dominio D que T. 

Dada la transformation de coordenadas (17.29), se divide la region del piano uv 
mediante rectas verticales u = c ]t u = c 2 , u = c 3 , ... y rectas horizontales v = d\ t 
v = d ly v = -Las curvas de nivel correspondientes de / y g, es decir, 

w = /(x, y) = c jt v = y(x, y) = d k 

para j = 1, 2, 3, ... y k = 1, 2, 3, ..., determinan una partition curvilmea de una 
region en el piano xy. La Figura 17.69 muestra cuatro curvas de nivel de cada tipo co¬ 
rrespondientes a cierta transformation T. 

Las curvas u = /(*, y) = Cj y v = y(x, y) = d k en el piano xy se denominan cur¬ 
vas u y curvas v, respectivamente. Por supuesto, el tipo de curvas que se obtiene depen- 
de de !a naturaleza de las funciones f y g. El siguiente ejemplo ilustra un caso en el 
que las curvas u y las curvas v son rectas. 


FIGURA 17.49 

0 ) 



<K> 



EJEMPLO 1 Sea T la transformation de coordenadas definida por 

u = x + 2y, v = x - 2y. 
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Trazar en el piano uv las rectas verticales u = 2, u = 4, u = 6, u = 8 y las rectas 
horizontales v = -1, v * 1, v = 3, v = 5. Trazar las curvas u y las curvas v corres- 
pondientes en el piano xy. 

Solucion Las rectas verticales y horizontales en el piano uv estan en la Figura 
17.70(i). 

Las curvas u en el piano xy son las rectas 

x + 2y = 2, x + 2y = 4, x + 2y = 6, jc + 2y = 8 
y las curvas v son las rectas 

x - 2y = -1, x - 2y = 1, x - 2y = 3, x - 2y = 5 

que se ilustran en la Figura 17.70(ii). • 


FIGURA 17.70 




La transformacidn T en el Ejemplo 1 es biunfvoca o uno a uno: si (x h y t ) # 
(X 2 > yi) en el piano xy, entonces T(x If >^i) # T(x 2 , ^ 2 ) en cl piano wv. En general, si 
T es una transformacidn uno a uno de coordenadas, entonces iavirtiendo la correspon* 
dencia se obtiene una transformacidn T -1 del piano wv al piano xy llamada in versa de 
T. Se puede especificar T" 1 mediante ecuaciones de la forma 


FIGURA 17.71 


x = F(u , v), y = G(u, v) 



para ciertas funciones F y C. Si se ilustra una transforma- 
cion biunivoca T mediante una flecha. como en la Figura 
17.68, entonces inversa T~ ] se puede ilustrar invirtiendo 
la citada flecha, como en la Figura 17.71. Observese que 
T~ ] (T(x, yj) = (x, y) y T(T~\u, v)) = (w, v) para todo 
( x , y) en D y para todo (w, v) en £. 


(a) Hallar la inversa de la transformacidn T definida en el Ejemplo 1. 

(b) Obtener la curva en el piano wv que T~ l transforma en la elipse x 2 + 4 y 2 = 1. 

Solucion 

(a) La transformacidn T est£ dada por 


u = x + 2y f v = x - 2y. 
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Sumando los lados de estas ecuaciones obtenemos u + v = 2x. Restando los lados co- 
rrespondientes obtenemos u - v = 4y. Por lo tanto, T~ ] esta dada por 


FIGURA 17.72 


x = j (u + v), y = \ (u - v). 



(b) Como x y y estan relacionadas mediante las dos ecuacio¬ 
nes anteriores en la parte (a), los puntos (w, v) correspon- 
dientes ax 2 + 4 y 2 = 1 deben satisfacer la ecuacidn 

[i(w + r)] 2 + 4ft(ti - t?)] 2 = 1. 


Esto se simplifica a 


u 2 + v 2 = 2. 


Resulta que la circunferencia de radio V2 con centro en el origen del piano uv se trans- 
forma bajo T~ ] en la elipse x 2 + 4y 2 = 1 (vease la Figura 17.72). 


EJEMPLO 3 Sea P(x , y) un punto con jc # 0 en el piano xy y sea 


FIGURA 1701 



<H> 


3 - 

ti 




2 - 





1 - 











1 

: 

> • 

< r 


r = yjx 2 + y 2 , 0 = arctan , 

y sea P(0, b) el punto correspondiente a r = b y 0 = tt/ 2. En- 
tonces, r y 0 son coordenadas polares de P y las ecuaciones 
anteriores definen una transformacion de coordenadas T 
del piano xy al piano rO. Representar en el piano rd las grd- 
ficas de r = 1, r = 2, r = 3 y 0 = \ y 0 =* f, 0 = §. Tra- 
zar las curvas r y curvas 0 correspondientes en el piano xy. 

Solucion Las grificas est&n en la Figura 17.73. • 


En la Seccidn 5.5 se discutid c6mo cambiar variables en una integral definida 
f af(x)dx. Bajo ciertas condiciones, si se sustituye x = g(u) y entonces dx = y'(u)du y 

£ f(x) dx = j* f(y{u) )g'{u) du 

donde a - y (c) y b = g(d) (vease (5.34)). A continuation se obtiene una formula pa¬ 
ra cambiar variables en las integrates dobles. 

Consideremos JJ* F(x y y)dA en una region R del piano xy y una sustitucion 

x = /(w, v), y = g(u , v) 

donde / y g tienen segundas derivadas parciales continuas. 
Estas ecuaciones definen una transformacion de coordena¬ 
das W del piano uv al piano xy. Despues de sustituir x y y y 
el integrando se convierte en una funcion de u y v. Se debe 
encontrar una regidn S en el piano uv que se transforme en 
R bajo W y como se ilustra en la Figura 17.74, tal que 

JJF(.w y) dA = JJ F(f(u y r) % g[u. r)) dA . 

k s 


FIGURA 17.74 


* 



W 

iV 


W' 


u 
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Para que exista una regidn S apropiada, hay que poner restricciones a la regi6n 
R y al integrando F(x ; y). Se supone que R eonsta de todos ios puntos que est&n dentro 
o sobre una curva cerrada simple C que es regular por paries, y que F tiene primeras 
derivadas parciales en toda una regidn abierta que contiene a R. El senlido (o direc¬ 
tion) posilivo a lo largo de C cs tal que cuando el punto P recorre C* la regidn R queda 
siempre a la izquierda. Con el seniido negative, R queda a la derecha* Tambien se re- 
quiere que W transforme una regidn S del piano wv de manera biunivoea a R y que 
S este acoiada por una curva cerrada simple K que sea regular por partes y que W trans- 
forma en C. El ultimo requisito es que cuando (w, v) recorra K una vez en el semido 
posit ivo, el punto correspondiente C x * y) trace C una vez ya sea en la direccidn positiva 
o en la negativa. Se pueden suavizar estas condidones pero esto queda fuera del alcance 
de este libro. 

La funcidn de u y v que se define a continuacion se usara en el eambio de variables. 
Lleva el nombre del matematico aleman C G. Jacobi (1804-1851), 


DEFINICION (17.30) 


Sean x = f(u y v) y y = y{u t v). El jaeobiano de xy y 
con respecto a u y v se denota por y)/B(u y v) y se 

define por 

dx Bx 


Hx,y) 

Bu dv 

Bx By By Bx 

d(H, v) 

By By 

Bu Bv Bu Bv 


Bn Bv 



En el siguienie teorema todos los simbolos tienen el mismo sigmficado que antes 
y se supone que las regiones y las funciones satisfacen las condidones mencionadas, 
En el enunciado del teorema se usan las notadones dxdy y dudv en lugar de dA para 
evitar confusiones acerca de la regidn de integraddn. 


TEOREMA (17.31) 


En el Apendiee 11 se da una dcmostracion del Teorema (17.31) basada en el Teorema 
de Green (18.19). 

EJEMPLO 4 Evaluar fj* e i y xl { i+ ° dxdy para la region R en cl piano xy acoiada 
por el trapecio con vertices (0, 1), (0, 2), (2, 0) y (I, 0). 


Si x = f(u f v), y - g(u y v) es una transformation de 
co o rd en ad as, en tonces 

$jFix. y)dxdy = ± jjF(/(u, r), c;(u. d) ^ dudv. 

R S 

Se escogc el signo + o el signo - dependiendo de que, 
si cuando (u, v) recorre la frontera K de 5 una vez en 
cl semido positivo, el punto correspondiente (x r y) tra- 
za la frontera C de R una vez en la direccidn positiva o 
en la direccidn negativa, respectivamente. 
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Solucion El hecho de que y - x y y + x aparezcan en el integrando sugiere la si- 
guiente sustitucidn: 


u = y - x y v = y + x. 


Estas ecuaciones definen una transformacion T del piano xy al piano uv. Para apli- 
car el Teorema (17.31) debemos usar la transformacion inversa 7“'. Para encontrar 
7 _l despejamos x y y en terminos de u y v de las ecuaciones anteriores y obtenemos 


.x = \(v - uK y = \(v -I- u). 


Segun (17.30) el jacobiano es 


d(x> y) 
d(u, v) 


-i 

i 





La regidn R esta en la Figura 17.75(i). Para determinar la regidn S en el piano wv 
que se transforma en R , observamos que los lados de R estan sobre las rectas 


x = 0, y = 0, x + y = 1, x -f y = 2. 

Usando las ecuaciones de las transformaciones T y 7 -1 vemos que las curvas respecti- 
vas correspondientes en el piano uv son 


v = w, v = -w, v = 1, v = 2. 

Estas rectas forman la frontera de la region trapecial S que se muestra en la Figura 
I7.75(ii). Podemos demostrar que los puntos interiores de S corresponden a puntos in¬ 
teriors de R y que cuando (w, v) recorre la frontera de S una vez en el sentido positivo 
(contrario al del reloj), el punto correspondiente (x, y) traza la frontera de R una vez 
en el sentido negativo (o sea* el del reloj). Aplicando el Teorema (17.31), 

JJ giy - my - .x* dx dy m _ J* ( A-' ( _ 1) du tlv 

R 

= =» — <T') 


FIGURA 17.75 


(0 (H) 
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FIGURA 17.76 




La susiitucidn polar 


EJEMPLO 5 Evaluar dxdy para la region R 

en el primer cuadrante del piano A;y que se eneuentra emre 
los arcos de clrcunferencia que se muestran en la Figura 17.76. 

Solucion Esta integral se puede evaluar cambiando a 
coordenadas polares como se hizo en la Seccidn 17.4, pcro 
nuestro objetivo es mostrar como se usa el Teorema (17,3 !), 


x - r cos 0 % y = r sen 6 

dctcrmina una transformation del piano rO al piano xy cuyo jacobiano es 

<Kx* y) 


^ 0 ) 


cos 0 — rsenfl 

sen 0 r cos 0 


FIGURA 17,77 

10 


#/ 3 -■ 


n 


Podemos verificar que la region rectangular S del piano rd 
acotada por r = 1, r = 2 y 8 * 0 y & = t/ 2 (vease la Figu- 
ra 17.77) corresponde a R bajo esta iransformacion, Adem&s, 
cuando (r, &) recorrc la frontcra dc S una vez en el sentido 
(o direccidn) positivo, el punto correspondieme (x, y) reco- 
rre R una vez en la dtreccidn positiva, Entonces segtin el Teo¬ 
rema (17.31), 

jj‘’' wi+jrii dx j y =r r e ' r>r t,r d ° - r- m 

R 

— - i(e “ 4 - e ~ l ) t* 4 * - e ~ l ) ^ 0.275 * 

El Teorema (17.31) puede generalizarse a integrates triples, Dada una transfor¬ 
mation 

* = /(«, v, H’), y = giu, v, w), r = Ji(u, i\ w) 

de un sistema de coordenadas f/vw a un sistema de coordenadas xyz $ se define cl jaco¬ 
biano B(x t y, zVB{u, v y w) de la transformation como 


(17*32) 


Si R y S son regiones en los sistemas xyz y wviv que sc transforman una cn la otra bajo 
esta transformacidn y su inversa, entonces bajo tier las restrictiones, 

(17.33) JJJh V. i. dx dy d: = ± jjj Giu. r. vvl ' ' ’’ dv </>» 



dx 

dx 

dx 


du 

dv 

dw 

dlx, y, r) 

dy 

dy 

dy_ 

v* w) 

du 

dv 

dw 


dz 

dz 

N 


du 

Tv 

dw 


donde la expresion G(u t v , w ) se obtiene sustituyendo las de x t y y z en F(x , y , z)> 
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Por ejemplo, usando las fdrmulas de las coordenadas esfericas (14.50), entonces 


x = p sen (j) cos 0 , y = p sen <p sen 0, z = p cos </>. 

Se puede demostrar (vease el Ejercicio 27) que 


fls, y. z) 
<Hp. <f>. 0) 


p 2 sen<p. 


Por lo tanto (17.33) toma la forma 

JJJ* F(x, y, z) dx dy dz = ± JJJ G(p, 0, <t>)p 2 sen tj) dp d(p d0. 

r s 


Esto concuerda con la formula (17.28) que se obtuvo intuitivamente. 

Esta section termina con un problems aplicado que requiere un cambio de variable 
en una integral doble. 


EJEMPLO 6 El fondo de muchos lagos tiene la forma de una senoide (o sinusoide) 
eliptica. Supongamos que la frontera de un lago es la elipse {x 2 /a 2 ) + ( y 2 /b 2 ) = 1 
y sea h M la profundidad maxima del agua. Entonces puede suponerse que el fondo del 
lago tiene la forma de la grafica de la senoide eliptica dada por 


FIGURA 17.78 




para (x 2 /a 2 ) + ( y 2 /b 2 ) < 1 (vease la Figura 17.78). Calcu- 
lar el volumen V y la profundidad media h meii del agua del 
lago. 

Solucion Si R es la region eliptica correspondiente a la 
superficie del lago (vease la Figura 17.79(i)), entonces 

V = JJ I ^- X ' J»l dA “ JJ C0S (| j~2 + £l) dA - 


La forma del integrando sugiere hacer la sustitucion 


FIGURA 17.79 


0) 


(ii) 


(0. h\ 



x = au, y = bv. 

En este caso el jacobiano es d ( at , y)/d(u , v) = ah y la re¬ 
gion S correspondiente a R es el circulo u 2 + v 2 < 1 (vease 
la Figura 17.79(ii)). Aplicando el Teorema (17.31), 

V = abh^ JJ*cos v ir 4- v 2 ^ du dv. 

Podemos evaluar esta integral usando la sustitucion por coor¬ 
denadas polares u = r cos 6, v = rsen0. Esto da 

(j r^jr dr dO. 
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Integrando por partes o usando la Formula 83 de la Tabla de Integrals, 


■■(2') + r Mn (r)i 

= «Wi x1 0 - Aj 2 tt % 1.4535ai>V 


dO 


Esta formula puede usarse para estimar el volumen del agua de un lago a partir de las 
ires medidas a, by h M . 6 F 

Podemos demostrar que el area de la regidn elfptica R es tab. Aplicando una defi- 
nicidn para integrates aniloga a la Definicion (5.21), obtenemos la profundidad media: 

Amed = jwft 


y por lo tanto 


*med - ^ ih (1.4535)uW) M * 0.4627V 


Un estudio de 107 lagos en todo cl mundo dio un valor medio para h mcti /h M de 0.467. 


EJERCICIOS 17.9 

Kjercicios 1-8: Sea 71a transformation del piano xy 
al piano uv defwida por las ecuaciones dadas. 

(a) Describa las curvas it y las curvas v. 

(b) Suponiendo que 7" es uno a uno. eneuentre ecua- 
donesx = f [u, v),y = G(u t v) quedeterminen 
F" 1 . 


10 . Sea r la transformacidn definida en cl Ejerdcio 
^. Eneuentre la eurva en el piano uv que corres- 
ponde al trj^ngulo con vertices (0, 0), (0, I) t 
(2, 0). iQue curva corresponde a la recta x +' 
2y = I? 


I. 

w = 3 a. u ^ 

Sy 2, 

3. 

u = v - >v 1 

p = 3r + 2x 

4. 

u - Sx - 4v. 

v = 2\ + 3y 

5. 

u - lx + y. 

v = xy 

6. 

U = v\ v - 

x + y 


7. u = x 1 + 4y\ r = 4x* - y 2 
*■ u = x + y T n = - y 

9 * Sea r la transformation definida en el Ejerdcio 
L Eneuentre la curva en el piano uv que eorres- 
ponde a I rectangulo con vertices (0, 0), (0, l) t 
(2 t M y (2,0) bajo F. iQne eurva corresponde 
a ta circunfercncia umtaria x z + y l = 17 


Ejercttfos H-14: Llcve a cabo la deter rnmaddn del ja- 
cobiano d(x t y)/d(u, v). 

U. x = u 2 ^v 2 , >■ = 2uv 

12 + x = c* sen i\ y = cos v 

13. x = re -2 *, y =* u 2 e r 

14. x = u/lu 1 + v 2 l y = v/Ur + v 2 } 

Ejeratios 15-16: Determine d(x, y, z)/d(u , v, w). 

15. x = 2u + 3r ~ u, y - r - 5n\ z = u + 4u 

16. x = u 2 + vw t y * 2r + h‘h\ z = tmv 

Ejereieius 17-20: Use el cambio de variables indicado 
- P ara expresar la integral como una integral doble so- 
bre una regi6n S en el piano uv. (No evalue la integral.) 
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'7. ff» (y - x)dxdy ; R es la regibn acotada por 
y - 2x t y - 0, x - 2; x - u 4 v, y - 2v. 


27. Verifique que para la transformacibn a coorde 
nadas esfericas. 


(3x - 4y)dxdy\ R es la region acotada por 
y - 3 at , 2y = x,x = 4, x = u - 2v, y - 3m - 
v. 


i)(p, <t >, 0) 


= p 2 sen<£. 


.19. fj„ (>x 2 + Jy 2 ) dx dy ; R = {(x, y): ix 2 + £y 2 <; 1}; 
x = 2u, y = 3v 

20. ff, xy </x dy; R es la regibn acotada por y - 
2V2 - x, x = 0, y = 0; x = u 2 - v 2 t y = 2uv. 

Ejercicios 21-26: Evalue la integral haciendo el cam- 

bio de variables indicado. 

21. (x - y ) 2 cos 2 (at + y)dxdy\ R es la regibn 
acotada por el cuadrado con vertices (0, I), (1, 2), 
(2, I), (1, 0); u = x-y, v = x 4 y. 

22. jj K sen [(y - x)/(y 4 jc)] dxdy; R es el trape- 
cio con vertices (1, 1), (2, 2), (4, 0), (2, 0); u = 
y - at, v = y 4 x. 

23. (x 2 4 2y 2 )dxdy\ R es la regibn en el pri¬ 
mer cuadrante acotada por las graficas de xy = 

I, xy = 2, y = x, y = 2x; x = w/v, y = v. 

24. (4 ~ 4 y 4 1 )2 2 dxdy; R es la regibn acoia 
da por x — >J—y, x-y, x = \; x = m 4 v, 
y = v - u 2 . 

25. JJ R (2y 4 x )/(y - 2 x)dxdy\ R es el trapecio 
con vertices (-1, 0), (-2, 0), (0, 4), (0, 2); u = 
y - 2x, v - 2y 4 x. 

26. JJ’ K (Jx - 2y 4- | y 2 )dxdy\ R es el trtengulo 
con vertices (0, 0), (4, 0), (4, 2); u - \ y. v = 
x ~ 2y. 


28. Usando el Teorema (17.33) deduzca una formu¬ 
la para 

F(x, y, z) dx dy dz 

«t 

correspondiente a una transformacion de coor- 
denadas rectangulares a cilfndricas. 

29. Demuestre que si la transformacibn de coorde- 
nadas x = /(w, v), y = g(u, v) es uno a uno, 
entonces 

y) P\u, v) _ ^ 
d{u, v) (%x, y) “ 

(Sugerencia: Use la siguiente propiedad de los de- 
terminantes: 


a b 

P 

9 


ap + hr 

aq 4- hs 

c d 

r 

s 


cp 4- dr 

cq 4 ds 


30. Dadas las transformaciones x — /(w, v), y = 
q(u , v) y u = h(r, s ), v = k(r, s ), demuestre 
que 

r(.v, y) r(ti, r) _ r(.v, y) 

<)(m, r) r*(r, s) £(r, s) 

( Indication: Use la sugerencia del Ejercicio 29.) 



17.10 


REPASO 


Dcfina o discuta In siguiente. 

1. Particioncs internas en dos y tres dimensiones. 

2. Sumas de Riemann para funciones de varias va¬ 
riables. 

3. La integral doble. 

4. Integrals dobles iterativas. 

5. Evaluacion de integrates dobles. 


6. Determinacion de areas y volumenes usando in¬ 
tegrates dobles. 

7. Integrates dobles en coordenadas polares. 

8. El &rea de una superficie. 

9. La integral triple. 

10. Integrates triples iterativas. 
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11. Evaluacibn de integrales triples. 

12. Densidad. 

13. Masa de un sdlido. 

14. Centro de masa de una Idmina y de un sdlido. 


15. Momcntos de inercia de una lamina y de un 
sdlido. 

16. Teorema de Pappus. 

17. Integrales triples cn coordenadas cilindricas y es- 
f ericas. 

18. Cambio de variables de integrales multiples. 


EJERCICIOS 17.10 


Ejercicios 1-6: Evalue la integral. 



3- JoT'^ r 

4 - s° sn* (x+:)dydx,h 

5 - Jo j'Jl.x^dxdzdy 

o- ST 

Ejercicios 7-10: Exprese || R f(x t y)dA como una in¬ 
tegral iterativa donde R es la regidn acotada por las 
gr^ficas de las ecuaciones dadas. 


7. 

.v 2 — y 2 = 4. 

II 

8. 

1 

II 

y = 4. y 

9. 

y 2 = 4 + v. 

i-» 

II 

1 

5* 

10. 

y = -x 2 + 4, v = 3.v 2 


Ejercicios 11-12: La integral representa el area de 
una region R en el piano xy. Describa R. 

H- S'>S* dxdy n - $°-<L dydx 

Ejercicios 13-14: Invierta el orden de integration y eva¬ 
lue la integral resultante. 

,3 - u - 


15. Calcule el area de la regidn acotada por el eje po¬ 
lar y las graficas de r = e* y r ® 2 entre 0 = 0 
y 0 = In 2. 

16. Use coordenadas polares para evaluar 

s/x' + y'dydx. 

17. Calcule el volumen del sdlido que se encuentra 
bajo la gr^fica de z = xy 2 y sobre el rect^ngulo 
en el piano xy con vertices (1, 1,0), (2, 1, 0), 
(1,3,0) y (2. 3.0). 

18. Exprese f /(*, y, z) dV de seis maneras dife- 
rentes como una integral iterativa, donde Q es 
la region acotada por las graficas de y = x 2 + 
4z 2 y y = 4. 

V 

Ejercicios 19-20: Calcule la masa y el centro de masa 

de la lamina que tiene la forma de la region acotada 

por las gr£ficas de las ecuaciones dadas y tiene la den¬ 
sidad indicada. 

19. y = x t y = 2x t x = 3; la densidad en el punto 
P{x, y) es directamente proporcional a la distan- 
cia de P al eje y. 

20. y 2 = jf, x = 4; la densidad en el punto P(x, y) 
es directamente proporcional a la distancia de P 
a la recta con ecuacidn x = -1. 

21. Una lamina tiene la forma de la region que se en¬ 
cuentra dentro de la grafica de r = 2 + sen 0 y 
fuera de la grdfica de r » 1. La densidad en el 
punto P(r, 0) es inversamente proporcional a la 
distancia de P al polo. Calcule la masa. 

22. Una lamina esta delimitada por las graficas de 
y = x 2 y y = x\ y su densidad en el punto 
P(x , y) es directamente proporcional a la distan¬ 
cia de P al eje y. Calcule I x% l y y 1 0 . 


+ 
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23. Una lamina tiene la forma de un triangulo rectan- 
gulo con lados de longitudes a y b y yja 2 + b 2 . 
Su densidad es directamente proporcional a la dis- 
tancia al cateto de longitud a. Calcule el momento 
de inercia con respecto a la recta que contiene al 
cafefo de /ongirud a. 

24. Una lamina tiene la forma de la regidn compren- 
dida entre dos circunferencias concentricas de ra¬ 
dios ay b con a < b. Su densidad en un punto 
P es directamente proporcional a la distancia de 
P al centro. Use coordenadas polares para cal- 
cular el momento de inercia con respecto a una 
recta que pasa por el centro. 

25. Aplique integrals triples para calcular el volu- 
men y el centroide del s61ido acotado por las grii- 
ficas de z = x 2 , z = 4, y = 0 y y + z = 4. 

26. Un solido esta acotado por las graficas de z - 
9x 2 + y 2 y z = 9. Su densidad en el punto 
P(x , y , z) es inversamente proporcional al cua- 
drado de la distancia de P al punto (0, 0, -1). 
Plantee una integral triple para el momento de 
inercia con respecto al eje z. 

27. Un s61ido est& delimitado por las graficas de 
x 2 - y 2 + z 2 = 1, y = 0 y y = 4. Su densidad 
en el punto P(x y y y z) y es directamente propor¬ 
cional a la distancia de P al eje y. Plantee una 
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integral triple para el momento de inercia con res¬ 
pecto al eje y. 


28. Un solido homogeneo est£ acotado por la gritfi- 
ca de z — 9 - x 2 - y 2 f el interior del cilindro 
x 2 + y 2 = 4, y el piano xy. Use coordenadas 
cilindricas para determinar (a) la masa; (b) el cen¬ 
tro de masa; (c) el momento de inercia con res¬ 
pecto al eje z. 


29. Un sdlido tiene la forma de una esfera de radio 
a. Su densidad en un punto P es directamente 
proporcional a la distancia de P al centro. Use 
coordenadas esfericas para calcular la masa. 


30. Calcule el area de la superficie de la parte del co- 
no z = (x 2 + ^ 2 ) ,/2 que queda dentro del cilin¬ 
dro x 2 + y 2 = 4x. 


j 1 . Sea T la transformaci6n del piano xy al piano uv 
dada por u = 2x + 5y, v — 3x — 4 y. Encuentr'e: 
(a) las curvas u. (b) las curvas v 

(c) T ■ (d ) d(x,y)/d{u, v) 

(e) la imagen de fa recta ax + by + c = 0. 

(f) la imagen de la circunferencia x 2 + y 2 = 

n ’ 


32. Evalue la integral JiJJ y e (x u+v) d\ dy tne- 

diante el cambio de variables u » x - y t v = 
x + y. 




CAPITULO 



CALCULO VECTORIAL 


U n este capftulo se presentan primero los campos vectoriales 
Y se define la integral de tinea Luego se consideran los 
teoremas de evaluacion y se determinan condiciones para la 
independencia de la trayectoria. Despues se demuestra el 
Teorema de Green para las regiones planas elementales. 

Este importante resultado proporciona una conexion entre las 
integrales de lined y las integrates dobles. Tambien se mvestigan 
la divergencia y el rotacional de un campo vectorial 
y se presentan dos de los teoremas mas importantes del Calculo 
vectorial: el Teorema de la Divergencia y el 
Teorema de Stokes 


{ 


i 


925 



926 


CAPITUIO 18 • CALCULO VECTORIAL 


18.1 


CAMPOS VECTORIALES 


FIGURA 18.1 



FIGURA 18.2 


FIGURA 18.3 


Si a cada punto K de una region se asocia un vector unico 
con punto inicial K , entonces el conjunto dc tales vectorcs 
se llama campo vectorial. La Figura 18.1 ilustra un campo 
vectorial determinado por una rueda que gira alrededor de 
un eje. A cada punto de la rueda le corresponde un vector 
velocidad. Un campo vectorial de este tipo es un campo de 
velocidad (o de velocidades). Tambien un flujo de agua o una 
corriente de aire pueden determinar campos de velocidad. La 
Figura 18.2 muestra vectores velocidad asociados a las parti- 
culas de agua que se mueven en un rio. Los croquis de este 
tipo muestran solamente unos cuantos elementos del campo 
vectorial. Hay que recordar que todo punto de la region tie- 
ne un vector asociado a el. 

Otro tipo muy comun de campos vectoriales es el campo 
de fuerza, (o de fuerzas), que se utiliza mucho en el estudio de la mecanica y de la elec- 
tricidad. Las ilustraciones se han limitado al caso en el que los vectores son indepen- 
dientes del tiempo. Estos campos vectoriales estacionarios son los unicos que se 
consideraran en este capitulo. 

Dado un campo vectorial, se supone que hay un sistema 
de coordenadas rectangulares y el vector asociado al punto 
K(x, y, z) se denota por F(x, y , z ) (vease la Figura 18.3). 
Como las componentes del vector F(x, y, z) dependen de las 
coordenadas de K> se puede escribir 

F(x, y, z) = Af(x, y, z )i + N(x, y, z)j -I- P(x , y, z)k 



donde y Pson funciones escalares de tres variables. In 
versamente, toda ecuacion de esta forma determina un cam¬ 
po vectorial. Entonces, puede considerarse que un campo vectorial es una funcion F 
como la de la siguiente definicidn. 


DEFINICION (18.1) 


FIGURA 18.4 

Fu. \\ 

Ki\. vj 


Un campo vectorial en tres dimensiones es una funcion 
Fcuyo dominio Des un subconjunto de R x R. x i? , 
y cuyo contradominio es un subconjunto de V 3 . Si 
(x, y, z ) esta en D, entonces 

F(x, y, z) = M(x, y, z)\ + N(x, y, z)j + P(x, y, z) k 

donde A/, N y P son funciones escalares de tres variables, 
y cuyo contradominio constituye un subconjunto de V 3 . 

Si (x, y, z) esta en D, entonces 


Si el dominio D es una regidn en el piano xy y siyl con¬ 
tradominio es un subconjunto de V 2 (vease la Figura 18.4), 
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entonces se obtiene el caso especial de ( 1 8. 1 ) de un campo vectorial F en dos dimensio- 
nes, que es una funcion dada por 

F(.v, y) = M(x, v)i + /V(x, y) j 

donde M y N son funciones escalares de dos variables. 

Si las funciones escalares A/, N y P se definen por medio de expresiones simples, 
entonces el campo vectorial puede describirse trazando vectores correspondientes a 
F(x § y, z) o a F(x, y). Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 


FIGURA 18.5 



EJEMPLO 1 Realizar la descripcion del campo vectorial F 
dado por F(x, y) = -yi + ,vj. 

Solucion La siguiente rabla muestra los vectores F(x, y) 
asociados a varios puntos (x, y) senalados en la Figura 18.5. 


(X, y) 

F(.v, y) 

(x, y) 

F(.v, y) 

(1.1) 

-i + j 

(1,3) 

— 3i + j 

(-M) 

-i - j 

(-3, n 

— 1 - 3j 

(-1. -I) 

i - j 

(-1, -3) 

31 - j 

(1,-D 

>+j 

(3,-1) 

i + 3j 


FIGURA 18.6 


I M 


Los vectores son semejantes a los asociados a la rueda giratoria de la Figura 18.1. 

Para llegar a una descripcion de un campo vectorial F 
se considera un punto arbitrario K(x, y) y se define el vector 
de posicion r = x\ + yj de K(x y y) (vease la Figura 18.6). 
Se ve que F(x, y) es ortogonal ary por Io tanto, es tangente 
a la circunferencia de radio || r|| con centro en el origen. Este 
hecho puede demostrarse probando que r • F(x, y) = 0, co- 
mo sigue: 

r • F(x, y) = (xi + yj) * (- yi + xj) 

= -xy -f yx = 0. 


.. wFi 

” v) 

\ I-* 


Ademas, 


I f(x, >>)|| = yfy*-+x* = ||r||. 


Por lo tanto, la magnitud de F(jr, >>) es igual al radio de la circunferencia. Esto implica 
que cuando el punto K(x , y) se aleja del origen, la magnitud de F(jr, y) aumenta como 
sucede en el caso de la rueda giratoria de la Figura 18.1. • 


La siguiente definicion presenta uno de los campos vectoriales mas importantes de 
la fisica. 


DEFINICION (18.2) 


' ---- 

Sea r = xi + yj + zk el vector de posicibn de un punto 
K(x, y, z). Se dice que un campo vectorial F es un cam¬ 
po de variacion inversa al cuadrado de la distancia si 
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donde c es una constante; r y u son lo mismo que en la Definicidn (18.2). Observcse 
que la ley de Coulomb tiene la misma forma que la ley de la gravitacidn universal de 
Newton. 


FIGURA 18.8 


Si w = f(x, y, z), entonces (vease (16.29)) el gradiente 
Vw de w es el campo vectorial dado por 


Vw = f x (x, y\ z) i + f y (x, y, z)j + / 2 (x, y\ r)k. 

Segun el Teorema (16.34), la direccidn del vector Vw en cual- 
quier punto K(x , y , z) es normal a la superficie de nivel S 
de/que pasa por K (vease la Figura 18.8). Ademas, la mag- 
nitud de Vw es igual a la tasa o razon maxima de variacion 
de /en el punto K. Estos hechos son de especial importancia 
cuando w es la temperatura (o el potencial) en K(x, y, z). 
En ta! caso la direccion en que la razdn de cambio de la temperatura (o del potencial) 
es maxima, es normal a la superficie isotermica (o equipotencial) que contiene a K. 



DEFINICION (18.3) 


Se dice que un campo vectorial F es un 


veclorial 




conservativo si es el gradiente de una funcion escalar, es 
decir si 



f(x,y, z) = Vf(x,y, z) 


para una funcidn /. 



Si F es conservativo, entonces la funcion /de la Definicidn (18.3) es una funcion 
de potencial para F, y /(*, y, z) se llama potencial en el punto K(x, y , z). 


TEOREMA (18.4) 


Todo campo vectorial del tipo de variacion in versa al cua- 
drado (o de. tipo gravitacional) es conservativo. 


Demostracion Si F es un campo de tipo gravitacional, entonces como en ia solucion 
del Ejemplo 2, 


F(x, y, z) 


cx _. cy cz 

(.X 2 -f V 2 -I- z 2 ) 3/2 1 + (.X 2 -f _v 2 + z 2 ) 3/2 J + (.X 2 4- y 2 + z 2 ) 3/2 k 


para alguna constante c. Segun la Definicidn (18.3), si F es conservativo, existe una 
luncion escalar / tal que F(jr, y y z) = V/(jr, y, z), y las componentes de F son iguales 
a fx( x » y> ^)» fy(Xy y, z) y f z (x , y, z ), respectivamente. Integrando parcialmente es- 
tas componentes con respecto a x, y y z. respectivamente, se ve que 


/(x y* -) 


— c 

[x 2 3- y 2 4 z 1 ) 172 ' 
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Calculando las derivadas parciales se demuestra que esta funcion /es lo que se busca- 
ba. Por tanto, se tiene lo siguiente: 

F(.\\ y, r) = V/(x, y, z) = V donde r = || r || = (x 2 + y 2 + z 2 ) l/2 • • 

En la fi'sica, la funcion de potencial de un campo vectorial conservative F se define 
como una funcion p tal que F(x, y, z) = - Vp(x, y, z ). En este caso, tomando p = 
—f en la demostracion del Teorema (18.4), se obtiene F(x, y, z) = V(c/r). Mas ade- 
lante en el capitulo se estudiaran mas a fondo los campos vectoriales conservatives. 

El operador diferencial vectorial V en tres dimensiones es* 


Segun (16.29), si V actua sobre una funcion escalar /, da como resultado el gradiente 
de/: 


grad/-V/• = ? + k 

dx cy dz 


A continuacion se usar^ V como un operador sobre un campo vectorial para definii 
otro campo vectorial, el rotacional de F, que se denota por rot F, o por V x F. 


DEFINICION (18.5) 


Sea F una funcion vectorial en tres dimensiones dada por 


F(x, y, z) = Af(x, y, z )i + A^(x, y, z )j + P(x, y, z)k 

x, 


donde M, Ny P tienen derivadas parciales en alguna re¬ 
gion. El rotacional de F est^ dado por 


rot F = V x F 




(dP 

dN\ 

\ <>y 

-5T) 




1 dN 

_ 

(ax 



_ 


Se usara el simbolo rot F o bien V x F para denotar el vector rot F(x, y, z) o 
V x F(x, y, z), asociado a (x, y, z). La fdrmula para rot F se puede considerar como 
el “desarrollo” de un determinante (con respecto al primer rengldn). 



* (N. del R.) Este simbolo se lee “del” debido a que es una delta mayuscula invertida. Tambidn se le dice 
nabla , por su parecido con un instrumento musical antiguo semejante a la lira y que tiene ese nombre. 
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EJEMPLO 4 Determinar V • F para F(jr, y, z ) = xy 2 z*\ + (2 x 2 y + z )j + .yVk- 
SolllCion De la Definicion (18.7), 



En la Section 18.6 se vera que si F es el campo de velocidades en un fluido, enton- 
ces div F da informacidn acerca del flujo o desplazamiento de la masa. Si div F < 0 
en un punto K(x y y> z), entonces la masa fluye hacia el punto y se dice que hay un su- 
midero en K. Si div F > 0, entonces la masa fluye desde el punto y se dice que hay 
una fuente en K. La condicidn div F = 0 es caracteristica de los fluidos incompresibles.* 
Los operadores div y rot tienen varias propiedades algebraicas. Una de ellas que 
es an&loga a la regia del producto para derivadas se presenta en el siguiente ejemplo. 
En los Ejercicios 23-26 se presentan otras de ellas. 


EJEMPLO 5 Sea / una funcion escalar y F una funcidn vectorial. Demostrar que si 
las derivadas parciales existen, entonces 


V'[/F]=/[V-F] + [Vf]-F. 


Solucion Si escribimos F = M\ + N\ 4- Pk, donde M y Ny P son funciones de 
x y y t z, entonces 


/ F = /Mi 4- fNi + fPk 

Aplicando la Definicion (18.7), 




Reordenando los terminos, obtenemos 



= /[VFj + [Vn-F 


* (N. del R.) De esias consideraciones se explica el nombre de divergencia. En una tuenle las “lineas de velo- 
cidad” divergen al emanar o salir del punto; se dice que la divergencia es positiva. En un sumidcro las lineas 
convergen al llegar al punto, y por tanto la divergencia es negativa. 
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Finalmente, si un campo vectorial F se describe como en (18.1), entonces pueden 
definirse limites, continuidad, derivadas parciales e integrates multiples usando las com- 
ponentes de F(jr, y, z), como se hizo en el Capitulo 15 para las funciones vectoriales 
de una variable. Por ejemplo, si se quiere derivar o integrar F(jc, y, z), hay que derivar 
o integrar cada componente. Se pueden establecer los teoremas acostumbrados: F es 
continua si y solo si las funciones componentes M, Ny P son continuas; F tiene deriva¬ 
das parciales si y solo si M, N y P las tienen; etcetera. 


EJERCICIOS 18.1 


Fjercicios 1-10: Represente suficientes vectores para 
ilustrar el patr6n o pauta que siguen los vectores del 
campo F. 

1. F(x, y) = xi - yj 2. F(x, y) = -xi + yj 

3. F(x, y) = 2xi 3yj 4. F(x, y) - 3i + xj 

5. F(x, y) = (x 2 -f y 2 )' ,/2 (xi + yj) 

6. F(x, y, z) = xi + zk 

7. F(x, v, z) = -xi - yj - zk 

8. F(x, y, z) = xi -f yj + zk 

9. F(x, y, z) * i + j + k 

10. F(x, y, z) — 2k 


21. Demuestre que la divergencia y el rotacional de 
un campo de tipo gravitacional son cero. 

22. Demuestre que si un campo vectorial F es con¬ 
servative y tiene derivadas parciales, entonces 
rot F = 0. 

Fjercicios 23-26: Verifique la identidad. 

23. Vx(F + G)=VxF + VxG 

24. V-(F + G) = V- F + V- G 

25. Vx(/F)=/(VxF) + (V/)xF 

26. V • (F x G) = (V x F) • G - (V x G) • F 


Fjercicios 11-14: Encuentre un campo vectorial con¬ 
servative que tenga el potencial dado. 

11. /(x, y, z) =s x 2 — 3y 2 + 4z 2 
f(Xy y, z) = sen(x 2 + y 2 + z 2 ) 

13. /(x, y) = arctan (xy) 

14. f{x, y) = y 2 e~ 3x 

Fjercicios 15-18: Encuentre V x F y V • F. 


Fjercicios 27-30: Verifique la identidad suponiendo 
que / y F tienen segundas derivadas parciales conti¬ 
nuas y a es un vector constante. 

27. rot grad / = 0 

28. div rot F = 0 

29. rot (grad / + rot F) = rot rot F 

30. rot a = 0 


15. F(x, y, z) = x 2 zi -I- y 2 xj + (y + 2z)k 

16. F(x, y, z) = (3x + y)i + xy 2 rj + xz 2 k 

17. F(x, y, z) = 3xyz 2 i y 2 senzj -f xc 2r k 

18. F(x, y, z) = x 3 In r: + xe >j - (y 2 + 2z)k 

19. Sear = xi + yj + zk. Demuestre que (a) V • 
r = 3; (b) V x r = 0; (c) V||r|| = r/|r|. 

20. Sean r = .vi + yj + zk y a, un vector constan- 
tc. Demuestre que (a) rot (a x r) = 2a; (b) 
div (a x r) = 0. 


31. Sean r = xi + yj + zk y r = ||r||. Demuestre 
que si F(x, y, z) = (c/r k ) r, donde c es una 
constante y k es cualquier numero real positivo, 
entonces el rotacional de F es 0. {Sugerencia: Use 
el Ejercicio 25.) 

32. El operador diferencial (d 2 /dx 2 ) + ( d 2 /dy 2 ) + 
(d 2 /dz 2 ) se denota por V 2 = V • V. Cuando 
opera sobre /(x, y, z) produce una funcidn es- 
calar llamada laplaciano de /que esta dada por 


V J /« 




r-r 
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Demuestre que si / y g son funciones escalares 
que tienen segundas derivadas parciales, 

(a) V • (V/) = V 2 / 

(b) V 2 (/0) = fV 2 cj 4- gV 2 f + 2V/ • V<y. 

Ejercicios 33-34: Usando la notacibn del Ejercicio 32 
demuestre que la funcion satisface la ecuacion de La¬ 
place V 2 / = 0. (Las funciones de este tipo se llaman 
armonicas y tienen importantes aplicaciones en la 
fisica.) 

33. /U, y, z) = (Jf 2 4 y 1 + z 2 r ' /2 

34. /(*, y, z) = fljr 2 4- £y 2 4 cz 2 donde a 4 b 4 
c = 0. 


35. Si F esta dado por (18.1), se define 

lim Ffx, y, z) = a 

ro) 

de manera analoga a la Definicion (15.4). De una 
definicibn de este limite en terminos de epsilon 
(£) y delta (6). ^Cuil es el significado geometri- 
co de tal limite? 

36. Suponiendo que F esta dado por (18.1), defina 
la nocibn de continuidad en (jc 0 , y 0 , Zo) de ma¬ 
nera andloga a la Definicibn (15.5). y,Cual es el 
significado geometrico de una funcion vectorial 
continua? 


18.2 


INTEGRALES DE UNEA 


En el Capitulo 5 para definir \ h a f(x)dx se comienza dividiendo el intervalo [ a , b ] en 
subintervalos de longitudes Ax ]y Ax 2 , ... Ax n . Luego se escogen numeros arbitrarios 
w k en cada subintervalo y se toma el limite de las sumas de Riemann £ k /(n fc ) Ax k 
cuando todos los Ax k tienden a 0. Puede seguirse un procedimiento similar para defi¬ 
nir las integrates de linea de funciones de varias variables sobre curvas en dos o tres 
dimensiones. 

En la Seccion 13.1 se vio que una curva plana C es regular (o alisada) si tiene una 
parametrizacion 


x - 0 (f), y = ); a < t <b 


tal que 0 ' y h’ son continuas y no se anulan simultaneamente en [a, b]. Para las curvas 
en el espacio se considera una tercera funcion k del mismo tipo, tal que z = k(t). El 
sentido, u orientacion, positivo sobre C es la direction en que se mueve un punto al 
aumentar t. Se dice que una curva Ces regular parte por parte si [a, b] se puede dividir 
en subintervalos cerrados de manera que C sea regular en cada subintervalo. 

Sea / una funcion de dos variables x y y que es continua en una region £>, la cual 
contiene una curva regular C con una parametrizacion x - y(t),y = h(t)\a < t < b. 
Se definiran tres integrals diferentes de /sobre C. Comenzamos dividiendo el interva¬ 
lo del parametro [a, b] escogiendo 


a = f 0 < f| < f 2 < • • • < t n = b. 

La norma de esta partition, es decir, la longitud del mayor subintervalo [/ A _,, /*], se 
denota por || A ||. Si P(x k , y k ) es el punto de C correspondiente a /*, entonces los pun- 
tos P () , P,, P 2 , • • > P n dividen a C en n subarcos P k . l P k , como se ilustra en la Figura 
18.10. Scan 

Ax k = x k - x k _ j, Ay k = v k — y k _,. As k = longitud de /V-iX* 
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F1GURA 18.10 



Para cada k, sea Q(u kt v k ) un punto del subarco P k - x P k co- 
rrespondiente a algun numero en [/*_,, t k ] (vease la Figura 
18.10). Consideremos ahora las tres sumas 

Z./K- <*) As*, £/(«„ t’t) Ax*, Y. /'K. «•*) Av*. 

* A A 

Si Jos J//nites de es/as sumas existen cuando //A // -+ 0, son 
entonces las integrates de linea de / sobre C con respecto r 
s, x y y, respectivamente, y se denotan como sigue. 


INTEGRALES DE (18.8) 
LINEA EN DOS 
DIMENSIONS 


J r /U. y)ds = li'm v k )As k 

* 

} c f(x,y)dx = lira I/(«*. v*)A** 


j c fix, y)dy - lim o lf(u k ,v k )Ay k 




El termino “integral de linea“se refiere a una integral sobre una linea curva, que 
podria ser en ciertos casos una linea recta. Se le podria Uamar tambien genericamente 
integral de curva* 

Si /es continua en D, entonces los limites en (18.8) existen y son los mismos para 
todas las parametrizaciones (siempre y cuando tengan la misma orientacion). Ademas, 
las integrates sepuedenevaluarsustituyendo at = cj(t),y = h(t) y o sea la parametriza- 
ci6n de C y reemplazando las diferenciales por 

ds = yjidx) 2 + (dy) z = yj[g\t)] 2 + [h'{t)] 2 dt 
dx = g'(t)dt , dy = h'{t)dt. 

Obsdrvese que segun la Definition (13.6), la formula para ds es la diferencial de la lon- 
gitud de arco. A continuation se enuncian estos hechos como referenda. 


TEOREMA DE (18.9) 

Si una curva regular Cestadada por x = g(t), y = h(t); 

EVALUACION 

a < / < b, y f(x, y) es continua en una region D que 

PARA INTEGRALES 

contiene a C, entonces 

DE LINEA 

0) 

[. f(x. y) ds = j; fUjOl hit)) vt u'(t)V + [ft*(/)] 2 ‘It 


<“>J 

( “> J 

r 

If .fix, >’) dx = J f(g(t), h ( t ) )g'(f) dt 
{.f\x.y)dy = f* /((/(f), 

- ---- 


* (N. del R.) En la terminologia maternalica en espaftol, tinea significa en general una curva o una recta , 
de manera que el nombre integral de tinea no causa confusion. En ingles si ocurre porque line, a secas, denota 
b^sicamente una recta, por lo que tine integral parece expresar esencialmente que sc trata de una “integral 
de recta’*. 
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La discusion anterior se puede generalizar a curvas mas complicadas. En particu¬ 
lar, sea C una curva regular parte por parte que se puede expresar como la union de 
un numero finito de curvas regulares C,, C 2 , ...» C nt tales que el punto final de C* 
es el punto inicial de C*+, para k = 1, 2, ..n - 1. En este caso, la integral de 
linea de / sobre C se define como la suma de las integrals de linea sobre cada una 
de las curvas. 

Se pueden demostrar propiedades de las integrates de linea semejantes a las que 
se obtuvieron para las integrales definidas en el Capitulo 5. Por ejemplo, invertir la 
direccidn de integracidn cambia el signo de la integral; la integral de una suma de dos 
funciones es la suma de las integrales de cada funcion, etcetera. 


EJEMPLO 1 Evaluar \ j<y 2 ds, donde C tiene la parametrizacion x = cos t, y = 
sen /; 0 ^ / < tt/2. * 


FIGURA 

18.11 

, \ 

ro. i>« 



(I.O) v 


Solucibn La curva C es la parte de la circunferencia uni- 
taria con centro en el origen que se encuentra en el primer 
cuadrante, como se muestra en la Figura 18.11. La punta de 
flecha en C indica el sentido positivo (es decir, la direction 
de integration). Aplicando el Teorema (18.9) (i), 

J c xy 2 ds = f* 2 cos t sen 2 t visen 2 t + cos 2 1 dt 

= 2 sen 2 t cos t dt = £ sen 3 t J" ‘ = ^ • 


EJEMPLO 2 Evaluar J \ xy 2 dx y Jc xy 2 dy t donde Ces la parte de la parabola^ = 
x 2 entre (0, 0) y (2, 4). 

Solucion La grafica de y = x 2 entre (0, 0) y (2, 4) es- 
ta en la Figura 18.12. C tiene ecuaciones parametricas 


FIGURA 18.18 


H—H 


x = r, y = t 2 ; 

0 ^ t ^ 2. 

Las diferenciales son 


dx = dt , dy 

= 2r dt. 

Aplicando las partes (ii) y (iii) del Teorema (18.9), 

j c xy 1 dx = j\(t^dt = J; 

2b 

ll 

r< O 

vO 

II 

Jr x >’ 2 d >’ = £ ,(f2)2 2' dt = J 

> *dt = V] 2 o = i? • 


Si C cs la grdfica de una ecuacion y = g(x) para a < x < /?, entonces C tiene ecua¬ 
ciones parametricas 


x = t, y = y(t); a<t<,b. 
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Entonces, las integrales de linea (ii) y (iii) del Teorema (18.9) se pueden evaluar como 
sigue: 

J C fix, y) dx = £ fit. g(t)) dt = j’* /(x, gix)) dx 

J c /(x, y) dy = £ f{t , g(t))g'(t) dt = £ /(x, t/(x))g'(x) dx 

Esto demuestra que para las curvas dadas en la forma rectangular y = g(x) con a < 
jc < b no hay que usar las ecuaciones parametricas sino que basta sustituir y = g(x ), 
dy = g '(x)dx, y usar a y b como limites de integration. En el Ejemplo 2, donde^ = 
jc 2 , se podria haber escrito 

J c xy 2 dx = J Q 2 x(x 4 ) dx = J o 2 x 5 dx = ¥ 

| c xy 2 dy = Jj 1 x(x 4 )2x dx = 2x 6 dx = 

Puede obtenerse una aplicacibn fisica de la integral de linea f(x> y) ds conside- 
rando la curva como un alambre delgado de densidad variable. Si el alambre se repre- 
senta por la curva Cen la Figura 18.10 y la densidad lineal (es decir, la masa por unidad 
de longitud) en el punto (jc, y) estd dada por 5(jc, y ), entonces 5(u k , v*) es apro- 
ximadamente igual a la masa A m k de la parte del alambre que esta entre P k _ { y P k . 
La suma 

Z Aw * = Z 5 < u k- w *) As » 

k k 

es una aproximacion a la masa total rrt del alambre. Para definir m se toma el limite 
de estas sumas y se obtiene lo siguiente. 


MASA DE UN (18.10) 
ALAMBRE 



EJEMPLO 3 Un alambre delgado tiene la forma de media circunferencia de radio a. 
La densidad lineal de masa en un punto P es directamente proporcional a la distancia 
de P a la recta que pasa por los extremos del alambre. Calcular la masa del alambre. 


FIGURA 18.13 



Solucion Introducimos un sistema de coordenadas de 
manera que la forma del alambre coincida con la mitad su¬ 
perior de la circunferencia de radio a con centro en el origen 
(vease la Figura 18.13); C tiene las ecuaciones parametricas 

x = a cos/, y = a sen/; 0 s / 5 i. 

Por hipdtesis, la densidad lineal de masa en P(x , y) esta da¬ 
da por 6 (jc, y) = para alguna constanteSegun (18.10) 
la masa del alambre es 


m 


= £ (ky) ds = Jj (ka sen /) v a 2 sen 2 1 + a 2 cos 2 t dt 

= Jj kct (sen t)a dt = —ka 2 cos = Ika 2 • 
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En las aplicaciones relacionadas con el trabajo, aparecen integrales de linea combi- 
nadas en la forma 

J c } J ) dx + J c N(x, y ) dy 

donde My N son funciones continuas sobre un dominio D que contiene a C. Esta suma 
se abrevia escribtendola como 

J r A/(.x, y) dx 4- /V(x, y) dy. 


EJEMPLO 4 Evaluar xydx 4 x 1 dy suponiendo que 

(a) C consta de los segmentos que van de (2, 1) a (4, 1) y de (4, 1) a (4, 5). 

(b) C es el segmento que va de (2, 1) a (4, 5). 

(c) C tiene ecuaciones param&ricas x = 3/ - 1, y = 3/ 2 - 2t\ 1 ^ / < f. 

FIGURA 18.14 Solucion 

(a) Si se divide C en dos partes Cj y C 2 , como se muestra 
en la Figura 18.14, estas curvas tienen las ecuaciones para- 
metricas 

C,: x = t, y = 1; 2 < t < 4 

C 2 : x = 4, y - t; 1 < t <, 5. 



La integral de linea sobre C puede expresarse como una suma de dos integrales de linea, 
la primera sobre C, y la segunda sobre C 2 . Sobre C, tenemos dy = 0, dx = dt y por 
lo tanto 

J r xy dx -l- x 2 dy = r(l) dt + 0 = £r 2 J 4 = 6. 

9 

Sobre C 2 tenemos dx = 0, dy = dt y asi 


FIGURA 18.15 



FIGURA 18.16 



xy dx + x 2 dy = J ( 5 0 + 16 dt = 16f = 64. 

Por lo tanto, la integral de linea sobre Ces igual a 6 -I- 64, 
o sea 70. 

(b) La grafica de C esti en la Figura 18.15 y tiene la ecua- 
cion y = 2x - 3 para 2 < x < 4. En este caso dy = 2dxy 

J c xy dx 4- x 2 dy = J 4 x(2x - 3) dx 4- x 2 2 dx 

= (4x 2 — 3x) dx = 

(c) La grafica de C es parte de una parabola (vease la Figura 
18.16). En este caso, usando las ecuaciones parametricas x = 
3t - \, y - 3/ 2 - 2f; 1 s / < f , obtenemos dx = 3 dt , 
dy — (6/ — 2) dt y la integral de linea es igual a 

J,’ 3 (3/ - l)(3t 2 - 2t)3 dt + (3 1 - 1 ) J ( 6 1 - 2) dt. 
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Se puede demostrar que el valor es 58. 

Otra manera de resolver esto es usar la ecuacion y - % (x 2 - 1) de la parabola 
para 2 < x < 4. Entonces obtenemos la integral 

xy dx + x 2 dy = j* x • ^(x 2 — 1) dx + x 2 (|x) dx, 

= j* (x 3 - $x) dx = ix 4 - £x 2 ]* = 58 • 


En el ejemplo anterior se obtuvieron tres valores diferentes para la integral de linea 
sobre tres trayectorias distintas de (2, 1) a (4, 5). En la Seccion 18.3 se estudiaran inte- 
grales de linea que tienen el mismo valor sobre todas las curvas que van de un puntc 
A a un punto B. De esas integrales se dice que son independientes de la trayectona 
Si una curva C en tres dimensiones tiene una parametrizacion 


x = y(t), y = h(t), z = k(t); a < t < b. 


F1GURA 18.17 



entonces las integrales de linea de una funcion / de tres va¬ 
riables se definen de manera parecida a las de dos variables 
En este caso, en lugar de usar, como en la Figura 18.10, a 
(x*, yk) y ( u k> v k) como las coordenadas de P k y Q k en C, 
se usan ( x k , y ki z k ) y ( u k , v^, w k ), respectivamente (vease la 
Figura 18.17). Entonces 

f f{x, y. z) ds = lim X /(“*> L '*' w k) As »- 

JC ||A||—o l 

Esta integral se puede evaluar usando la fbrmula 

S' fim hit), k(t))sf{g\t)Y + [/i'(0] r + O'(f)] 2 dt. 


Si un alambre tiene la forma de C, y /(x, y , z) es la densidad lineal de masa en (x, y , z), 
entonces el valor de esta integral es la masa total del alambre. 

Ademas de las integrales J c /(x, y , z)dx y J c /(x, y , z)dy , una funcibn de tres 
variables tiene tambien una integral de linea con respecto a z dada por 

f fix, y, z) dz = lim Y. fiu t ,v k ,w k )Az t 

J( IIA||-0 * 

donde A z k = z k — Z k -\- Como en el caso de dos dimensiones, estas integrales apare- 
cen a menudo en sumas que se abrevian como 

Af(x. >\ z) dx -I- A(x, v, z) dy 4- P(x, y, z) dz 

donde M % N y P son funciones continuas en una region que contiene a C. Si C esta 
dada parametricamente, entonces esta integral de linea puede evaluarse sustituyendo 
x, y, z, de la misma manera que en el caso de dos variables. 


EJEMPLO 5 Evaluar yz dx + xzdy + xydz, donfl'c C esta dada por 
x = t, y = t 2 , z - t i \ 0 < / < 2. 
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FIGURA 18.18 



FIGURA 18.19 



FIGURA 18.80 



Solucion La curva C (una cubica alabeada) est& en la 
Figura 18.18 (vease el Ejemplo 2 de la Section 15.1). Puede 
sustituirse x , y , z, y usar dx = dt y dy = 2 tdt y dz = 3/ 2 <ft: 

J o 2 1 5 dt + 2r 5 <// + 3r s dt = J o 2 6r 5 dt = r 6 ]* = 64 • 

Una de las aplicaciones m£s importantes de las integra¬ 
ls de Knea a la fi'sica tiene que ver con campos de fuerza. 
Supongamos que la fuerza que actua sobre el punto ( x , y , z) 
es 

F(x, y, z) = M(x y y, z) i + N(x, y, z)j + P(x, y 9 z)k 

donde M y N y Pson funciones continuas. A continuation se 
define el trabajo realizado cuando el punto de aplicacion de 
F(x, y, z) recorre una curva regular Ccon parametrizacidn 
x = y(t) 9 y = h(t) y z = k(t)\ a < t < b. Se supone que 
el movimiento es en la direction correspondiente al crecimien- 
to de /. 

Se divide C mediante Ios puntos P 0 , P,, P 2 , • •» P„, ta¬ 
les que P k tiene coordenadas ( x k , y k , z k ) (vease la Figura 
18.19). Si la norma || A || es pequefia, entonces P k esta cerca 
de P k + \ para cada k. Por lo tanto, el trabajo realizado por 
F(x, y, z) a lo largo de f\P k ^ l se puede estimar por el tra¬ 
bajo A w k realizado por la fuerza constante F(x*, y k , z k ) 
cuando su punto de aplicacion recorre P k P k + [. 

Si Ax* = x k +1 - x k y A y k = y k +1 ~y k y Az* = z k+ \ - 
z*, entonces P*P* +I correspondc al vector A x k \ + Ay*j + 
Az*k de V } (vease la Figura 18.20). Segun (14.29), el tra¬ 
bajo A w k realizado por F(x*, y k > z k ) a lo largo de P k P k + , es 

Aw* = F(x*, y k> z k ) • (Ax*i + Ay*j + Ar*k) 

= M(x k y y k y z k ) Ax* + N(x k y y*, z k ) Ay* + P(x*, y*, z k ) Az k . 

El trabajo W efectuado por F a lo largo de C se define como 
sigue. 


DEFINICION DE (18.11) 
TRABAJO 


En las aplicaciones, la integral (18.11) se expresa frecuentcmente en forma vecto¬ 
rial. Si se define 

r(/) = xi + yj + zk 

dondex = g(t),y = h(t)yz = k(t) y entonces r(/) es el vector de position del punto 
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Qix, y, z) de C. Sj s denota la longitud de arco medida a lo largo de C, entonces como 
cn la Seccion 15.4, el vector unitario T(s) dado por 


FIGURA 18.21 


tv \ ^ / v dx . dy dz 



es un vector unitario tangente aCenQ. Los vectores r(/), 
f (Jf. y, z) y T(s) se ilustran en la Figura 18.21. 

La componente tangencial de F en Q (vtase la Figura 
18.21) es 

F(.v, y, z) • T(,s) = M(.x, y, z) ~ + N{x, y, -) dl + 
ds ds 


P(X, y, z) 


<h 

ds 


Ndtese que esta componente es positiva si el angulo entre F(*, y, z) y T(s) es acudo 
y negativa si el angulo es obtuso. La fdrmula (18.11) puede escribirse ahora 


W 


= F(x, y, z) ■ T(s) ds: 


es dear, el trabajo realizado cuando elpunto de aplicacion de F(x, y, z ) recorre C es 
igual ala integral de linea con respecto a s de la componente tangencial de F a to largo 
de C. Para s.mpl.f.car la nolacion se denoiara F(x, y, z ) por F, y T(*) por T, y se define 

dt = dxi + dyj + dz k = T ds. 

La discusion anterior puede resumirse como sigue. 


DEFINICION (18.12) 


Sean C una curva regular en el espacio, T un vector uni¬ 
tario tangente a C en (at, y, z), y F la fuerza que actua 

en (x, y, z). El Irabajo fV realizado por F a lo largo de 

Ces 

W = J> • Tds = J.F • dr 

xi + rt + * k 


donde r 


Intuit.vamente, se puede considerar que F • dr en la Definicion (18.12) representa 
el trabajo realizado cuando el punto de aplicacion de F se mueve a lo largo del vector 

dr tangente a C. La integral representa el Unite de las sumas de los elementos de traba- 
jo r • ax. 

EJEMPLO 6 Un campo de fuerza del tipo gravitacional F esta dado por 

F(x,y,z)= * r . 


^. ,C “' ar e ‘ "**?**? P ° r F CUand0 su punt0 de a P licac idn se mueve a lo largo 
del eje at desde .4(1, 0. 0) hasta 5(2, 0, 0). 8 
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Solution Sea C el segmento de A a B\ C tiene las ecuaciones parametricas x = /, 
y = 0, z = 0; 1 £ t < 2. Como en el Ejemplo 2 de la Seccidn 18.1, 

>'• -) = fx 2 + y i + , Tyl2 (•« + y> + *)• 

Aplicando la Definicion (18.12), 

W = f F • i/r = f -y" — 27 v 2 (* d* + y </y 4 z dz). 

(x 2 4* y 2 4 z 2 ) 3/2 

Sustituyendo x, >\ z por las ecuaciones parametricas de C, obtenemos 



Las unidades de W dependen de las de la distancia y de las de ||F(x, y , z) ||. 


Si la discusion anterior se restringe a dos dimensiones, entonces el campo de fuerza 
puede expresarse en la forma 

F(x, y) = M(x y y)i 4 N(x, y)l 

Si C es una curva plana finita regular parte por parte, entonces el trabajo realizado 
cuando el punto de aplicacidn de F(x, y) recorre C es 

W = £ M(x, v) dx -I- N(x, y) dy = J ( , F • dr 


donde r = xi 4 yj. 


FIGURA 18.99 



EJEMPLO 7 Sea C la parte de la parabola y = x 2 que se 
encuentra entre (0, 0) y (3, 9) y sea F(x, y) = -yi 4 xj. Cal- 
cular el trabajo realizado por F a Io largo de C. 

Solucion El campo vectorial F se estudio en el Ejemplo 
1 de la Seccidn 18.1. En la Figura 18.22 se muestran algunos 
vectores de fuerza tipicos actuando sobre C. Por ejemplo, 

F(l,l) = -i4j, F(2, 4) = -4i 4 2j, 

F(3, 9) = -9i 4 3j 

Observese el cambio de direction y magnitud de F(x, y) 
cuando P(x, y) recorre C de (0, 0) a (3, 9). 

Como C tiene las ecuaciones parametricas x=f,.y = / 2 ;0</<3, 


W = F • dr = —y dx 4 x dy 

= Jo - f2 dt + t(2t)dt=j\idt = jJ o = 


9. 
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Si, por ejemplo, 

(J). • 


|| F || esti en newtons (N) ysen metros (m), entonces W = 9 joules 


EJERCICIOS 18.2 


Ejercicios 1-2: Realice la evaluacibn de las integrates 
de linea \ C J( x, y) ds , J C J( X * y ) dx, y fcf(x, >’) dy pa¬ 
ra la curva C con la parametrizacion dada. 

1. /(x, y) = x 3 + y, x = 3 1, y = r 3 ; 0 < t < 1 
2 - f(x, y ) = xy 2! \ x = If, y = t Sf2 ; 0 < f ^ 1 

Ejercicios 3-6: Evalue la integral de linea a lo largo 
de la curva C dada. 

3. j r 6 x 2 y dx 4 xv dy; C es la grafica de y = x 3 4 
1 entre (-1, 0) y (1, 2). 

4. Jc y dx 4 (x 4 y) dy; C es la grafica de y - x 2 4 
2x entre (0, 0) y (2, 8). 

5* jc (* “ y) dx 4 - x dy; C es la grafica de y 2 = x 
entre (4, -2) y (4, 2). 

6* $c xy dx + x 2 y 3 dy; C es la grafica de x = y 3 
entre (0, 0) y (1, 1). 

7. Evalue j c xydx 4 (x + y)dy para cada una de 
las curvas C que van de (0, 0) a (1, 3), ilustradas 
en (a)-(d). 



9. Evalue jc xzdx + (y 4 z)dy 4 xdz; Ces la 
grafica de x = e\ y = z = e 2 *; 0 s t < 1. 

10. Evalue J c y</x 4 zdy 4 Xf/z; Ces la grafica de 
x = sen /, y = 2 sen f, * = sen 2 /; 0 < / < 
t/2. 


(a) 


(b) ♦>' 



(c) \ y 


(d) t v 


l 



8. Evalue f r (x 2 + y 2 ) dx + 2x dy para cada una de 
las curvas C que van de (1, 2) a (-2, 8), ilustra- 
das en (a)-(d). 


11. Evalue 

J ( (* + >’ + z) dx + (x - 2 y + 3z) dy 
4 (2x 4 y — z) dz 

donde C es la curva que va de (0, 0, 0) a (2, 3, 4) 
en (a)-(c): 

(a) C consta de tres segmentos (rectilineos): el 
primero paralelo al eje x, el segundo para- 
lelo al eje y y el tercero paralelo al eje z. 

(b) C consta de tres segmentos: el primero pa- 
ralelo al eje z, el segundo paralelo al eje x 
y el tercero paralelo al eje y. 

(c) C es un solo segmento. 

12. Encuentre J c (x — y)dx 4 (y-z)dy 4 xdz , 
donde C es la curva que va de (1, -2, 3) a 
(“4, 5, 2) de los tipos descritos en las partes (a)- 
(c) del Ejercicio 11. 
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13. Evalue J c xyz ds; Ces el segmento entre (0, 0, 0) 
y (1, 2, 3). 

14. Evalue J c {xy + z ) ds; C es la helice x = a cost, 
y = a sen /, z = bt; 0 < t < 2w. 

0 £ t < 2tt. 

15. La fuerza en (jc, y) es F(jc, y) = xy 2 \ + JC 2 yj. 
Calcule el trabajo realizado por F a lo largo de 
las curvas (a)-(d) del Ejercicio 7. 

16. v La fuerza en (jc, y) es F(jc, y) = (2jc + y) i + 

(jc + 2y)j. Calcule el trabajo realizado por F a 
lo largo de las curvas (a)-(d) del Ejercicio 8. 

17. La fuerza que actua en un punto (x, y) de un pia¬ 
no coordenado es F(jc, y) = (4/||r|| 3 )r, donde 
r = jci + yj. Calcule el trabajo realizado por F 
a lo largo de la mitad superior de la circunferen- 
cia x 2 + y 2 = a 2 de (- a , 0) a ( a , 0). 

18. La fuerza en un punto (jr, y) de un piano coor¬ 
denado es F(jc, y) = (jc 2 + y 2 )i + jcyj. Calcu¬ 
le el trabajo realizado por F(jc, y) a lo largo de 
la gr£fica de y = jc 3 desde (0, 0) hasta (2, 8). 

19. La fuerza en un punto (jc, y, z) en tres dimen- 
siones esta dada por F(jc, y, z) = yi + zj + xk. 
Calcule el trabajo realizado por F(x, y, z) a lo 
largo de la cubica alabeada jc=/, y = / 2 , z = 
/ 3 de (0, 0, 0) a (2, 4, 8). 

20. Resuelva el Ejercicio 19 si F(x, y, z) * e x \ + 
e y i + e z k. 

21. Un objeto se mueve a lo largo de un campo de 
fuerza F de manera que en cada punto (*, y , z) 
el vector de velocidad es ortogonal a F(jc, y , z). 
Demuestre que el trabajo realizado por F sobre 
el objeto es 0. 

22. Demuestre que si una fuerza constante c actua 
sobre un objeto en movimiento que da una vuel- 
ta alrededor de una circunferencia, entonces el 
trabajo realizado por c sobre el objeto es 0. 

23. Si un alambre delgado tiene la forma de una cur- 
va plana Cy su densidad lineal de masa en (x, y) 


es 6 (jc, y), entonces los moment os con respect o 
al eje x y al eje y se definen como 

M x = y<5(jc, y) ds y M y = J ( xc5(x, v) ds. 

Use limites de sumas para demostrar que estas 
definiciones de M x y M v son ‘‘naturales”. El 
centro de masa (x, y ) del alambre se define me- 
diante x = M v /m y y = MJm, donde m es la 
masa del alambre. Determine el centro de masa 
del alambre del Ejemplo 3. 

24. Consulte el Ejercicio 23. Un alambre delgado so¬ 
bre un piano coordenado tiene la forma de la par¬ 
te de la parabola y = 4 - jc 2 entre (-2, 0) y 
(2, 0). La densidad en el punto (jc, y) es directa- 
mente proporcional a su distancia al eje y. Cal¬ 
cule la masa y encuentre el centro de masa. 

25. Generalice las definiciones de los momentos y el 
centro de masa de un alambre a tres dimensio- 
nes (v£ase el Ejercicio 23). 

26. Un alambre de densidad constante tiene la for¬ 
ma de la helice jc = a cos /, y = a sen t, z = bt ; 

0 < / < 3ir. Calcule la masa del alambre y en¬ 
cuentre su centro de masa (v6ase el Ejercicio 25). 

27. Para un alambre delgado de densidad variable 
representado mediante una curva C en el piano 
jcy, defina los momentos de inercia I x y I y con 
respecto al eje jc y al eje y, respect ivamente. 
Calcule I x e I v para el alambre del Ejemplo 3. 

28. Determine los momentos de inercia l x y /,, del 
alambre del Ejercicio 24. 

29. Para un alambre delgado de densidad variable 
representado por una curva en tres dimensiones, 
defina los momentos de inercia con respecto a los 
ejes jc, y, z. 

30. Calcule el momento de inercia con respecto al eje. 
z del alambre del Ejercicio 26 (vease tambien el 
Ejercicio 29). 


18.3 


INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA 


A una curva regular parte por parte con extremos A y B se le llama a veces trayectoria 
de A a B. A continuacion se obtienen condiciones bajo las cuales una integral de linea 
es indcpcndiente de la trayectoria en una region, en el sentido de que si A y B son pun- 
tos arbitrarios, entonces se obtiene el mismo valor para todas las trayectorias de A a 
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B en esa regi6n. Los resultados se demostrarin para integrates de linea en dos dimen- 
siones. Las demostraciones para el caso de tres dimensiones son similares y se omiten. 

Si la integral de linea J c /(x, y)ds es independiente de la trayectoria, se denota a 
veces por J* f(x , y)ds porque el valor de la integral depende s61o de los extremos A 
y & de la curva C. Una notacidn similar se usa para \ c f(x, y) dx y J c /(jc, y) dy y para 
las integrates de linea en tres dimensiones. 

En toda esta section se supone que todas las regiones del piano son conexas. Esto 
significa que dos puntos cualesquiera en una region se pueden unir por una curva regu¬ 
lar parte por parte contenida en la regidn. Tambten se supone que las regiones son 
abiertas , es decir, para todo punto A de una regidn D existe un circulo con centro A 
completamente contenido en D. 

El siguiente teorema, que es el resultado fundamental, dice que si un campo F es 
continuo, entonces la integral de linea f c F - dr es independiente de la trayectoria si 
y solo si F es conservativo. 


TEOREMA (18.13) 


Si F(x, y) = M(x, y)i + N(x, y) j es continuo en una 
regidn D abierta y conexa, entonces la integral lY F • dr 
es independiente de la trayectoria si y s6Io si F(x, y) = 
v /(*. JO para alguna funcidn escalar /. 


Demostracion Supongamos que la integral es independiente de la trayectoria en D. 
Si (JCo, y 0 ) es un punto fijo en D, se puede definir / por 


fix, y) = f 1 '’ F dr 

J(xo.yo) 


FIGURA 18.23 

v 

U,. v» («c, v) 

r 

<jr 0 . v„) 


yo) 

para todo punto (x, y ) en D. Como la integral es indepen¬ 
diente de la trayectoria, / depende sdlo de x y y, y no de la 
trayectoria C de (xo, yo) a (x, y). Elijase un circulo en D 
con centro en (x, y). Sea (x,, y) un punto dentro del circu¬ 
lo tal que jc, * x. Sea C| cualquier trayectoria de (jq,, y 0 ) a 
(*i. y) y sea C 2 el segmento horizontal de (jc,, y) a (jc, y), 
como se ilustra en la Figura 18.23. Se puede escribir 


/(x, y) = J Ci F ^r + J c . F • dr 


= r y) F ' * + f' ” F • dr. 

J(xo.yo) JUi.y) 


Como la primera integral no depende de x, 


^/(x,y) = 0 + £- » F-dr. 

ox dx Ji*i*y) 


Escribiendo F ‘dr — M(x , y)dx + N(x , y)dy y usando el hecho de que dy = 0 en 
C 2 (v£ase la Figura 18.23), se obtiene 

^ fix ' y)= ^£!l M(x ’ y)dx - 
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Como y es fija en esta derivacidn partial, puede considerarse el integrando como 
funcidn de una variable x. Aplicando (5.25), 


FIGURA 18.54 


—/(x, y) = M(x,y). 
ex 


u. y) Analogamente, si se escoge la trayectoria que se muestra cm 

la Figura 18.24 y se deriva con respecto a y , se obtiene 

~f(x,y)=N(x,y). 
dy 

Esto demuestra que V /(x, y) = M(x> y)\ + N(x y y)j = 
F(x, y)\ es decir, F es conservative. 

Inversamente, si existe una funcidn / tal que F(x, y) * V/(x, y), entonces 

M(x, y)i 4- N(x, y) j = / X (x, y)i + /„(x, y) j 

o equivalentemente, 

M(x, y) = /,(x, y) y N(x, y) = / y (x, y). 



FIGURA 1S.S5 

nj 


v 2 ) 



jr 


Entonces, si >l(x,, y,) y £(x 2 , y 2 ) son puntos en la regidn 
D y C es una curva regular por partes con extremos A y B 
(vease la Figura 18.25), entonces 

J c F dr = J c A*(x, y) dx + N(x, y) dy 

= f c /*(*> y) dx + / y (x, y) dy 

Si C tiene una parametrizacidn regular x = £(/),y = h(t); 
t] ^ t ^ / 2 , entonces aplicando el Teorema (18.9), 


j c F • dr = J ' 2 [/ x ( 0 (r), MMt) + / y (ff(f), MO)fc'(t)] dt. 


Aplicando la Regia de la Cadena y el Teorema Fundamental del Calculo, 

“yi)- 


Por lo tanto, la integral de linea depende solamente de las coordenadas de A y B y no 
de la trayectoria C, que es lo que se queria demostrar. La demostracidn puede generali- 
zarse a curvas regulares parte por parte dividiendo C en un numero finito de curvas 
regulares. • • 


La demostracidn del Teorema (18.13) contiene un metodo para evaluar integrates 
de linea que son independientes de la trayectoria. Este resultado, que es an&logo al Teo¬ 
rema Fundamental del Cdlculo, puede enunciarse como sigue. 
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TEOREMA (18.14) 


————- 

Sea F(x, y) - M(x f ,y)i + N(x t y) j continuo en una re- 
gi6n abierta y conexa Z>, y sea C una curva regular parte 
por parte en D con extremos A(x u y x ) y B(x 2 , y 2 ). Si 
F(a\ >0 = V/(x, y), entonces 




J M(x, y)dx + N(x, y)dy = P* 2 


= /(* 2 > ^ 2 ) “ f(X 1 , >-,) = /(X, ^)] 



’<*2* 




(* 2 . 72 ) 
U.-vi) 


El siguiente corolario es una aplicaci6n del Teorema (18.14) a los campos de fuerza 
conservatives. 


COROLARIO (18*15) 


Si un campo vectorial de fuerza F es conservative, en¬ 
tonces el trabajo realizado a lo largo de la trayectoria C 

de A a B es igual a la diferencia de potencial entre Ay B. 

_ 


F1GURA 18.26 



El corolario se ilustra en la Figura 18.26, en la que C,, 
C 2 y C 3 son curvas regulares parte por parte. Se requiere la 
misma cantidad de trabajo para cualquier trayectoria de A 
a B. Si C es una curva cerrada, es decir; si A = B y entonces 
el trabajo realizado al recorrer C es 0. Hay un resultado in- 
verso de este, concretamente, si Jr F • dr = 0 para toda cur¬ 
va cerrada simple C, entonces la integral es independiente de 
la trayectoria, y por lo tanto el campo es conservative. Es- 
tos hechos son importantes en las aplicaciones, pues muchos de los campos vectoria- 
les que aparecen en la naturaleza son de tipo gravitacional y por lo tanto, conservatives 
(vease el Teorema (18.4)). En t^rminos de fisica, si una particula da una vuelta comple- 
ta sobre una curva cerrada que se halla en un campo de fuerza conservative, entonces 
el trabajo realizado es 0. Al final de esta seccion se discutirdn con mayor detalle los 
campos conservatives. 

El Teorema (18.14) y el Corolario (18.15) pueden generalizarse a campos vectoria- 
les en tres dimensiones. El siguiente ejemplo ilustra estos resultados. 


EJEMPLO 1 Sea F el campo gravitacional producido por una particula de masa M 
colocada en el origen de un sistema de coordenadas rectangulares. Calcular el trabajo 
realizado cuando una particula de masa m se mueve de /4(2, 3, 4) a Z?(l, 0, 0). 

Solucion De la pagina 928, la fuerza ejercida sobre una particula de masa m colo¬ 
cada en K(x t y, z) es 


F(x, y, z) = 
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donde r = xi + .yj + zk. Como en la demostracion del Teorema (18.4), F(x, y, z) = 
V/(x, y, z) donde 


/(x, y, z) - (j(2 + yi + z 2 yn- 

Entonces por el teorema en tres dimensiones analogo al Teorema (18.14) (o al Corola- 
rio (18.15)), 


W 


-S: 


b I: t GMm 

A Fdt = (X 2 + >' 2 + z 2 ) 1 ' 2 


T ’ = GMml 1 - -L) 
Ja.3.4, V n/29/ 


Si la integral JV M(x , .yjd* + A^(jc, >>)tfy es independiente de la trayectoria, ei** 
tonces por el Teorema (18.13) existe una funcion / tal que 


Por lo tanto. 




dM _ d 2 f dN _ d 2 f 

dy dy dx y dx dx dy 


Si M y /Vtienen primeras derivadas parciales continuas, entonces /tiene segundas de~- 
vadas parciales continuas y, por lo tanto, el orden de derivacidn no altera el resultadoJ 
es dear. 


dM 

dy dx 


El resultado inverso a £ste es falso a menos que se impongan condiciones adicion 
al dominio D de F(x, y). En particular, si D es una regidn simpiemente conexa er 
sentido de que el interior de toda curva cerrada simple C en D contiene s61o pur 
de D (no hay “hoyos” en la region), entonces la condicidn dM/dy = dN/dx imp 
que la integral de linea \ c M(x , y) dx + N(x y y) dy es independiente de la trayectc 
(La demostracion se puede encontrar en libros de Calculo avanzado.) Esta dis 
puede resumirse como sigue. 


TEOREMA (18*16) 


— 

Si M(x y y) y N(x y y) tienen primeras derivadas parcia 
les continuas en una region simplemente conexa D, en¬ 
tonces la integral de linea 


r 

J c M(x,y)dx + N(x,y)dy 


l 

es independiente de la trayectoria en D si y solo si 



dN 

dx 
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EJEMPLO 2 Demostrar que si F(x, y) = (2x + y 3 )i + (3 j <y 2 + 4)j, entonces 

Jc F * dr es independiente de la trayectoria y evaluar f 12 ' 31 F Jr 

J<0, 1) 

Solucion La funcidn vectorial F tierte primeras derivadas parciales continuas para 
todo (x, y) y por lo tanto se puede aplicar el Teorema (18.16). Tomando M = 2x + 
y 3 y N = 3x7 2 + 4 vemos que 

8M , dN 

J7~ }> S' 

Por lo tanto, la integral de Hnea es independiente de la trayectoria. Segtin el Teorema 
(18.13), existe una funcidn (de potencial) / tal que 

f x (x, y) = 2x + y 3 y f y ( x , y) = 3xy 2 + 4. 

Si integramos (parcialmente) /,(x, y) con respecto a x, 

/(x, v) = x 2 + xy 3 + <c(y) 

donde k es una funcidn que depende s6lo de y. (Hay que usar k(y) en lugar de una 
constante en la integracidn parcial para obtener la expresion mas general de fix v) 
tal que f x (x , y) = 2x + y 3 .) 

Derivando /(x, y) con respecto a y, y comparando con la expresidn fJx, y) = 
3xy 2 + 4 obtenemos 

fy(x, y) = 3xy 2 + k'(y) = 3xy 2 + 4. 

Por lo tanto, k (y) = 4 o bien k(y) = 4y + c para una constante c. Entonces 

/(x, y) = x 2 + xy 3 + 4y + c 

define una funcidn del tipo deseado. Aplicando el Teorema (18.14), 

Jj 0 1( (2x + y 3 ) dx + (3xy 2 + 4) dy = x 2 + xy 3 + 4yJ| 2 ' 3 | 

= (4 + 54 + 12) - 4 = 66. 

No usamos la constante cporque para evaluar la integral puede usarse cualquier fun¬ 
cidn de potencial /. . 


EJEMPLO 3 
Solucion 


Determinar si x 2 y dx + 3xy 2 dy es independiente de la trayectoria. 

Si definimos M = x 2 y y N = 3xy 2 , entonces 

cN 


diM 

IV 




Como dM/dy ¥= dN/dx , la integral no es independiente de la trayectoria, de acuerdo 
con el Teorema (18.16). • 



950 


CAPITULO 18 • CALCULO VECTORIAL 


En el Ejemplo 2 se obtuvo una funci6n de potencial /para un campo vectorial con¬ 
servative en dos dimensiones. La solucidn del ejemplo siguiente ilustra un m£todo que 
puede usarse en tres dimensiones. 


EJEMPLO 4 Demostrar que si F(x, y, z) = y 2 cosx\ + (2ysenx + e 2 *)} + lye^k, 
entonces j c F • dr es independiente de la trayectoria y encontrar una funcion de poten¬ 
cial / para F. Suponiendo que F es un campo de fuerza, calcular el trabajo realizado 
por F a lo largo de una curva C de (0, 1, £) a (x/2 % 3, 2). 

Solucion La integral es independiente de la trayectoria si existe una funcion dife- 
renciable / de x, y , z tal que V/(x, y , z) = F(x, y y z) y es decir. 


A(x, z) = y 2 cos x 
/ y (x, y, z) = 2 y sen x + e 2: 
/ z (x, y , z) = 2 ye 2z . 


(a) 


Si integramos (parcialmente) f x (x , y , z) con respecto a x, vemos que 


/(x, y, z) = y 2 sen x + </(y, z) 


(b) 


para alguna funcidn g de y y z. (Debemos usar g(y t z) para obtener la expresion mas 
general /(x, y t z) tal que f x (x, y, z) = .y 2 cosx.) 

Derivando / en la ecuacidn (b) con respecto a y, y comparando el resultado con 
la ecuacion para f y en (a), obtenemos 


/ v (x, y, z) = 2y senx -I- g y (y , z) = 2y sen x + e 22 
z) = * 22 . 


y por lo tanto, 


Integrando parcialmente con respecto a y t obtenemos 

g(y, z) = ye 2z + k(z) 

donde k es una funcidn s61o de z. Por consiguiente, de la ecuacion (b), 
/(x, y, z) = y 2 senx + ye 2: + k(z). 

Derivando con respecto azy usando la ecuacion para f z en (a), 

/ s (x, y, z ) = lye 12 + k'(z) = 2ye 2 \ 

Por lo tanto, k\z) = 0 o bien k{z) = c para una constante c y 


/(x, y, z) = y 2 sen x + ye 22 -f c 


define una funcion de potencial para F. 

Segun la generalizacidn del Teorema (18.14) a tres dimensiones, el trabajo realiza¬ 
do por F a lo largo de una curva C cualquiera de (0, 1, £) a (7r/2, 3, 2) es 



= (9 -I- 3c 4 ) — (0 + e) = 9 + 3c 4 — e % 170 • 
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Para concluir esta seccidn se consideran algunas aplicaciones de la independencia 
de la trayectoria. La siguiente definicidn se usa en la fisica. 


DEFINICION (18.17) 


Sea F(x, y t z) un campo vectorial de fuerza que es con¬ 
servative y que tiene una funcidn de potencial /. Se defi¬ 
ne como la energi'a potencial p(x , y % z) de una particula 
en un punto ( x , y, z) a 

y* z) y » z)« 


Como la energia potencial es el negativo del potencial /( x y y, z)> se tiene que 


F(x, y> z) = -Vp(x,)\ z). 

Si A y B son dos puntos, entonces como en el Teorema (18.14), el trabajo realizado 
por F a lo largo de una curva regular C con extremos A y B es 

W ~ /" F ‘ dr = ~^ x ' y ' *)I = ^ - MB) 

donde/?(/4) y p(B) denotan Ia energia potencial en A y B, respectivamente. De modo 
que el trabajo W es la diferencia de las energias potenciales en A y B. En particular 
si B es un punto en el que el potencial es 0, entonces W = p(A). Esto concuerda con 
la descripcidn fisica clasica de la energia potencial como la energia que un cuerpo tiene 
debido a su posicion. 

Si una particula tiene masa m y rapidez v, entonces su energi'a cin&ica es ^ mv 2 , 
Por lo tanto la energia cinetica es la energia de un cuerpo debido a su velocidad (rapi¬ 
dez) y a su masa. 

A continuacion se enuncia la ley fundamental de la fisica que seftala la razon prin¬ 
cipal por la que ciertos campos vectoriales se llaman conservatives . 


LEY DE (18.18) 
CONSERVACI6N DE 
LA ENERGIA 


Si una particula se mueve de un punto a otro en un cam¬ 
po vectorial de fuerza conservativo, entonces la suma 
de las energias potencial y cinbtica permanece constante, 
es decir, la energia total no cambia (se conserva). 
----- 


FIGURA 18.27 



Demostradon Sea F un campo conservativo y suponga- 
mos que una particula se mueve de A a B a lo largo de una 
curva regular parte por parte C de manera que su posicion 
al tiempo / esta dada por x = y(t),y = /?(/), z = k(t)\a ^ 
/ < b. Si r = xi + yj + zk es el vector de posicidn de la 
particula (vease la Figura 18.27), entonces la velocidad y 
la aceleracion al tiempo t son 


dr d\ 
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18.4 Teorema de Green 


m 


porcional a la distancia al origen. Demuestre que 
F es conservative y encuentre una funcibn de po¬ 
tential para F. 

16 . Sea F(x, y , z ) una fuerza dirigida desde el ori¬ 
gen cuya magnitud es directamente proportional 
a la distancia al origen. Demuestre que F es con- 
servativa y encuentre una funcibn de potencial 
para F. 

17 . Haga la demostracion de que si \cM{x, y , z)dx + 
N(x t y , z)dy + P(x, y, z)dz es independiente 
de la trayectoria y M , N y P tienen primeras de- 
rivadas parciales continuas, entonces 

dM dN dM dP £N_£P 
dy dx dz dx' dz dy 

18. Demuestre el teorema para integrals de Hnea en 
tres dimensiones an&logo al Teorema (18.13). 

Ejercicios 19-20: Use el Ejercicio 17 para demostrar 

que la integral de Hnea no es independiente de la tra¬ 
yectoria. 

19 . 2 xy dx -l- (x 2 + z 2 ) dy -1- yz dz 

20 ‘ Jr e y cos z dx - 1- xe y cos z dy + xe y sen z dz 

21 . Demuestre que si F es una fuerza constante, el 
trabajo realizado a lo largo de cualquier curva 
que va de P a Q es F * PQ. 

22. Demuestre que si F(x, y, z) = #(x)i + h{y )j + 


fc(z)k, donde g, h y k son funciones continuas 
de una variable, entonces F es conservative. 

23. Sea F(x, y) = M (x, y) i + N{x , y)j, donde 

M(x, y) = - y/(x 2 + y 2 ) y N(x, y) = x/(x 2 y 2 ). 

Demuestre que dM/dy = dN/dx para todo (x, y) 
en el dominio D de F pero que [ c F * dr no es 
independiente de la trayectoria en D. ( Sugeren - 
cia: Considere dos medias circunferencias con ex- 
tremos (-1, 0) y (1, 0).) *,Por qu£ esto no con- 
tradice el Teorema (18.16)? 

24. Un sattiite de masa m gira alrededor de la Tie- 
rra a una altura constante de h kilometros y que 
da una vuelta completa cada k minutos. Toman- 
do el radio de la Tierra como de 6400 km, calcu- 
le el trabajo realizado por el campo gravitational 
terrestre durante cualquier intervalo de tiempo. 

25. Sea F un campo del tipo de variacibn inversa al 

uadrado, tal que F(x, y , z) = (c/||r|| 3 )r, don¬ 
de r = xi + y\ + zk y c es una constante. Sean 
P, y P 2 dos puntos cualesquiera cuyas distancias 
al origen son d r y d 2 , respectivamente. Exprese 
el trabajo realizado por F a lo largo de cualquier 
curva regular parte por parte que va de P, a P 2 , 
en tti*minos de d , y d 2 . 

26. Cuando una particula se mueve por un campo 
vectorial conservativo, su energia potencial dis- 
minuye a razon de k unidades por segundo. ^Cual 
es la rapidez de variacibn de su energia cinetica? 


18.4 


TEOREMA DE GREEN 


Sea C una curva regular plana con parametrizacibn x = g(t), y = h(t); a < t < b. 
Recordemos si A = (g(a) y h(a )) = (g(b\ h(b)) = P, entonces Ces una curva regu¬ 
lar cerrada. Si C no se corta a si misma entre A y P, se dice que es simple. La circunfe- 
rencia y la elipse son ejemplos comunes de curvas regulares cerradas simples. Una cur¬ 
va regular parte por parte y cerrada simple es una unibn finita de curvas regulares 
C k tales que cuando t varia de a a b y el punto P(t) que se obtiene de las parametriza- 
ciones de las C k traza o recorre C exactamente una vez, con la exception de que P{a) = 
P(b). Una curva de este tipo es la frontera de una regibn R del piano xy y, por defini¬ 
tion, la direccibn positiva a io largo de C es tal que R se encuentra a la izquierda cuan¬ 
do P(t) recorre C. Esto se ilustra en la Figura 18.28, en donde las flechas indican el 
sentido positivo a lo largo de C. La expresion 

(j). M(x, y) dx -I- N(x, y) dy 
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FIGURA 18.28 



denota una integral de linea a lo largo de una curva cerrada 
simple C recorrida una vez en la direccidn positiva. 

El siguiente teorema, que lleva el nombre del fisico ma- 
tem^tico ingles George Green (1793-1841), exhibe una rela¬ 
tion entre la integral de linea alrededor de C y cierta integral 
doble sobre R. Para simplificar el enunciado se usan los sim- 
bolos A/, N, dM/dx y dN/by en los integrandos para denotar 
los valores de estas funciones en (x, y). 


TEOREMA DE GREEN (18.19) 


Sea C una curva regular parte por parte y cerrada sim¬ 
ple, y sea R la region que consta de C y su interior. Si 
A/y Nson funciones continuas que tienen primeras deri- 
vadas parciales continuas en una regidn abierta D que 
contiene a /?, entonces 


j>.Mdx + Ndy = 


Demostracion para un caso especial Se demostrara el teorema para una regidn R 
que es tanto del Tipo I como del Tipo 11 (vease la pdgina 871). Entonces puede escribirse 


R = {(x, y): a <, x < b, ^(x) < y < g 2 (x)} 

y 

R = {(x, y): c < y <,d, h^y) < x <. h 2 (y)} 


donde#,, <y 2 , h x y h 2 son funciones regulares o alisadas. Basta demostrar las siguien- 
tes dos igualdades: 


(a> 

(b) 


M dx = 



dA 



porque sumando estas integrals se obtiene la conclusidn deseada. 

Para demostrar (a) hacemos referenda a la Figura 18.29 
y observamos que C consta de dos curvas Cj y C 2 que tie¬ 
nen ecuaciones y = g x (x) y y = g 2 (x) y respectivamente. La 
integral de linea M dx se puede escribir 



ij h x 


| ( M dx = j' M(x,y) dx + J ( Mix, y) dx 

= J! M ^ x ' dx + Jj m ( x < »2 < x )) dx 

= M(x, c/ L (x)) dx - £ Mix, 3 2 (x)) dx. 












18.4 Teorema de Green 


955 


Aplicando el Teorema (17.8) (i) a la integral doble (dM/dy) dA se obtiene 


FIGURA 18.30 



Cy Jat(x) ()y 

= P M(x, v)f W ’ dx 

= J c [M(x, g 2 (x )) - M(x, ^(x))] dx. 

Comparando la expresion anterior con la que se obtuvo para 
§c Mdx y se llega a (a). 

La formula en (b) se puede demostrar de manera pareci- 
da haciendo referencia a la Figura 18.30. • • 


FIGURA 18.31 



Aunque no se demostrara aqui, el Teorema de Green es 
valido para regiones cuyas fronteras incluyen segmentos ho- 
rizontales o verticales. Entonces el teorema puede generali- 
zarse al caso en que R es una union finita de tales regiones. 
Por ejemplo, si, como se ilustra en la Figura 18.31, R = 
R\ U R 2 y si la frontera de R\ es Cj U C[ y la de R 2 es 
Ci U C 2 , entonces 


JJ (£ - if) dy dx = &uc; Mdx + Ndy 
// “ jf) dy dx = Ic.uci Mdx+N dy - 


La suma de las dos integrales dobles es igual a una integral doble sobre R. La integral 
de Jmea a lo largo de C,' en el sentido indicado en la Figura 18.31 es igual al nega- 
tivo de la integral a lo largo de C 2 ' porque las curvas son iguales pero con orientacion 
opuesta. Por lo tanto, la suma de las dos integrales de linea se reduce a una integral 
de linea a lo largo de C, U C 2 que es la frontera C de R. Entonces, 

dN dM\ , , r 
te--di) dydx ‘% Mdx + Ndy - 

Ahora se puede demostrar el resultado por induccidn matematica para cualquier uni6n 
finita. La demostracion del Teorema de Green para el caso mas general esta fuera del 
alcance de este libro. 



EJEMPLO 1 Aplicar el Teorema de Green para evaluar j c 5 xydx + x } dy, donde C 
es la curva cerrada que consta de las graficas de y = x 2 y y = 2x entre los puntos 
(0, 0) y (2, 4). 

Solucion La region R acotada por C se ilustra en la Figura 18.32. Aplicando el 
Teorema de Green con )Vf(x, j') = 5 xy y N(x, y) = x\ 
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FIGURA 18.3S 



i 5X >’ ^ + X3 d 1 = jj < X3) - Yy (- 5 ^] ^ 


= £ 3x2 - y - 5x y]l* dx 


= J o 2 (llx 3 - 10x 2 — 3x 4 ) dx = 


28 

15* 


La integral de li'nea tambien puede evaluarse directamente. 


P 

EJEMPLO 2 Usar el Teorema de C ara evaluar la integral de li'nea 

Jj. 2xv dx 4 (x 2 4* y 2 ) dy 

donde C es la eiipse 4x 2 4 9 y 2 = 36. 


FIGURA 18.33 



Solucion La region R delimitada o acotada por C se ilus- 
tra en la Figura 18.33. Aplicando el Teorema de Green con 
M(x y y) = 2 xy y N(x, y) = x 2 4 y 2 , 

(j> c 2xy dx 4- (x 2 4 y 2 ) dy = JJ(2x - 2x) dA 

R 

= JJo^=o. 

R 


Notese que no usamos la curva C en la evaluacion. Se puede demostrar que la integral 
de li'nea es independiente de la trayectoria y por lo tanto, es cero para cualquier curva 
cerrada simple C (v6ase el Teorema (18.14)). • 


EJEMPLO 3 Evaluar j c (4 4 e^ x )dx 4 (senj> 4 lx 2 )dy, donde Ces la frontera de 
la region R entre dos cuartos de circunferencia de radios a y b, y dos segmentos sobre 
los ejes coordenados, que se muestra en la Figura 18.34. 


FIGURA 18.34 



Solucion Si aplicamos el Teorema de Green y luego se 
cambia la integral doble a coordenadas polares, obtenemos 
que la integral de li'nea es igual a 

JJ(6x — 0) dA = J Q 2 JJ* (6r cos 0)r dr dO 

R 

= J^ 2r 3 cos dO = J Q 2 2(6 3 — a 3 ) cos 6 dO 
= lib 3 — a 3 ) sen (/]"'* = 2(6 3 - a 3 ). 
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Puede llegarse a tener una mayor apreciacidn del teorema si se trata de evaluar la 
integral de linea de este ejemplo directamente. • 

El Teorema de Green sirve para deducir una fdrmula para calcular el £rea A de 
una regidn R acotada por una curva regular parte por parte y cerrada simple C. Defi- 
niendo A/ = 0yjV = *y usando (18.19) se obtiene 

A= jjdA=§ c x dy 

R 

Sin embargo, definiendo M = -y y N = 0 el resultado es 

a ~SS dA = -§ c ydx - 

R 

Se pueden combinar estas dos fdrmulas para A sumando las dos ecuaciones y dividien- 
do entre 2. Esto da el siguiente resultado. 


TEOREMA (18*20) 


Aunque las dos primeras fdrmulas en (18.20) parecen mds faciles de aplicar, se enun- 
cia la tercera porque para ciertas curvas lleva a una integration mas sencilla. Si el lec¬ 
tor tiene dudas de esto, debe tratar de calcular el area en el Ejercicio 16 usando x dy 

o — y dx. 


Si la frontera de una region R en el piano xy es una cur¬ 
va regular parte por parte y cerrada simple C, entonces 
el £rea A de R es 




Crr 
§ c xdy = -fyyd* = i<p c xdy- ydx. 


EJEMPLO 4 Usar el Teorema (18.20) para calcular el £rea de la elipse ^ + — = 1. 

a 2 br 

Solucion La elipse C tiene las ecuaciones parametricas x = a cost, y = 6 sen/; 
0 ^ / < 2x. Aplicando la tercera formula en el Teorema (18.20), 

A = \ (j). x dy — y dx 

C2n 

= t J 0 (a cos t)(b cos t) dt — (b sen/)( — a sent) dt 
= { JJ* ab( cos 2 / -1-sen 2 r) dt 
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FIGURA 18.35 



El Teorema de Green puede generalizarse a una region 
R con hoyos siempre que se integre sobre toda la frontera 
manteniendo la region R a la izquierda de C. Esto se ilustra 
con la regidn de la Figura 18.35 en donde la integral doble 
sobre R es igual a la suma de las integrales de Hnea sobre Cj 
y C 2 en las direcciones indicadas. La demostracidn se hace 
cortando R como se ilustra en la figura y observando que es 
cero la suma de dos integrales de linea a lo largo de una mis- 
ma curva recorrida en direcciones opuestas. Se puede usar un argumento similar para 
regiones con varios hoyos. En el siguiente ejemplo se usa esta observacidn. 


EJEMPLO 5 Sean C\ y C 2 dos curvas regulares parte por parte y cerradas simples 
que no se cortan y que tienen al origen O como un punto interior. Demostrar que si 
M m -y( x 2 + y 2 ) y N = x/(x 2 + y 2 ), entonces 

(j). M dx + N dy = <j^ M dx + N dy. 

Solucion Si R denota la regidn entre C\ y C 2 , entonces se tiene una situacidn 
como la que se ilustra en la Figura 18.35 con O dentro de C 2 . De acuerdo con los co- 
mentarios anteriores a este ejemplo, 

§ Ci Mdx + N dy + M dx + N dy = jj 

Hemos utilizado el sfmbolo Q para indicar la orientacidn positiva a lo largo de C 2 con 
respecto a R. Como 


dN ^ (x 2 -f y 2 )(l) - x(2x) _ y 2 - x 2 _ dM 
dx (x 2 -f y 2 ) 2 (x 2 -f y 2 ) 2 dy ’ 

la integral doble sobre R es cero. Por lo tanto, 

(j). M dx N dy = — \t dx + N dy. 

Como la orientacidn positiva a lo largo de C 2 con respecto a la regidn dentro de C 2 
es opuesta a la indicada en la integral anterior, 

(j), M dx + N dy = (j). M dx + N dy , 

que es lo que se queria probar. • 


EJEMPLO 6 Demostrar que si F(x, y) = - 2 1 - 2 (-yi + xj), entonces <£ F .dr = 2 n 

x 4" y 

para toda curva regular parte por parte y cerrada Simple C que tiene el origen en su 
interior. 
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Solucidn Si definimos F(x, y) = Mi 4 /Vj, entonces M 
y N son las mismas que en el Ejemplo 5. Entonces si se toma 
una circunferencia C { de radio a con centro en el origen que 
se encuentra dentro de C (vease la Figura 18.36), usando el 
Ejemplo 5, 

(j), F dr = (j), F • dx. 

Como C| tiene las ecuaciones parametricas 

x = a cos f, y = a sen t\ 0 ^ t <> In, 


<£ F dr = <fi —s—dx 4* — 2 dy 

Jc Jc x x 2 + y 2 x 2 4 y 2 ' 

■i. 


m — flsen t . . , a cos 1 1 

( — asen t) dt H-^— (a cos t) dt 


= JJ* (sen 2 r 4 cos 2 r) dt = j** dt = 2n 


La conclusidn del Teorema de Green (18.19) se puede expresar en forma vectorial. 
Primero observamos que si F es un campo vectorial en dos dimensiones, puede escribirse 

F(x, y) = Mi 4 /Vj 4 Ok 

donde M = M (x, y) y N = N(x , y). El rotacional de F es 


V x F = 


i j k 

d d d 


dx dy dz 

M N 0 


= Oi 4 Oj 4 


(dN dM\ 

dy) 1 


El coeficiente de k tiene la forma del integrando de la integral doble en el Teorema de 
Green (18.19). Sea s la longitud de arco a lo largo de C y sea 




dz 

ds 


k 


el vector unitario tangente. Usando esta notacion el Teorema de Green puede expre- 
sarse como sigue. 


FORMA VECTORIAL (18.21) 
DEL TEOREMA 
DE GREEN 



Como ( V x F) • k es la componente de rot F en la direccidn del eje z, se le llama com- 
ponente normal (a R) de rot F. En otras palabras (18.21) dice: La integral de Unea de 
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la componente tangential de F tomada una vez a lo largo de C en la direction positiva 
es igual a la integral doble sobre R de la componente normal de rot F. El resultado 
andlogo a este en tres dimensiones es el Teorema de Stokes que se presenta en la Sec- 
ci6n 18.7. Ahi mismo se estudiaran las interpretaciones ffsicas de rotF. 

El Teorema de Green es importante en la rama de las matematicas llamada Varia¬ 
ble Compleja que es un tema fundamental para muchas aplicaciones de las ciencias fi'si- 
cas y la ingenieria. 


EJERCICIOS 18.4 


Ejercicios 1-14: Use el Teorema de Green para eva- 

luar la integral de linea. 

1. | r ( x 2 + y)dx + xy 2 dy\ C es la curva cerrada 
dada por y 2 = x y y = -x de (0, 0) a (1, -1). 

2- j c (x + y 2 )dx + (1 + x 2 )dy\ Ces la curva ce¬ 
rrada dada por y - x 3 y y = x 2 de (0, 0) a 
( 1 , 1 ). 

3» x 2 y 2 dx + (x 2 — y 2 ) dy\ C es el cuadrado con 
vertices (0, 0), (1, 0), (1, 1) y (0, 1). 

4. \fydx + vGrdy; Ces el triangulo con vertices 
(I. 1), (3, 1) y (2, 2). 

5. jc xydx + (y - f- x)dy; C es la circunferencia 
unitaria con centro en (0, 0). 

6. $ c e x sen y dx + e x cos y dy\ C es la elipse 3x 2 + 
8 y 2 = 24. 

7. $ c xy dx + sen ydy; C es el tridngulo con verti¬ 
ces (1, 1), (2, 2) y (3,0). 

8. tan ~ l xdx + 3 xdy\ C es el rectangulo con 
vertices (1,0), (0, 1), (2, 3) y (3, 2). 

0- |cy 2 (l + x 2 )~'dx + 2y tan -1 xdy \Ces la gra- 
fica de x ln + y 2/3 - 1. 

10. ( x 2 + y 2 )dx + 2xydy\ C es la frontera de 

la regidn acotada por las grdficas de y = vGr, 
y - 0 y x = 4. 

IE $c (x 4 + 4 )dx + xydy; Ces la cardioide r - 

1 + COS0. 

12. $ r xydx + (x 2 + y 2 )dy\ Ces el rizo en el pri¬ 
mer cuadrante de r = sen 20. 

13. j c (x + y)dx + (y + x 2 )dy; Ces la frontera 
de la regidn entre las grdficas de x 2 + y 2 = 1 
y x 2 + y 2 = 4. 


14. j c (1 - x 2 y)dx + sen ydy; Ces la frontera de 
la regidn que se localiza dentro del cuadrado con 
vertices (±2, ±2) y fuera del cuadrado con verti¬ 
ces (±1, ±1). 

Ejercicios 15-16: Use el Teorema (18.20) para calcu- 

lar el drea de la regidn acotada por la curva C. 

15. C es la hipocicioide x = <jcos 3 /, y = a sen 3 /; 
0 < / <; 2t. 

16. C es la curva regular parte por parte que consta 
del folio de Descartes x - 3//(l + f 3 ), y = 
3/ 2 /(l + r 3 ); 0 < / s 1 y el segmento de recta 
de ( i, | ) a (0, 0). 

Ejercicios 17-18: Use el Teorema (18.20) para calcu- 

lar el drea de la regidn acotada por las grdficas de las 

ecuaciones dadas. 

17. y = 4ar 2 , y = 16 jc 18. y = * 3 , y 2 = x 

10. Sea F(*, y) un campo vectorial en dos dimensio¬ 
nes tal que F * dr es independiente de la tra- 
yectoria en una regidn D. Use el Teorema de 
Green para demostrar que jc F • dr = 0 para 
toda curva regular parte por parte y cerrada sim¬ 
ple en D. 

20. Sean / y g dos funciones derivables de una va¬ 
riable. Demuestreque $ c f(x)dx + g(y)dy = 0 
para toda curva regular parte por parte y cerra¬ 
da simple C. 

21. Sean M = y/(x 2 -I- y 2 ) y TV = -x/(x 2 + y 2 ). 
Demuestre que si R es la regidn acotada por la 
circunferencia unitaria Ccon centro en el origen, 
entonces 
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Explique por que el Teorema de Green no se cum- 
ple en este caso. 

22. Sea F(x\ y) un campo vectorial con primeras de- 
rivadas parciales continuas en una regibn simple- 
mente conexa R. Demuestre que si rot F = 0 en 
R, entonces jc F • rfr = 0 para toda curva re¬ 
gular parte por parte y cerrada simple C en R. 

23. Sea R la regibn acotada por una curva regular 
parte por parte y cerrada simple C en el piano 
xy. Use el Teorema de Green para demostrar que 
si el area de R es A , entonces el centro de grave- 
dad (x, y ) estci dado por 

* = ~j> c xl dy, y=-~<j> c y 3 dx. 


24. Una ldmina homogenea de densidad k tiene la 
forma de la region en el piano xy acotada por 
una curva C regular parte por parte y cerrada sim¬ 
ple. Demuestre que los momentos de inercia con 
respecto al eje x y al eje y son 



25. Use el Ejercicio 23 para encontrar el centro de 
gravedad de una regibn semicircular de radio a. 

26. Use el Ejercicio 24 para calcular el momento de 
inercia de una regibn circular homogenea de ra¬ 
dio a con respecto a uno de sus didmetros. 


18.5 


INTEGRALES DE SUPERFICIE 


Las integrales de linea se evaluan a lo largo de curvas. Las intcgraies dobles y triples 
se definen sobre regiones en dos y tres dimensions, respectivamente. Tambien se pue- 
de considerar una integral de una funcibn sobre una superficie. Para simplificar la dis¬ 
cus* 611 esta seccibn se restringe a superficies que son las graficas de ecuaciones muy 
sencillas y las demostraciones quedaran a un nivel intuitivo. En libros de Calculo avan- 
zado puede encontrarse una exposicion rigurosa. 

Si la proyeccion de una superficie S sobre un piano coordenado es una regibn como 
las que se consideraron para las integrales dobles, entonces se dice que S tiene una pro- 
yeccion regular sobre el piano coordenado. Si S tiene una proyeccion regular sobre el 
piano xy , el piano o el piano yz , la regibn se denota por R xy , R xz o R n% respectiva¬ 
mente. Para tales proyecciones se supone que S es la grdfica de una ecuacion de la for¬ 
ma z — J{x y y)> y — h(x , z) ox = k(y 9 z), respectivamente, como se muestra en la 
Figura 18.37. Ademas se supone que la funcibn f y gok tiene primeras derivadas par¬ 
ciales continuas en la regibn respectiva. 


FIGURA 18.37 

(I) 
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FIGURA 18.38 



Se considerara solo el caso de la gr£fica S de z = /(*, y ) 
(vease la Figura 18.37)(i)). En el Capitulo 17 se definio el area 
A de S. Puede usarse un metodo semejante para definir una 
integral de g(x , y, z) sobre la superficie S si la funcion g es 
continua en toda una region que contiene a S. Se utilizara 
la notacion de la Section 17.5. Entonces, como se ilustra 
en la Figura 18.38, AS* y A T k denotan las areas de S y del 
piano tangente a S en B k (x k , y ky z k ), respectivamente, que 
se proyectan sobre el rectangulo R k de una particidn inte¬ 
rior de R xy . Se evalua y en B k para todo k y se forma la su- 
yk> Z k )AT k . La integral de superfieie de y sobre 
S se define como el limite de estas sumas cuando la norma 
de las particiones tiende a 0 y se denota como sigue. 


INTEGRAL (18.22) 
DE SUPERFICIE 


JJ 9(x . y . z)ds 



Um E g(x k , y k , z k )AT k 

| A ||-*0 k 


Si S es la unidn de varias superficies del tipo adecuado, entonces la integral de super¬ 
ficie se define como la suma de las integrates de superficie individuates. Si y(x y y , z) = 
1 para todo (x, y y z), entonces (18.22) se reduce a (17.15) y la integral de superficie 
es igual al 4rea de la superficie de S. 

Una aplicacion fisica de este concepto se refiere a una hoja muy delgada de metal, 
como el papel de estano, con la forma de 5. Si la densidad superficial de masa en ( x , y, z) 
es g( jc, y , z), entonces (18.22) da la masa de la hoja. El centro de masa y los momentos 
de inercia pueden obtenerse aplicando los metodos usados para solidos en el Capitulo 
17 (v£ase el Ejercicio 21). 

De manera semejante a como se hizo en el desarrollo de la formula (17.15) para 
el area de una superficie, la integral de superficie (18.22) puede evaluarse usando la f6r- 
mula (i) del siguiente teorema. Las formulas (ii) y (iii) se usan para superficies del tipo 
ilustrado en la Figura 18.37 (ii) y (iii). 


TEOREMA DE (18.23) 
EVALUACION PARA 
INTEGRALES DE 
SUPERFICIE 




©JJ*.*** 
5 


X , y,f(x, y)) %/[/,( X. y)] 2 + [/,{*, y)j 2 + 1 dA 

fr 

(ii) IffCx, y, z)dS 



= £fy(x, h(x, z), z)s/\hjx t z)] 2 + [h z (x, z)] 2 + I dA 
rr” 

(iii) JJ <?(at, y,z)dS 


s 


= jTertMy. z),y, z) N /[A: > (y, z)] 2 + [k z (y, z)] J + 1 dA 
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FIGURA 18.39 




EJEMPLO 1 Evaluar | £ x 2 z dS suponiendo que 5 es la 

parte del cono circular z 2 = x 2 + y 2 que se encuentra en- 
tre los pianos z = 1 y z - 4. 

Solucion Como se muestra en la Figura 18.39, la pro- 
yeccion R xv de S sobre el piano xy es la regidn anular acota- 
da por las circunferencias de radios 1 y 4 con centro en el 
origen. Si escribimos la ecuacidn para S en la forma 

z = (X 2 + y 2 ) 1 ' 2 = /( x, .y), 
fx(X ' y) = (x 2 + y 2 ) l/2 y y) = (x 2 + y 2 ) 112 ' 


Aplicando (18.23) (i) y observando que el radical se reduce a V2, obtenemos 


JJx 2 z dS = jjx 2 (x 2 + y 2 ) 112 s/2 dA. 

S R x y 

Usando coordenadas polares para evaluar la integral doble, 

JJ x 2 z dS = J o J 4 (r 2 cos 2 6)r>j2r dr dO = \/2 j** cos 2 0 —1 
s 1 0 ^Ji 

_ 1023^2 rin I + cos 20 _ 1023^2 [ n 1 

Jo 


dO 


5 

1023 ^ 2 * 


d0 = 


10 


! hh: 


909 


FIGURA 18.40 

( 0 , 1 . 5 ) ( 0 . 4 . 5 ) 



EJEMPLO 2 Evaluar jj s (xz/y) dS , donde S es la parte del 
cilindro x = y 2 que se encuentra en el primer octante entre 
los pianos z = 0, z = 5, y - 1 y j; = 4. 

Solucion La superficie S estd en la Figura 18.40 (con una 
escala diferente en el eje x). La proyeccion R vz de S so¬ 
bre el piano >^zes el rectangulo con vertices (0, 1, 0), (0, 4, 0), 
(0, 4, 5) y (0, 1,5). Entonces, por el Teorema (18.23) (iii) con 
k(y, z) = y 2 . 

= Si So + \ dzdy = j* VV4.V 2 + 1 [iz 2 ]’ dy 
= ¥ j* yv"4.V 2 TT dy = f|(4y 2 + 1) 3/2 ]| 

= H[65 3 ' 2 - 5 3/2 ] * 534.2 
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Las formulas en el Teorema (18.23) presuponen que las funciones f,hyk tienen 
primeras derivadas parciales continuas sobre R xyy R xz y R vz , respectivamente. El algu- 
nos casos puede quitarse esta restriction usando una integral impropia, como se hace 
en el siguiente ejemplo. 


FIGURA 18.41 



EJEMPLO 3 Evaluar jjs (z + y)dS, donde S es la parte de 
la grafica de z = y/\ — x 2 que se encuentra en el primer oc- 
tante entre el piano xz y el piano y - 3. 

Solucion La superficie S es la parte que se encuentra en 
el primer octante del cilindro x 2 + z 2 = 1 entre y - 0 y 
y = 3. La grafica esta en la Figura 18.41. La proyeccion R xy 
de S sobre el piano xy es la region rectangular con vertices 
(0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 3, 0) y (0, 3, 0). Si usamos el Teore¬ 
ma (18.23) (i) con f(x , y) = v /f - 


w* yv 2 + 1 = + (0)2 ~ != 

Observamos que f x (x , y) no esta definida en x = 1 y por lo tanto no es continua en 
todo R xy . Sin embargo, puede aplicarse el Teorema (18.23) (i) con 0 < x < 1 y usar 
luego una integral impropia como sigue. 


JJ(r + >) ds = JJ (V 1 - X* + y) f 1 , dA 

s R xy V 1 “ X 


FIGURA 18.49 



FIGURA 18.43 




= lim [3 1 + | arcsent] = 3 -l-1 n ^ 10.1 

- 


Sea F un campo vectorial en tres dimensiones dado por 

F(x, y y z) = M(x, y, z)\ -f N(x, .v, z)j -I- P(x % y, z)k 

donde M, N y P son funciones (escalares) continuas. En la 
Seccion 18.2 se considero la integral 

I FT * 

donde T es un vector unitario tangente a una curva regular 
parte por parte C en el punto (* f y, z) (vease la Figura 18.42). 
Si F es un campo de fuerza, entonces segun (18.12), el valor 
de esta integral es el trabajo realizado por F a lo largo de C. 
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Sea 5 una superficie y n un vector unitario normal a 5 en ( x , y t z ), como se ilustra 
en la Figura 18.43. Si las componentes de n son funciones continuas de x y y t z , entonces 
^ n es una tuncion (escalar) continua y se puede considerar la siguiente integral de 
superficie sobre S que (por razones que se discuten al final de la section) se llama inte¬ 
gral de flujo (integral de superficie) de F sobre S. 


INTEGRAL DE FLUJO (18.24) 
DE F SOBRE S 



Para evaluar (18.24) es necesario precisar las propiedades del vector unitario n. Si 
la superficie S es la grafica de una ecuacion z = /(*, y) y y se define g(x y y , z) = 
z - /(AT, y ), entonces S es tambien la grafica de la ecuacibn g(x y y y z) = 0. Como el 
gradiente V g(x, y y z) es un vector normal a la grafica de g(x y y y z) = 0 en el punto 
(*, y » z)y el vector unitario normal n se puede obtener como sigue: 

n = V' z > = ~ fJx, y)» ~ f y (Xs y) j 4- k 

II ,v. z) || v'E/jx, J,)]* + [/ f (x“v)pTT * 

Se pueden establecer fbrmulas semejantes cuando S esta dada por y = h{x, z) o por 
* = k{y,z). Observese que para el caso z = f(x, y) el vector unitario n es el vector 
normal superior a S porque su componente k es positiva. El vector normal inferior es -n. 

Por el resto de este capitulo se supone que toda superficie S esti orientada (o es 
orientable) en el sentido de que existe un vector normal unitario n en todos los puntos 
(at, .v, z) que no estan en la frontera, y las componentes de n son funciones continuas 
de y, z. En este caso se dice que n varia continuamente sobre la superficie S. Tambien 
se supone que S tiene dos lados, tales como el “lado de arriba” y el “lado de abajo” 
de la grafica de z = /(*, y) en la Figura 18.43. Para una superficie cerrada S como 
una esfera, pueden considerarse la “parte de afuera” y la “parte de adentro” de S. En 
este ultimo caso, n se llama vector unitario normal exterior, o vector unitario normal 
interior (veanse las Figuras 18.44 y 18.45). 


FIGURA 18.44 


FIGURA 18.45 


Vectores umtarios 
normales exieriores 



Vectores unitarios 
normales interiores 



Las restricciones impuestas sobre S eliminan las superficies unilaterales como la 
cinta (o bando) de Mobius , superficie que lleva el nombre del matematico aleman 
A. F. Mobius (1790-1868). Se puede tener materialmente una cinta de Mobius tomando 
una tira rectangular larga de papel y uniendo sus dos extremos despues de torcerla una 
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FIGURA 18.46 

Cinta de Mobius 
(o Moebius) 



FIGURA 18.47 


vez, como se ilustra en la Figura 18.46. Si un pintor comenza- 
ra a pintar la cinta desde uno de sus puntos, y se propusiera 
cubrir solo un lado de la banda, a la larga regresara al punto 
de partida, habiendo pintado toda la cinta sin cruzar por las 
orillas. £sta es una superficie unilateral no orientable. 

Para dar una interpretation fisica a la integral de flujo 
(18.24), consideremos a S como una membrana delgada a tra¬ 
ves de la cual se filtra un h'quido o un gas. Supongamos que 
S estd sumergida en un fluido que tiene un campo de veloci- 
dad F(jc, y , z ). En la parte inferior de la Figura 18.47 se mues- 
tran algunos vectores tipicos del campo. Cada vector es la 
velocidad de una particula (o molecula) del fluido. 

Sea dS un pequeno elemento de area de S. Si F es conti- 
nuo, entonces es casi constante sobre dS y la cantidad de flui¬ 
do que atraviesa dS por unidad de tiempo es aproximada- 
mente igual al volumen de un prisma con area en la base dS 
y altura F * n, como se ilustra en la Figura 18.47. Si dV de- 
nota el volumen del prisma de la figura, entonces dV = 
F * n dS. Como dV representa la cantidad de fluido que cruza dS por unidad de tiem¬ 
po, la integral de flujo es el Hmite de las sumas de los elementos de volumen y por lo 
tanto, da el volumen de fluido que cruza S por unidad de tiempo. Esta cantidad es el 
flujo de F a traves de S. Si F y S satisfacen las condiciones impuestas, entonces se tiene 
lo siguiente. 



DEFINICION (18625) 


El flujo de un campo vectorial F a traves de (o sobre) 
una superficie S es 

Jfp n dS 

_I 


Si en la discusion anterior el fluido tiene densidad 8 = 8(x y y , z), entonces el valor 
de la integral de flujo Jj. s SF • ndS es la masa de fluido que atraviesa S por unidad 
de tiempo.* 

El campo vectorial F de la Definicion (18.25) tambien podria representar flujo ter- 
mico estacionario, un gas que se expande uniformemente, una corriente electrica (u otros 
campos que aparecen en la teoria de la electricidad). En estos casos, “flujo” corres- 
ponde a cantidad (por unidad de tiempo) de calor que cruza S, de gas a traves de S, 
o de carga electrica a traves de S, respectivamente. 

Para una superficie cerrada como una esfera, si n es el vector unitario normal exte¬ 
rior , entonces el flujo mide el desplazamiento neto hacia afuera por unidad de tiempo. 


* (N. del R.) El concepto de flujo se extiende de la mecinica de fluidos a la electricidad (flujo electrico o 
magnetico, donde no se considera el tiempo). Cuando F es velocidad el producto F * n (componente normal 
de la velocidad) es propiamente la intensidad de Jlujo (o volumen que fiuye por unidad de tiempo y por urn- 
dad de area). La integral de flujo da, como se indica. el volumen total que fiuye por unidad de tiempo a 
traves de S. 
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Si la integral de flujo es positiva, el flujo hacia afuera de S es mayor que el flujo hacia 
adentro y se dice entonces que hay una fuente de F dentro de S. Si la integral es negati- 
va, entonces el flujo hacia adentro de S es mayor que el flujo hacia afuera de S y se 
dice que hay un sumidero dentro de S. Si la integral es 0, entonces el flujo hacia adentro 
y el flujo hacia afuera de S son iguales, es decir, la* fuentes y los sumideros se compensan. 


FIGURA 18.48 



EJEMPLO 4 Sea S la parte de la grafica de z = 9 - x 2 - 
y 2 tal que z > 0 y sea F(x, y , z) = 3*i + 3yj + zk. Calcu- 
lar el flujo de F a traves de S. 

Solucion La gr&fica esta en la Figura 18.48 junto con 
el vector unitario normal superior n y el vector F(x, y> z ). 
Como se dijo anteriormente, para obtener n definimos 

0(.v, y, z) = z — {9 — x 2 — y 2 ) = z — 9 + x 2 + y 2 % 

y se toma 

Vff U, y, z) _ 2xi -h 2yy + k 
" " || Vfl(x, y, z )|| _ V4* 2 + 4y 2 +T' 


Segun (18.25), el flujo de F a traves de S es 


ffF n js = rr 

J s J J v J v'4x 2 

Aplicando el Teorema (18.23) (i), 

jj v is 


6x 2 -f 6 y 2 + z 


+ 4 y 2 -f 1 

6.x 2 + 6y 2 -f 9 - x 2 - y 2 


dS. 


x 4.x 2 + 4y 2 + 1 
= JJ (5x 2 + 5y 2 -F 9) dA 


v '4x 2 + 4y 2 -l- 1 dA 


donde R xy es la region circular en el piano xy acotada por la grafica de x 2 + y 2 = 9. 
Cambiando a coordenadas polares. 


ff FndS = /o’ S: {5rl + 9)r «W0-6- 


Si, por ejemplo, F es el campo de veiocidad de un gas en expansion y || F || se mide 
en cm/s, entonces la unidad de flujo es cm 3 /s. Por lo tanto, el flujo de gas a traves 
de la superficie S en la Figura 18.48 seria aproximadamente de 890.6 cmVs. • 


En la siguiente seccidn se presenta un resultado que recibe el nombre de Teorema 
de la Divergence que permite evaluar el flujo a traves de una superficie cerrada usando 
una integral triple. 
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EJERCICIOS 18.5 

Ejercicios 1-4: Evalue §\ s g(x„y, z) dS. 

1. y(x, y t z) = x 2 ; S es la mitad superior de la es- 
fera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 

2. y(x, y , z) = x 2 + y 2 + z 2 ; 5 es la parte del 
piano z = y + 4 que esti dentro del cilindro 

x 2 + y 2 = 4. 

3. y(x, y, z) - x + y; S es la parte del piano 2x + 
3y + z = 6 contenida en el primer octante. 

4. 9(x, y , z) = (at 2 + y 2 + l) ,/2 ; S es la parte del 
paraboloide 2z = x 2 + y 2 que se encuentra 
dentro del cilindro x 2 + y 2 - 2y. 


Ejercicios 5-8: Plantee, pero no evalue, la integral de 
superficie usando la proyeccion de S sobre (a) el pia¬ 
no yz y (b) el piano xz. 

5. SSsxy 2 z i dS ; S es la parte del piano 2x + 3y + 
4z = 12 contenida en el primer octante. 

6. jf s (xz + 2y) dS; S es la parte de la gr£fica de 
y = jc 3 que se encuentra entre Ios pianos y = 0, 
y = 8, z = 2yz = 0. 

7. JJs (jc 2 - 2y + z) dS; S es la parte de la grifica 
de 4x + y = 8 acotada por los pianos coorde- 
nados y por el piano z = 6. 

fjs(* 2 + y 2 + z 2 )t/5; S es la parte en el primer 
octante de la grafica de x 2 + y 2 = 4 acotada 
por los pianos coordenados y el piano x + z = 2. 

9. Interprete JJ S z) ^5 en terminos geome- 

tricos suponiendo que /es la funcion constante 
g(x y y> z) = c con c > 0 y S tiene una proyec- 
ci6n regular sobre el piano xy. 

10. Demuestre que la integral doble f(x> y) dA es 
un caso especial de una integral de superficie. 


Ejercicios 11-14: Calcule jj s F • n dS, donde n es el 
vector unitario normal superior de S. 

11. F = xi + y\ -i- zk; S es la mitad superior de 
la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 

12. F = jci - y\\ S es la parte en el primer octante 
de la esfera x 2 + y 2 4- z 2 = a 2 . 

13. F = 2i + 5j + 3k; S es la parte del cono z = 


(x 2 + ^ 2 ) 1/2 que esta dentro del cilindro jc 2 + 
J 2 = 1. 

14. F = xi + jj + zk; S es la parte del piano 3x + 
2 y + z = 12 acotada por los pianos x = 0, 
y = 0, x = 1 y y = 2. 

Ejercicios 15-16: Calcule el flujo de F a traves de S. 

15. F(x, y t z) = x\ + y] -f zk; S es la parte del pia¬ 
no 2x + 3y + z = 6 contenida en el primer 
octante. 

16. En este caso F(x, y y z) - (x 2 + z)i -f ^ 2 zj + 
(x 2 + y 2 •f z)k; S es la parte del paraboloide 
z = x 2 + y 2 contenida en el primer octante y 
acotada por el piano z = 4. 

Ejercicios 17-18: Determine el flujo de F a traves de 

la superficie cerrada S. (Utilice la normal exterior a 5.) 

17. F(Xy y , z) = (x + .y)i + 4 + S es la super¬ 
ficie del cubo con vertices (±1, ±1, ±1). 

18. F(x,y t z) = xi - y\ + zk; 5 es la superficie del 
solido acotada por las grAficas de z = x 2 + y 2 
y Z = 4. 

19. Demuestre que si S esta dada por x = k(y , z) 
y F = A/i + Nj -»■ Pk, entonces 

= 

JJ [M - Nk y (y, z) - Pk z (y, z)] dydz . 

*y, 

20. Segun la ley de Coulomb, si se coloca en el ori- 
gen una carga puntual de q coulombs, entonces 
la fuerza ejercida sobre una carga unitaria en 
( x,y , z) est^ dada por F(jr,>», z) = (cq/ 1| r || 3 )r 
donde r = x\ 4- y\ + zk. Demuestre que si 5 
es cualquier esfera con centro en el origen, en¬ 
tonces el flujo de F a traves de S es 4vcq. 

21. Si una hoja delgada de metal T tiene la forma 
de una superficie S y una densidad superficial 
£(•*» y » z), entonces los momentos de T con res- 
pecto a los pianos coordenados se definen como 

M xy = JJ zS(x, y, z) dS , M xs = JJy^x, y % r) dS , 

s s 

y M yz - JJ.x<5(jc, y y z) dS. 

s 
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Use limites de sumas para demostrar que estas 
definiciones son “naturales”. El centra de masa 
(x t y, 2 ) esta dado por 

xm = M v ., ym = M xt , zm = M xy 

donde m es la masa de T. Un embudo de metal 
tiene la forma de la superficie S descrita en el 
Ejemplo 1 (v6ase la Figura 18.39). La unidad de 


longitud es el centimetro y la densidad superfi¬ 
cial (o masa por unidad de «irea) en el punto 
( x, y, z) es z 2 g/cm 2 . Calcule la masa y localice 
el centro de masa del embudo. Determine el mo- 
mento de inercia del embudo con respecto al eje z. 

22. Consulte el Ejercicio 21. Una hoja delgada de me¬ 
tal que tiene densidad constante k, tiene la for¬ 
ma del hemisferio z = sja 2 — x 2 — y 1 . Encuen- 
tre su centro de masa. 


18.6 


TEOREMA DE LA DIVERGENCE 


Uno de los teoremas mas importantes del Calculo vectorial es el Teorema de la Diver¬ 
gence. A veces se le llama Teorema de Gauss en honor de Carl Friedrich Gauss (1777- 
1855), a quienes muchos consideran el matematico mds grande de todos los tiempos. El 
teorema se refiere al flujo de un campo vectorial a traves de 
figura 18.49 una superficie cerrada S que es la frontera de una region Q 

en tres dimensiones. Por ejemplo, S podria ser una esfera, 
un elipsoide, un cubo o un tetraedro. El Teorema de la Di- 
vergencia puede demostrarse para regiones muy complicadas, 
pero hacerlo asi implica incursionar en el Cdlculo avanzado. 
En lugar de eso, a lo largo de toda esta section, se supone 
que Q es una region sobre la cual las integrales triples pue- 
den evaluarse usando los metodos desarrollados en el Capi- 
tulo 17. Tambien se supone que las integrales de superficie 
se pueden evaluar sobre S. En esta seccion n denota un vec¬ 
tor unitario normal exterior a S, como los que se ilustran en 
la Figura 18.49. 

Con las restricciones impuestas a Q y S, el Teorema de la Divergencia se puede 
enunciar como sigue. 



TEOREMA DE LA (18.26) 
DIVERGENCIA 


Sea Q una region en tres dimensiones acotada por una 
superficie cerrada S y sea n un vector unitario normal 
exterior a S en ( x, y , z). Si F es una funcion vectorial 
que tiene derivadas parciales continuas en 



El Teorema de la Divergencia (18.26) afirma que el flujo de¥ a traves de S es igual 
a la integral triple de la divergencia de F sobre Q. Si 

F(x, y, z) = M(x, y , z)i -I- N(x, y, z )j + P{x, y, z)k. 
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se usarri la notacidn simplificada F = M\ 4 N\ 4 Pk. Usando las propiedades del pro- 
ducto escalar y la definition de F, la fdrmula en el Teorema de la Divergencia se puede 
escribir 


j | (Mi • n + N\ n + Pk n) dS = 

s 


jjj(' 


cM SN 

-2 -h —-h 

cx cv 



dV. 


FIGURA 18.50 



Para demostrar esta igualdad basta probar que 

JJM.-4._JJ 

S Q 

S Q y 

S Q 


Como las demostraciones de las tres fdrmulas son semejantes, solo se probar^ la 
tercera. Mas aun, la demostracion se restringe al caso que se ilustra en la Figura 18.50, 
donde la superficie S es la frontera de una region Q que se encuentra entre las graficas 
de z = v(x, y) y z = u{x, y) sobre una regidn R apropiada en el piano xy. La super¬ 
ficie superior se denota por S } , la inferior por S 2 y la lateral por En la figura se 
muestran algunos vectores unitarios normales exteriores tipicos. 

En S 3 , la componente k de n es 0 y por lo tanto, k • n = 0. Entonces, la integral 
de flujo sobre Sj es 0 y se puede escribir 


JJ Pk n dS = JJ>k n ,IS + JJpk n dS. 

s S, Si 

0 

Como en la Section 18.5, para encontrar el vector unitario normal (superior) a S, se 
define 


y se calcuia 


g t {x, y, z) = z — u{x, y) 


Vy i(-v, y* -) v)8 u^x, \ )j -i- k 

II z ) II v [^ A .(.v, y)] 2 + [m v (a\ y)] 2 4* 1 


Entonces k • n = i/yf[ujix, y)] 2 4* [u y (x, y)] 2 4 1. Aplicando el Teorema (18.23) (i) con 
R = Rxy y w(jf, y) = fix, y), los radicales se cancelan y se obtiene 


En S 2 se define 


| j Pk n dS = Jj P(x, y, w(.v\ y)) dA. 

Si R 


g 2 (x, y, z) = z - v(x, y) 


y se usa el vector unitario normal inferior n dado por 


y* z) = r t (x, y)i 4 ty,(x, y)j - k 

II v» i(*. * z) II VW*.y)]* +[»A j ?)] 2 + i 
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Aplicando de nuevo (18.23) (i), se obtiene la integral de flujo sobre S 2 : 

JJ Pk n dS = - JJ P(x, y, v(x, y)) dA 

Sj R 

Sumando las integrates de flujo sobre 5, y S 2 , 

IK " ds = JJ v > “<*• y)) - y< l * x - ^))] dA 

S R 

que es lo que sc queria poner de manifesto. No es difi'cil generalizar esta demostracion 
a uniones finitas de regiones del tipo considerado. Las demostraciones de las formu¬ 
las para fj^jV/i ■ ncfS y JJsNj * ndS son semejantes si Q y 5 cumplen las condicio- 
nes adecuadas. 


FIGURA 18.51 



EJEMPLO 1 Sean Q la region acotada por las graficas de 
x 2 + y 2 - 4, z = 0 y de z = 3, S la frontera de Q y 
F(x, y, z) = x 3 i + y 3 j + z 3 k. Use el Teorema de la Diver- 
gencia para evaluar JJ S F • n dS. 

Solution En la Figura 18.51 se representan la superficie 
S y algunas posiciones tt'picas del vector n. Como 

V • F = 3x 2 4- 3y 2 4- 3z 2 = 3(x 2 + y 2 4- z 2 ), 

por el Teorema de la Divergencia (18.26) tenemos que 

j j F n r/S = 3 JJJ (x 2 4 - y 2 4- z 2 ) dV. 
s Q 


Usando coordenadas cilmdricas para evaluar la integral triple, se tiene 


jj Fn ds = 3 jr j „ 2 jo (r2 +z2)r d = dr d ° 

= 3 So’ JJ + &]l rdrdO^i £' £ (3r J + 9)r dr dO 
= 3 J 0 2 * [y + y]l JO = 3 30 de = 900} 2 ; = 180* . 


FIGURA 18.5S 



EJEMPLO 2 Sea Q la region acotada por el cilindro z = 
4 - x 2 , el piano y 4- z = 5, el piano xy y el piano xz. Lle- 
var a cabo la evaluation de JJ S F * n dS para F (x, v, z) = 
(x 3 + senz)i + (x 2 v 4- cosz)j + e x '* y k, donde la super¬ 
ficie S es la superficie de Q. 

Solucion La regibn Q esta en la Figura 18.52 junto con 
varios vectores unitarios exteriores. Sena muy difi'cil evaluar 
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la integral de superficie directamente. Sin embargo, usando el Teorema de la Divergen¬ 
ce puede calcular.se el valor de la integral triple 


JJJ(3x’-KxVF = JJj4x J dK. 

Q Q 

Consultando la Figura 18.52 para obtencr los limites de integracibn y usando (17.18), 
vemos que esta integral es igual a 



4.v 2 dy dz dx — J*~ 2 J* 4.x 2 (5 — z) dz dx 
= |^20.x 2 z — 2xVj V dx 

= J\(48a- 2 -4x 4 -2 x 6 )dx 


4608 

35 


* 131.7 


El Teorema de la Divergencia puede usarse para dar una interpretation fisica a la 
divergence de un campo vectorial. Por el Teorema del Valor Medio para Integrals 
Definidas (5.20), si una funcibn / de una variable es continua en un intervalo cerrado 
[ a , b], entonces existe un numero c en ( a , b) tal que 

£f(x)dx=f(c)L 

donde L = b - a es la longitud de \a , b). Se pueden demostrar resultados anbiogos 
para las integrales dobles y triples. A si, si una funcibn /de tres variables es continua 
en una regibn esferica 0, entonces existe un punto A (jc, , Z\) en el interior de 0 tal 
que 

JJJ/fc >\ z)dV = [/(x, y, z)] A V 

Q 

donde V es el volumen de Q y [/(x, y, z)] A = f(x„ y h z,). Este resultado se llama 
Teorema del Valor Medio para Integrales Triples. Resulta que si F es una funcibn vec¬ 
torial continua, entonces 

JJJV-FW = [V-FL V 

Q 

O bien [V • F], = p JjJv • F dV. 

Q 

Aplicando el Teorema de la Divergencia, 

IV-lt-p/Jr-.* 

s 

donde la superficie S es la frontera de 0. El termino del lado derecho se puede conside- 
rar como el flujo de F a lraves de la esfera por unidad de volumen. 
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FIGURA 18.53 



Ahora sea P un punto arbitrario y F un campo vectorial 
continuo en una region que contiene aPen su interior. Sea 
S k la frontera de una esfera de radio k con centro en P. De 
acuerdo con la discusion anterior, para todo k existe un pun¬ 
to P k dentro de S k tal que 

[V-fk-ij/F 

* Sk 

donde V k es el volumen de la esfera (vease la Figura 18.53). 
Si k -» 0, entonces P k P y se obtiene Io siguiente. 


LA DIVERGENCE (18.27) 
COMO UN UMITE 



Asf, la divergencia de F en P es el limite del flujo por unidad de volumen a traves de 
una esfera con centro en P, cuando el radio de dicha esfera tiende a 0. En particular, 
si F representa la velocidad del fluido, entonces [div F] P se puede interpretar como la 
tasa de perdida o ganancia de fluido en P por unidad de volumen y por unidad de tiem- 
po. Si 5 = 6(x, y, z) es la densidad en (x, y , z), entonces [div 6F],> es el cambio de 
masa por unidad de volumen y por unidad de tiempo. De los comentarios al final de 
la Section 18.5 se concluye que hay una fuente o un sumidero en P si [div FJ,> > 0 o 
[div F],> < 0, respectivamente. Si el fluido es incompresible y no hay fuentes ni sumi- 
deros, entonces no puede haber ganancia o perdida dentro del elemento de volumen 
V k , y por lo tanto, en todo punto P, 


. _ dM dN cP 
div F = — + —+ — 

ox cy dz 


0. 


Esta fdrmula se llama ecuacion de continuidad para los fluidos incompresibles. 

La expresidn de la divergencia como un limite (18.27) tambien se puede aplicar a 
otros conceptos fisicos como el flujo electrico o magntiico ya que tienen muchas carac- 
teristicas semejantes a las del movimiento de un fluido. An^logamente, si F representa 
el flujo de calor o termico en una region y si [ V • F] P > 0, entonces hay una fuente 
de calor en P(sale energia termica por Py por lo tanto la temperatura en Pdisminuye). 
Si [ V • F]/> < 0, entonces P absorbe calor (o la temperatura en P aumenta). 


EJEMPLO 3 Sea 5 una superficie cerrada que es la frontera de una region Q que tiene 
al origen O como un punto interior. Demuestre que si se tiene un campo de variacion 
inversa al cuadrado (o de tipo gravitacional) dado por F = (q/r*) r, donde q es una 
constante, r = x\ + y\ 4- zk y r = || r||, entonces el flujo de F a traves de S es 4Trq 
independientemente de la forma de Q. 

Solucion Como F no es continuo en O, el Teorema de la Divergencia no se puede 
aplicar directamente; sin embargo, podemos proceder como sigue. Sea S, una esfera 
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FIGURA 18.54 



de radio a con centro en O completamente contenida dentro 
de 5 (vease la Figura 18.54) y sea Q ] la region fuera de S, y 
dentro de S. Como F es continuo en Q,, podemos aplicar el 
Teorema de la Divergencia y obtenemos 

J£|V -F dV = JJf ■ ndS + JJf n dS. 

Q\ s S, 

Es posible demostrar que si F es un campo de tipo gravi- 
tacional, entonces V • F = 0 (vease el Ejercicio 21 de la Sec- 
cibn 18.1) y por lo tanto, 

JJf ' n iS = ~ JJ*F n dS. 

S Si 


Como n, el vector unitario normal a 5| es exterior , apunta hacia afuera de la regibn 
Q , que tiene a S\ como una parte de su frontera. Por lo tanto, en 5, el vector unitario 
normal n apunta hacia el origen. Entonces n = (-l/r)r con r = a y 


JJ F (-'4 



Si Si 


= \ JJ (IS - -J (4 na 2 ) = 4nq • 

a Si ° 


El Ejemplo 3 tiene una aplicacidn importante en la teoria de la electricidad. Segun 
la ley de Coulomb, si se coloca una carga de q coulombs en el origen, entonces la fuerza 
sobre una carga unitaria en (at, y y z) es ¥(x , y , z) = (c<7/||r|| 3 )r, donde r = xi + 
+ zk y c es una constante. Resulta que el flujo (o flujo electrico) de F a traves de 
cualquier superficie cerrada que contiene al origen es 4?rc^. Por lo tanto, el flujo elec¬ 
trico es independiente del tamano y de la forma de S y s61o depende de q. No es dificil 
generalizar esto al caso de varias cargas puntuales dentro de S. Este resultado, que se 
llama ley de Gauss , tiene consecuencias importantes en el estudio de los campos electricos. 


EJ ERCI Cl OS 18.6 


Ejerclcios 1-4: Utilice el Teorema de la Divergencia 
(18.26) para evaluarffs F • nets. 

1. F = y sen xi + y 2 z$ + (x + 3z)k; la superfi¬ 
cie S es la frontera de la region acotada por los 
pianos x - ±1, y = ±1, z = ±1. 


2. F = y*e z i - xyj + Ararctan^k; la superficie S 
es la frontera de la regibn acotada por los pia¬ 
nos coordenados y el piano x + y + Z = 1 . 

3. F = (at 2 4 - senA'z)* 4 ( y - xe~ z )\ 4 z 2 k; la 
superficie* S es la frontera de la regibn acotada 
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por las graficas de x 2 4 y 2 - 4, * -l- z = 2 y 

z = 0. 

4. F = 2xyi 4 zcoshxj 4 (z 2 + ^sen -1 x)k; la su- 
perficie S es la frontera de la regibn acotada por 
las grdficas de z = x 2 4 y 2 y z = 1. 

Ejercicios 5-10: Use el Teorema de la Divergencia pa¬ 
ra determinar el flujo de F a traves de 5. 

5. F(x, y , z) = yzi 4 xzj 4 xyk; Ses la grdfica 
de x 2/3 + y vy 4 z 2/3 * 1. 

6. Sea F(x, y, z) = (x 2 4 z 2 )i + ( y 2 - 2xy)} 4 
(4z - 2yz)k; la superficie S es la frontera de la 
regibn acotada por el cono x = yfy 2 4 r 2 y el 
piano x = 9. 

7. F(x, y , z) = 3xi xzj 4 z 2 k; la superficie S 
es la frontera de la regibn acotada por el para- 
boloide z - 4 - x 2 — y 2 y el piano xy. 

8. F(x, y, z) = x.y 2 i 4 yz 2 j + zx 2 k; la superficie 
S es la frontera de la region que se encuentra en- 
tre los cilindros x 2 4 y 2 = 4 y x 2 4 y 2 = 9 y 
entre los pianos z = -1 y z = 2. 

9. F(x, y, z) - 2xzi 4 xyzj 4 yzk; la ^ iperficie 
S es la frontera de la regidn acotada por los pia¬ 
nos coordenados y las graficas de x 4 2z = 4 

y y = 2. 

10. F(x, y t z) = x 3 i 4 y l j 4 z 3 k; la superficie S es 
la frontera (superficie) de la regidn que se encuen¬ 
tra dentro del cono z — yjx 2 4 v 2 y la esfera 

x 2 4 y 2 4 z 2 = 25. 


Ejercicios 11-14: Verifiqueel Teorema de la Divergen¬ 
cia (18.26) evaluando la integral de superficie y la in¬ 
tegral triple. 

11. F = xi 4 yj 4 zk; S es la grafica de x 2 4 y 2 4 
Z 2 = <r 2 . 

12. F = x 2 i 4 y 2 j 4 z 2 k; S es la frontera del cubo 
acotado por los pianos coordenados y los pianos 
x = a, y = a, z = fl, donde a > 0. 

13. F = (x 4 z)i 4 (>> 4 z)j 4 (x 4 y )k; 5corres- 
ponde a la frontera de la regidn designada como 
Q = {(*. y> z):0 < y 2 4 z 2 < l,0<rs 2). 

14. F = || r || 2 r para r = xi 4 yj 4 zk; S es la gra¬ 
fica de x 2 4 y 2 4 z 2 = a 2 . 

15. Demuestre que si Jj s F • ndS = 0 para todas las 


superficies cerradas del tipo considerado en el 
Teorema de la Divergencia, entonces div F = 0. 

16. Sirvase del Teorema de la Divergencia para de- 
mostrar que si una funcion escalar / tiene segun- 
das derivadas parciales continuas, se tiene que 
Jfj q V 2 fdV = jj s O n fdS , donde D n /es la de- 
rivada direccional de /en la direccidn del vector 
unitario normal n exterior a S. 


Ejercicios 17-18: Suponiendo que S y Q satisfacen las 
condiciones del Teorema de la Divergencia y que f y 
g son funciones escalares que tienen segundas deriva¬ 
das parciales continuas, demuestre la identidad dada. 

it jyjvv’0 + VfVg)dV = ff(JVg)-udS 

(I s 

(Sugerencia: Sea F = / V g en (18.26).) 

I8 ' JIf ( ^ V2fl “ - gVf) n ,/S 

Q s 

(Sugerencia: Use la identidad del Ejercicio 17 jun¬ 
to con la que se obtiene intercambiando f y g.) 

Ejercicios 19-22: Suponga que 5 y Q satisfacen las con¬ 
diciones del Teorema de la Divergencia. 

19. Pruebe que si F es un campo vectorial conserva¬ 
tive con funcibn de potencial /, y si div F = 0, 
entonces JfJ 0 I • V dV = |J S /F • ndS. 

20. Demuestre que si r = xi 4 y\ 4 zk y Fes el vo- 
lumen de Q y entonces V = J Jj s r • n dS. 

21. Demuestre que si F tiene segundas derivadas par¬ 
ciales continuas, entonces jj* rot F • n dS - 0. 

22. Demuestre que si a es un vector constante, en¬ 
tonces jj v a • n dS = 0. 


Ejercicios 23-24: La integral de superficie (o la inte¬ 
gral triple) de una funcibn vectorial se define como 
la suma de las integrales de superficie (o las integrates 
triples) de las componentes de la funcibn. Use este he- 
cho y suponga que S y Q satisfacen las condiciones 
del Teorema de la Divergencia para demostrar el re- 
sultado enunciado. 

23. jj s F x ndS = -JfJ Q V x F dV. ( Sugerencia: 
Aplique el Teorema de la Divergencia y cl Ejer¬ 
cicio 26 de la Seccibn 18.1 a c x F para un vec¬ 
tor constante arbitrario c.) 
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24. f j 5 fn dS = J(f 0 V/' dV. ( Sugerencia: Aplique el 
Teorema de la Divergencia a fc para un vector 
constante arbitrario c.) 

25. Demuestre que si en cualquier punto (x, y> z) F 


es ortogonal a S, entonces rot F dV = 0. 

26. Demuestre que si r es el vector de posicion de 
U. y, z) y r = || r ||, se tiene que = 

i r 2 n dS. 


TEOREMA DE STOKES 

En (18.21) se presento la siguiente forma vectorial del Teorema de Green: 

(j) F ■ T ds = Jj (rot F) k dA 


F1GURA 18.55 



en donde la curva plana C es la frontera de R. Este resultado 
se puede generalizar a una curva regular parte por parte y 
cerrada simple C en tres dimensiones que es la frontera de 
una superficie S. El croquis de la Figura 18.55 ilustra el caso 
en que S es la grafica de z = /(*, y)> f tiene primeras deri- 
vadas parciales continuas y la proyeccidn Cj de C sobre el 
piano xy es una curva que es la frontera de una region R del 
tipo considerado en el Teorema de Green. En la figura , n es 
un vector unitario normal superior respecto a S. Se toma co- 
mo sentido positivo a lo largo de C el que corresponde a la 
orientacion positiva a lo largo de Cj. El vector T es un vector unitario tangente a C 
que apunta en la direccion positiva. Si F es un campo vectorial cuyas componentes tie- 
nen derivadas parciales continuas en una regidn que contiene a S, entonces se tiene el 
siguiente teorema, que lleva el nombre del fisico matematico ingles George G. Stokes 
(1819-1903). 


TEOREMA (18.28) 
DE STOKES 


El Teorema de Stokes se puede enunciar como sigue: La integral de h'nea de la com - 
ponente tangencial de ¥ a lo largo de C recorrida una vez en la orientacion positiva 
es igual a la integral de superficie sobre S de la componente normal de rot F. Si F es 
un campo de fuerza, el teorema afirma que el trabajo realizado por F a lo largo de C 
es igual al flujo de rot F a trav£s de S. La integral de linea en (18.28) tambien se puede 
expresar como F • dr donde r es el vector de posicion del punto (jc, y , z) de C. Para 
analizar situaciones mas generales que la ilustrada en la Figura 18.55, hay que conside- 
rar una superficie orientada S y definir un sentido positivo a lo largo de C de manera 
adecuada. (La demostracidn del Teorema de Stokes se puede encontrar en libros de 
Cdlculo mas avanzados.) 
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EJEMPLO 1 Sea S la parte del paraboloide z = 9 - x 2 - y 2 para z £ 0, y sea C la 
traza de S en el piano xy. Verificar el Teorema de Stokes (18.28) para el campo vecto¬ 
rial F = 3zi + 4xj + 2yk. 

Solucion Queremos demostrar que las dos integrales en el Teorema (18.28) tienen 
el mismo valor. 

La superficie es la misma que consideramos en el Ejemplo 4 de la Seccibn 18.5 (vease 
la Figura 18.48) donde obtuvimos que 


2.xi + 2>j + k 

n = — - - 

\J4x 2 + 4 y 2 + I 

Segun (18.6), 


Por lo tanto, 


rot F = 


i j k 

| | i) 
dx dy dz 
3 z 4x 2 y 


= 2i -h 3j -I- 4k. 


JJ (rot F)- n dS = JJ 

s s 


4x + 6y + 4 

- : aS. 

\4.x 2 + 4y 2 + I 


Usando (18.23) (i) para evaluar esta integral de superficie, resulta que 


JJ (rot F) • n dS = JJ(4x + 6 y + 4) <IA 

s R 

donde R es la regidn en el piano xy acotada por la circunferencia de radio 3 con centra 
en el origen. Cambiando a coordenadas polares, obtenemos 

JJ (rot F) n dS = J 2 " JJ (4r cos 0 + 6r sen 0 + 4)r dr dO 
s 

= Jo"' Jo' t r2(4 cos 0 + 6sen 0) + 4r l dr d0 

= JJ” (36 cos 9 + 54 sen (1+18) dO 
x = [36 sen 0 - 54 cos 0 + 1 8()J 2 ” = 3671 . 

La integral de linea en el Teorema de Stokes (18.28) se puede escribir 


J. F • T ds = F • dr = j) 3z dx + 4x dy + 2y dz 

donde C es la circunferencia en el piano xy con ecuacibn x 2 + y 2 = 9. Como z = 0 
en C, esto se reduce a 
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De acuerdo con el Teorema (18.20), <j> c xdy es el area de la regidn acotada por C (el 
circulo de radio 3) y por lo tanto, 

|F‘dr = 4(97 t) = 367:, 

que es el mismo valor que el de la integral de superficie. • 


F1GURA 18.56 

i. r 01 F 



Se puede usar el Teorema de Stokes para dar una inter¬ 
pretation fisica a rot F. Para un punto cualquiera P, sea S k 
el disco circular de radio k con centro enPy sea C k la fron- 
tera de S k (vease la Figura 18.56). Aplicando el Teorema de 
Stokes y el teorema del valor medio para integrales dobles 
se Uega a 

§ c F • T ds * JJ (rot F) n dS = [(curl F) • n] Pk (nk 2 ) 

S k 


donde P k es cualquier punto interior de S k y irk 2 es el area de S k . Por lo tanto, 


[(rot F) • n] Pk = j> Ch F • T ds. 


Si k -+ 0, entonces P k -* P y se tiene el siguiente resultado. 


(rot F) n COMO (18.29) 
UN UMITE 



Si F es el campo de velocidades de un fluido, entonces la integral de linea F • T ds 
es la circulacidn alrededor de C. Mide la tendencia media del fluido a circular o mover- 
se alrededor de la curva. De (18.29) se ve que [(rot F) * n] P proporciona information 
acerca del movimiento del fluido alrededor del borde de un disco circular perpendicular 
a n, cuando el disco se contrae a un punto. Como [(rot F) * n] P alcanza su valor m&- 
ximo cuando n es paralelo a rot F, la direccion de rot F en P es aquella para la que la 


FIGURA 18.57 


Mcdidor de roiaciona! 
(rotaciondmetro) 


PALETAS 



circulacion alrededor de la frontera de un disco perpendicu¬ 
lar a rot F alcanzt ;u valor maximo cuando el disco se con¬ 
trae a un punto. 

Para visualizar estas ideas, consideremos un “medidor 
de rotacional” imaginario; por ejemplo, un molinete cuyas 
paletas estan en pianos que pasan por el eje, como se ilustra 
en la Figura 18.57. Un campo de velocidad que rodee las pa¬ 
letas puede hacer girar el molinete sobre su eje. Tomando un 
vector unitario n en la direccion del eje, se tiene que el “ro- 
tacionometro” gira mas rapidamente cuando n es paralelo 
a rot F. 

El escalar (rot F) * n se llama la rotacionalidad de F al¬ 
rededor de n porque permite apreciar la tendencia del campo 
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vectorial a rotor o girar alrededor de P* Si rot F = 0 en una region, entonces (rot F) 
n = 0 y la circulacidn alrededor de cualquier curva cerrada Ces 0. Tambien la rotacio- 
nalidad de F alrededor de n es 0. Por eso se dice que F es un campo vectorial irrotacio- 
nal cuando rot F = 0. 


FIGURA 18.58 



EJEMPLO 2 Sea F(*, y) = a\ + b\ 4- ck, donde a % by 
c son constantes. Analizar las propiedades rotacionales del 
campo F. 

Solucion Todos los vectores del campo F tienen la mis- 
ma magnitud y direccidn, como se ilustra en la Figura 18.58 
para a, b y c positivos. Si se introduce un medidor de rota- 
cional (o molinete) en cualquier punto de este campo vecto¬ 
rial, las paletas no giran. Observamos que 


rot F = V x F = 


dx dy dz 
a b c 


= 0 


Por lo tanto, F es irrotacional. 


EJEMPLO 3 Sea F(x, y, z) = 3(>- 2 + l)-'i + 0j + Ok para |^| s 4. Describir el 
campo vectorial F y analizar la circulacion de F alrededor de varias circunferencias C k 
en el piano xy. <,Donde tiene (rot F) * n su valor maximo? 


FIGURA 18.59 



Solucion Si restringimos nuestra atencion al piano xy, 
los vectores de F forman el patron que se muestra en la Figu¬ 
ra 18.59. (Verificareste hecho.) En cualquier piano paralelo 
al piano xy se repite el mismo patron. 

Consideremos a F como el campo de velocidades de un 
fluido que se desplaza por un tubo. Observamos que la velo- 
cidad del fluido es mayor a lo largo del eje x y disminuye a 
medida que el punto ( x , y) se acerca a las rectas y = ±4. 
Si consideramos la circunferencia C,, entonces evidentemen- 
le §c t F * T ds > 0 porque cuando se recorre C, en el sen- 
tido positivo, la componente tangencial F • T es grande y 
positiva en la parte inferior de Cj, y es negativa (pero cer- 
cana a 0) en la mitad superior. Si se introduce un medidor 


* (N. del R.) Aunque en ingles se le llamo rotation a! producto (rot F) * n no es convenience traducir estc 
termino por rotacidn , ya que resultana confuso. El nombre rotacionaiidad adoptado en esta versidn e\- 
presa mejor el concepto y corresponde a los calificativos rotacional e irrotacional aplicados a los campos 
en los que rot F es diferente de cero o igual a cero, respectivamente. Una posible notacidn es rotn. De modo 
que se tendria rotn F = (rot F) * n. 
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de rotacional en el centro de C, con su eje perpendicular al piano xy y las paletas gira- 
ran en el sentido contrario al del reloj. 

Considerando otra vez los valores de F • T, vemos que § Cl F * T ds < 0 y 
$c 3 F * T ds = 0. Un medidor de rotacional en C 2 giraria en el sentido del reloj y en 
C 3 no giraria. 

Podemos demostrar que 


rot F = 


6 y 


<y 2 + i) 2 


2 k 


Como el vector unitario normal n es k, 

(rot F) • n = (rot F) • k 


Observamos que (rot F) • n es positivo para puntos arriba del eje x, negativo para puntos 
abajo del eje x y 0 para los puntos en el eje x. Derivando, 

r , 6(l-3.v 2 ) 

D y [(rot F) • n] = {y2 + jy 3 

y por lo tanto, los numeros criticos de (rot F) • n son y - ±1/V3 * ±0.577. Con el 
criterio de la primera derivada vemos que se trata de un mdximo y un minimo. Por 
lo tanto el valor maximo del (rot F) • n se alcanza en cualquier punto de la recta hori¬ 
zontal y - ±1/V3. • 


F1GURA 18.60 



Para ilustrar otra relation entre rot F y los aspectos ro- 
tacionales del movimiento, consideremos un fluido que gira 
uniformemente alrededor del eje z como si fuera un cuerpo 
n'gido. Concentrando la atencion sobre una particula del flui¬ 
do que se encuentra en el punto P(x, y , z), donde x y y y z son 
funciones del tiempo /, se llega a una situacidn semejante a 
la que se ilustra en la Figura 18.60, donde r(/) = x\ + y\ ± 
zk es el vector de posicion de P y a> = a>ji -I- w 2 j + w 3 k 
es la velocidad angular (constante). Con referencia a la Figura 18.60, dd/dt = Ha’ll* 
Denotando la velocidad (lineal) r (/) de P por F resulta, como en el Ejemplo 4 de la 
Seccion 15.3, que 


F = a) x r = (w 2 z - a> 3 >’)i + (cu 3 x - w x z)} + (co 1 y - w 2 x)k. 


Segun (18.6), 


rot F = 


i 

d_ 

dx 

co 2 z — co^y 


J 

d 

dy 

co 3 .x — cu x z 


k 

d_ 

dz 

m x y — co 2 x 


Usando el hecho de que o> es un vector constante se puede verificar que 
rot F = 2id x \ 4* 2tu 2 j 4- 2w 3 k = 2 (o. 

Esto demuestra que la magnitud de rot F es el doble que la de la velocidad angular y 
la direccidn de rot F es a lo largo del eje de rotacidn. 
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En la discusi6n sobre integrates de Ifnea independientes de la trayectoria se introdu- 
jo el concepto de una region simplemente conexa en el piano. Este concepto se puede 
generalizar a tres dimensiones, sin embargo, la definicidn acostumbrada requiere de pro- 
piedades de las curvas y las superficies que se estudian en cursos mis avanzados. Para 
los propositos de este libro se dice que una region D en tres dimensiones es simplemente 
conexa si toda curva cerrada simple C en D es la frontera de una superficie S en D que 
satistace las condiciones del Teorema de Stokes. En regiones de este tipo cualquier cur¬ 
va cerrada simple se puede contraer continuamente a un punto en D sin cruzar la fron¬ 
tera de D. Por ejemplo, la region dentro de una esfera o de un paralelepipedo rectangular 
es simplemente conexa. La regidn dentro de un toroide (o toro) (una superficie en for¬ 
ma de rosea) no es simplemente conexa. Usando esta restriccion se puede demostrar 
el siguiente resultado. 


TEOREMA (18.30) 


Demostracion Si rot F = 0, entonces por el Teorema de Stokes (18.28), 

£ F dr = JJ(rot F) n dS = 0. 

s 

Inversamente, supongamos que $ ( F • Jr = 0 para toda curva cerrada simple C. Si 
en algun punto P, rot F * 0, entonces por continuidad existe una subregion de D que 
contiene a P y dentro de la cual rot P ^ 0. Escogiendo un disco circular del tipo ilus- 
trado en la Figura 18.56 contenido en esta subregion y para el cual n es paralelo a rot F, 
entonces 

<j> Ck F ' Jr = JJ (rot F) n dS > 0. 

lo^cual es una contradiccidn. Por lo tanto, rot F = « en todo D. 

Si F es continuo en una regidn apropiada, la condicion de que | ( F • dr = 0 para 
toda curva cerrada simple es equivalente a la independencia de la trayectoria. Ademas, 
como en el Teorema (18.13), la independencia de la trayectoria es equivalente a F = V/ 
para una funcion escalar /(es decir, F es conservative). Combinando estos hechos con 
el Teorema (18.30) se obtiene lo siguiente. 


Si Fix’, y , z) tiene derivadas parciales continuas en I 
una region simplemente conexa D, entonces 
en D si y s6lo si j f F*(fra0 pa 
simple C en D. 



TEOREMA (18*31) 



Si F(x , y , z ) tiene primeras derivadas p 
en una region simplemente conexa D 
guientes condiciones son equivalentes. 

(r) b es conservative, es decir, F = V/ para una /. 
(ii) F • dr es independiente de la trayectori 
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(iii) F • dr = 0 para toda curva cerrada simple C 


en D. 


(iv) F es irrotacional, es decir, rot F 


_ 


EJEMPLO 4 Demostrar que si F(x, y t z) = (3x 2 + y 2 )\ + 2xyj - 3z 2 k, entonces F 
es conservative. 

Sollicion La funcion F tiene primeras derivadas parciales continuas para todo 
(at, y, z). Como 

i j k 

# p d d d 

™ lf - E iy E 

3x 2 + y 2 2 xy - 3 z 2 

= (0 - 0)i + (0 - 0)j + (2 y - 2y)k = 0, 

F es conservative de acuerdo con el Teorema (18.31) (iv). • 


EJ ERCI Cl OS 18.7 

Ejercicios 1-8: Verifique el Teorema de Stokes para 
F y S. 

1. F = yH -I- z 2 \ + x 2 k; S es la parte del piano 
x + y + z « 1 que se encuentra en el primer 
octante. 

2. F = 2yi - zj + 3k; S es la parte del paraboloide 
z = 4 - x 2 - y 2 que se encuentra dentro del ci- 
lindro x 2 + y 2 = 1. 

3. F = z\ + Jrj + ^k; S es el hemisferio z = 
(a 2 - x 2 - y 2 ) l/2 . 

4. F = x 2 \ + y 2 ) + z 2 k; S es la parte del cono 
z = (x 2 4- y 2 ) W2 acotada por el piano z - 1. 

5. Suponga que F = (3 z - sen.v)i + (x 2 + e y )] -f 
(_y 3 - cosz)k. Use el Teorema de Stokes para 
evaluar § C F * dr, donde Ces la curva dada por 
x = cos t, y = sen t, z = 1; 0 < / < 2tt. 

6. Sean F = yz\ + xyj + xzk y Cel cuadrado con 
vertices (0, 0, 2), (1, 0, 2), (1,1, 2), (0, 1, 2). Use 
el Teorema de Stokes para evaluar F * dr. 

7. Sean F = i -h e z \ - arctan xk y S la parte del 
paraboloide z = 4 - jc 2 - y 2 recortada por el 
piano xy. Use el Teorema de Stokes para evaluar 

rot F • n dS. 


8. Sean F = *y 2 i + yz 2 j + zx 2 k y S el triingulo 
con vertices (1,0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3). Use el 
Teorema de Stokes para evaluar Jf 5 rot F • n dS. 

Ejercicios 9-12: Trace algunos de los vectores de 

F(x, y, z) y analice las propiedades rotacionales de F 

usando un medidor de rotacional y rot F. ^Donde al- 

canza (rot F) * n su valor maximo? 

9. F(x, v, z) = {y 2 - 2y)i + 0j -f 0k; | y | < 2 

10. F(x, y, z) = Oi + sen xj -I- 0k; 0 < x < it 

11. F(x, y , z) = -y\ + xj + 0k (veanse el Ejemplo 
1 de la Seccion 18.1 y la discusion que sigue al 
Ejemplo 3 en la pagina 980). 

12. El campo de tipo gravitacional de la Definicidn 
(18.2). 

13. Pruebe que si F(x, y, z) = yi + (x + e )j + 
(1 4- ye : ) k, entonces F es irrotacional. 

14. Un campo vectorial F es un campo de fuerza cen¬ 
tral si F = fr donde r = xi + yj + zk y / es 
una funcion escalar. Demuestre que si / es dife- 
renciable, entonces F es irrotacional. 









15. Sea ■ el vector unitario normal exterior en cual- 
quier punto P en la frontera S de una esfera. 
Demuestre que si F tiene primeras derivadas 
parciales continuas en S y dentro de S, entonces 
JJs rot F ndS = 0. Utilice (a) el Teorema de la 
Divergencia; (b) el Teorema de Stokes. 

16. Utilice (18.28) para demostrar que si S y C sa- 
tisfacen las condiciones del Teorema de Stokes 

I 4 es una funcion vectorial constante, entonces 
fv F * T ds = 0. 

Ejercicios 17-19: Demuestre la identidad bajo Ja hi- 
potesis de que Cy S satisfacen las condiciones del Teo¬ 
rema de Stokes. 


17- k/Vy ■ dr - JJ,( V/X Vg) ■ ndS, donde 
/ y (J s °n funciones escalares. 

18. a x r dr — 2a n dS t donde a es un vec¬ 
tor constante. 

19. jcfdt-SUa x V/rtt, donde/es una funcidn 
escalar. 

20. Sean M, N y P funciones de *, y, z que tienen 
primeras derivadas parciales continuas en una re- 
gi6n simplemente conexa. Demuestre que 

Jc M(x ' y--> dx + y, z) dy + P( X , v, .) d: 
es mdependiente de la trayectoria si y s6Io si 

dM_cN^ cM dp dN dP 
W dx' ~dz~ty' 



Defina o discuta lo siguiente. 

1. Campos vectoriales en dos y en tres dimensiones. 

2. Campo de tipo gravitacional (o de variation in- 
versa al cuadrado de la distancia). 

3. Campo vectorial conservative. 

4. Funcion de potencial. 

5. Rotacioi|bl. 

6. Divergencia. V 

7. Integral de linea. 

8. Aplicaciones de la integral de linea. 

9. Independencia de la trayectoria. 


10. Teorema de Green. 

11. Integrales de superficie. 

12. Integral de flujo. 

13. Superficie orientada. 

14. Teorema de la Divergencia. 

15. La divergencia como un limite. 

16. Teorema de Stokes. 

17. La rotacionalidad (rot F) • n como un limite. 

18. Campo vectorial irrotacional. 


EJERCICIOS 18.8 

Ejercicios 1-4: De una description geometrica del cam- 
po vectorial F. 

1. F(x, y) = 2.xi + yj 

2. F( v. y, 2 ) = vi + yj + k 

3. F(jc, y, z) = - k ■ 

4. F(.r. y, 2 ) = V(.t J + y J + r’) 1/2 

5. Encuentre un campo vectorial conservative en 


dos dimensiones que tenga la funcidn de poten¬ 
cial f(x, y) = y 2 tanjr. 

6. Encuentre un campo vectorial conservative en 
tres dimensiones que tenga la luncion de poten¬ 
cial f{x r, y,z) = In (x + y + z ). 

Ejercicios 7-10: Evalue J c y 2 dx + xy dy, a lo largo 
de la curva Centre (1, 0) y (-1, 4 ) que se muestra en 
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9. 

\| 

1» 10. 

1 

,v 


y - 2 - 2x> 

\ , J 

\ 

l' 1 


X 


11. Evalue \ c xyds\ C es la gr£fica de y = x 4 de 
(-1, 1) a (2, 16). 

Ejercicios 12-14: Evalue 

J C x dx + (x + yMy + (* + >' + z) dz 

a lo largo de la curva dada C de >1(0, 0, 0) a 
B( 2, 4, 8). 

12. C consta de tres segmentos, el primero paralelo 
al eje z, el segundo paralelo al eje x y el tercero 
paralelo al eje y. 

13. C es el segmento de A a B. 

14. C tiene la parametrizacion x = /, y = / 2 , 7 = 
t\ 

15. Sean F(x, y) = (x -1- y)\ + (x-^jyC dada 
por x = cos t y y = sen t; -x ^ / < 0. Evalue 

J r F • dr. 

16. La fuerza F en un punto (x, y , z) en tres di- 
mensiones se encuentra dada por F(x, y, z) = 
xyi + y 2 ^j + xz 2 k; Ces el cuadrado con ver¬ 
tices 1, 1, 1), v 4 2 (—1, 1, 1), /4 3 (—l, -1, 1) y 
/4 4 (1, —1, 1). Calcule el trabajo realizado por F 
cuando su punto de aplicacibn da una vuelta a 
lo largo de C en el sentido determinado por el 
incremento del subindice de A k . 

Ejercicios 17-18: Demuestre que la integral de linea 

es independiente de la trayectoria y calcule su valor. 

17. j^ 2 ’ i \ ) (x + y) dx + (x + y) dy 

18. f 2 ’ '* 3> (8x 3 -I- z 2 ) dx - 3 z dy + (2 xz - 3 y) dz 
J(O.O.O) 


19. Considerese el caso de F(x, y, z) = 2xe 2} 'i + 
2{x l e ly + ycot z)j - y 2 csc 2 zk. Demuestre que 
J r F * dr es independiente de la trayectoria y en- 
cuentre una funcibn de potencial / para F. 


Ejercicios 20-22: Use el Teorema de Green para eva- 

luar la integral de linea 

(j) c xy dx - 1- (x 2 4- y 2 ) dy 

donde C es la curva dada. 

20. C es la curva cerrada determinada por y = x 2 y 
y - x - 2 entre (-1, 1) y (2, 4). 

21. C es el tridngulo con vertices (0, 0), (1, 0) y 
(0, 1). 

22. C es la circunferencia con ecuacion x 2 + y 2 - 
2x = 0. 

23. Calcule div F y rot F para F(x, y, z) = x 3 z 4 i + 
xyz 2 j + x 2 y 2 k. 

24. Demuestre que si / y g son funciones escalares 
de tres variables, V • (/ Vy) = /V 2 0 + V/ • 
V0. 

25. Evalue ffs xyz dS\ S es la parte del piano z = 
x + y que se encuentra arriba de la region trian¬ 
gular del piano xy con vertices (0, 0, 0), (1, 0, 0) 
y (0, 2, 0). 

26. Evalue f Jsx 2 z 2 dS\ S es la mitad superior del ci- 
lindro y 2 + z 2 = 4 entre x = 0 y x = 1. 

27. Sea Q la region acotada por el cilindro x 2 + 
y 2 = 1 y los pianos : = 0 y z * 1. Si F = 
x 3 i + y 3 j + z 3 k, use el Teorema de la Diver¬ 
gence para evaluar Jj x F * n dS donde la super- 
ficie S es la frontera de Q y n es el vector unitario 
normal exterior a S. 

28. Verifique el Teorema de la Divergencia para F = 
2xi + yj - zk; la superficie S es la frontera del 
paralelepipedo acotado por los pianos x = ± 1, 

y = ±2, z = ±3. 

Ejercicios 29-30: Verifique el Teorema de Stokes pa¬ 
ra F v S. 

29. F = y 2 i + 2xj 4- 5yk; S es el hemisferio z = 
(4 - x 2 ~ y 2 ) ,/2 . 

30. F = (x + y)i + (y + z)j + (x + z)k; Ses la 
regibn acotada por el tribngulo cuyos vertices son 
(1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1). 

















CAPITULO 


ECUACIONES DlFERENCIALES 


LJ nd ecuacion diferencial es una ecuacion en la que aparecen 
derivadas o diferenciales. Si una ecuacion contiene solo 
derivadas de una funcion de una variable, entonces se dice que 
es ordinaria Una ecuacion diferencial parcial contiene 
derivadas parciales. En este capftulo se desarrollan algunos 
rrjetodos para resolver los tipos basicos de ecuaciones 
difeknciales ordinarias. La intencion de este analisis no es una 
disertacion sobre el terna sino mas bien servir de introduccidn a 
esta area tan vasta y a la vez tan importante de las matematicas. 
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19.1 


ECUACIONES DIFERENCIALES SEPARABLES 


Una ecuaci6n en la que aparecen jc, y, y', y", • • • y y {n \ donde y es una funcion de 
x y y in) es la n-esima derivada de y con respecto a x , es una ecuacion diferencial ordi- 
naria de orden n. Los siguientes ejemplos son ecuaciones diferenciales ordinarias del 
orden especificado: 

Orden 1: y' = 2x 

&♦*■(£)*-■*- 

Orden 3: (y'") 4 — x 2 (y") 5 + 4 xy = xe x 



En las Secciones 4.7 y 7.6 se consideraron brevemente las ecuaciones diferenciales. 
Recordemos que una funcion /(o /(*)) es una solucion de una ecuacibn diferencial 
si al sustituir y por f(x) se obtiene una identidad para todo xen un intervalo. Por ejem¬ 
plo, la ecuacion diferencial 

y' - 6x 2 - 5 

tiene como solucion 

f(x) = 2x 3 - 5* + C 

para todo numero real C, porque al sustituir y por fix) se llega a la identidad 6x 2 - 
5 = 6x 2 - 5. Se dice que fix) = 2x } - 5x + Ces la solucion general dey' = 6x 2 - 5 
porque todas las soluciones son de esta forma. Se obtiene una solucion particular asig- 
nando valores especificos a C. Por ejemplo, tomando C = 0 se obtiene la solucidn par¬ 
ticular y = 2x 3 - 5x. A veces se dan condiciones iniciales para determinar una solucidn 
particular, como se ilustra en el siguiente ejemplo (v£ase tambien el Ejemplo 2 de la 
Seccion 4.7). 


EJEMPLO 1 

(a) Encontrar la solucion general de la ecuacidn diferencial y' - 2x e ilustrarla gr&fi- 
camente. 


FIGURA 19.1 


y = x 2 + C 


r 



(b) Obtener una solucibn particular de y ' = 2x que satis 
faga la siguiente condicion: y = 3 cuando x = 0. 

Solucion 

(a) Si / es una solucibn dey' = 2x, entonces fix) = 2x. 
La integral indefinida lleva a la solucion general 

y = /(x) = x 2 + C. 

Podemos encontrar soluciones particulars asignando valo¬ 
res especificos a C. Asi obtenemos la familia de parabolas 
y = x 2 + C que se ilustra en la Figura 19.1. 








19.1 Ecjacioncs difercnciales separables 


987 


(b) Si y = 3 cuando x = 0, entonces sustituyendo en y = x 2 + C obtenemos 
3 = 0 + C, o bien C = 3. Por lo tanto, la solution particular es y = x 2 + 3. La gra- 
fica es la parabola de la Figura 19.1, cuya interception y (ordenada en el origen) es 


Ecuaciones diferenciales como la del siguiente ejemplo apareccn en el analisis de 
las vibraciones y se consideran con detalle en las Secciones 19.3-19.5. 

EJEMPLO 2 Demostrar que la ecuacibn diferencial y - 25y = 0 tiene como solution 

Ax) = C t e 5x + C 2 e~ s * 

donde Cj y C 2 son numeros reales. 

Solucidn Derivando obtenemos 

f(x) = 5 C,e 5x - 5 C 2 e~ ix 

y 

f (x) = 25 C,e Sx + 25 C 2 e~ Sx 

Sustituyendo y por /(at) en la ecuacion diferencial y" - 25y = 0, Hegamos a 
(25C,e s * + 25 C 2 e~ ix ) - 25 (C,e Sx + C 2 e~ Sx ) = 0 

o bien 

(25C l<? 5 * - 25C,e 5 ') + (25C 2 e- 5 ^ - 25 C^*) = 0. 

Como el lado izquierdo de la ecuacion es 0 para todo x , resulta que f(x) es solution 
de y " - 25 y = 0. • 

v 

La solucion Cj£* 5a 4- C 2 e Sx del Ejemplo 2 es la solucion general de — 25 y = 
0. Observese que la ecuacion diferencial es de orden 2 y la solucion general tiene dos 
constantes arbitrarias (llamadas parametros) C\ y C 2 . La definicidn precisa de solu¬ 
cidn general involucra el concepto de parametros independientes y se estudia en cursos 
de Calyilo mas avanzados. Las soluciones generates de las ecuaciones diferenciales de 
rt-esimo orden tienen n parametros independientes C,, C 2 , .. C n . Las soluciones par- 
ticulares se obtienen asignando valores especificos a cada parametro. Algunas ecuacio¬ 
nes diterenciales tienen soluciones que no son casos especiales de la solucion general. 
Tales soluciones singulares no se discuten en estc libro. 

En las soluciones de los Ejemplos I y 2 se expresa y explicitamente en terminos de 
x. Las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales se dan en forma implicita, y para 
verificar tales soluciones hay que derivar implicitamente, como se ilustra en el siguiente 
ejemplo. 


EJEMPLO 3 Demostrar que 4 x 2 y —2y* = C es-una solucion implicita de 
(x 2 - 6 y 2 )y’ 4 3* 2 4 2 xy = 0. 
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CAPITULO 19 


ECUACIONES DIFERENCIALES 


Solucidn Si y = /( x) satisface la primera ecuacidn, entonces derivando implici- 
tamente, 


3x 2 4- 2 xy 4- x 2 y' - 6 y 2 y' = 0 

o bien 

(x 2 - 6y 2 )y' + 3x 2 + 2xy = 0. 


Por lo tanto, f(x) es una solution de la ecuacidn difercncial. • 


Una de las clases mas sencillas de ecuaciones diferenciales es 


M{x ) 4- N{y)y‘ = 0 o bien M{x) + N(y) — = 0 

ax 

donde M y N son funciones continuas. Si y = f(x) es una solucidn, entonces 

M(x) 4- N(f(x))f(x) = 0. 

Si /'(at) es continua, entonces la integral indefinida lleva a 

J M(x) dx + J )/'(*) = C 

o bien J M(x) dx + J ;V(_v) dy = C. 

La ultima ecuacion es una solucidn (implicita) de la ecuacion diferencial. Se dice que 
la ecuacidn diferencial M(x) + N{y)y' = 0 es separable porque las variables x y y se 
pueden separar, como se indicd. 

Una manera f&cil de recordar el metodo de separacidn de variables es cambiar la 
ecuacidn 

M(x) + N(y)^ = 0 


a la forma diferencial 

M(x) dx -f N(y) dy = 0 

y luego integrar cada t^rmino. 


EJEMPLO 4 


Resolver la ecuacidn diferencial y 4 e 2x 



Solucion Escribiendo la ecuacidn en la forma diferencial y separando luego las va¬ 
riables, obtenemos 


y si y 0, 


y 4 e 2x dx + dy = 0 
e 2x dx 4- -Kdy = 0. 

y 


Integrando cada t^rmino, obtenemos la solucidn (implicita) 
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Multiplicand por 6 ambos lados de la ecuacion, la solution adquiere la forma 



donde K - 6 C. Si se quiere una forma explicita hay que despejar y y asi se obtiene 



EJEMPLO 5 Resolver la ecuacion diferencial 2y + (xy + 3 x)~ = 0 con x * 0 
Solucion Podemos expresar la ecuacibn en forma diferencial como 


2y dx + (xy + 3x) dy = 0 
2y dx + x(y + 3) dy = 0. 


o bien 


Es posible separar las variables dividiendo entre xy ambos lados de la ultima ecuacibn 
fcsto da 


v 



obien ^x + (l + - 3 )^o. 

Iri\egrando cada termino llegamos a las siguientes ecuaciones equivalentes: 


21n|x|-fy-f31n|_y| = c 
In |x| 2 + In | j»| 3 = c — 
\n\x\>\y\>= c -y. 


Cambiando a la forma exponencial, 

\x\ 2 \y\* = = e c e-> = 

donde k = e c . Derivando puede demostrarse que 

x 2 y 3 = ke~ y o bien * 2 yV = k 
es una solucibn implicita de la ecuacion diferencial. • 


EJEMPLO 6 Resolver la ecuacidn diferencial 
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Solucion Escribiendo la ecuacion en forma diferencial y luego separando las va¬ 
riables, 

(l +y 2 Mx + ( l +x 2 )jy = o 

7 —-—j dx + 7 ——j dy = 0 . 

1+x 2 1 + y 2 

Integrando cada termino obtenemos la solucidn (imph'cita) 

tan -1 x + tan -1 y = C. 

Para encontrar una solucidn explfcita se despeja y como sigue: 

tan -1 y = C — tan~ l x 

y = tan (C - tan" 1 x) . 

Podemos cambiar la forma de esta ecuacion usando la formula para la tangente de la 
diferencia de dos angulos y asf 

tan C — tan (tan" 1 x) 

V 1 -I- tan C tan (tan -1 x)‘ 

Definiendo k = tan C y usando el hecho de que (tan _, x) = x, puede escribirse 

k — x 


y = 


1 + kx 


FIGURA 19.2 

y = 2x + b; y = —$x + c 



y = mx; x 2 + y 2 



Una trayectoria ortogonal de una familia de curvas es una 
curva que corta perpendicularmente a todas las curvas de la 
familia. La discusion se restringe a curvas en el piano. Por 
ejemplo, dada la familia y = 2x + b de todas las rectas de 
pendiente 2, todas las rectas y = x + c con pendiente 
~2 son trayectorias ortogonales. En la Figura 19.2 apare- 
cen varias curvas de ambas familias. Se dice que estas dos 
familias de curvas son mutuamente ortogonales. Como otro 
ejemplo, la familia y = mx de todas las rectas que pasan por 
el origen y la familia x 2 + y 2 = a 2 de todas las circunferen- 
cias con centro en el origen son mutuamente ortogonales (vea- 
se la Figura 19.3). 

Los pares de familias de curvas mutuamente ortogona¬ 
les aparecen muchas veces en las aplicaciones de las matema- 
ticas a la fisica. En la teoria del electromagnetismo las lfneas 
de fuerza asociadas a un campo dado son trayectorias orto¬ 
gonales a las correspondientes curvas equipotenciales. De 
manera parecida, las lfneas de corriente que se estudian en 
aerodinamica e hidrodinamica son trayectorias ortogonales 
a las curvas equipotenciales del campo de velocidades. Co¬ 
mo un ultimo ejemplo, en el estudio de la termodinamica el flujo de calor a traves de 
una superficie plana es ortogonal a las isotermas. 

En el siguiente ejemplo se ilustra un metodo para encontrar las trayectorias ortogo¬ 
nales de una familia de curvas. 
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EJEMPLO 7 Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de elipses x 2 4 
3y 2 = c, y trazar varias curvas de cada familia. 

Solucion Derivando implicitamente la ecuacidn dada, obtenemos 
2x 4 6 yy' =0 o bien y' - —. 


Por lo tamo, la pendiente de la recta tangente en un punto (x, y) de alguna de las elip¬ 
ses es.y = —x/(3.y)- Si dy/dx es la pendiente de la recta tangente en una trayectoria or- 
togonal correspondiente, entonces debe ser igual al negativo del redproco de.y'. Esto 
Heva a la siguiente ecuacion diferencial para la familia de trayectorias ortogonales: 

dy = 3 y 

RGURA 19.4 dx x ‘ 


x 2 + 3/ = c; v = kx* 



Separando las variables, 

dy dx 

Integrando y escribiendo la constante de integration como 
In | k |, obtenemos 

In \y\ = 3 In |x| + In |£| = In |A:x 3 |. 


Hesulta que.y = kx } es una ecuacion de la familia de trayectorias ortogonales. En la 
Figura 19.4 aparecen varias curvas de la familia de elipses (en tono oscuro) y las corres- 
pondientes trayectorias ortogonales (en tono claro). • 


EJERCICIOS 19.1 


Ejercicios 1-4: (a) Obtenga la solucion general de la 
ecuacidn diferencial e ilustrela gr^ficamente. (b) En- 
cuentre la solucidn particular que satisface la condi- 
ci6n y - 2 cuando x = 0. 

1. / = 3x 2 2. y = jc - I 



Kjercicios 5-10: Demuestre que y es una solucion de 
la ecuacion diferencial dada. 

5. y" — 3/ + 2y = 0; y = C^e* + C 2 e lx 

6. / + 3y = 0; y = Ce~ 3x 

7. 2xv 3 4- 3x 2 y 2 ~= 0: y**Cx*' 2/a 

dx 

8. x 3 /" -l- x 2 f - 3 xy' - 3y = 0; y = Cx 3 


9. (x - 2 y) + 2x + y - 0; y 2 - x 2 - xy = C 

dy 

10. y — — x; x 2 — v 2 = C 

dx 

Kjercicios 11-26: Resuelva la ecuacion diferencial. 

11. sec x dy — 2y dx - 0 

12. x 2 dy — esc 2y dx = 0 

13. x dy — y dx - 0 

14. (4 4- y 2 ) dx + (9 4- x 2 ) dy = 0 

15. 3 y dx + (xy -I- 5x) dy = 0 

16. (xy — 4x) dx 4- (x 2 y 4 y) dy = 0 

17. y' = x - 1 4 xy - y 

iy + yx 2 ) dy 4 (x 4 xy 2 ) dx = 0 
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19. e x * lr dx — e 2x ~ r dy = 0 

20. cos x dy — y dx = 0 

21. y(l +xV + x J (l +y J ) = 0 

22 . xV - y* 1 = y 

23. x tan y — / sec x = 0 

24. .vv 4- yV* 2 ’ In y = 0 

25. e y sen x dx — cos 2 x dy = 0 

26. seny cos x dx 4(1 4 sen 2 x) dy 0 

Ejercicios 27-34: Encuentre la soluci6n particular de 
la ecuacidn diferencial que satisface la condicidn dada. 

27. 2y 2 y' = 3y — y'; y = 1 cuando x = 3. 

28. y/xy' ~ v y = Xyfy; y = 4 cuando x = 9. 

29. x dy — {2x 4 l)*'* dx = 0; y = 2 cuando x = 1. 


30. sec 2y dx — cos 2 x dy =* 0; y = tc/6 

cuando x = x/4. 

31. (xy 4 x) dx 4 4 x 2 dy = 0; y = 1 

cuando x = 0. 

32. x dy — J\ — y 2 dx = 0; y = i cuando x = 1. 

33. cot x dy — (1 4 y 2 ) dx = 0; y = 1 
cuando x = 0. 

34. esc y dx — e* dy - 0; y = 0 cuando x = 0. 

Ejercicios 35-40: Determine las trayectorias ortogo- 
nales a la familia de curvas. Trace las graficas. 

35. x 2 - y 2 = c 3 6. xy = c 

37. y 2 = cx 38. y — cx 2 

39. y 2 = cx 3 40. y = ce~ * 


19.2 


ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 
DE PRIMER ORDEN 


Las ecuaciones diferenciales del siguiente tipo aparecen muchas veces en el estudio de 
los fendmenos fisicos. 


DEFINICION (19.1) 


Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es una 

ecuacidn de la forma 

? + P(x)y = Q(x) 


. • '.r. ”■ V.‘ r ' 1 . 

donde P y Q son funciones continuas. 



Si en la Definicidn (19.1), Q(x) = 0 para todox, se obtiene^' 4 P(x)y = 0 que 
es separable. Concretamente, se puede escribir 

- ^ — P(x) o bien - dy = - P(x) dx, 

y dx y 

siempre que y # 0. Integrando se obtiene 

In |yj = — f P(x)dx + In |C|. 

La constante de integracion se ha expresado como In |C| para cambiar la forma de la 
ultima ecuacidn, como sigue: 
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In |y| — In |C| = -jp{x)dx 
= -jp(x)dx 


L — e ~sP(x)dx 


Ahora se observa que 


ygS Ptx) 4x __ Q 
D x [y e in*)dx J _ y e fr<x)dx + p( x )y e JP(*)dx 

= e 5Fix)dx [y' + P(x)yl 


Por lo tanto, si se multiplican por e IP(x,dI , am bos lados de>' + P(x)y = Q(x), laecua- 
ci6n resultante puede escribirse como 

D x [ ye iP{x)dx ] = Q(x)e SP{x)dx . 

Integrando ambos lados de la ecuacidn se obtiene la siguiente solucidn implicita de la 
ecuacidn diferencial lineal de primer orden en la Definicidn (19.1): 

ygiPMd* = J Q( x)e SPMdx dx+K 

donde K es una constante. Despejando^ de esta ecuacidn se obtiene una solucidn expli- 
cita. Se dice que la expresidn e iPix)dx es un factor de integracidn (o integrativo) de la 
ecuacidn diferencial. Qued6 demostrado el siguiente result ado. 


TEOREMA (19*2) 


La ecuacidn diferencial lineal de primer orden y' + 
P(x)y = Q(x) se puede transformar en una ecuacidn di¬ 
ferencial separable multiplicando ambos lados de la ecua- 
ci6n por el factor de integracidn e SP(x)dx . 

--- 


EJEMPLO t Resolver la ecuacidn diferencial — 3j < 2 y = x 2 . 

Solucion La ecuacidn diferencial tiene la forma en la Definicidn (19.1) con P(x) « 
-3x 2 y^Q(x) = x 2 . Segun el Teorema (19.2), 

e l-3x*dx _ e - x * 

es un factor integrativo. No necesitamos introducir una constante de integracidn por- 
que e x3+c = e c e~ x \ que difiere de e~ x 3 en un factor constante e c . Multiplicando am¬ 
bos lados de la ecuacidn diferencial por el factor de integracidn e~ x \ obtenemos 

e X * T~ ~ 3 x2e ~ x *y - x 2 e~ x * 
dx 

o bien D x ( e~ x *y ) = x 2 e~ x3 . 

Integrando ambos lados de la ultima ecuacidn, 

e-*'y = fx>e-* s dx + C. 
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Finalmente, multiplicand!) por e'' obtenemos la solucion explicita 


y = -i + Ce*\ 



EJEMPLO S Resolver la ecuaci6n diferencial x 2 y’ -I- 5xy + 3x 5 = 0 si x # 0. 

Solucion Para encontrar un factor de integration, comenzamos expresando la ecua- 
ci6n diferencial en la forma tipica de (19.1) con el coeficiente de y' igual a 1. Asi, divi- 
diendo ambos lados entre x 2 , obtenemos 

/ + = —3x 3 . 

que tiene la forma de (19.1) con P(x) = 5/x. Segun el Teorema (19.2), 

e IPlx)dx = e 5ln\x\ = ^ln |x| s = | x |5 

es un factor de integracidn. Si x > 0, entonces \x \ 5 = x 5 , y si x < 0, entonces |x| 5 = 
— x 5 . En los dos casos, multiplicando ambos lados de la f6rma tipica por |x| 5 , ob¬ 
tenemos 

x 5 / + 5 x A y = — 3x 8 
o bien D x (x 5 y) = -3x 8 . 

Integrando ambos miembros de la ultima ecuacidn llegamos a la solucidn 

r x ^ 

x 5 y = J -3x 8 dx = -y + C 

u ** C 

o bien y = —— + ^ • 

3 x 3 


EJEMPLO 3 Resolver la ecuacidn diferencial 


y' + .ytanx = secx + 2xcosx. 

Solucion Se trata de una ecuacidn diferencial lineal de primer orden (vease la De- 
finicidn (19.1)). Segun el Teorema (19.2), 

^Jtan x dx _ gin | sec x | = | secx | > 

es un factor de integracidn. Multiplicando por |secx| ambos lados de la ecuacidn dife¬ 
rencial y quitando el valor absoluto, obtenemos 


o bien 


y' secx -l- y secx tanx = sec 2 x + 2x cosx secx 
£>*(>> secx) = sec 2 x + 2x. 


Integrando ambos lados llegamos a la solucidn (implicita) 

y sec x = tan x + x 2 + C. 
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Finalmente, multiplicand© ambos lados de esta ultima ecuacidn por 1/sec* = cos*, 
se obtiene la solucion explicita 

y = sen* + (* 2 + C) cos*. • 

Anteriormente se utilizd la antiderivacidn para deducir leyes del movimiento de un 
cuerpo en cafda, suponiendo que puede despreciarse la friccidn del aire (vdase el Ejem- 
plo 4 de la Section 4.7). Esta suposicidn es valida para cuerpos pequefios que se mue- 
ven lentamente; sin embargo, en muchos casos hay que tomar en cuenta la friccidn del 
aire. Esta fuerza a menudo crece cuando la velocidad del objeto aumenta. En el siguiente 
ejemplo se deduce la ley del movimiento para la cafda de un cuerpo suponiendo que 
el rozamiento del aire es directamente proporcional a la velocidad del cuerpo. 


ftGURA 19.5 


EJEMPLO 4 Se deja caer un objeto de masa m desde un globo de aire caliente. Cal- 
cular la distancia que recorre en t segundos suponiendo que la fuerza de friccidn debida 
al aire es directamente proporcional a la velocidad del objeto. 

Solucion Introducimos un eje vertical con la direccidn 
I punto en el positiva hacia abajo y el origen en el punto donde se deja caer 

^ a U OB S j E ET D o A ^ el ° bjet0 ’ como se iIustra en la Fi 8 ura 19.5. Se desea calcular 

la distancia s(f) del origen al objeto al tiempo t. La veloci¬ 
dad del cuerpo es v = s\t ) y la magnitud de la aceleracidn 
es a = dv/dt = s (t). Si g es la aceleracidn de la gravedad, 
entonces el objeto es atrafdo hacia la Tierra con una fuerza 
de magnitud mg. Por hipdtesis, la fuerza de friccidn debida 
al aire es kv para una constante k , y su direccion es opues- 
ta al movimiento. Resulta que la fuerza F hacia abajo sobre 
el objeto es mg - kv. Como la segunda ley del movimiento de Newton afirma que F = 
ma = m(dv/dt ), llegamos a la siguiente ecuacion diferencial: 

dv l 

m ~ — mg — kv 


. dr k 

o equivalentemente, _+ v = a 

dt m 

Si denotamos por c la constante k/m , esta ecuacion puede escribirse como 

dv 

Tt +a> ~ g ' 

que es una ecuaci6n diferencial de primer orden con t como variable independiente. 
Segun (19.2), 

e icdt = e cl 

es un factor de integracidn. Multiplicand© por e ct ambos lados de esta ultima ecuacidn, 
obtenemos t 




dv 

— -f ce ct v = qe ct 
dt * 


o bien 


D'(ve*) = ge«. 
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Integrando en ambos miembros, 

vef* = - e* 4- K o oien v = - + Ke~ c1 
c c 


donde K es una constante. 

Si tomamos t = 0, entonces v = 0 y por lo tanto, 

0 = - + K y K=--. 
c c 


Por consiguiente, 


c c 

Integrando con respecto a / en ambos Iados de esta ecuacibn y usando el hecho de que 
v = s'(f), vemos que 


S (t) = -» + 4 e ~ c ' + £: - 

c c 

Podemos calcular la constante E considerando / = 0. Como 5(0) = 0, 


0 = 0 + -j + E o bien E = 

c z c 

Por lo tanto, la distancia que el objeto recorre en t segundos es 


c c* c z 


Es interesante comparar esta fbrmula para s(t ) con la que se obtuvo cuando se despre- 
ci6 la friccibn del aire. En este caso la ecuacibn diferencial m(dv/dt) = mg - kv se 
reduce a dv/dt = g. y por lo tanto, s'(t) = v = gt. Integrando en ambos lados se ob- 
tiene la fbrmula 5(0 = \gt 2 , que es mucho m£s simple. • 


F1GURA 19.6 


R 



EJEMPLO 5 Un circuito el^ctrico sencillo consta de una re- 
sistencia R y una inductancia L conectadas en serie, come 
se ilustra esquemiticamente en la Figura 19.6, y se aplica una 
tension (o voltaje) constante V. Si el interruptor S se cierra 
cuando / = 0, entonces puede deducirse por una de las leyes 
de Kirchhoff para los circuitos elbctricos, que para / > 0, la 
corriente I satisface la ecuacibn diferencial 


Expresar / como una funcibn de /. 


L — + RI 
dt 


V . 


Sollicion La ecuacibn diferencial puede escribirse 


iU 
dt 


+ 



i 
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que es una ecuaci6n diferencial lineal de primer orden. De acuerdo con el Teorema (19 2) 
multiplicamos ambos lados por el factor de integracidn e" R "'"= e ' R/LV y obtenemos 


e (R!LV R e (R/L)tj _ Y. e (R/L)l 

di L L 


D, =, L gtRiLR 


o bien 

Integrando con respecto a f, 

J e iR/L)i _ f Y- e WL)t £ ( { R!L)t , r 

J L R ^ u 

Como 7=0 cuando t = 0, resulta que C = —V/R. Sustituyendo C llegamos 

J e iR/L)t _ Y_ ( R,L)t _ V 

R R * 

Finalmente, multiplicando por e^ R/L * ambos lados de la igualdad, tenemos 


que 


/ = ~[1 - e - {R!L)l \ 


£tsssr* ' ,lend ' a i " nni, °-' ™ »'* 


EJERCICIOS 19.2 

Ejercicios 1-22: Resuelva la ecuacibn diferencial. 

1. y + 2y = e 2x 2. y - 3y « 2 

3. x/ - 3y = x 5 4. y -j- y cot x = esc x 

5 - xy' + y + x = e* 6. xy' + (1 + x)y = 5 

7. x 2 dy + (2xy — e*) dx = 0 
8 * * 2 <ty + (x-3xy + 1) dx = 0 

y + y cot x = 4x 2 esc x 

10 . y + ytanx = senx 

11. {y senx — 2) dx + cos x dy — 0 

12. (x 2 y- 1 )dx + x 3 dy = 0 

13. (x 2 cos x + y) dx - x dy = 0 

14. y + y = senx 

15. xy' + (2 + 3x)y = xe 3jf 

16. (x +^4)y' + 5y = x 2 + 8x + 16 

17. x _, y' + 2y = 3 

18. y - 5y = e 5x 

19. tan x dy + (y - senx) dx = 0 

20. cos x dy (y senx -He - *) dx = 0 

21. y + 3x 2 y = x 2 + e~ x * 


22. y + y tan x = cos 3 x 


Ejercicios 23-26: Encuentre la solucibn particular de 
la ecuacibn que satisface la condicibn dada. 

23. xy ' _ y = x 2 + x ; y = 2 cuando x = 1. 

24. y + 2y = e~ 3 *; y = 2 cuando x = 0. 

25. xy + y 4 - xy = e ~*- y - 0cuando x = 1. 

26. y + 2xy - e‘* J = x; y « 1 cuando x = 0. 

Ejercicios 27-28: Resuelva la ecuacibn diferencial 
(a) usando un factor de integracibn; (b) separando las 
variables. 


27. La ecuacibn diferencial 


describe la carga Q en un condensador electri- 
co de capacidad C durante el proceso de carga, 
cuando hay una resistencia R y una tensibn apli- 
cada V. Suponiendo que la carga es 0 cuando 
/ = 0, exprese Q como una funcibn de t. 


28. La ecuacibn diferencial 

44 

dt C 


dV 

~di 
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describe un circuito elActrico en el que se tienen 
una tensidn aplicada V , una resistencia R y una 
capacitancia Cconectadas en serie. Exprese / co- 
mo una funcidn de t suponiendo que / = I 0 
cuando / = 0, y que V es constante. 

29. A1 tiempo t - 0, un tanque contiene K kilogra- 
mos de sal disuelta en 80 litros (L) de agua. Se 
vierte al tanque, agua con 1/12 de kilogramo de 
sal por litro a raz6n de 6 L/min y la solucidn bien 
mezclada se saca del tanque con la misma inten- 
sidad. Encuentre una fdrmula para la cantidad 
/(/) de sal que hay en el tanque al tiempo /. 

30. Un objeto de masa m que se mueve sobre una 
recta coordenada estA sujeto a una fuerza dada 
por F(t) = e~' al tiempo /. Al movimiento se 
opone una fuerza de friccidn cuya magnitud es 
igual al doble de la velocidad (rapidez) del obje¬ 
to. Suponiendo que v = 0 cuando t = 0, en¬ 
cuentre una fdrmula que determine v a cualquier 
tiempo / > 0. 

31. Par? describir la rapidez con que se adquiere una 
habilidad se usa una curva de aprendizaje. Por 
ejemplo, supongamos que un fabricante calcula 
que un nuevo operario produrirA A objetos el pri¬ 
mer dia de trabajo y que cuando va adquiriendo 
experiencia, producira los objetos mAs rapida- 
mente hasta que produzca un mAximo de M ob¬ 
jetos por dia. Sea /(/) la cantidad de articulos 
producidos el dia t para t ^ 1, y suponga que 
el ritmo de produccidn f\t) es proporcional a 

M-fU) 

(a) Obtenga una fdrmula para /(/). 

(b) Suponiendo que M - 30, /(l) = 5 y /(2) = 
8, estime el numero de objetos producidos en 
el vigesimo dia. 

32. Una habitation mide 3.5m x 5m x 3my con¬ 
tiene originalmente 0.001 Vo de monoxido de car- 
bono (CO) en el aire ambiente. Al tiempo t = 0, 
entran a la habitacidn humos con 5Vo de CO a 
razdn de 0.004 mVmin. El aire bien mezclado se 
extrae del cuarto con la misma intensidad. 

(a) Encuentre una fdrmula para el volumen 
/(/) de CO que hay en la habitacidn al tiem¬ 
po t. 

(b) El minimo nivel de CO que se considera pe- 
ligroso para la salud es 0.015Vo. <,Despu6s 
de aproximadamente cuAntos minutos con- 
tendrA la habitacidn este nivel de CO? 

33. El modelo de von Bertalanffy para el crecimien- 
to de un animal considera que hay una cota su¬ 


perior de y L cm de longitud para la longitud y a 
la edad de / aflos. Se supone que la tasa de creci- 
miento es proporcional a la longitud ya alcanza- 
da. Obtenga la solucidn general de la ecuacidn 
diferencial resultante. 

34. Una ctiula esta en un liquido que contiene un so- 
luto, como el potasio, con una concentracidn 
constante c 0 . Si c(f) es la concentracidn del so- 
luto dentro de la cAlula al tiempo /, el principio 
de Fick para difusidn pasiva a travds de la mem- 
brana celular establece que la rapidez con que va- 
ria la concentracidn es proporcional al gradiente 
de la concentracion c 0 - c(/). Determine c(/) 
para c(0) = 0. 

35. Muchos medicamentos comunes (como algunos 
tipos de penicilina) se eliminan de la corriente san- 
guinea con una rapidez proporcional a la canti¬ 
dad y presente. 

(a) Demuestre que si se inyectan y 0 miligramos 
(mg) directamente a la corriente sanguinea, 
entonces y ** y 0 e~ kl para k > 0. 

(b) Si el medicamento se administra por via in- 
travenosa a razdn de /mg/min, entonces 
y' = -ky f /. Suponiendo que y = 0 cuan¬ 
do t - 0, exprese y como una funcidn de 

y calcule lim^oo^. 

(c) La semivida (o “vida media”) del medica¬ 
mento en la sangre es de 2 h. Estime la fre- 
cuencia con que hay que inyectar para que 
a la larga haya 100 mg en la sangre. 

36. En la figura se muestra un sistema de dos tan- 
ques por los que el agua entra y sale a razdn de 
5 L/min. Cada tanque contiene 50 litros (L) 
de agua. 

EJERCICIO 36 


TANQUE 1 TANQUE 9 



(a) Se mezcla 1 kg de tinte con el agua del Tan¬ 
que 1. Sea x{t) la cantidad de tinte en el 
tanque t minutos despues. Demuestre que 
x'(t) = -0Ax{t) y que *(/) = e~ QU . 

(b) De acuerdo con el resultado de la parte (a), 
el tinte entra en el Tanque 2 a razdn de 5 • 
^oX(l) = 0.1e”° u kg/min. Demuestre que 





------_ _ 
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si y(t) es la cantidad de tinte en el Tanque 
2 despuds de / minutos, entonces y'(t) = 
-O.l^C/) + 0Ae~° u . Suponga que^(O) = 
0, encuentre y(t). 
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(c) iCudl es la cantidad maxima de tinte en el 
Tanque 2? 

(d) Resuelva la parte (b) suponiendo que el Tan¬ 
que 2 tiene un volumen de 40 L. 


19.3 


ecuaciones diferenciales lineales 

DE SEGUNDO ORDEN 

La siguiente definici6n es una generalizaci6n de (19.1). 


DEFINICION (19.3) 




Una ecuacrtn diferencial lineal de orden n es una ecua- 
ci6n de la forma 




’+ fiWy in l) + 




• • • + fn-i(x)y' + f„(x)y = k(x) 


donde f \, fi, ■.f H y k son funciones de una variable 
que tienen el mismo dominio. Si k(x) = 0 para todo *, 
se dice que la ecuacidn es homogtaea. Si k(x) # 0 para 
algun x, se dice que la ecuacidn es no homogdnea. 




Se puede encontrar un anilisis a fondo de (19.3) en textos de ecuaciones diferencia¬ 
les En este libro la discusidn se restringe a ecuaciones de segundo orden en las que /, 
y / 2 son funciones constantes. En esta seccidn se considera el caso homogeneo. Las 
ecuaciones no homog^neas se discutirdn en la siguiente seccidn. Las aplicaciones se con- 
sideran en la Seccidn 19.5. 

La forma general de la ecuacidn diferencial lineal homogenea de segundo orden 
con coeficientes constantes es 

?' 4 by' -f cy = 0 

donde bye son constantes. Antes de tratar de obtener soluciones particulares se de- 
muestra el siguiente resultado. 


TEOREMA (19*4) 


= fix) y y = g(x) son soluciones de y" + by' + 



Dcmostracion Como 


fix) y g(x) son soluciones de y ,f + by' + cy = 0, 

f"(x) 4 bf\x) + cf(x) = 0 
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y 


y"(x) + bg'(x) + cg(x) = 0. 


Si se multiplica la primera ecuaci6n por C\, la segunda por C 2 y se suman, el resultado 
es 

[C,/"(x) + C 2 g"(x)] + b[CJ'(x) + C 2 <?'(x)] + c[CJ(x) + C 2 <?(x)] = 0. 

Por lo tanto, C,/(x) + C 2 g(x) es una solucidn. 

Se puede demostrar que si las soluciones/y (I en el Teorema (19.4) tienen la propie- 
dad de que f(x) * Cg(x) para todo numero real C, y si g(x) no es identicamente 0, 
entonces y = C,/(x) + C 2 g(x) es la solucidn general de la ecuacion diferencial y' + 
by ' + C y = 0. Por tanto, para encontrar la solucidn general basta obtener dos de estas 
funciones / y g y aplicar (19.4). 

En la busqueda de una solucidn de y" + by' + cy = 0, se usara y = e™ como 
solucion de prueba. Comoy' = me™ y y" = rn 2 e mx , resulta que y = e™ es una so- 
luci6n si y s61o si 

m 2 e mx 4* bme mx + ce mx = 0 
o bien, como e mx ^ 0, si y s61o si 

m 2 + bm -f c = 0. 


La ultima ecuaci6n es muy importante para encontrar las soluciones de y + by + 
cy = 0*, y se le da el siguiente nombre especial. 


DEF1NICION (19.5) 



Obs6rvese que la ecuacidn auxiliar se puede obtener a partir de la ecuacidn diferen- 
cial reemplazando^" por m 2 , y por m y y por 1. En los casos mas sencillos las raices 
de la ecuacidn auxiliar pueden encontrarse factorizando. Si no es evidente la factoriza- 
ci6n, entonces aplicando la fdrmula para resolver ecuaciones de segundo grado se ob- 
tiene que las raices son 

— b ± sjb 2 — 4c 
---• 

De modo que la ecuacidn auxiliar tiene dos raices distintas m\ y m 2 , una raiz real do- 
ble m, o dos raices complejas conjugadas si b 2 - 4c es positivo, cero o negativo, res- 
pectivamente. El siguiente teorema es consecuencia del comentario que sigue a la 
demostracidn del Teorema (19.4). 


TEOREMA (19.6) 


Si las raices m l y m 2 de la ecuacidn auxiliar son reales 
y distintas, entonces la solucidn general de.y" + by + 
cy = 0 es 
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C\e m ' x + 





EJEMPLO 1 Resolver la ecuacidn diferencial y" - 3y' - 10y = 0. 

Solucion Resulta que la ecuacion auxiliar es m 2 - 3m - 10 = 0, o equivalente- 
mente, (m - 5)(m + 2) = 0. Como las raices m ] = 5 y m 2 = -2 son reales y distin- 
tas, resulta del Teorema (19.6) que la solucidn general es 


j, = C ie 5 * + C 2 e~ lx • 



Demostracion Las raices de m 1 + bm + c = 0 son m = (-b ± yfb 2 - 4c)/2. Si 
b 2 - 4c = 0, se obtiene m = -b/2 o bien 2m + b = 0. Como m satisface la ecua- 
ci6n auxiliar, y = e mx es una solucidn de la ecuacidn diferencial. De acuerdo con el 
comentario que s\gu\6 a \a demostration del TeoYema (19.4), basta piobar que y = xe mx 
tambten es solucidn. Sustituyendo y por xe™ en la ecuacidn y" + by' + cy = 0 se 
tiene que 

(Ime™* + m 2 xe mx ) + b(mxe mx + <T X ) + cxe mx 


= (m 2 + bm + c)xe mx + (2m -I- b)e mx 
= 0xe mx + 0c mx = 0, 


que es lo que se queria demostrar. • • 

EJEMPLO 2 Resolver la ecuacion diferencial y" - 6y' + 9y = 0. 

Solucion La ecuacidn auxiUar m 2 - 6m + 9 = 0, o equivalentemente, (m - 3) 2 = 
0, tiene una rafz doble, 3. Por lo tanto, segun el Teorema (19.7), la solucidn general es 

y = C x e 3x + C 2 xe 3x = e 3x (C l + C 2 jc). 

Se pueden considerar tambidn ecuaciones diferenciales de la forma 
ay" + by' + cy = 0 

donde a * 1. Es posible llegar a la forma en los Teoremas (19.6) y (19.7) dividiendo 
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entre a ambos lados de la ecuacibn, sin embargo, normalmente es m£s fdcil utilizar la 
ecuacibn auxiliar 

am 1 + bm + c = 0 
como se ilustra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 3 Resolver la ecuacibn diferencial 6y" - ly' + 2y = 0. 

Solucion La ecuacion auxiliar 6m" — 7m 4-2 = 0 puede factorizarse como sigue: 

(2m - l)(3m - 2) = 0. 

Por lo tanto, las raices son m x = \ y m 2 = §. De acuerdo con el Teorema (19.6), 
la solucibn general de la ecuacibn dada es 

y = C x e x/2 4* C 2 e 2x/ \ 


El ultimo caso que se considera es en el que las raices de la ecuacibn auxiliar m 2 + 

bm 4- c = 0 de >>' + by' + cy = 0 son numeros complejos. Estos numeros se pue- 

den representar por expresiones de la forma a 4 bi, donde a y b son numeros reales 
y el simbolo / se trata como un numero real, con la propiedad adicional de que i 2 = 
-1. Se dice que dos numeros complejos a + bi y c + di son iguales, y se escribe a + 
bi = c 4- di, si y sblo si a = c y b - d. Las operaciones de suma, resta, multiplica- 
cibn y divisibn se definen como si todos los simbolos literales denotaran numeros rea¬ 
les, con la condicibn adicional de que siempre que aparezca / 2 , se debe reemplazar por 
-1. Por ejemplo, las fbrmulas para la suma y el producto de dos numeros complejos 
a + bi y c + di son 

[a 4- bi) 4- (c 4- di) = (a 4- c) 4- (b 4- d)i 
(a 4- bi)(c 4- di) = (ac — bd) 4- {ad 4- bc)i . 

Los numeros reales pueden considerarse como un subconjunto de los numeros 
complejos identificando el numero real a con el numero complejo a 4- 0/. Un nume¬ 
ro complejo de la forma 0 4 bi se abrevia por bi. 

Los numeros complejos se necesitan muchas veces para resolver ecuaciones de la 
forma f(x) = 0, donde f(x) es un polinomio. Por ejemplo, si sblo se permiten nume¬ 
ros reales, la ecuacibn x 1 = -4 no tiene solucibn. Sin embargo, si pueden utilizarse 
los numeros complejos, entonces la ecuacibn tiene la solucibn 2/ pues 

(2 if = 2 2 / 2 = 4(—1) = —4. 

Andlogamente, -2/ tambi£n es solucibn de x 2 = -4. 

Como i 2 = -1, a veces se utiliza el simbolo V--1 en vez de i y se escribe 

13 = 2 4- sf—25 = 2 4- yflSi = 2 4- 5i, 

etcetera. Una ecuacibn cuadratica ax 2 4- bx 4- c = 0, donde a, b y c son numeros rea¬ 
les y a * 0, tiene las raices dadas por la fbrmula 
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— b± >Jh 2 — 4 ac 
X ~ 2a * 

Si b 2 - Aac < 0, entonces las rafces son numeros complejos. Por ejemplo, si se aplica 
la f6rmula para resolver ecuaciones de segundo grado a la ecuacidn x 2 - 4x + 13 = 0, 
se obtiene 

4 ±716^52 4 ±7^36 4 ± 6. , , 

x =-j-=-2-=- 2 - = 2 ± 3 «- 

Por tanto, la ecuacidn tiene las dos rafces complejas 2 + 3/ y 2 - 3/. 

Se dice que el numero complejo a - bi es el conjugado del numero complejo a + bi. 
De la formula para resolver ecuaciones de segundo grado se ve que si una ecuacidn cua- 
drdtica tiene rafces complejas, estas son necesariamente conjugadas entre sf. 

Resulta de la discusidn anterior que si la ecuacidn auxiliar m 2 + bm + c = 0 de 
la y" -l- by ' + cy = 0 tiene rafces complejas, entonces son de la forma 

Z\ = s + ti y z 2 = s - ti 

donde s y t son numeros reales. Puede predecirse del Teorema (19.6) que la solucion 
general de la ecuacidn diferencial es 

y = C x e :iX 4- C 2 e Z2X = C t e (s +' i>x 4 C 2 e is ~ ti)x . 


Para definir exponentes complejos hay que generalizar algunos de los conceptos 
del calculo incluyendo funciones cuyo dominio tenga numeros complejos. Como un de- 
sarrollo completo requiere metodos m&s avanzados, solamente se esbozar&n las ideas 
principales. 

En la Seccion 11.8 se vio como ciertas funciones pueden representarse mediante 
series de potencias. Las definiciones y los teoremas del Capftulo 11 se pueden generali¬ 
zar fdcilmente a series infinitas en las que aparecen numeros complejos. Por este moti- 
vo, se usar&n las representaciones en series de potencias (11.43) para definir e z % sen z 
y cosz para todo numero complejo z como sigue. 


FUNCIONES DE (19.8) 
z = a + bi 


2 

... + i 

2 ! n ! 

Z 3 z 5 

+ ■ + '-" ,2. + ' 

7 2 -4 „ln 

COS Z = 1 ~* ~ 4 ~ — • • • 4 (-1)* 4 • 


? Z = 1 4 Z 4 z~~ 4 4 — 4 



2! 


4! (2/?)! 

_ 


Usando la primera fdrmula en (19.8) se obtiene 

+ «£ + !2e + !9V.S> 


2 ! 

.2 


3! 


4! 


5! 


4 * 


- , + i!+ - ! I*' , I + ‘ 4 5F + i ’ 5*'" 
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Como i 2 = -1, i 3 


i A = 1, i 5 = i, etcetera, se ve que 

z 2 z 3 z* z 5 

^=1 + 


que se puede escribir en la forma 


c 


iz — 



2 ! 



Si se usan ahora las fdrmulas para cos z y sen z en (19.8), se obtiene el siguiente resulta- 
do que lleva el nombre del matemdtico suizo Leonhard Euler (1707-1783). 


FORMULA DE EULER (19.9) 


Para todo numero complejo z, 



cosz 4 /senz. 


Las Leyes de los Exponentes se satisfacen para los numeros complejos. Adem£s, 
las fdrmulas para derivadas se pueden generalizar a las funciones de una variable com- 
pleja z. Por ejemplo, D z e kz = ke kz para todo numero complejo k. Si la ecuacidn auxi- 
liar y" + by' + cy = 0 tiene raices complejas s ± //, entonces la solucidn general de 
la ecuacidn diferencial puede escribirse como 

y = C x e ( *+ ti)x + C 2 e is ~ ti)x 
= C x ^ txi 4- C 2 e* x ~ txi 
= 4 C 2 e? x e-' xi 

o equivalentemente, 

y = e sx (C x e itx 4- C 2 e~ itx ). 

Esto se simplifica m£s usando la Fdrmula de Euler. Concretamente, de (19.9) se ve que 

e itx = cos tx + i sen tx, 
e~ itx = cos tx — / sen tx 

de lo cual se deduce que 

e itx _j_ g~ itx e itx _ 

cos tx =---, sen tx =---. 

2 2 / 

Tomando Cj = C 2 = ^ en la discusidn anterior y usando luego la formula para 
cos tx, se obtiene 


y = 4- ? ,r *) 

= ^*(2 cos tx) = e 5 * cos tx. 


Por lo tanto, y = e"cos/x es una solucidn particular de y" 4 by ' 4 cy = 0. Toman- 
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d0 C| = ~ C ? = ,/2 se ,lega a la soluci<i n particular y = e“sen tx. Esta es una demos- 
tracion parcial del siguiente teorema. 


TEOREMA (19.10) 


Si la ecuacidn auxiliar m 2 + bm + c = 0 tiene dos raf- 
ces complejas distintas s ± ti , entonces la solucidn gene¬ 
ral de y" + by' + cy = 0 es 




y = e“(C| cos tx + C 2 sen tx). 




EJEMPIO 4 Resolver la ecuacidn diferencial y" - 10 y’ + 4 iy = o. 
Solucion Las raices de la ecuacidn auxiliar m 2 - 10 m + 41 = 0 son 


10 ± y 100 — 164 _ I 0± V^64 _ 10 + 8i _ 


5 + 4i. 


2 2 2 

De acuerdo con el Teorema (19.10), la solucidn general de la ecuacidn diferencial es 
y = e 5jr (C| cos 4x + C 2 sen 4x). 


EJERCICIOS 19.3 

Ejercicios 1-22: Resuelva la ecuacidn diferencial. 


1. /' — 5y' + 6y = 0 

2. 

y" - y' - 2y = 0 

la ecuacidn diferencial que satisface las condiciones 
dadas. 

3. y" - 3/ = 0 

4. 

/' + 6y' + 8y = 0 

23. y - 3y + 2y = 0;y = 0yy' = 2 cuando 

5. y" + 4y' + 4y = 0 

6. 

y" - 4/ -|- 4y = 0 

* = 0. 

7. /• - 4y' + y = 0 

8. 

6y" — 7/ - 3y = 0 

24. y - 2y + y = 0;y=lyy' = 2 cuando 

9. y" -l- 2yjly ' + 2y = 0 



x = 0. 

10. 4y" + 20y' + 25y = 0 



25. y + y = 0; y = 1 y y' = 2 cuando x = 0. 

11. 8/' + 2/- 15y = 0 

12. 

/' + 4/ y = 0 

y"-y’-*y = 0;y = 0 y y' = 1 cuando AT = 0. 

13. 9y" - 24/ + 16y = 0 

14. 

4y" - 8/ + 7y = 0 

27. y" + 8y' + 16y = 0; y = 2 y y ' = 1 cuando 
x = 0. 

15. 2/' — 4/ + y = 0 

16. 

If + 7/ = 0 

28. y + 5y = 0;y = 4yy' = 2 cuando * = 0. 

17. y" — 2/ + 2y = 0 

18. 

y" - 2/ + 5y = 0 

19. /'-4y' + !3y = 0 

20. 

+ 

o 

cuando * = 0. 




cuando jc = 0. 
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lo cual significa que y p + y c es una solucidn de L(y) = k(x). Mas aun, siy = /( x) 
es cualquier otra solucion, entonces 

L(y - y p ) = L(y) - L(y p ) = At(jc) - At(jc) = 0. 

Por lo tanto, y - y p es una solucidn de la ecuacion complementaria. De modo que, y — 
y p = Vc P ara alguna y c , que es lo que se querfa demostrar. • • 


Usando los resultados de la Seccidn 19.3 para encontrar la solucidn general y c de 
L(y) = 0, entonces de acuerdo con el Teorema (19.12), lo unico que se necesita para 
determinar la solucidn general de L(y) = k(x ) es una solucidn particular y p . 


EJEMPLO 1 Resolver la ecuacidn diferencial y” - 4y = 6x - 4x } . 

Solucion Por inspeccidn vemos que y p *= x l es una solucidn particular de la ecua- 
ci6n dada. La ecuacidn complementaria esy" - 4y = 0, que segun el Teorema (19.6), 
tiene la solucidn general 

y c = C x e 2x + C 2 e~ 2x . 

Aplicando el Teorema (19.12), la solucidn general de la ecuacion no homogenea dada es 

y - C t e 2x + C 2 e~ lx + jc 3 . • 


Si no puede encontrarse ninguna solucidn particular de y" + by' + cy = /r(x) 
por inspeccidn, entonces es posible utilizar el siguiente m6todo, llamado variacidn de 
parametros. Dada la ecuacidn diferencial L(y ) = k(x), sean y, y y 2 las expresiones 
que aparecen en la solucidn general y = C,y, + C 2 y 2 de la ecuacion complementaria 
L(y) = 0. Por ejemplo, pueden ser como en (19.6), y, = e m ' x y y 2 = e miX . Ahora 
se trata de encontrar una solucidn particular de L(y) = k(y) con la forma 


y P = uy i + yy 2 

donde u = g(x) y v = h(x) para funciones g y //. La primera y segunda derivadas 
de y p son 

y' P = (w.v'i + vy' 2 ) + (u'v, + r' v 2 ) 

y'p = (m/i + vy'i) + (mYi + fy 2 ) + (u>, + v’y 2 y. 

Sustituyendo estas expresiones en L(y p ) = y" p + by p + cy p y ordenando los t£rmi- 
nos, se obtiene 

L(y P ) = u(y'i 4- hy\ + cy,) + v(y 2 4- by 2 + cy 2 ) 

+ tyu'y, 4- v'y 2 ) -I- (u'y, + tfyj + (uy, + <y' 2 ). 

Como y, y y 2 son soluciones de y" + by' + cy = 0, los dos primcros t^rminos del 
lado derecho son 0. Por lo tanto, para obtener L(y p ) = k(x) basta escoger u y v que 
satisfagan 

u'y, + v’y 2 = 0 
w'y'i + v f y f 2 = k(x). 
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Puede demostrarse que este sistema de ecuaciones siempre tiene una solucidn unica pa¬ 
ra u y v'. Entonces, pueden determinarse u y v integrando y usar el hecho de que y p = 
uy\ 4 vy 2 para tener una solucidn particular de la ecuacidn diferencial. La discusidn 
puede resumirse como sigue. 


VARIACION DE (19.13) 
PARAMETROS 


Si y - Cj^i 4 C 2 y 2 es la solucidn general de la ecua¬ 
cidn complementaria L(y) = 0 de y" 4 by' 4- cy 
k(x), entonces una solution particular de L(y) = k(x) 
es y p = uy x 4 vy 2 , donde u = g(x) y v = h(x) satis- 
facen el siguiente sistema de ecuaciones: 

uy, + v > 2 = o 
u’y\ + v>i = k(x). 




EJEMPLO 2 Resolver la ecuacidn diferencial y" 4- y = cotx. 

Solucidn La ecuacidn complementary es.y" + y = 0. Como la ecuacidn auxiliar 
m 2 + 1=0 tiene raices ±i, vemos del Teorema (19.10) que la solucidn general de la 
ecuacion diferencial homogenea y" 4- y = 0es.y = Cicosx 4 C 2 senx\ Ahora bus- 
camos una solucidn particular de la ecuacidn diferencial de la forma y p = uy x 4 vy 2 
con y y = cos x y y 2 = sen*. El sistema de ecuaciones del Teorema (19.13) es por tanto 

u cos* 4 v'sen* = 0 
-u'sen* 4 v'cos* = cot*. 

Despejando u y v', resulta 

u = —cos *, v' = esc x — sen*. 

Si integramos cada una de estas expresiones (y eliminamos las constantes de integra- 
cidn), obtenemos 


u = -sen*, v = In |csc* - cot*| 4 cos*. 

Segiin el Teorema (19.13), una solucidn particular de la ecuacidn dada es 
y p = -sen* cos* 4 sen* In |csc* - cot*| 4 sen x cos x 

o bien 


y p = sen or In |csc* - cot x\. 

Finalmente, de acuerdo con el Teorema (19.12), la solucidn general d ey" 4 y 
y = C, cos* 4 C 2 sen* 4 sen*ln |csc*- cot*|. • 


cot x es 


Dada la ecuacidn diferencial 


L(y) = y" 4 by' 4 cy - e nx 
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donde e nx no es una solution de L(y) = 0, parece razonable esperar que exista una 
soiucidn particular de la forma y p = Ae nx , pues e nx es el resultado de encontrar 
L(Ae nx ). Esto sugiere usar Ae nx como una solucidn de prueba en la ecuacidn dada y 
tratar de hallar el valor del coeficiente A. Eiste es el Uamado metodo de coeficientes 
indelerminados y se ilustra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 3 Resolver la ecuacion diferencial y" + 2 y* -8 y - e 3x . 

Solucion La ecuacidn auxiliar m 2 + 2m - 8 = 0 de la ecuacidn diferencial y" + 
2y — Sy = 0 tiene las raices 2 y —4. Segun el Teorema (19.6), la solucion general de 
la ecuacidn complementary es 


y c = c x e lx + C 2 e~ Ax . 

De acuerdo con los comentarios anteriores, se busca una solucidn particular de la for- 
ma yp - Ae 3x . Como y p = 3Ae 3x y y" p = 9Ae 3x , sustituyendo en la ecuacion da¬ 
da, llegamos a 

9Ae 3x + 6 Ae 3x — 8Ae 3x = e 3x . 

Dividiendo ambos lados entre e 3x , obtenemos 

9A+6A-8A = \ o bien A = 

Entonces y p = V 3 \ y por el Teorema (19.12), la solucidn general es 
y = C } e 2x + C 2 e~ 4x + \e 3x . . 

En el siguiente teorema se enuncian, sin demostrar, tres reglas para obtener solu- 
ciones de prueba de ecuaciones diferenciales de segundo orden no homogeneas con coe¬ 
ficientes constantes. (Consultense textos de ecuaciones diferenciales para un analisis mas 
profundo de estos temas.) 


TEOREMA (19.14) 


(i) Si y" + by' + cy = e nx y n no es una raiz de la 
ecuacidn auxiliar m 2 + bm + c = 0, entonces exis- 
te una solucion particular de la forma y p = Ae nx . 

(ii) Si y" -4 by’ + cy = xe nx y n no es una solucion 
de la ecuacion auxiliar m 2 + bm + c =• 0, enton¬ 
ces existe una solucidn particular de la forma y p = 
(A Bx)e nx . 

(iii) Si 

y” + by' + cy = e’ v sen tx 


y" + by' + cy = e 5X cos(x 


o bien 
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y el numero complejo s + ti no es soluci6n de la 
ecuacidn auxiliar m 2 + bm + c = 0, cntonccs exis- 
te una solucidn particular de la forma 

tea?': „ 

y p = Ae SJC costx + Be sx scntx. 

_ 


La regia (i) del Teorema (19.14) se utilizd en la solucidn del Ejemplo 3. En los 
siguientes ejemplos se ilustra el empleo de las reglas (ii) y (iii). 

EJEMPLO 4 Resolver y" - 3 y' - 18.y = xe Ax . 

Solucion Como la ecuacidn auxiliar m 2 - 3m -18 = 0 tiene las raices 6 y -3, de 
la seccidn anterior resulta que la solucidn general de y" - 3y' - 18.y = 0 es 

y= C x e bx 4- C 2 e~ ix . 

Como 4 no es una raiz de la ecuacidn auxiliar, segun el Teorema (19.14) (ii) vemos que 
existe una solucion particular de la forma 

y P = (A + Bx)e Ax . 

Derivando, obtenemos 

y’ p = (4/1 -I- 4 Bx + B)e Ax 
y; = (16/1 4- 1 bBx + 8 B)e Ax . 

Sustituyendo en la ecuacidn diferencial llegamos a 

(16/1 -t- \6Bx 4- 8 B)e Ax - 3(4/1 4- 4 Bx 4 B)e Ax - \S(A 4- Bx)e Ax = xe 4x , 
que se simplifica a 

— 14/1 4 5 B- 14 Bx = x. 

Entonces, y p es una solucidn siempre que 

— 14/1 4- 5# = 0 y -1413=1. 

Esto da 8 = —14 y A = -yis- Por lo tanto, 

y, = (-T^ - = -4(5 + 1 4jc)c 4jc . 

De acuerdo con el Teorema (19.12), la solucidn general es 

y = C,e 6x + C 2 «r 3 * - ^(5 + \4x)e* x . 

EJEMPLO 5 Resolver y" - 10 y' + 41y = sen*. 

Solucion En el Ejemplo 4 de la section anterior encontramos que la solucidn gene¬ 
ral de la ecuacion complementaria es>v = e 5x (C t cos4x C 2 sen4x). Segun el Teo- 
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rema (19.14) (iii) con 5 = 0 y t = 1, buscamos una solution particular de la forma 


y p = 4 cos x + B sen x. 

Como 

y' p = -/I sen* + B cos* y y” p = -4cosx- £senx, 
sustituyendo en la ecuacion dada, resulta que 

-4cosx- Bscnx + 104 senx- 10Z?cosx + 414cosx + 41Z?senx = senx, 
que se puede escribir 

(40 A - 10Z?)cosx 4- (104 + 40B) sen x = sen*. 

Entonces, y p es una solution siempre y cuando 

404 - \0B = 0 y 104 + 40 B = 1. 

La solucidn de este sistema de ecuaciones es 4 = j4o y ^ = TTo- Por lo tanto, 

y p = Tie cos x 4- i4o sen x = 77 s(cos x 4- 4 sen x) 


y la solucidn general es 

y = e 5x (Cj cos 4x 


EJERCICIOS 19.4 

Ejercicios 1-10: Resuelva la ecuacion diferencial me- 
diante el metodo de variation de parametros. 


+ C 2 sen 4x) + y4o(cos x + 4 sen x) • 

i mw, » (u 

,H ab si omcr. cburrsi 

i> otiirs'j h a is!? -1 ?&b a « - 

5 &i obrouv o<min l jr loiiA U 4*t 


+ y = tan x 

- 6/ + 9y = x 2 e ix 

— v = e* cos x 

— 4y' + 4y = .v 2 e lx 

- 9 y = e 3 t 
d 2 y dy 

9 . — -3— -4y = 2 


1 . y 

3. / 

5. / 

6. y 

7 . y 


2 . y 4 - y — scc * 
4 . y" + 3y = e ~ * x 


8. y”4-y = sen.x 


tlx 1 

d 2 v 


dx 


ill 

dx 


10 . s?-z:-*+' 


Ejercicios 11-18: Resuelva la ecuacion diferencial usan- 
do coeficientes indeterminados. 

II. y" - 3/ + 2y = 4t' 


12. + 6/ + 9y = e 1 ” 

13. y" 4- 2y = cos 2 a 

14. y" + y =* sen 5x 

15. y" - y - xe 2x 

16. y" 4- 3y' - 4V = xe ~ x 


d 2 V 


dy 


17 jj~ 6 Tx + l3ycosx 

d 2 v dy 

18. tt ~ 2 — 4- 2y » e x sen 2.x 

(/A (/A 


Ejercicios 19-20: Demuestre la identidad, donde L es 
el operador diferencial lineal definido en (19.11) y y, 
y, y y 2 representan funciones de x. 

19. L[Cy) = CU\) 

... 

20 . Uy* ±yi) = Uy x \± Uy 3 \ 
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19.5 


VIBRACI ONES 


FtGURA 19.7 



LONGITUD 
\ NATURAL 


_i PO SI Cl ON DE 
EQUILIBRIO 


FIGURA 19.8 



Las vibraciones en los sistemas mecanicos son causadas por 
fuerzas externas. Una cuerda de violin vibra por la accidn 
del arco, una viga de acero vibra si se golpea con un mariillo 
y un puente vibra si lo cruza un contingente de soldados mar- 
chando con cierta cadencia. En esta seccidn se utilizan las 
ecuaciones diferenciales para analizar las vibraciones de un 
resorte. 

Segun la ley de Hooke, la fuerza que se necesita para es- 
tirar un resorte y unidades a partir de su longitud natural es 
ky, para algun numero real positivo k , que se llama constan- 
te de fuerza del resorte (vease (6.17)). La fuerza rcstaurado- 
ra del resorte es -ky. Supongamos que se sujeta al resorte 
un cuerpo de peso W y y que en ia posicion de equilibrio el 
resorte se alarga una distancia /j mas alia de su longitud na¬ 
tural / 0 , como se ilustra en la Figura 19.7. Si y es la acelera- 
ci6n de la gravedad, y m, la masa del cuerpo, entonces W = 
my y en la posicidn de equilibrio 

my = A/, o bien my — A/, =0 

suponiendo que la masa del resorte es despreciable compara- 
da con m. 


Supongamos que el cuerpo se tira hacia abajo y se suelta. Se introduce una recta 
coordenada como la de la Figura 19.8, donde y denota la distancia (con signo) desdc 
el punto de equilibrio hasta el centro de masa del cuerpo a los / segundos. La fuerza 
F que actua sobre el cuerpo cuando la aceleracion es a, de acuerdo con la segunda ley 
del movimiento de Newton, esta dada por F = ma (vease (15.12)). Suponiendo que el 
movimiento es no amortiguado, es decir que no hay ninguna fuerza externa en contra 
del movimiento, y que el cuerpo se mueve en un medio sin friccion, se ve que 


F = my — A(/j 4- y) = my — A/, — ky = —ky. 

Como F = ma y a = d 2 y/dt 2 , esto implica que 

d 2 y , 
m TT = —Ay. 
dt 2 

Dividiendo ambos lados de esta ecuacidn entre m se obtiene la siguiente ecuacion dife- 
rencial. 


VIBRACION SIN (19.15) 
AMORTIGUAMIENTO 
(LIBRE) 




+ ,„- v 0 


d 2 v k 
(ir + n, 


EJEMPLO 1 Demostrar que si un cuerpo de masa m se encuentra en movimiento vi- 
bratorio no amortiguado, el movimiento es armonico simple. Calcular el desplazamientc 
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si el cuerpo en la Figura 19.8 se desplaza a una distancia / 2 y luego se suelta desde ve- 
locidad cero. 

Solucion Si denotamos k/m por oj 2 , entonces puede escribirse (19.15) como 


Las soluciones de la ecuacidn auxiliar m 2 + w 2 = 0 son ±o>/. Por lo tanto, segun el 
Teorema (19.10), la solucidn general es 


y = Cj cos c ot + C 2 sen <*>/. 

Resulta que el cuerpo se encuentra en movimiento armonico simple (vease el Eiercicio 
84 de la Seccidn 8.3). 

Si el cuerpo se lleva a una distancia / 2 y luego se suelta desde velocidad cero, en¬ 
tonces a / = 0, 


h = C*j(l) -I- C 2 (0) o bien C, = / 2 . 

Como 



tenemos tambien (en t = 0) que 


-a>C| sen + odC 2 cos<*>/, 


0 = -wC,(0) + wC 2 (l) o bien C 2 = 0. 


Por lo tanto, el desplazamiento y del cuerpo al tiempo t es 


FIGURA 19.9 

Movimiento armonico simple 


y = / 2 COS Ut. 


Esta clase de movimiento ya se analizo anteriormente (vease 
el Ejemplo 9 de la Seccion 8.3). La amplitud (el desplaza¬ 
miento maximo) es / 2 y el periodo (el tiempo que tarda una 
oscilacidn completa) es 2 t/o) = 2t n m/k. En la Figura 19.9 
aparece una grafica que representa este tipo de movimiento. 


EJEMPLO 2 Un cuerpo que pesa 8 Ibf estira a un resorte vertical 2 pie mas alia de 
su longitud natural. Luego el cuerpo tiene otro desplazamiento de 1 pie y se suelta con 
una velocidad inicial de 6 pie/s. Encontrar una formula para el desplazamiento del cuerpo 
en cualquier tiempo t. 



Solucion De la ley de Hooke 8 = k(2) o bien k = 4. Si y es el desplazamiento 
del cuerpo con respecto a su posicion de cquilibrio al tiempo /, entonces segun (19.15), 


Como 


il 2 y 

</r 



W = my, se tiene que m = W/y = £ = \. Por lo tanto, 
cl 2 y 
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Como en la solucion del Ejemplo 1, esto implica que 

y = Ci cos 4/ + C 2 sen 4 1. 

En / = 0, tenemos y = i y por lo tanto, 

\ = C t (l) + C 2 (0) o bien 

Como 

dy 

= — 4C, sen4r + 4C, cos 4r 
dt 

y dy/dt = -6 en / = 0, obtenemos 

— 6 = — 4Ci(0) 4- 4C 2 (1) o bien C 2 = -f 
Por lo que, el desplazamiento al tiempo t esta dado por 

y = 4 cos 4 1 — l sen4/ • 


FIGURA 19.10 

Fucrza de 



Consideremos ahora el movimiento del resorte cuando 
hay una fuerza de amortiguamiento (o de friccion), como en 
el caso en que el cuerpo se mueve sumergido en un fluido (vea- 
se la Figura 19.10). Los amortiguadores de un automovil son 
un buen ejemplo de este caso. Se supondra que la direccion 
de la fuerza amortiguadora es opuesta a la del movimiento 
y que la magnitud es directamente proporcional a la veloci- 
dad del cuerpo. Por lo tanto, la fuerza de amortiguamiento 
estd dada por - c{dy/dt ) para una constante positiva c. De 
acuerdo con la segunda ley de Newton, la ecuacibn diferen- 
cial que describe el movimiento es 


m dlT =-ky- 



Dividiendo entre m y ordenando los terminos, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial. 


VIBRACION (19.16) 
AMORTIGUADA 
(LIBRE) 



EJEMPLO 3 Analizar el movimiento de un cuerpo de masa m en movimiento vibra- 
torio amortiguado. 

Solucion Como en el Ejemplo 1, sea k/m = cj 2 . Para simplificar las raices de la 
ecuacion auxiliar, definimos tambien c/m = 2/7. Usando esta notacion, (19.16) puede 
escribirse 
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Las rafces de la ecuacibn auxiliar m 2 + 2 pm + a> 2 = 0 son 


— 2p ± \4p 2 — 4 co 2 
2 


-p ± Vp 2 - a 1 - 


Las tres siguientes posibilidades para las rai'ces corresponden a tres tipos posibles de 
movimiento del cuerpo: 


p 2 — oj 2 > 0, p 2 — a) 2 — 0, o bien p 2 — cu 2 < 0. 

A continuacion se da una clasificacibn de estos tres tipos de movimiento. 


Caso (i)p 2 - oj 2 > 0: Vibration sobreamortiguada 

Segun el Teorema (19.6), la solucion general de la ecuacibn diferencial es 


V = e - pt (C l e' /pi - tah + C 2 e^^ t ). 

En el caso en consideracibn. 




>0 


FIGURA 19.11 


Vibraci6n 



FIGURA 19.12 


Vibraci6n con 

y amortiguamiento ctitico 



de manera que c 1 > Amk. Esto demuestra que c es grande 
con respecto a k\ es decir, la fuerza amortiguadora domina 
a la fuerza de restauracibn del resorte y el cuerpo regresa a 
su posicion de equilibrio mas o menos rdpidamente. Este ca¬ 
so se da cuando el fluido tiene viscosidad alta, como sucede 
con el aceite pesado y la grasa. 

La forma en que y tiende a 0 depende de las constantes 
C| y C 2 de la solucion general. Si ambas constantes son po- 
sitivas, la gr^fica tiene la forma general que se ilustra en la 
Figura 19.1 l(i), y si tienen signos opuestos, la grafica se ase- 
meja a la que se muestra en (ii) de la figura. 

Caso (ii) p 2 - co 2 = 0: 

Vibration con amortiguamiento crftico 

En este caso la ecuacion auxiliar tiene una raiz doble -p y y 
segun el Teorema (19.7), la solucion general de la ecuacion 
diferencial es 

y = e~ p \C x + C 2 t). 

La Figura 19.12 muestra una grafica tipica de este caso, que 
es parecida a la de la Figura 19. ll(i). Sin embargo, en este 
caso, una disminucion en la fuerza de amortiguamiento por 
pequena que sea Ileva al movimiento oscilatorio del siguien- 
te tipo. 


Caso (iii) p 2 - a> 2 < 0: Vibration subamortiguada 

Las raices de la ecuacion auxiliar son complejas conjugadas a ± bi y de acuerdo con 
el Teorema (19.10), la solucibn general de la ecuacion diferencial es 
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FIGURA 19.13 

Vibration subaniortiguada 



y = e~ at (C l sen ht + C 2 cos ht). 

En este caso c es pequefto con respecto a k, y el resorte oscila 
al regresar a su posicion de equilibrio, como se ilustra en la 
Figura 19.13. Cuando los amortiguadores de un automovil 
se desgastan se producen vibraciones subamortiguadas. • 


EJEMPLO 4 Un cuerpo que pesa 24 Ibf estira un resorte vertical 1 pie mis alii de su 
longitud natural. El resorte se empuja hacia abajo desde su posicibn de equilibrio con 
una velocidad inicial de 2 pie/s. Suponiendo que la fuerza de amortiguamiento es 
-9 (dy/dt), encontrar una formula para el desplazamiento y del cuerpo en cualquier 
tiempo t. 

Solucion Segun la ley de Hooke, 24 = £(1) o bien k = 24. La masa del cuerpo 
es m = W/g = || = J. Usando la notation defmida en el Ejemplo 3, 

2 P - C — 9 —" .>-*- 24 -- 

La ecuacion (19.16) es 




Podemos verificar que las rai'ces de la ecuacibn auxiliar son -8 y -4. Por lo tanto, esta- 
mos en el Caso (i) del Ejemplo 3 de un movimiento sobreamortiguado y la solucion 
general de la ecuacion diferenciai es 


Tomando t - 0, 

Como 

tenemos en t = 0, 


y = C x e~** + C 2 e~ 81 . 

0 = Cj + C 2 o bien C 2 = -C t . 


dy 

dt 


—4C l e~ 41 — 8C 2 e“ 8 ' 


2= -4Ci - 8C 2 = — 4Ci — 8( — C,) = 4C,. 

Por lo tanto, C] = 2 y C 2 = -C\ = - { . Entonces el desplazamiento y del peso al 
tiempo t es 

y = je -4 ' — je~ 8 ' = je" 4, (l — e -4 '). 


La grifica tiene un aspecto parecido al de la Figura 19.1 l(i). En el Ejercicio 9 se pide 
calcular la fuerza amortiguadora que produce un amortiguamiento critico. • 


EJERCICIOS 19.5 


1. Un cuerpo que pesa 5 kgf estira un resorte verti¬ 
cal 6 cm mas alia de su longitud natural. El cuer¬ 


po se eleva 4 cm y luego se suelta con velocidad 
cero. Encuentre una fbrmula para el desplaza- 





19.6 Repaso 


1017 


miento del cuerpo en cualquier tiempo t. 

2. Un cuerpo que pesa 10 kgf estira un resorte ver¬ 
tical 8 cm mAs allA de su longitud natural. El cuer¬ 
po se desplaza hacia abajo otros 3 cm y desde ahi 
se empuja hacia abajo con una velocidad dc 
6 cm/s. Encuentre una formula para el despla¬ 
zamiento en cualquier tiempo /. 

3. Un cuerpo que pesa 10 lbf estira un resorte ver¬ 
tical 1 pie mis alia de su longitud natural. El cuer¬ 
po se empuja desde su posicion de equilibrio con 
una velocidad hacia abajo de 2 pie/s. Suponien- 
do que la fucrza de friccidn es -5(dy/dt) % en¬ 
cuentre una fdrmula para el desplazamiento del 
cuerpo. 

4. Un cuerpo que pesa 6 kgf estA colgado de un re¬ 
sorte cuya cons tan te de fuerza es 48 kgf/cm. Ini- 
cialmente el cuerpo tiene una velocidad hacia 
abajo de 4 cm/s y esta 5 cm abajo del punto de 
equilibrio. Obtenga una fOrmula para el despla¬ 
zamiento. 

5. Un cuerpo que pesa 4 lbf estira un resorte verti¬ 
cal 3 pulg mas alia de su longitud natural. El cuer¬ 
po se desplaza hacia abajo otras 4 pulg y se suelta 
con velocidad cero en un medio en el que la fuerza 
de amortiguamiento es -2 (dy/dt). Calcule el des¬ 
plazamiento y al tiempo t. 


7. Describa un sistema formado por un resorte ver¬ 
tical con una pesa cuyo movimiento estA descri- 
to por la siguiente ecuacion diferencial, con los 
valores iniciales dados: 


y 


I d 2 y 
Adi 2 


+ j- + 6 y = 0; 
dt 


-2 y 


dy 

dt 


— 1 ert t 


0. 


8 . Un cuerpo que pesa 4 kgf estira un resorte 1 cm. 
El cuerpo se mueve en un medio en el que la fuer¬ 
za de amortiguamiento es -c(dy/dt), donde 
c > 0 . iPara que valores de c el movimiento es 
(a) sobreamortiguado? (b) ^critico? (c) £suba- 
mortiguado? 

9. En el Ejemplo 4 de esta seccidn, calcule la fuer¬ 
za amortiguadora para la cual el amortiguamien¬ 
to es critico. 

10 . En un medio sin amortiguamiento, un cuerpo de 
masa m se fija a un resorte con constante k y se 
le aplica una fuerza externa periddica dada por 
F sc n at. 

(a) Demuestre que la ecuacidn diferencial que 
describe el movimiento del cuerpo es 

d 2 y , F 
—— + ary = sen at 

dt 2 m 


6 . Un resorte se estira i cm cuando se le cuelga un 
cuerpo que pesa 8 kgf. El cuerpo se empuja des¬ 
de su posicion de equilibrio con una velocidad 
hacia arriba de I cm/s. Suponiendo que la fuer¬ 
za de amortiguamiento es -4 (dy/dt), encuentre 
una fdrmula para el desplazamiento y en cual¬ 
quier tiempo /. 


donde w 2 = k/m. 

(b) Demuestre que el desplazamiento y del cuer¬ 
po estA dado por 

y = C, coso)/ + C 2 senw/ + Csen at 

donde C = F/m(w 2 — a 2 ). Este tipo de 
movimiento se llama vibracidn forzada. 


19.6 


REPASO 


Discuta los metodos para resolver los siguientes tipos 
de ecuaciones diferenciales. 

1 . Separable. 3 Lineal de segundo orden. 

2. Lineal de primer orden. 


EJERCICIOS 19.6 

Ejercicios 1-34: Rcsuelva la ecuacion diferencial. 

I . xe y d.x — esc .v dy = 0 


2. -V dy - ( y + I ) y dx = 0 

3. \( 1 4- V 1 ) dx + V 1 - x 2 dy = 0 
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V' 4 4y = e ' x 
5* / + (sec x)y — 2 cos x 
6 - (.x 2 v 4- x 2 ) dy + y dx = 0 
7. y tan -x 4 / = 2 sec x 
y' 4 (tan x)y = 3 
9 - y v l - x 2 / = V 1 -• .V 2 
(2y 4 x 3 ) dx - x dy = 0 
11* e* cos y </y — sen 2 y dx = 0 
12* (cos x)y' 4 (sen x)y = 3 cos 2 x 
y 4 (2 cos x)y * cos x 

14. y" + y' _ 6y = 0 

15. y" -8/4 16y = 0 


16. 

17. 

18. 


y" - 6 / 4 25y = 0 

^-2^ = 0 
dx 2 dx 


d*y 

dx 2 


y 4 sen v 


19. y" — y i- s e x sen x 

20. y" - y* - 6y = e lx 

21. y + y = e 4x 


22 . r " 4 2 / = 0 

23. /' - 3 / 4 2y = e 3 * 


24. xc v i/.v — (x 4 1 )y dy = 0 


25. x y 4 v = (x - 2) 2 


26. sec 2 y dx — N 1 — v 2 dv - v sec 2 y dx 

27. 

dx 2 dx 


7 a d 2 v 

4 y = esc x 
ax x 

29. e x + ’ dx — esc v dy = 0 

30. y" + 10/ 4 25y = 0 

31. cot a dy — (y — cos x) dx 

32. y” 4 - y + y s cos v 

33. y' 4 y esc v = tan v 

34. y" — y — 20y = xc x 


35. La poblacion de aves en una isla tiene un creci- 
miento que se puede describir con la ecuacion di- 
ferencial dy/dt = (3sen2x/)y, donde t es el 
tiempo en aflos y / = 0 correspondc al principio 
de la primavera. La migracion hacia la isla o des- 


de la isla se da por estaciones. La intensidad de 
la migracibn esta dada por A/(/) = 2000 sen 2 xt 
aves por aflo. Por lo tanto, la ecuaci6n diferen- 
cial completa para la poblacion es 

dy 

-jjj- = (3 sen2ir/)y 4 2000 sen 2xL 

Calculey suponiendo que la poblacion en / = 0 
es 500. Determine la poblacibn maxima. 

36. Un recipiente contiene 10 moles de un gas A que 
al calentarse sus moleculas aumentan su veloci- 
dad y se forma un segundo gas B. Cuando hay 
una colision entre dos moleculas del gas A, se for- 
man dos moleculas del gas B. La rapidez dy/dt 
con la que se forma el gas B es proporcional a 
(10 - y) 2 , que es el mimero de pares de motecu- 
las del gas A. Encuentre una fbrmula para y su¬ 
poniendo que y = 2 moles a los 30 segundos. 

37. En quimica se usa la notacion A 4 B Y para 
indicar que debido a la interaccibn de dos sus- 
tancias A y B se forma una sustancia Y. Sean a 
y b las cantidades iniciales de A y B, respectiva- 
mcnte. Si al tiempo / la concentracion de Y es 
y — f(t) y entonces las concentraciones de A y 
B son a - /(/) y b - /(/), respectivamente. 
Encuentre f(t) suponiendo que la rapidez con 
la que se produce Y esta dada por dy/dt = 
k(a - y)(b - y) para alguna constante positiva 
k y que /(0) = 0. 

38. Sea y = /( t) la poblacion al tiempo t de una co- 
leccion de insectos o bacterias. Si la rapidez (o 
tasa) de crecimiento de la poblacion dy/dt es pro¬ 
porcional a y ; es decir, si dy/dt = cy para una 
constante positiva c, por lo tanto /(f) = /( 0)e cl 
(vease el Teorema (7.26)). En la mayoria de los 
casos, la rapidez de crecimiento depende de las 
fuentes disponibles de alimento, y cuando / au- 
menta /'(/) comienza a disminuir. Para describir 
este tipo de comportamiento en una poblacidn, 
a menudo se usa la ecuacion dy/dt - y{c - by), 
donde cy b son constantes positivas, llamada la 
ley deI crecimiento logistico. 

(a) Encuentre f(t) suponiendo que /(0) = k. 

(b) Determine lim,_ ao /(/). 

(c) Compruebe que /'(/) es creciente cuando 
fit) < c/(2b ), y decreciente cuando fit) > 
c/(2b). 

(d) Trace una grafica tipica de /. (Una grafica 
de este tipo se llama curva logistica.) 

39. Aplique una ecuaci6n diferencial para describir 
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todas las funciones para las que la recta tangen- 
te a su gr£fica en cualquier punto P(x> y) es per¬ 
pendicular al segmento que va de P al origen. 
^Cual es la gr&fica de una solucibn tipica de esta 
ecuacibn diferencial? 

40- La siguiente ecuacibn diferencial aparece en el es- 


tudio de los potenciales electrostdticos en regio- 
nes esfericas: 



Encuentre una solucibn V(0) que satisfaga las 
condiciones K(ir/2) = 0 y V(tt/4) = V 0 . 
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I Induccibn matematica 


TO 


Dcmostracion Supongamos que (i) y (ii) de (B) son validas y sea S el conjunto de 
todos los enteros positivos n tales que P„ es verdadero. Por hipbtesis, P, es verdadero 
y por lo tanto, 1 esta en S. Entonces S satisface la propiedad (i) de (A). Cuando S con¬ 
vene un entero positivo k , por la definition de S, P k es verdadero y por la hipbtesis 
(ii) de (B), P k + } tambien es verdadero. Esto quiere decir que k + 1 pertenece a S. Se 
demostrb que cuando S contiene a un entero positivo Ar, entonces S contiene a k + 1 . 
Por consiguiente, la propiedad (ii) de (A) es verdadera. De modo que segiin (A), S con¬ 
tiene a todos los enteros positivos, es decir, P n es verdadero para todo entero positivo 
n. • • 


Existen otras variantes del principio de induccibn matematica. En (D) aparece una 
de ellas. En la mayoria de los casos, el enunciado P n se dara generalmente en forma 
de una ecuacion que depende de un entero positivo arbitrario n , como en el ejemplo 
(xyf = x n y n . 

A1 aplicar (B), siempre se siguen los siguientes dos pasos. 


(C) 


El paso (ii) generalmente es muy confuso para el alumno principiante. No se demuestra 
que P k es verdadero (excepto para k = 1). En lugar de eso, se prueba que si P k es ver¬ 
dadero, entonces el enunciado P k +, es verdadero. Segun (B), esto es todo lo que se ne- 
cesita. La suposicibn de que P k es verdadero se conoce como la hipbtesis de induccion. 


Paso (i) Demostrar que Pj es verdadero. 

Paso (ii) Suponer que P k es verdadero y demostrar que 
P k+ 1 lo es tambien. 




EJEMPLO 1 Demostrar que para todo entero positivo n , la suma de los primeros n 
enteros positivos es n(n + l)/2. 

Solucion Para cualquier entero positivo n y sea P n el enunciado 


I+2+3+- 


+ n = 


n(n + 1) 


Por convencion, cuando n < 4, el lado izquierdo se ajusta para que haya exactamente 
n terminos en la suma. Los siguientes son algunos casos especiales de P„: 

Si n = 2, entonces P 2 es 


2 ( 2 + 1 ) 

1 + 2 =--— o bien 

2 


Si n = 3, entonces P 3 es 


1 , 7 , 3(3 + 1) 

1 + 2 + 3 =-r- o bien 


Si n = 5, entonces P s es 

1+2+3+4+5= 


2 

5(5+1) 


3 = 3. 


6 = 6 . 


2 


o bien 


15 = 15. 
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Queremos demostrar que P„ es verdadcro para todo n. Aunque resulta instructive 
verificar P n para varios valores de w, como lo hemos hecho, no es necesario hacerlo. 
Unicamente necesitamos seguir los pasos (i) y (ii) de (C). 


(i) Si sustituimos n = 1 en P„, entonces, por convenci6n, el lado izquierdo se re¬ 
duce a 1 y el lado derecho es —^ ^ , que es tambien igual a 1. Esto demuestra 

que P, es verdadero. 

(ii) Supongamos que P k es verdadero. Entonces la hipotesis de induccion es 


1 +2 + 3 + - 

Nuestro objetivo es demostrar que P* + , 


•• + k = 


fc(/c+ 1 ) 
2 


es verdadero, es decir, 


1+2 + 3 + -- - +(*+!) = + 1) [ ( * 2 + 1)4 ~ * 3 . 

Por la hipotesis de induccidn tenemos ya una formula para la suma de los primeros 
k enteros positivos. Se puede encontrar una formula para la suma de los primeros k + 1 
enteros positivos simplemente sumando (k + 1) a ambos lados de la hipotesis de in¬ 
duccion. Haciendo esto y simplificando, 

1 + 2 + 3 H-f fc + (1c + 1) = — + (k + !) 

_ k(k + !) + 2(k + I) 

2 

_k 2 + 3k+ 2 
2 

(*+ l)(fc + 2) 

2 

_{k+ !)[(* + l)+ I] 

2 

Hemos demostrado que P k +, es verdadero y por lo tanto, la demostracidn por induc¬ 
cion matematica queda completa. • 

Seay un entero positivo y supongamos que a todo n > y se asocia un enunciado 
P n . Por ejemplo, si j = 6, los enunciados se numeran P 6 , P 7 , P 8 , etcetera. El prin- 
cipio de inducci6n matematica puede generalizarse para incluir esta situacidn. Igual que 
antes, se siguen dos pasos. Concretamente, para demostrar que los enunciados S n son 
ciertos para n ^ y, se siguen las siguientes dos etapas. 


(D) 


--- ^ - 

Paso (i ) Demostrar que Sj es verdadero. 

Paso (ii') Suponer que S k es verdadero para k > j y de¬ 
mostrar que S* + | es verdadero. 
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EJEMPLO 2 Sea a un numero real distinto de cero tal quc a > -1. Demostrar quc 
(1 + a) n > 1 + na para todo entero n > 2. 

Solucion Para cualquier entero positivo n , denotemos por P n la desigualdad 
(1 + a) n > 1 + na. Observese que P, es/a/so ya que (1 + a) 1 = 1 + (1)(«). Sin em¬ 
bargo, podemos demostrar que P n es verdadero para n > 2 usando (D) con j = 2. 

(i') Notemos primero que (l + a) 1 = 1 + la + a 1 . Como a * 0, se tiene que 
a~ > 0 y por lo tanto 1 + 2a + 0 2 > 1 - 1 - 20 . Entonces (1 + a) 1 > \ + 2a y por 
consiguiente P 2 es verdadero. 

(ii) Supongamos que P k es verdadero para k > 2. Entonces, la hipotesis de in¬ 
duction es 


(1 + a)* > 1 + ka. 

Queremos demostrar que es verdadero, es decir, 

(1 + a )** 1 > 1 +(*+ 1 ) 0 . 

Como a > -1, tenemos que 0 + I > 0, y por lo tanto, al multiplicar ambos lados de 
la hipotesis de induction por 1 + a no se altera la desigualdad. Por consiguiente, 

(1 I + a) > (1 + ka)(\ + 0 ) 

que se puede escribir como 

(I + 0 )* +1 >1-1 -ka + a + ka 2 

o como 

(l > 1 + (fc + l)n + ka 2 . 

Puesto que ka 2 > 0, teittmos que 

1 + (/c + l)u + ka 2 >!+(£ + l)a 

y por lo tanto 

\ (1 +a)* + 1 > 1 + (* + l)n. 

Entonces, P k + X es verdadero. Esto completa la demostracidn. • 


EJERCICIOS APENDICE I 

Kjercicios 1-18: Demuestre que la formula es^rda- 
dera para todo entero positivo n. 

1. 2 + 4 + 6 + -" +2w = n(n + 1) 

2. I + 4 + 7 + • ■ • + (3ra — 2) = - 

•3. I + 3 + 5 + • • • + (2n — I) = n 2 

4. 3 + 9+ 15+ • + (6n-3) = 3n 2 


5. 2 + 7 + 12 + • • • + (5n - 3) = " (5 h - I) 

6 . 2 + 6+ 18 + - - - + 2 • 3"‘ 1 =3"- I 

7. I + 2 • 2 + 3 • 2 J + 4 • 2 3 H-+ <1 • 2"' 1 

= I + (ii - I) • 2" 

*• (-»)’ + ( —1> 2 + <-l» J + - - , 

+ (-!)* = L_L—i 
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9. 1 2 + 2 2 + 3 2 + -- - + m 2 


n(n + l)(2n 4- l) 
6 


IO.i l 3 + 2 3 + 3 3 + • ♦ * + n 3 



11 . 


1 1 1 1 n 

1 • 2 + 2 • 3 + 3 • 4 + + n(n 4- 1) n + 1 


n i j i 

-- 1 --|-f- • • • 

1-2*3 2-3-4 3-4-5 

1 n(n 4- 3) 

+ n(n + l)(n + 2) = 4 (n + l)(n + 2) 
13- 3 + 3 2 + 3 3 + • • • + 3" = |(3" — 1) 

14. I 3 + 3 3 + 5 3 + • • • + (2n — l) 3 = n 2 (2n 2 - 1) 

15. n < 2" 

16. 1 + 2n £ r 

17. l + 2 + 3+-- + n< e (2 n 4- l) 2 


18. 


Si 0 < a < b, entonces 



Ejereicios 19-26: Demuestre que el enunciado es ver- 
dadero para todo entero positivo n. 

19. 3 es un factor de rt 3 - n + 3. 

20 . 2 es un factor de rt 2 + n . 

21. 4 es un factor de 5" - 1. 

22. 9 es un factor de 10" +l + 3 • 10" + 5. 

23. Si a es cualquier numero real mayor que 1 , en¬ 
tonces a n > 1 . 


24. Si a # 0, entonces 
1 + a + a 2 + 


+ a n 1 


a n ~ 1 
a - \ ' 


25. a - b es un factor de a n - b n . 

(Sugerencia: a k+l - * 1 = - b) 

4- (fl* - 

26. a + b es un factor de a 2 " -1 4- 6 2 "" 1 . 

27. Demuestre que 

log (fl,a 2 " a ») = log fl i 4- log a 2 -I- • • • 4- log a n 

para todo n > 2, donde cada a* es un numero 
real positivo. 

28. Demuestre la Ley Generalizada de la Distribu- 
tividad 

a(b x 4 - b 2 + • • • 4 - b n ) - ab x 4 - ab 2 4 - • • • 4 - ab„ 


para todo n ^ 2, donde a y todos los b k son nu- 
meros reales. 

29. Demuestre que 


2 1 — r") 

a 4 ar + ar~ 4- • • • 4- ar = —:- 

1 - r 


donde n es un entero positivo arbitrario y a y r 
son numeros reales con r # 1. 


30. Demuestre que 

a 4- (a 4- d) 4- (a 4- 2</) 4- * • * 4- [a 4- (n - 1W] 

= (n/2)[2a 4- (n - 1W] 

donde /? es un entero positivo arbitrario y ay d 
son numeros reales. 
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[Q TEOREMAS SOBRE UMITES E INTEGRALES 


Este apendice contiene las demostraciones de algunos de los teoremas enunciados en 
el texto. El sistema de numeration corresponde al utilizado en los capitulos anteriores. 


Demostracion Supongamos que \\m x ^ a f(x) = L, y que 
\im x ^af{x) = L 2 con Lj L 2 . Se puede suponer que L, < 
L 2 . Sea £ tal que t < \ ( L 2 - Lj) y consideremos los inter- 
valos abiertos (L, - £, L ] + £) y ( L 2 - e, L 2 + z) sobre la 
recta coordenada /' (vease la Figura 1). En vista de que 
£ < 2 (L 2 - L,), estos dos intervalos no se intersecan. Por 
la Definici6n (2.11), existe un >0 tal que cuando x estd 
en (a - 6,, a + 6,) y x # a y entonces f(x) esta en (L, - £, L, + £). Analogamente, 
existe un b 2 > 0 tal que cuando * esta en (a -- 5 2 , a + S 2 ) y x # a, entonces /( x) esta 
en ( L 2 - e, L 2 + e). Esto se ilust ra en la Figura 1, con <5, < <$ 2 . Si se escoge a: en 
(u - 6|, a + 6,) y en (a - 5 2 , a + 6 2 ), entonces f(x) esta en (L, - £, L, + e) y tam- 
bien en (L 2 — £, L 2 + £), lo cual contradice el hecho de que estos dos intervalos no 
se intersecan. Por lo tanto la suposicion inicial es falsa y por consiguiente L, = 
L 2 . 


TEOREMA DE 
UNICIDAD DEL 
LIMITE 


FIGURA 1 

o a, it - A 


•r -*». 


. - i i i ... . -i— f . 


' 

Si f(x) tiene un limite cuando x tiende a a, entonces el 
limite es unico. 

—_ 


TEOREMA (2.15) Si lim^/f*) = L y \im x ^ a g(x) = A/, entonces 


(i) (fan Wx) + g(*)\ = L + m 

9(a)] = L • M 
..... ,7U)1 L 

(,n) i^[^)J= Jr 51 
_ L J 


(ii) lim [/(at) 

***** 



Demostracion 

(i) De acuerdo con la Definicidn (2.10) hay que demostrar que para cada z > 0 
existe un 6 > 0 tal que 

(a) si 0 < | x - a \ < S t entonces |/(x) + g{x) - (L + AT) | < s. 

Comenzamos por escribir 


<•») I/M + g(x) - (L + M)| = |(/(x) — L) + (y(x) - M)\. 

Usando la Desigualdad del Triangulo (1.4), 

K/(x) - L) + (g(x) - M)| £ |/(x) - L\ + \g(x) - M\. 
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Combinando la ultima desigualdad con (b) se tiene que 

(c) |/M + y(x) -(L + M) I < I /(*) - L I + I g(x) - M |. 

Como lmv. a /M = L y g(x) = A/, los niimeros |/(x) - L\ y |c/(x) - M\ 

pueden hacerse arbitrariamente pequenos escogiendo x suficientemente cercano a a. En 
particular, pueden hacerse menores que c/2. Por lo tanto, existen 6, > 0 y b 2 > 0 ta¬ 
les que 

si 0 < I x — a I < <5,, entonces I f(x) — L I < c/2, y 

(d) 

si 0 < | x — a | < d 2y entonces | g(x) — M \ < e/2. 


Si 6 denota el menor de los numeros 5| y 6 2 , entonces cuando 0 < \x - a\ < 6, las 
desigualdades en (d) que involucran a f(x) y g(x) son ambas verdaderas. Por lo tanto 
si 0 < \x - a\ <6, entonces por (c) y (d), 

| f(x) + gix) -(L + M) | < e/2 + e/2 = c, 

que es el enunciado deseado (a). 

(ii) Primero se demuestra que si k es una funcion y 

(e) si lim k(x) = 0, entonces lim f(x)k(x) = 0. 

jc —a x-*a 

Como lim X ^«f(x) = L, de la Definicion (2.10) (con c = 1) resulta que existe un 6| > 0 
tal que si 0 < \x - a\ <6,, entonces |/(jc) - L\ < 1, y por lo tanto tambien 


I/Ml = |/M -L + L\ < \f(x)-L\ + \L\ < 1 + |Z.|. 


En consecuencia, 

(f) si 0<|x-fl|<5 lt entonces \f(x)k(x )\< (I + |L|)|fc(x)|. 

Como \im x ^ a k(x) = 0, para cada c > 0 existe un 6 2 > 0 tal que 


(g) 


si 0 < |x - <?| < <$ 2 , entonces | k(x) — 01 < 


1 + L 


Si 6 denota al menor de los niimeros 6j y £ 2 , entonces cuando 0 < \x — a\ <6 am¬ 
bas desigualdades (0 y (g) sc satisfacen y asi, 

|/(x)A(.x)|<(1 +|L|)' r ^ I |. 

Por consiguiente, 

si 0 < | x — a | ^ <5, entonces | f{x)k(x) - 01 < c, 

lo cual demuestra (e). 

Ahora consideremos la identidad 


(h) fMgix) - LM = J\x)[g(x) - M] + M[ fM - L]. 


En virtud de que [g(x) - M] = 0, se deduce de (e) con A (x) = g(x) - M y que 

\itn x ^ a f(x)[g(x) - M) = 0. Por anadidura, \\n\ x ^ a M[f(x) - L] = 0 y por lo tanto, 
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de (h), Ifnv^ [/(.v)xy(A') - LM) - 0. La ultima afirmacion cxpuesta es equivalente a 
\im x _ a f(x)cj(x) = LM. 

(iii) Es suficiente demostrar que lim^ 1 /(//(jc)) = I /A/, ya que una vez hecho es- 
to, el resultado deseado puede obtenerse aplicando (ii) ai producto f(x) • \/(g(x)). 
Considcremos 


(i) 


1 ] 


M — (fix) 

1 

g(x) ~ M 


(l(x)M 

| Af | | | 


\(Ax)-M |. 


Debido a que \\m x ^ a if(x) = A/, existe un 6 , > 0 tal que si 0 < \x - a\ < 6 ,, enton- 
ccs \ci(x) ~ M | < |A/|/2. Por lo tanto, para todo x tal, 


y, por consiguicnte, 


|M| = | 0 (*) + (M-g(x))\ 
< M*)| + I Af - 0(.v)| 
<\g(x)\ + \M\/2 



o bien 


I 


Sustituyendo en la ccuacion (i) se llcga a 



<j) 


1 

</(*) 


I 

M 



I g(x) - M 


si 0 < \x — a \ < 6 X . 


Usando otra vez el hecho de que lim^^ g(x) = A/, se deduce que para todo i > 0 exis¬ 
te un 6 2 > 0 tal que 


<k) 


si 0 < |x — a \ < S 2 , 


entonces 


1 9(x) - M 


< 



e. 


Si 6 denota el menor de los numeros y S 2 » entonces ambas desigualdades (j) y (k) 
se satisfacen. For lo tanto 


si 0 < I x — a | < <5, entonces 
lo cual quiere decir que Hnv ^ 0 \/(g(x)) = 1/A/. • . 


1 1 
g(x) M 


< c. 


TEOREMA (2.20) 


/ 

Demostracion Supongamos que a > 0 y n es un entero positivo cualquiera. Dcbe 
demostrarse que para todo t > 0 existe un 6 > 0 tal que 

si 0 < | x - a\ < S, entonces | $/x - tfa | < e 


Si a > 0 y n es un entero positivo o si a < 0 y n es un 
entero positivo impar, entonces \ = 
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o equivalentemente, 

(a) si — 8 < x — a < <5, x ^ a, entonces — e < yjx - yja < e. 

Basta demostrar (a) para e < \Ja , ya que si existe un 8 bajo estas condiciones, entonces 
el mismo 8 se puede usar para cualquier valor mayor de £. Por lo tanto, en el resto de 
la demostracidn \!a - e se considera como un numero positivo menor que e. Las des- 
igualdades de la siguiente lista son todas equivalentes: 

-£ < tfx - tfa < £ 

rfa - £ < sjx < yfa + £ 

(yja — £)" < x < (sfa + £)" 

(sfa - £)" — a < x — a < (sja + c)" — a 
-[a — (sfa - £)"] < x — a < (sfa + ef - a. 

Si 8 denota el menor de los dos numeros positivos a - (yja -tfy (^/a + t)* - a % en¬ 
tonces cuando -6 < x - a < 8 la ultima desigualdad de la lista es verdadera, y por 
lo tanto tambien lo es la primera. Esto da (a). 

Ahqra supongamos que a < 0 y n es un entero positivo impar. En este caso -a 
y »f—ct son positivos y por la primera parte de la demostracion, se puede escribir 

lim y/—x = \f—a- 

m. -x~*~a 

Entonces, para cada £ > 0 existe un 8 > 0 tal que 

si 0 < | — x — ( — a)| < <5, entonces | >/—jc - yf^a \ < £ 

o equivalentemente, 

si 0 < | x — a | < <5, entonces | sfx - yfa \ < e. 

Las ultimas desigualdades implican que lim x \ a $fx = yfa. • • 


TEOREMA DE (2.22) 
INTERCALACION 


Demostracion Para todo e > 0 exfeten 6| > 0 y 8 2 > 0 tales que 

si 0 < | x - a | < <5j, entonces | f(x) - L \ < «, 

(^) 

si 0 < | x — a | < S 2 , entonces | (fix) — L \ < £. 

Si 8 denota el menor de los numeros 6, y 6 2 , entonces cuando 0 < \x - a\ <6, am- 
bas desigualdades que dependen dc £ en (a) se satisfacen, es decir, 


Si /(*) < h{x ) < #(*) para todojeen un intervalo abier- 
to que contiene a a , excepto posiblemente en a , y si 
\im x ^ a /(x) = L = lim ^ a g(x) y entonces tenemos que 

itaj&Afr) = l. 


-£< /(*)- L <r. y 


— £ < cj(x) — L < £. 
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Por lo tanto si 0 < \x - a\ <6, entonces L - e < /( x) y g(x) < L + £. Puesto que 
./(a) < //(jt) < g(x), si 0 < J x — a | <5, entonces L — e < h(x) < L 4- e,o equiva- 
lentemente, \h{x) - L\ < £, que es lo que se queria demostrar. • • 


TEOREMA (2.26) 



FIGURA 7 



FIGURA 3 




/» - fl, 






/(/>» e ft-l f y b\ 


- wwuj) 


FIGURA 4 


"■*' " y +5 

— +-1 ^ — —, 

h -&, "#(.«•) /> + 5, 


Dcmostracion La funcidn compuesta J\g(x)) puede repre- 
sentarse geometricamente por medio de tres rectas reales, /, 
/'. y /", como se ilustra en la Figura 2. A cada coordenada 
x en / le corresponde una coordenada g(x) en /', y luego una 
coordenada /( g(x )) en /". Se quiere demostrar que f(y(x)) 
tiene limite/(6) cuando at tiende a a. En terminos de la Defi¬ 
nition (2.10) se debe demostrar que para todo e > 0 existe 
un 6 > 0 tal que 

(a) si 0 < | x - a \ < <5, entonces | f(g(x)) - f(b) | < e. 

Procederemos inicialmente considerando el intervalo 
(f{b) -t,Ab) + £) en /", ilustrado en la Figura 3. Como 
/es continua en b , \im z ^ b f(z) = /(b) y por lo tanto, como 
se ilustra en la figura, existe un numero 5, > 0 tal que 

(b) si |z —b|<£„ entonces \ f(z) — f(b)\ < e. 

En particular, tomando z = g(x) en (b) resulta que 

(c) si | g(x) -b\<S l9 entonces | f(g(x)) - f(b )| < e. 

Ahora, prestando atencion al intervalo (b — 6|, b + 5|) en 
i y usando la definition de lirn^ g(x) = b> se obtiene el 
hecho ilustrado en la Figura 4 de que existe un 5 > 0 tal que 

si 0 < |x — a\ < Si entonces |(/(x) — b\< d x . 


Finalmente, combinando (c) y (d), se ve que 


si 0<1*- a |<<5, entonces | f(y(x)) - /(/>) | < e. 
que es la conclusion buscada (a). • • 


DEFINICIONES (3.1) Y (3.1) 



Si /esta definida en un intervalo abierto que contiene 
a a, entonces 

Ax)-AO __ |im /Uj + h)- f(a) 

siempre y cuando alguno de los dos limites exista. 


,\—a X Cl 


b 
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Demostracidn Supongamos que 


1 - m /W-/(a) = L 


para algiin numcro L. De acucrdo con la definicion de limite (2.10), esto quiere decir 
que para todo e > 0 existe un 5 > 0 tal que 


si 0 < | x — a | < 6, entonces 


m-f(a) 


- L 


< E. 


x — a 

Tomando h = x - a, entonces x = a + h y la ultima afirmacion puede escribirse como 

f(a + h) - f(a) 


si 0 < | h | < t>, entonces 
lo que significa que 


— L 


< E 


hm-—- 

/i-o h 


- L. 


Inversamente, empezando con el ultimo limite e invirtiendo los pasos se llega al primer 
limite. • • 


REGLA DE LA (3.26) 
CADENA 


Si y = f(u)>u - cj(x) y las derivadas dy/du y du/dx 
existen ambas, entonces la funcion compuesta definida 
por y = /(*/(*)) tiene una derivada dada por 


dy dy du 
clx “ du dx 


f'(u)g'(x) = f{g(x))g(x). 


Demostracidn Si y - f(x) y Ax « 0 , entonces por (3.23), es pequeiio el valor ab- 
soluto de la diferencia cntre la derivada f\x) y el cociente Ay/Ax. Como esta diferen- 
cia depende del tamafio de A.v, sc dcbc representar por medio de una funcion denotada 
por rj(Ax). Por lo tanto, para cada Ax =£ 0, 

(a) i/(Ax) = f, y - f(x). 

Ax 


Debe notarse que rj(Ax) no rcprescnta cl producto de 17 y Ax , sino que tj es una funcion 
de A.v, cuyos valores estan dados por (a). Mis aun, aplicando (3.23) se ve que 


(b) 


lftn #/(A.v) = Hm 

Ajc -*0 



= 0 . 


La funcidn rj se ha definido solamente para valores de Ax diferentes de cero. Es conve- 
niente gcneralizar la definicion de r) para que incluya el caso en que Ax = 0 definiendo 
tj( 0 ) = 0. Entonces se deduce de (b) que rj es coniinua en 0. 
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Multiplicando ambos lados de (a) por Ax y ordenando los terminos se obtiene 

(c) Ay = f’(x) Ax + tj{Ax) * Ax, 

lo cual es cierto si Ax # 0 o bien Ax = 0. Como f (x) Ax = dy , se deduce de (c) que 

(d) Ay - dy = g{Ax) • Ax. 


Consideremos ahora la situation enunciada en la hipotesis del teorema 
y = /(u) y u = sKx). 

Si g(x) esta en el dominio de /, se puede escribir 


y = f(u) = /(</(x)), 

es decir, y es una funcidn de x. Si se da a x un incremento Ax, se obtiene un incremento 
Aw de m, y este a su vez produce un incremento Ay de y = /(w). Entonces 

Aw = g{x 4- Ax) - #(x) 

Ay =/(« + Aw) -/(«). 

Como dy/du existe, se puede usar (c) con u como variable independiente para escribir 

(e) Ay = /'(u) A u 4 rf(Au) Aw 

donde tj es una funcion de Aw tal que segun (b), 


(f) 


lfm rj(Au) = 0. 

Au-*0 


Ademis, tj es continua en Aw = 0 y (e) se satisface si Aw = 0. Dividiendo ambos lados 
de (e) entre Ax se obtiene 




Tomando el limite cuando Ax tiende a cero y aplicando 


Ay 


• lim 

Ax-*G Ax 


dy 

dx 


A u 
lim — 

Ax — 0 Ax 


du 


se ve que 


dv du du 

/=/'<«)— + lim itfAii)- 7 . 
wx dx ax~*o dx 


Como /'(w) = dy/du , la demostracion se puede completar probando que el limite in- 
dicado en la ultima ecuacion es 0. Para lograr esto primero se observa que como g es 
derivable, es continlia, y por lo tanto 


lim [</(.v + A.v) - t/(x)] = 0 

Ax-*0 


lim Aw = 0. 

Ax-0 


^o equivalentemente, 
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En otras palahras, Au tiende a 0 cuando Ax tiende a 0. Usando este hecho, junto con 

(f) se tiene que 

(g) Hm >/(Au) = h'm >j(Am) = 0 

A* — 0 Ai#-*0 

y el teorema queda demostrado. El hecho de que lim A , -0 j;(Am) = 0 tambien puede 
demostrarse por medio de un argumento del tipo £-6 usando (2.10). . . 


TEOREMA (5.14) 



Demostracion Sic — 0, el resultadose deduce del Teorema (5.13). Supongamos en- 
tonces que c # 0. Como / es integrable, jj f(x)dx = I para algiin niimero 1. Si P es 
una particidn de [a, b\, entonces cada suma de Riemann R P para la funcion cf tiene 
la forma E* cf(w k )Ax k , de manera que para cada k, tv* esta en el £-esimo subinterva- 
lo at*] de P. Se quiere demostrar que para todo £ > 0 existe un 8 > 0 tal que 
cuando ||P|| < 8, entonces 


(a) 


I? 


cf(w k ) Ax k - cl 


< c 


para todo tv* en [**_,, **]. Tomando i = e/|c|, como/es integrable existe un 8 > 0 
tal que cuando ||P|| < 8, 


I./K) Ax* - 1 


< c! = 


n 



Multiplicando por \c\ ambos lados de la dcsigualdad se llega a (a). Por lo tanto, 

lim V cf(w k ) Ax k = cl = c P f(x) dx • • 

IIp11—0 k Ja 


TEOREMA (5.15) 


Si / y g son integrables en [ a , 6], entonces f + yes in¬ 
tegrable en [a, b ] y 


—1 




J>.v> + g(x)]dx = £ f{x)dx + £ g(x)dx. 


Demostracion Por hipotesis, existen numeros reales /, y l 2 tales que 

y 


f* y(x) dx = /,. 











II Teoremas sobre Ifmites e integrales TU33 

Sea P una partition de [a, b] y sea R P una suma de Riemann arbitraria para / + y 
correspondiente a P, es decir. 


(a> 


= X t/K) + </<*'*)] Ax* 


donde w k est& en [**_|, X*] para todo k. Se quiere demostrar que para todo £ > 0 existe 
un 6 > 0 ta! que cuando ||P|| < 6, entonces \R P - (/, + / 2 )| < c. Usando el Teo- 
rema (5.3) (i), (a) se puede escribir en la forma 

K r = X f( w k) Ax* + X </(«*) Ax*. 

Ordenando los terminos y aplicando la Desigualdad del Triangulo (1.4), 


(b) 


Rr-di +/j)| = 

(x /K) Ax* - l 

i j + (X^K) Ax* - / 2 j 

£ 

X /K) Ax* - /, 

k 

-1- 

X <y(w*) Ax* - 

Ik 

• 


Como /y cj son integrables, si c - c/2 , entonces existen ^ > 0 y 6 2 > 0 tales que 
cuando ||P|| < 5, y ||P|| <6 2 , 


(c) 

y 


X/(*v*( Ax* - I I 

k 


< 8 = fi/2. 


X </(«’*) Ax* - 1 2 


< c! = c/2 


para todo w k en [x*_ h x k \. Si b denota el menor de los numeros 5, y S 2 , entonces cuan¬ 
do ||P || < 6, ambas desigualdades en (c) se satisfacen y por Io tanto, de (b), 

♦ |«,-(/, +/ 2 )| < (£/2) + (6/2) = e, 

que es lo que se querta demostrar. • • 


TEOREMA (5.16) 


Si a < c < b y/es integrable en la, c] y en 
tonces / es integrable en [a, b\ y 

C u r, Cb 

J„ f(x)dx = J a fix)dx +■ J fix) tlx. 


— 





Demostracion Por hipotesis, existen numeros reales /, y / 2 tales que 

(a) X Jj fix) dx = I x y ^ fix) dx = 1 2 . 

§£ a P| una particion de [ a , c], P 2 , una particion de [c, /;], y P una particion de [ a , b\. 
Las sumas de Riemann correspondientes a P,, P 2 y P se denotan por R Pr R P , y R P > 
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respectivamente. Se dcbe demostrar que para todo e > 0 cxiste un 5 > 0 tal que si 
||P|| < 6 , entonces (/, + / 2 )| < e. 

Tomando e = t/4, por (a) existen numeros positivos y 6 2 tales que si || P, || < 
6 | y || P 2 II < ^ 2 , entonces 

(b) |*f, “ / 1 1 <«' = «/4 y \Rp 2 -it\ <«'=* c/4. 

Si 6 denota el menor de los numeros 6 , y 6 2 , entonces las dos desigualdadcs en (b) se 
satisfacen cuando ||P|| < 6 . Ademas, como/integrable en \a, c] y [c, />], esta acota- 
da en ambos intervalos y por lo tanto, existe un numero M tal que |/(*)| < M para 
todo x en [ a , b]. Supongamos ahora que ademas de lo anterior tambien se tiene que 
6 < £/(4A/). 

Sea P una particion de [a, b ] tal que || P|| < 6 . Si los numeros que dctcrminan P son 
a = x 0y x ly x 2 ,... y x H = b y 


entonces existe un unico intervalo semiabierto de la forma (*<*_,, x d ] que contiene a c. 
Si R P = £JJ = ,/(w a .) Ax ky puede escribirse 

d- l n 

< c > = X /( w *) Ax k + Ax j + X /K) Ax k- 

*=1 * = </ + 1 


Sean P, la particion de [a, c] determinada por \a, x u . ..,x d - lt c), P 2 la particion de 
[c, b ] determinada por {c, x d , .... x„-\, b), y consideremos las sumas de Riemann 


R P, = X /( W k) Ax k + /(c)(c ~ Xj-l) 
k= 1 

R p, = f(e)(x d - c) + X f(w k ) Ax,. 


Usando la Desigualdad del Triangulo ( 1 . 4 ) y (b), 


(e) 


|(Kp, + R Pl ) (/1 + ^ 2 )I = |(Kp, — *i) + [R Pl ~ /j)| 
Z\R PI -I t \ + \R F 1 -I 2 \ 


< 


E E 

4 + 4 = 


E 

1 


De (c) y (d) se deduce que f 

I R p ~ ( R p t + r p 2 ) | = | /(w rf ) - /(c) | Ax d . 

Usando la Desigualdad del Triangulo y la eleccion de 6 se tiene que 

\ R r ~( R Pi + r p>) I ^ {|/( w rf)| + |/(<‘)|} Ax rf 
< (M 4- M)[fi/(4M)] = e/2, 

siempre que ||P|| < 6 Escribiendo 

I R p ~ (^1 + 1 2 ) | = | r p — (P/», T R,. 2 ) 4- (R Pl 4- R P2 ) — (/, 4- / 2 ) | 

^ I R p ~ ( R Pi + | ( R p> 4* Rp 2 ) - (/j 4- / 2 )| 
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de (f) y (e) se deduce quc siempre que ||P|| < 6 , 
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|K P -(/, +/ 2 )| <(£/2) + (£/2) = ® 

para cualquier suma de Riemann R P . Esto completa la demostracion. 


TEOREMA (5.18) 


Si ft s integrablc cn [a, b] y f(x) > 0 para todo .v en 
[a, ft], enionces 

_ f;/(.v>r/.v*0. 


Demostracion Se dara una demostracibn indirecta. Sea J£ f(x)dx -l y suponga- 
mos que / < 0. Sea Puna partition de [a, b] y y sea R P - L k f(w k ) Ax* una suma de 
Riemann arbitraria correspondiente a P. Como f(w k ) > 0 para todo w* en [x*_ |f x k ] t 
resulta que R P > 0. Tomando £ = -(//2), entonces de acuerdo con la Definicion (5.7), 
cuando ||P|| cs suficientemente pequerto, 

I Rp - /1 < £ = -(//2). 

Resulta que R P < / - (1/2) = 1/2 < 0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, 
la prcmisa / < 0 es falsa y por tanto / > 0 . • • 


TEOREMA (17.31) 


/ 

Demostracion Comenzamos escogiendo G(x y y) tal que dG/dx = F. Aplicando el 
Teorema de Green (18.19) con G = N, se tiene que 

(a) JJ F(x, >) dx dy = JJ [G(x, y)] dx dy = (j) G(.x, y) dy. 

Supongamos que la curva K en el piano uv tiene una parametrizacion 


Si x = f(u y v), y = g(u y v) es una transformacion de 
coordetiadas, entonces 


rr 

JJ F( Xy y)dx dy = 



± J/F(/( W ,v). 9 (w ,v))-^-r/Wv. 


s 

Se escoge el signo + o - segun si cuando (u y v) recorre 
la frontera K de S una vez en el sentido positivo, el pun- 
to correspondiente (x, y) traza la frontera C de R una 
vez en la direccion positiva o en la negativa, respecti- 

vamente - _ 




u = tp(t) y v = i pit): 


a^t £b. 
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De las hipotesis sobre la transformacibn, la curva C en el piano xy tiene ecuaciones 
parametricas 


(b) 


x =/(m, l’) =/(</>(/), 

y = g{u. i>) = g(q>(t) y 


para a < / < b. Por lo tanto, se debe evaluar la integral de Iinea G(x, y)dy en (a) 
sustituyendo formalmente xy y. Para simplificar la notacibn, sea 

H(t) = g[/mo, M)l 

Aplicando la Regia de la Cadena a y en (b) se tiene que 


dy dy du dy dv dy 


dy 


Por lo tanto, 


dt du dt + dt? dt du <f> ^ + dv ^ 


G(<, .v) dy = <£ H(r) ^ dt 




Comotfw - <p'(t) dt y dv = \//'(t)dt, puede considerarse a la ultima integral como una 
integral de Iinea alrededor de la curva K en el piano wv. Entonces 


(c) 


<£ G(x, y) dy = ±<£ G ~ du + G~ dv. 
Jc Jk ou dv 


Por sencillez se usb G para abreviar G(/(w, v), g(u y v)). La eleccibn del signo + 
o - se determina haciendo variar t de a a b y observando si (x, y) traza C en la misma 
direccion en que (w, v) recorre K o en el sentido opuesto, respectivamente. 

La integral de Iinea al lado derecho de (c) tiene la forma 


M du + N dv 


con 


m = G , y 

du 


N = G 


dy 

dv' 


Aplicando el Teorema de Green, se obtiene 

- w(c 82 y . 80 8y r 82 y dGd y\j j 

JJ \ du dv du dv dv du dv du) U ' 

y l\cx du dy du) dv \dx dv dy dvj du] 

rr dG (dx dy dy dx\ 

JJ dx \du dv du dv) ‘ 




II Teoremas sobre Ifmites e integrates 1039 

Usando e! hecho de que dG/dx = F(x , >0, junto con la definition del jacobiano (17.30) 
se obtiene 

^ XI du + N dv = JJF(/(w, u), p)) ' V | du dv. 

Combinando esta fbrmula con (a) y (c) se Uega al resultado deseado. • • 
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TABLAS 


tabla a funciones trigonometric as 
















ill Tablas 
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tabla b funciones exponenciales 


X 

r * 


X 

| " 

1 '' 1 

0.00 

1 0000 

1 0000 


2.50 

12.182 

0 0821 

0.05 

1 0513 

0.9512 


2.60 

13.464 

0.0743 

0.10 

1 1052 

0.9048 


2.70 

14.880 

0.0672 

0 IS 

1.1618 

0.8607 


2.80 

16.445 

00608 

0.20 

1.2214 

0.8187 


2.90 

18.174 

0.0550 

0.25 

1 2840 

0.7788 


3.00 

20.086 

0.0498 

0.30 

1.3499 

0.7408 


3.10 

22.198 

0.0450 

0.35 

1.4191 

0 7047 


3.20 

24.533 

0.0408 

0.40 

1.4918 

0.6703 


3.30 

27.113 

0 0369 

045 

1.5683 

0.6376 


3.40 

29.964 

* 0.0334 

0.50 

1 6487 

0 6065 


3.50 

33.115 

0.0302 

0.55 

1.7333 

0 5769 


3.60 

36 598 

0.0273 

060 

1.8221 

0.5488 


3.70 

40.447 

0.0247 

0.65 

1.9155 

0.5220 


3.80 

44.701 

00224 

0.70 

2.0138 

0.4966 


3.90 

49.402 

00202 

0.75 

2.1170 

0.4724 


4.00 

54.598 

0.0183 

0.80 

2.2255 

04493 


4.10 

60.340 

0.0166 

0.85 

2 33 % 

0.4274 


420 

66 686 

0.0150 

090 

2 . 45 % 

04066 


4.30 

73.700 

0.0136 

0.95 

2.5857 

0.3867 


4.40 

81.451 

0.0123 

1.00 

2.7183 

0.3679 


4.50 

, 90.017 

00111 

1.10 

3.0042 

0.3329 


4.60 

99.484 

0.0101 

1.20 

3.3201 

0.3012 


4.70 

10995 

0.0091 

1.30 

3.6693 

0.2725 


4.80 

121.51 

0 0082 

1.40 

40552 

0 2466 


490 

134.29 

0.0074 

1 50 

4 4817 

0.2231 


5.00 

148.41 

0.0067 

1.60 

4.9530 

0.2019 


6.00 

403.43 

0.0025 

1.70 

5.4759 

0.1827 


7.00 

I 0%.6 

0.0009 

1.80 

6 . 04 % 

0.1653 


8.00 

2981.0 

00003 

1 90 

6.6859 

0 . 14 % 


9.00 

8103.1 

0.0001 

2.00 

7.3891 

0.1353 


10.00 

22026.0 

0.00005 

2.10 

8.1662 

0.1225 





2.20 

9.0250 

0 1108 





2.30 

99742 

0.1003 





2.40 

11.0232 

00907 






TABLA C LOGARITMOS NATU RALES 



Rcsiar III M n < I; por cicmplo. In 0.3 - *.796 - 10 - - 1 . 204 . 
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TABLAS DE INTEGRALS 


FORMULAS BASICAS 


1. 

j* u dr — uv — J r du 

8. 

|* sec 2 u du = tan u 4 C 

15. 

2. 

I u" du = 1 -a- * 4 C, n * - 

J n 4 1 

1 9. 

J esc 2 u du = -cot u 4 C 

16. 

3. 

f du 

= In |u| + C 

J u 

10. 

| sec u tan u du = sec u + C 

17. 

4. 

| e“ du = c" -t- C 

11. 

| CSC u col u du = — esc u C 

18. 

5. 

r i 

a“du = —a" -1- C 

J In a 

12. 

| tan u du = In |sec u| + C 


6. 

j* sen u du = - cos u 4 C 

13. 

| cot u du = In |senu| 4- C 

19. 

7. 

| cos udu = sen u 4 C 

14. 

J sec u du = In |sec u 4- tan u| + C 

20. 


| esc u du - In |csc u — col u| + C 

r du 

■p= = = s 

J J a 2 _ y 2 

f du I 

~2 - 2 = ~ X 

J a 1 + u 1 a 


s 


+ C 


tan f C 
a 


f du 

J uju* - a 2 


* du I 

~ 2a 


du I 

l -a = — In 

1 - <r 2 a 


u + a 
u — a 

u — a 
u + a 


+ C 

+ c 

+ c 


FORMULAS CON v'a 4 + i/ 4 


21. | v /u 2 + u 2 du = * ^/a 2 + u 1 + ^ In |u + ^a 2 -I- u 2 | + C 

| w 2 v /a 2 +■ u * du - -( a 2 + 2w 2 ) v /a 2 + u 2 - In |u -f v 4/ 2 + u 2 | + C 

Jo 8 

11 I m yja 2 + u 2 /-y la 4 ./a 2 + « 2 | 

-— du = Ja 1 + u 2 - a In - y - + C 

J u v j u 

f \/^ + , v/a 2 + “ 2 , jtt-, 

I ^- du =-^-h In |u + ^/a 2 + u 2 | 4 C 

25* I — ^ - In |u -I- v /a 2 4 u 2 | 4 C 

J v 'V 4 u 2 

26. (* - - *= M ya 2 + « J - — In |u 4 Ja 1 + u 2 | 4 C 

Jv® + « 2 2 2 


27. f -* * 

J u v /a 2 4 u 2 I w 


28 . {—~ t— 

J uVa 2 -f m 2 


y?T7 2 


4 C 


































IV Tablas de intesrales 
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FORMULAS CON Va* - u* 


30. | Ja 2 - u 2 du - - Ja 2 - u* + ^ sen 1 - + C 

J 2 2 a 

31. I u 2 Ja 2 - u 2 du = (2 u 2 - a 2 )Ja 2 - w 2 + - sen 1 U + C 

8 8 a 


32 


•j 


v/<J 2 - U 1 


du = Ja 2 


, i 4- ./a 2 - u 2 
a In | — + C 


33. f —— - du = - Ja 2 - u 2 - sen 1 - + C 

J “ w v a 

- f M 2 du U , r — , « 2 u 

34. J^, -- : se„ . fl+( - 

35. f- * - -lJ- ' l + r 

J uja 2 - u 2 a 1 u 


38. 


/« 2 - u 2 + C 


f ^ 

36. -- = * - 

' u 2 Ja 2 - u 2 

37. I (a 2 - u 2 ) 3 ' 2 du =* — (2m 2 - 5 a 2 )Ja 2 - u 2 + - sen " 1 4 - C 

J 8 8 a 

f — - r 

J - uV > „^ a i 


FORMULAS CON Vu 1 - a 2 


39. J N / W 2 - a 2 = v u 2 - fl 2 - - In |m + Ju 2 - a 2 | + C 

40. | h 2 Ju* - a 2 du = *(2m 2 - n 2 ),/u 2 - a 2 - * In |m + v 4 2 -a 2 ) + C 

r Ju 2 - a 2 / ~z — : a 

41. I - du = Ju 2 a 2 - a cos 1 + C 

J m u 

f /« 2 - tf 1 Ju 2 - a 2 . - 

42. | ^2 du = — 1 + la|w + v V — ir| + C 

f du 

43. | 7 = — -- = In |m + ^/u 2 - m 2 | + r 

J >/m 2 - <J 2 

f m 2 </m m a 2 

44. | . . = V" - « + z 1“ + v « 2 “ l,2 \ + r 

J yju - a 2 2 

45 . f .. «>A!Z? + C 

u 2 Ju 2 - a 2 a u 
j* du u 

. (i / 2 - a -) 3 2 a 2 Ju 2 - a 2 J 
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FORMULAS CON a + bu 


47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 

58. 

59. 

60. 

61. 

62. 


j 


u du I 

-= —r(o 4 bu - a In \a 4 bu|) 4 C 

a 4 bu b 1 


r u 2 du i . . 

I - *= — 4 bu) 3 — 4 bu) 4 2a 2 In |a + bu\] 4 C 

J a 4 bu 2 b J 

r du 

J ufa 4 


du 1 , M | _ 

-•— = - In -— 4 C 

bu) a \ a 4 hu | 


f d u * 6 , I o 4 bu | 

-=-— - - + In -|4 C 

J u 2 {a 4 bu) au a 1 1 


u du 


4 —, In |a 4 bul 4- C 


f_j^_ T . . 

J fa 4 bu) 3 b 2 fa 4 bu) b 2 

C du I I I a 4 bu I 

-•, -- 5 In — - 4 C 

J ufa 4 bu) 3 afa 4 bu) a 2 | u \ 

C u 2 du | / . a 3 \ 

--TT 2 = ^ -— - ?.a In \a 4 bu\ 4 C 

J (a 4 />u) 3 b'\ a 4 6m / 

j" Uy/7 4 budu - y^(3bw - 2<i)(a 4 bu) 3 ' 3 4 C 


r u du 

- v /a 4 bu ^b 3 
f ^ dU — = , ,(8fl 3 4 3b 3 u 3 - 4ubu)y/a 4 6m 

J v / fl + bu 1 

du 


2 (bu - 2a) Ja 4 bu 


1 jn v/a 4 bu - y/u 
- My/a 4 bu y/« Ja 4 bu 4 Ja 


f 


= f — tan 

J-a 




4 C si a* > 0 


bu 


4 C. si a < 0 ’ 


J 


- iji + hu + u L ,_ 

u J uja 4 bu 


f du 

'J uJ^Ti 


C Ja 4 bu 774 bu b f du 

J « ! “ 2j «/a + 

|" u’^/a + hu du = ^ —— ^u"(a + hu} 3 2 - no f u” 1 v u + hu du 

r u* du 2u m Ja 4 bu 2na f u" 

y/a + bu b(2« 4 l| b(2n 4 1)J J a 


bu 


u" ' du 


f 4 bu 


f du Jai 4 bu b(2u 3) r du 

j u-y fl 4 bu fl(n-I)!/*'‘ 2 a(n - 1) J xf 'J^ 


Ja 4 bu 
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FORMULAS PARA FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


63. 

J sen 2 udu = lu - Jsen 2u 4 C 


76. 

64. 

| cos 2 udu = jm 4 1 sen2u 4 C 


77. 

65. 

J tan 2 u du = tan u — u 4 C' 


78. 

66 . 

J cot 2 u du * - cot u — u 4 C 


79. 

67. 

J sen 1 u du * — J<2 4 sen 2 u) cos u 4 C 
/• 


80. 

68 . 

1 cos 1 u du = |(2 4 cos 2 Mlsenii 4 C* 



69. 

|* tan 1 udu = } tan 2 u 4 In (cos u| 4 C 


81. 

70. 

j*cot 1 udu = - j cot 2 u - In |senu| 4 C 


82. 

71. 

j sec 1 u du = \ sec u tan « 4 ) In |sec u 4 

tan u| 4 C 

83. 

72. 

j esc 1 udu = - j esc u cot u 4 J In |csc u 

- cot w| 4 C 

84. 

73. 

j sen" udu ss - sen” 1 ucosu 4 " -! 

J « w 

j sen" 2 udu 

85. 

74. 

I cos" u du = - cos" 1 usen m 4 —- - f 
J n n J 

cos" 2 udu 

86 . 

75. 

J tan "udu = ——- tan"" 1 u - J tan"' 2 

u du 



1 u du 


esc" u du - - cot U CSC* ’ 

n - 1 


f'.. l j sen (a - b)u sen (a 4 b)u 
| sen ausen bu du - — r ---:_l7 + ^ 


2 n “ 2 f 

2 u 4 - 

* - I J 


li du 


esc" 2 udu 


2ia - b) 2(a 4- 6) 

sen ( a - b)u sen (a 4 />)u 
2{a - 6) 2(o 4 6) 


+ C 


4 cos udu = cos u 4 u sen u 4 C 


»cos" u du 

sen"~ 1 U cos" * ’ u n - I 


« 4 n 

sen"* 1 u cos"' 1 u m — I 


n 4 m J 


i Ju 


sen" 2 u cos" u du 


m - I f 

- I ! 

n 4 m J 


sen" u cos"" 2 u </u 


FORMULAS PARA FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


87. J*sen 1 udu «■ usen 1 

u 4 ./l - w 2 4 C 

88 . I cos ~ 1 u du = u cos ~ 
J 1 

^ - yr^u 1 + C 

89. j* tan 1 udu = u tan" 

1 u - i In (1 4 u 2 ) 4 C 

90. J* usen" ' u du = ^ 

• 1 _, u^l - u 2 

— sen 1 u 4 -- 4 C 

4 

91. I ucos" 1 udu = —— 

- 1 Wv/l - u 2 

— cos 1 u --- 4 C 

J 4 

4 



92. f u tan 1 u du = 

1 , u 

- tan" 1 u - 4 C 

J 2 

2 

93 f u"sen''u</u = —— 

-[«"*' ten" ' u - f “■*'*1 

J 11 4 

'L J yrr^J 
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94. j u" cos 

1 u du = - 1 

» + 1| 

[* 41 cos 1 u + 

C u n + ' du 1 

|. n # - 1 

1 

95. | u" tan " 

1 u du = 

« + l| 

1 1 /" + ‘ tan ' 1 w - l 

1 TTtFJ 

. n * -1 


FORMULAS PARA FUNCIONES EXPONENCIALES V LOGARITMICAS NATURALES 


96. 

| ih'“ m du - —-(au — 1 )e uu 4- C 

100 . 

In u du = u In u — u + C 

97. 

f du = - w"*''"' — - j w" ” 1 du 

J a a J 

101 . 

f u" "* * 

u" In u du = — f(w 1) In u 

j in 4 - 1 r * 

98. 

r 

^“sen hu du = -r-r(asen bu - h cos bu) + C 

J a 1 4- b 1 

102 . 

f —^ —du = In |ln w| 4- C 

J u In u 

99. 

r e' u 

i ,au cos bu du = ; , (a cos ha + bscn bu) + C 

' a‘ + h 2 



FORMULAS PARA FUNCIONES HIPERBOLICAS 


103. 

J senh udu = cosh u + f 

108. 

J csch u du * In |tanh Jw! 4- C 

104. 

J cosh udu = senh a + C 

109. 

| sech 2 udu - tanh u 4- C 

105. 

J tanh u du = In cosh u + f 

110 . 

J csch 2 udu — — coth « 4 C 

106. 

J colh u du = In |senh u\ + C 

111 . 

| sech u tanh u du = - sech u + C 

107. 

| sech u du = tan 1 (senh i/| + C 

112 . 

j csch u coth udu = — csch u 4- C 


FORMULAS CON v2a</ - i /* 


113. (" v'2<JU - M 3 

«. I 

115. | 


u - a ; —. 4T 

du = ^ v ' 2au - u 4- ^ cos 


( u - + c 

120. | 

\ * / 



</u 


- « 2 


N v 2 ju< II 2 


4 - c 


114. J Uyflau — u 2 du = 
/* Jlau - u 


Zu 2 - au — 3a 2 


/--i u i fl — Ul 

s /2au - w 4- -- cos' I ] 4- C 


1”-1 


du = JZau — u 1 + a cos 1 1-} 4- C 

f J2au - u 2 , 2 s /2au - u 2 la - w\ 

, 16 . cos ( J 1 ( 


117 

118 


i 


du 


.la — u\ 

cos ‘ 1 1- 4- C 


y2au - u 

C u du /--j ,/n — «\ „ 

- = - J 2flU — U 2 4- a COS - + C 

J .JZau — u 2 \ a I 

C u 2 du (u 4- 3a) r- -= 3a 2 

U». -r- - - v l» U 

J /iflt t — u 2 


+ C 






















RESPUESTAS 
A LOS EJERCICIOS 
DE NUMERO IMPAR 


CAPITULO t 

EJERCICIOS 1.1, PAGINA 9 

I. (a) > (b) < (c) = (d) > (e) = (f) < 

3. (a) 3 (b) 7 (c) 7 (d) 3 (e) V - * (0-1 
(g) 0 (h) 9 (i) x - 5 (j ) b-a 

S. (a) 4 (b) 8 (c) 8 (d) 12 7 . (V. oo) 

9. [- 2 , 00 ) 11. (-oo, -3)u(2, oo) 13. (5, oo) 

15. (-$. 3] 17. [-3,1) 19. (-oo. i) 

21 . (9.7,10.3) 23. [J, 3] 25 . (-oo. A) u(i oo) 

27. (-H) 29. (-oo, -4]u[-i, oo) 

31. (-oo, -i\s)u(,\s. oo) 33 . [-j, J) 

35. S C S ¥ 37. ¥ S x S 4 39. 5 < p < *? 


EJERCICIOS 1.9, PAGINA 90 


I. (a) 5 (b) (4, -}) 3. (a) ^26 (b) (-{, -|) 

5. (a) 5 (b) (-Y, -2) 7. 35 

’• *> 11 . ,, 


’ / 


13. 


I 

l 

l 


'T 



‘1 

I 

I 

I 


15. 




21. Simetria: 

respecto al eje y 



29. 


,y 



19. 


23. 


27. 


31. 


Simetria: 
respecto al eje y 



Simetria: 

respecto al origen 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 


33. 35. 



37. (x - 3) 2 + 0- + 2) 2 - 16 39. x 2 + y 2 = 34 

41. (x + 4) 2 + (y — 2) 1 = 4 

43. (x - l) 2 + 0- - 2) 2 - 34 45. (-2, 3X 3 

47. (-3,0X 3 49.(1,-1x726/4 

EJERCICIOS 1.3, P AGIN A 98 

1. 4 3. No existe 

5. Las pendientes de los lados opuestos son 
iguales 

7. Sugerencia: Demuestre que los lados opuestos 
son paralelos y que dos lados adyacentes son 
perpendicu lares. 


39. (a) L = + 24 para t en meses; 

0.138 pie » 1.66 pulg. 

(b) W = if>t + 3; 0.095 ton/dia o 190.476 lb/dia 

EJERCICIOS 1.4, PAGINA 37 

1. 2, -8, -3,672-3 

3. (a) 3a 2 — a + 2 (b) 3a 2 + a + 2 

(c) — 3a 2 + a — 2 

(d) 3a 2 + 6a6 + 3h 2 - a - h + 2 

(e) 3a 2 + 3h 2 - a - h + A (f) 6a + 36 — I 

5. (a) a J /(l + 4a 2 ) (b) a 2 + 4 (c) I /(a 4 + 4) 

(d) I/(a 2 + 4) 2 (e) l/(a + 4) (f) l/7« 2 + 4 

1- [f. ®) 9. [ — 2,2] 

11. Todos los ntimeros reales excepto 0, 3 y -3 
13. SI 15. No 17. Si 19. No 
21. Impar 23. Par 25. Par 
27. Ninguna de las dos cosas 
29. Ninguna de las dos cosas 


9. (-12,0) II. x-2y-14-0 
13. 3x - 8y - 41 - 0 15. x - 8y - 24 = 0 

17. (a) x-10 (b) y = -6 19. 5x + 2y - 29 = 0 

21. 5x-7y+ 15 = 0 
23. m = 1, b » 2 


27. m = — j, b = 5 




31. -3 33. x/(3/2) + y/(-3) = I 

35. (a) 



(b) Aproximadamente 13 meses 


31. ( — 00 , oo ); ( — oo, oo) 



35. ( — oo, oo); ( —oo, 4] 


39. (- oo, 4) u (4, oo); 
( — ao, 0)u(0, oo) 




33. (-oo, oo); {-3} 


37. [-2, 2]; [0,2] 



41. ( — oo, 0) u (0, oo); 
{-U} 


45 . 


37. (a) R 0 es la resistencia cuando T = 0°C 
(b) T+* (c) 273 °C 
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51. Si -1 < x < 1, emonces dos puntos 
diferentes de la gr£fica tienen abscisa x. 

53. V - 4x 3 - 100x J + 600x 55. d = 2y/t 2 4- 2500 

57. (a) y - J2rh + h 1 (b) 1280.6 mi 
59. d = 790,400 + x 2 


13. 3x 2 + 1/(2* - 3); 3x 2 - 1/(2* - 3); 3x 2 /(2x - 3); 
3x 2 (2x - 3) 

15. 2x; 2/x; x 2 - (1/x 2 ); (x 2 + l)/(x 2 — 1) 

17. 2x J + x 2 + 7; 2x J - x 2 - 2x + 3; 

2x 5 + 2x 4 + 3x 3 + 4x 2 + 3x + 10; 

(2x J - x + 5)/<x 2 + x + 2) 

19. 98x 2 - 112x + 37; -I4x 2 -31 
21. (x + l) 5 ; x 1 + 1 

23. 3/(3x 2 + 2) 2 + 2; l/(27x 4 + 36x 2 + 14) 

25. Jlx 1 + 7; 2x + 4 27. 5; -5 29. l/x 4 ; 1/x 4 

31. x; x 35. A = 36xf 2 37. h - S v /t 2 + 8r 

39. d * ^90,400 + (500 + I50l) 2 


EJERCICIOS 1.5, PAGINA 47 



EJERCICIOS 1.6, PAGINA 49 

1. (-00. -ft 3. [3.495. 3.505] 5. (I,J) 

7. ( —5,!)u(J, oo) 9. (a) 12 (b) (J.}) (c) 7 

11. Simetria: con respecto al eje y 


13. Simetria: con respecto al origen 



17. 


y 


m ' 

i i 
1—1 


19. (x + 4) 2 + Cv + 3) J = 81 21. (5, -7); 9 

23. 6x —7)1 + 24 = 0 25. x = -4 

27. (-oo, 0)u(0, l)u(l, oo) 


29. El intervalo (5, 7) 


31. (a) l/y/l (b^i (c) 1 (d) irfi (e) 1/yr^c 
(0 — 1/v^m (g) \/Jx l + 1 (h) l/(x + 1) 
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37. (a) (b) (c) 



(d) (e) (0 



39. Si a * b, entonces 5 - la * 5 - lb\ es decir, 

41. x 2 + 4 + ,/lx + 5; x 2 + 4 - Jlx + 5; 

(x J + 4) v /2x + 5: (x J + 4y v /2x + 5; 2x + 9; 
Jlx 1 + 13 


CAPITULO 2 

EJERCICIOS 1.1, PAGINA 58 


(b) y = 16x *- 20 
12x — 16 

7. (a) — l/a : 


1. (a) 10a-4 
3. (a) 3a 2 (b) y 
5. (a) 3 

(b) y * 3* + 2 



(b) x + 4v - 4 = 0 



11. Sugerencia: Demuestre que la ecuacion de la 
recta tangente es y - 3* + 2. 

13. Ser en x = 3; no alcanza a ninguna 

15. (a) En cm/s: 11.8, 11.4, 11.04, 11.004 

(b) 11 cm/s (c) (— i, a>) (d) (-oc, -g) 

17. En pie/s: (a) -32 (b) -32^10 «-101 
19. En pie/s: (a) 8 (b) 10 (c) 2^29 * 10 

EJERCICIOS 1.1, PAGINA 65 

1. (a) 3 (b) 1 (c) No existe (d) 2 (e) 2 (f) 2 
3. (a) 1 (b) 1 (c) 1 (d) 3 (e) 3 (f) 3 


5. (a) 1 (b) 0 (c) No existe (d) 1 (e) 0 
(f) No existe 
7. (a) 2 (b) 2 (c) 2 


11. (a) No existe 

(b) 1 

(c) No existe 


13. (a) -1 (b) 1 (c) No existe 15. -6 

17. No existe 19. 4 21. £ 23. fj 

25. 32 27. 2x 29. 12 

31. (a) 2 G, el efecto de aceleraci6n que se 

experimenta al momento del despegue. 

(b) El limite por la izquierda de 8; el efecto 
de aceleraci6n justo antes de soltar el 
segundo impulsor; limite por la derecha 
de 1, el efecto inmediatamente despues 
de soltar el segundo impulsor. - 

(c) Limite por la izquierda de 3, el efecto de 
aceleracidn justo antes de apagar los 
motores; limite por la derecha de 0, el 
efecto inmediatamente despues de apagar 
los motores. 



9. (a) 2 (b) 2 (c) 2 



EJERCICIOS 2.3, PAGINA 72 

1. Dado cualquier e, se escoge 6 ^ e/3. 

3. Dado cualquier e, se escoge 6 ^ e/5. 

5. Dado cualquier e , se elige 6 ^ e/9. 

7,9. Dado cualquier e , sea 5 cualquier numero 
positivo. 

11. Dado cualquier e , se escoge 8 < e . 

19. Todo intervalo (3 — 6, 3 + 8) contiene 

numeros para los que el cociente es igual a 1 
y otros numeros para los que el cociente es 
igual a -1. 

21. Todo intervalo (-1 -6,-1 4-6) contiene 
numeros para los que el cociente es igual a 3 
y otros numeros para los que el cociente es 
igual a -3. 

23. \/x 2 se puede hacer tan grande como se 
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quiera escogiendo x suficientemente cercano a 

0 . 


35. /es discontinua en cualquier intervalo abierto 
que contenga al origen. 


25. l/(x 4- 5) se puede hacer tan grande como se 
quiera escogiendo x suficientemente cercano a 
-5. 

27. Hay muchos ejemplos; uno de ellos es 
f(x) = (x 2 - l)/(x - 1) para x # l y con 
/(l) = 3. 

29. Todo intervalo (a - 6, a + 6) contiene 

numeros tales que f(x) = 0 y otros numeros 
tales que /(x) = I. 

EJERCICIOS 1.4, PAGINA 81 

1. -13 3. 5^-20 S. -2 7. 0 9. 15 

11. -7 13. 15. 8 17. -23 19. 2 

21. V 23. -2 25. -4 27. 0 29. -810 

31. (a) 0 (b) No existe (c) No existe 

33. (a) 0 (b) 0 (c) 0 35. 3 37. 1 39. 4 

41. (— l' 1 ; (— 1)" 43. 0; 0 


37. No; lim,^ 3 /(x) no existe 

39. Si; todas las condiciones de (2.23) se 
satisfacen. 

41. Discontinua en 50,000 (3 + x) para x = 0, I, 

2 , ... 


(Ingrcsos) 



(Vcntas) 

< 


43. c — f/w — l 45. c = v w — 2 

49. (a) T > 0° para 0 < / < 12; T < 0° para 
12 < / < 24 

(b) T = 32.4 al mediodia y T = 29.75 a la 

1 P.M. 

51. (a) ( — x, 0) u (0, 1) u (3, oo) 

(b) El intervalo (1,3) 


•—c «-o *-o 



45. 1;0 

51. (a) 0 (b) La temperatura no puede ser 

menor que el cero absoluto. 

53. (a) No existe b) Cuando p -*/ + , la 

imagen se mueve cada vez mas a la derecha. 


EJERCICIOS 8.5, PAGINA 89 

II. -1[ 13. [|. oo) 

15. (—oo, — l)u(l, oo) 17. [x: x ^ —9} 
19. {x:x#0, x# 1} 

21. ;[-5, — 3] u [3, 4) u (4, 5] 

23. Discontinuidad evitable en x = 1 
25. No hay discontinuidades 
27. Discontinuidad infinita en x = 1 
29. I 31. c = 4 = 8 


EJERCICIOS 1.6, PAGINA 91 


1. 13 3. -4-^14 5. 5 7. V 

9. No existe 11. 3 13. —I 

17. -A 19. -1 
21. (a) 6 (b) 4 (c) No existe 
23. (a) tV (b) -1 (c) No existe 
25. (a) 1 (b) 3 (c) No existe 



23. 



15. 4o 3 


27. -6 31. R 


33. fog es continua en 0; g o f no es continua 
en 0. 


33. [ - 3, - 2) u (- 2, 2) u (2, 3] 

35. En 4. -4 37. En 0, 2 39. c = 1 /y/w 
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CAPITUIO 3 

EJERCICIOS 3.1, PAGINA 100 


1. (a) 0 (b) R (c) y = 37 
3. (a) 9 (b) R (c) y - 9* - 2 
5. (a) 8 - lOx (b) R (c)>>=-2x + 7 
7. (a) - 1/(jc - 2) 2 (b) {x: x A 2} (c) y - -x 
9. (a) 3/(2 v /3x+ 1) (b) (-|, oo) (c) 4y = 3x + 5 
II. — 7/(2 % /* 5 ) 13. 6x 2 -4 15. 2 a 

17. -12/a 3 19. — l/(a + 5 ) 2 


23. {x: x A 0) 


r 



25. {x:x#0,x A ±1} 



27. /no es derivable en ±1, ±2 


O—O I 


-6 d — —6 - 6 —— 

-2-1 I 2 * 

- I • ■ O—O 


31. Si f(x) = ax + b, entonces /'(*) = a tiene 
grado 0. Si f(x ) tiene grado 2, entonces 
/'(*) tiene grado 1. Si f(x) tiene grado 3, 
entonces f'(x) tiene grado 2 . 

EJERCICIOS 3.8, PAGINA 109 

1. 20x + 9 3. -1 + 8 s-20s 3 

5. I Ox 4 + 9x 2 - 28x 7. 18r 5 - 21r 2 + 4r 

9. 23/(3x + 2 ) 2 II. (- 27z 2 + 1 2z + 70)/(2 - 9z ) 1 

13. 9x 2 — 4x + 4 15. 2t — (2/t 3 ) 

17. 416x 3 - 195x J + 64x - 20 
19. 6» 2 /(i> 3 + I) 2 

21. -(1 + 2x + 3x 2 )/(I + x + x 2 + x 3 ) 2 

23. 72z 5 - 64z 3 - I 8 z 2 - 70 z - 7 25. -&S ' 5 

27. 10(5x — 4) 

29. (6 - 20r - 21r 2 )/[5(2 + 7t 2 ) 2 ] para i * 0 
31.2- (4/x 2 ) - (6/x 3 ) 33. (-3x + 2)/x 3 

35. (a) y - 5 (b) 5x + 2y - 10 - 0 
(c) 4x - 5y 4 13*0 
37. (a) i -2 (b) 0. 39. -j 

41. y - 9 = 2(jc - 5), el punto de tangencia es 

(l. l); 

y - 9 = 18(* - 5), el punto de tangencia es 
(9, 81) 

43. (a) 1 (b) —3 (cr-4 (d) 11 (e) -* 

45. (a) -4 (b) 1 (c) —20 (d) -* 


49. (8x - IX* 2 4 4x 4 7X3x 2 ) 4 

(8x - lX2x 4 4Xx 3 - 5) + 8(x 2 4 4x 4 7X* J - 5) 
51. (a) y = -rffix 2 4 x + 15 (b) 55.3 pie 

53- > = fata* 2 ; S(800, 80) 

55. En pie/s: (a) 4, 10, 18 (b) 6y/s * 13.4 
57. (a) El segundo corredor (b) Los corredores 
empatan (c) El primer corredor 


EJERCICIOS 3.3, PAGINA 120 

1. (a) i cm/min (b) 36* cm 3 /min (c) 12* cm 2 /min 
3. En (latidos/min)/s: (a) 7 (b) 15 (c) 23 
5. En cm 2 /s: (a) 3200* (b) 6400* (c) 9600* 

7. En / = >/ 6 ; la tasa de crecimiento es positiva 
para 0 < / < V6, y negativa para / > V 6 . 

Ejercicios 9-13: Los sfmbolos [a, b) y (a, b] y 
(a, b) denotan intervalos de tiempo. 

9. v(/) = 6 / - 12, a(t) = 6 ; a la izquierda en 
(0, 2); a la derecha en (2, 5J 

11. v(/) = 3 1 2 - 9, a(t) = 6 /; a la derecha en 
[-3, -v3); a la izquierda en (-V 3 , >/ 3 ); a la 
derecha en (^3, 3] 

13. v(/) * 8/ 3 - 12/, <?(/) = 24/ 2 - 12; a la 
izquierda en |-2, -V3/2); a la derecha en 
(-^3/2, 0 ); a la izquierda en ( 0 , v/3/2); a la 
derecha en (^ 3 / 2 , 2 ] 

15. v(/) * 144 - 32/, a(/) = -32; v(3) = 48, 

</(3) * -32; 324 pie; en / = 9 

17. -0.12 unidades/pie 

21 . -2k/d* donde k es la constante de 
proporcionalidad 

23. (a) 806 

(b) c{x) * (800/x) 4 0.04 4 0.0002x; 

C(x) - 0.04 4 0.0Q£*4 \ ; 
c(100) - 8.06; C'(100) = 0.08 
25. (a) 11,250 

(b) c(x) = (250/x) 4- 100 4 0.00lx 2 ; 

C(x) * 100 4 0.003x 2 ; 
c(100)= 112.50; C(100)* 130 
27. C'(5) = 46.00; C(6) - C(5) * 46.67 


EJERCICIOS 3.4, PAGINA 128 

1. (a) (4x - 4) Ax 4 2(Ax) 2 (b) -0.72 
3* (a) — [(2x 4 Ax) Ax]/[x 2 (x 4 Ax) 2 ] 
(b) * -0.019- 












Respuestas a los ejercicios dc /.umcro impar 


1053 


5. (a) (6x + 5) Ax + 3 (Ax) 2 (b) (6x 4- 5) dx 
(c) —3 (Ax) 2 

7. (a) -Ax/[x(x + Ax)] (b) i~dx)/x 2 
(c) — (Ax) 2 /[x 2 (x + Ax)] 

9. (a) -9 Ax (b) -9 Ax (c) 0 
11. (a) 4x 3 (Ax) + 6x 2 frAx) 2 + 4x (Ax) 3 4- (Ax) 4 
(b) 4x 3 Ax (c)-6x 2 (Ax) 2 — 4x (Ax) 3 — (Ax) 4 
13. 0.06 15. dw = (3z 2 - 6z 4- 2) dz: Aw % - 1.30 

17. ±1.92rr % ±6.03 pulg 2 ; ±0.0075; ±0.75% 

19. 30 pulg 3 ; 30.301 pulg 3 

21. 3301.661; ±11.459; ±0.00347; ±0.347% 

23. 1/(50tt) * 0.00637 25. -1 

27. 0.92; 0.92236816 

29. dA es la regidn sombreada 



h-*— 

31. 40% de aumento 


EJERCICIOS 3.6, P AGIN A 140 

1. /(*) = — jx 2 + 2 x 4- 5 , R 

fix) - >/l6 - x 2 , [-4, 4]. Hay otras respuestas. 
5. f{x) = x + y/x, [0, oo) 

7. f(x) = 1 - ijx + x, [0, 1] 9. -8x/y 

11. — (6x 2 4- 2xy)/(x 2 + 3y 2 ) 

13. (10x-y)/(x4-8y) 15 . -y*/ x 3 

17. — (2xy 3 4- 4y 4- l)/(3x 2 y 2 -f 4x - 6) 

19. (4x 2 + 3x - lK8x + 3)/[4y(y 2 - 9) 3 ] 

^ = (8x + 3)/[4y(4x 2 4- 3x - l) 1 ' 2 ] 

21. —y/2/5 23. -1 

25. 4x — y 4- 16 = 0 27. y4-3=-^(x-2) 

29. Si asi fuera, entonces [/(x)) 2 4- x 2 = -I, 
que es imposible. 

31. (a) Una infinidad 

(b) Una, fix) = 0 con dominio x =0 

(c) Ninguna 

33. 0.09 


EJERCICIOS 3.5, PAGINA 134 


1. 3(x 2 — 3x + 8) 2 (2x — 3) 3. -40(8x-7)' 6 

5. — (7x 2 + l)/(x 2 — l) 5 

7. 5(8x 3 — 2x 2 + x- 7) 4 (24x 2 - 4x 4- 1) 

9. I7,000(17i> — 5) 999 
11. — 2(4/ 5 - 3z 3 + 2/)~ 3 (20/ 4 - 9/ 2 4 - 2) 

13. 32x(6x - 7) 3 (8x 2 4 - 9) 4 - 18(8x 2 4 - 9) 2 (6x - 7) 2 
que se reduce a 

(6x - 7) 2 (8x 2 4- 9K336x 2 - 224x 4- 162) 

15. 6[z 2 — (l/z 2 )] 5 [2z 4- (2/z 3 )] 

17. — 20(u 2 + 1) 3 /(4 u - 5) 6 4- 6u(u 2 4- l) 2 /(4u - 5) 5 

que se reduce a 

(u 2 4 - l) 2 (4u 2 - 30u - 20)/(4w - 5) 6 
19. 124x(3x 2 - 5)/(2x 2 4- 7) 3 
21. —6(s -4 4- 3s“ 2 4- 2) _7 (—4s~ s — 6s -3 ) 

23. 200(2x + l) 9 [dx + l) 10 4- l] 9 
25. 2(2/ 4 - 1X2/ 4- 3) 2 (24z 2 4- 26/ 4- 3) 

27. (a) y — 81 =*= 864<x - 2); y - 81 = -g^(x - 2) 
(b) (1, 1), (i, 0), (J, 0) 

29. (a) y — 1 = 20(x — 1); y — 1 = — jfo(x — 1) 

(b) ii 0) 


31. 


33. 


dy = 10(x 4 - 3x 2 4 - l) 9 (4x 3 - 6x) dx. Ay 
dw dw dz 
(8)7 = 77 
^ ds dz ds 


0.2 


(b) dw/ds = [3z 2 4 - (2/z 2 )]5(s 2 4 - 1 ) 4 2s 
, 35. dK/dt = mvidvjdi) 37. dW/dt * -0.1819 Ib/s 
39. -4; 15 41. -§ 


EJERCICIOS 3.7, REGINA 145 

I. (x" 1 ' 3 + 6x‘' 2 3. 8r 2 (8r 3 + 27)" 2,1 

5. — Sw*(» s — 32) ‘' 5 7. i/y/lx 

9. 15^/z -I /(zifz) 11. (w 2 + 4>v - 9)/(2h’ 5,j ) 

13. (8* - 7)/(2 v 4x 2 - 7x + 4) 

IS. -48l/(9l 2 + I6) 3 ' 3 

17. - 1/[V(3* + 8X2» + 5) 3 ] 

19. I6(x 2 + 9) 1,4 (4s + 5) 3 + is(4s + 5) 4 (s 2 + 9) 34 
21. ?x 2 (x 2 + 4) 5 ' 3 (x 3 +I)’ 2 ' 5 

+ ¥x(x 2 + 4) 2,3 (x 3 + I) 3 ' 5 
23. 6<7x + ,/x 2 + 3) 5 [7 + (x/Jx 1 + 3)] 

25. 2x + - 1 =0 27. (4. 2) 29. ~^fx 

31. (\lJ7y + y)K6^/xy - x) 

33. dW/di = (1.644 x 10 *)L‘ 74 (dL/diy, 


7.876 cm/mes 

35. 60tt cm 2 ; ±1.508; ±0.8% 



41. 3/(2732+ 1); -9/[47(3r + l) 3 ] 
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43. 20(4r + 7) 4 ; 320<4r + 7) 3 

45. 12x 3 — 8x + 1; 36x 2 — 8 

47. 120x 2 +18 49. 594/(3x + l) 4 

51. (2xy 3 - 2x 4 )/y 3 = -2x/y 5 

53. 10 (y 2 - 3xy + x 2 )/(2.v - 3x) 3 = 40/(2y - 3x) 3 

55. /*■>(*) = ( — iy*«!/x" +1 ; /<->< 1) = (— 1 ! 

57. El grado de /' es n - 1, el de/" es n - 2, 
.... el de / (,l> es 0. Como / (,,) es una funcidn 
constante, todas las derivadas de orden mayor 
son cero. 

59. D\y • /"( 0 <x)X 0 '(x» 2 + /'(0(*))tf"(x) 

EJERCICIOS 3.8, PAGINA 150 

1. -3^336/8 «-6.9 pie/s 
3. 20/9 n % 0.71 pie/min 
5. ff pie/s; f? pie/s 

7. -7442* % -23,368 pulgVh 9. ^ pie/s 
11. Aumenta a razon de 5 pulgVmin 
13. 15^/3/32 % 0.8 pie/min 
15. 5/(8*) * 0.1989 pulg/afto 
17. —4 J v /3/600 ft -0.215 cm/min 19. * m/s 
21. 0/s 23. 13.37/112* *0.38 pie/min 


19. 

21 . 

23. 


25. 


27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

41. 

43. 

45. 

47. 

51. 

53. 

55. 

57. 


59. 


J(7y-2) 2 (2y + l)"*' 3 - I4(7y - 2)~ 3 (2y + l) 2 ' 3 
2jc[(x 2 4 2)<x 2 + 3) + {x 1 4 IXX 2 4 3) 4 (x 1 + l)(x 2 4 2)] 



[t 4- (2 n /x + 1 )/(4 v /x v /x + v'xj] 

[|(3x + 2) l2 (2x + 3)” 2/3 \ 

- i(2x + 3) w3 (3x + 2) - 1/2 ]/(3x + 2) 

3(9z 5 3 - 5z 3 ' 5 ) 2 (15z 2/3 - 3z 2/5 ) 

(9s - l) 3 (108.s 2 - 139s + 39) 

(4xy 2 - 15x 2 )/(12y 2 — 4x 2 y) 

l/[ v / x(3 Jy + 2)] 

9x — 4v — 12 ** 0; 4x + 9y = 70 
x — y + 4 = 0; x + y + 2 = 0 39. (4 ± ,/i#y6 

I5x j + (Vjx)\ 30x - (I/V?): 30 + 3/(2 j?) 
5(y' - 4xy - x 1 )/(y - 2x) J - -40/(>> - 2x) J 
/'"'(x) »n!/( 1 - x)" + ‘ 

±0.06; ±15% 49. -0.57 

(a) 2 (b) -7 (c) -14 (d) 21 
(e) -V (0 -« 

C(100) = 116; <7(101) - C(I00)= 116.11 
2% 

HD = 3(1-J*)/(f 2 + 1) J ; <Ki) = 6f(f 1 -3)/(t J +l) J ; 

a la izquierda en [—2, -I); a la derecha en 
(-1, 1); a la izquierda en (1, 2]. 

| pieVmin 61. dp/dv=-p/v 63. -0.7560 


25. 64 pie/s 

27. (6 + v /2)180/ > /l0 4- 3^2 * 353.6 mi/h 
29. -27/(25*) * 0.344 pulg/h 
31. 70.63 mi/h 


EJERCICIOS 3.9, PAGINA 156 

1. 1.2599 3. 0.5641 5. 1.3315 7. -1.7321 

9. 4.64575 11. ±3.34 13. -1,1.35 

15. - 1.88,0.35,1.53 17. -2.62,-0.38.0.27,3.73 

19. (a) 3, 3.1425465, 3 1415926. 3.1415926, 3.1415926 
(b) Tienden a 2*. 


EJERCICIOS 3.10, PAGINA 157 


1. — 24x/(3x 2 + 2) 2 3. 6x 2 — 7 5. 3/^6* + 5 

7. J(7z 2 — 4z + 3) _2/3 (14z — 4) 

9. — 144v/(3x 2 — l) 5 

11. — 2(y 2 — y _2 ) _3 (2y + 2y ~ 3 ) 13. ^<3x + 2)" l/S 

15. 4(8s 2 - 4) 3 (72s 4 - 108s 2 + 16s)/(l - 9s 3 ) 5 
17. (x 6 + 1 ) 4 (3x + 2) 2 (99x h + 60x 5 + 9) 


CAPITULO 4 

EJERCICIOS 4.1, PAGINA 169 

1. 5; -3 3. 1; -3 

5. (a) Como /'(*) = l/(3jr 2/3 ), /'(0) no existe. 
Si a # 0, entonces f \a) * 0. Por lo tanto, 0 
es el tinico numero critico de /. El numero 
/(0) = 0 no es un valor extremo local, 
porque f(x) < 0 si x < 0 y f(x) > 0 si 
x > 0 . 

(b) El hecho de que 0 es el unico numero 
critico y de que hay una recta tangente 
vertical en (0, 0) se deduce como en la parte. 
(a). El numero /(0) = 0 es un minimo local 
porque f(x) > 0 si x ± 0. 

7. Hay un numero critico 0 pero /(0) no es un 
valor extremo local, porque f(x) < /(0) si 
x < 0 y f(x) > /( 0) si x > 0. La funcidn es 
continua en cualquier numero a, porque 
l ,m v-fl/(*) = /(*). Si 0 < x, < x 2 < 1. 
entonces /(*,) < f(x 2 ) y por lo tamo, no 
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hay un maximo ni un minimo en (0, 1). Esto 
no contradice (4.3) porque el intervalo (0, 1) 
es abierto. 

9. I It. | y -2 13. 2 15. 4 y -4 (no 0) 

17. 0, V y f 19. Ninguno 

21. 0: ±v^; ±3 23. 0;±| 25. -5;-?; § 

27. Si f(x) = cx + d y c # 0, entonces /'( x) - 
c * 0. Por lo tan to, no hay numeros criticos. 
En [a, la funcion toma valores extremos 
en a y b. 

29. Si x = n es un entero, entonces f\n) no 
existe. Si existiera, f\x) - 0 para todo 
x # n. 

31. Si f(x) = ax 2 + bx + c en a * 0, entonces 
f \x) = lax + b. Por lo tanto, -b/(2a) es el 
unico numero critico de /. 

33. Como f '(x) - nx n ~\ el unico numero critico 
posible es x - 0 y /(0) = 0. Si n es par, 
entonces f{x) > 0 si x # 0 y por lo tanto, 0 
es un minimo local. Si n es impar, entonces 0 
no es un valor extremo porque /(*) < 0 si 
x < 0 y /(*) > 0 si x > 0. 


EJERCICIOS 4.2, PAGINA 174 

1. / no es derivable en el numero 0 del intervalo 

(-1, D- x 

3. / no es continua en el intervalo [-1, 4]. 

5. c = 2 7. c = 0 9. c = 2 11. c = 2 

13. No se satisfacen las hipdtesis. 

15. c = 2 

17. c = (2- v /7)/3 

19. Si f(x) ~ cx + d> entonces f\x) = c para 
todo x. Ademds, 

f(b) - f(a) = (cb + d)~ (ca + d ) 

= c(b - a) = f \xXb - a). 

21. Si / es de grado 3, entonces /'(*) es un 
polinomio de grado 2. Por consiguiente, la 
ecuacidn f{b) - /(a) = f\x){b - a) tiene a 
lo mas dos soluciones x { y x 2 . Si / tiene 
grado 4, entonces a lo/mas hay tres 
soluciones. Si / tiene grado n , entonces a lo 
m£s hay n - 1 soluciones. 


EJERCICIOS 4.3, PAGINA 182 


1. max : f(~l) = creciente en (-<», — JJ; 
decreciente en [-J, °°) ( vease la grafica). 

3. max : /(-2) = 29; MtN : /( ! ) = - W; 

creciente en (-«, -2] y (j, °°); decreciente 
en [—2, }] 

5. max: /(0) = I; m!n: /(-2) = -15 y 
/(2) = -15; creciente en [-2, 0] y [2, °°); 
decreciente en (-«>, -2] y [0, 2] 



7. min: /(-l) = -3; creciente en [-1, «>); 
decreciente en (-<», -1) 

9. max: /(0) = 0; min: /(->/3) = /(V3) = -3; 
creciente en [-V3, 0) y [V3, «>); decreciente 
en (-°°, -v^l y (0, v^3] 


11. max: /(l ) * 42; min : /(0) = 2 y 
/(7) = 2; creciente en (0, J) y [7, <»); 
decreciente en (-<», 0] y [^, 7) 



13. max: /(-1) = -4; mIn: /(1) = 4; creciente en 
(_oo f -i] y [i f oo); decreciente en [-1,0) y 
( 0 , 1 ] 

15. mAx: /(? ) * 0.346; min: /(l) = 0; creciente 
en (-», |J y [1, °o) ; decreciente en [jj, 1] 

13. 15. 



17. max: /(— V 3) = (6>/3) ,/3 ; min: 
/(>/3) = -(6V3) l/3 
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19. max: /(-l) = 0; mIn: /( } ) = -9*12V7 7 
21. No hay 

23. (a) max: /(-{)=* W: m1n:/(1)«-6 

(b) max: mIn: /(-4)= -31 

(c) max: /(0) = 5; mIn: /(5) = -130 


25. (a) max: /(-l) = 20; mIn: /(1) = -16 

(b) max: /(—2) = 29; mIn: /(-4) = -31 

(c) max: /(5) = 176; mIn: f(\) = -iff 



aflos 



(“°°» -V?) y (>/|, »); cAb en (-^f, Vf); las 
abscisas de los pi son ±yf\. 


7. max: /( 0) = 1; mIn: /(-l) = /(l) = 0; cxr 
en (-*>, -l/\^3) y (1/V3, «»); CAb en 
(-1/V5, 1/V3); las abscisas de los pi son 
±1/V3. 



9. No hay mAximos ni mmimos locales; cAr en 
(-», 0); CAb en (0, «>); pi (0, -1). 

11. No hay mAximos ni minimos; CAr en 

(-«>, -3) y (3, »); CAb en (-3, 0) y (0. 3); 
las abscisas de los pi son ±3. 



EJERCICIOS 4.4, PAGINA 199 

Ejercicios 1-17: Las notaciones CAr y CAb 
significan que la grafica tiene concavidad hacia 
arriba o hacia abajo, respectivamente, en el 
intervalo indicado. pi denota punto(s) de inflexion. 


13. m<n: /(-1) = -i; max: /(1) = J; CAr en 
(-V3, 0) y (V3, °°); CAb en (-«o t -V5) y 
(0, ^3); las abscisas de los pi son 0, ±V3. 



1. mAx: /(I) = f}; mIn: /(1) = 1; CAb en 
( _0 °. 3 ); CAr en (}, 00 ); i a abscisa del pi es 

3. mIn: /(l) = 5; CAr en (-00, 0) y (5, 00); C Ab 
en (0, |); las abscisas de los pi son 0 y j. 

1. 3. 



5. mAx: /(0) = 0 (por el Criterio de la Primera 
Derivada); mIn: /(->/2) = /(V2) = -8; CAr en 


15. max: /(-$) * 7.27; m!n: /(0) = 0; CAb en 
(-oo, 0) y (0, |); CAr en (§, °°); el pi es 
($, S° J VT 2 ) (vtase la grafica) 

17. mIn: /(-2) * -7.55; CAr en (-«\ 0) y (4, 00 ); 
CAb en (0,4); las abscisas de los pi son 0 y 4. 
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l9 * 21 . 



23. 25. 



27. Si f{x) = ax 2 + bx + c, entonces 
/”(*) = 2a. 

(a) cat si a > 0 (b) cAb si a < 0 

29. Si / tiene grado n, entonces /" tiene grado 
n — 2. 

31. (a) -A (b) 50x - tqx 2 (c) 48x - &x 2 - 10 
(d) 48 - Jx (e) 5750 (f) 2 

33. (a) 1800x - 2x 2 

(b) 1799x - 2.0lx 2 - 1000 

(c) 100 

(d) $158,800 

35. 3990 unidades; $15,420.10 

/ S: 

EJERCICIOS 4.5, P AGIN A 201 

1. Lado de la base = 2 pie; altura = 1 pie 

3. Radio de la base = altura = l/f/n 

5. 25 pie por ^ pie 7. 2:23:05 p.m. 

9. 5 V5 * 11.2 pie 

II. Longitud = 2^/300 » 13.38 pie; 

^ Anchura = 1^300 * 10.04 pie; 

Altura = ^/300 * 6.69 pie 

15. 55 

17. Radio = */l5/2; longitud del cilindro = 2^/l5 
19. \Longitud de la base = V2 a\ altura = fl/V2 
21. ft™ 3 23. (1,2) 

25. Anchura = 2tf/V3; profundidad = 2V2a/V3 
27. 500 

29. (a) Se usa 36 V3/(2 + V3) * 16.71 cm para 
el rectangulo 


(b) Se usa todo el alambre para el 
rectdngulo 

31. Anchura = 12/(6 - V3) * 2.81 pie; 

Altura = (18 - 6V3)/(6 - V3) * 1.78 pie 

35. 37 37. 18 pulg, 18 pulg, 36 pulg 

39. 4/(1 * 2.17 mi desde A 

43. (c) 21.9 mi/h 

EJERCICIOS 4.6, PAGINA 216 

1. \ 3. -i 5. 1 7. 0 

9. oo; -oo; x = 4; y - 0; 

no hay mAximos ni minimos 



11. oo; -oo; x - -1; y * 0 

no hay miximos ni minimos 



13. -oo - oo; x - -8; y = 0; mAx: /(8) = A 



15. -oo, oo para a - -1; °o, -°° para a - 2; 
x = —1, x = 2, y - 2; max: 

/(0) = 0; min: /(- 4) = V 






















1058 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 


17. oo t -oo para g = 0; °° para a = 3; x - 0, 

x = 3, y = 0; mIn: /(I) = £ 

19. x = 2,x = -2,>> = 0 




25. x — — 3, x = 1 , y = 1 27. * = 4, >' = 0 



33. x = 1; y = x 



35. (-2,0) 37. (J,3),(-t3) 

39. (a) V(t) - 50 -f 5/; 0(0 = 0.5/ 

(cT Cuando / c(t) — 0.1 lb de sal por 
galon. 



EJERCICIOS 4.7, PAGINA 224 

1. 3x 3 — 2x 2 + 3x + C 
3. Jx 4 - i* 3 + $x 2 - 7x + C 
5. -ix‘ 2 + 3x~ 1 + C 7. 2x 3 ' 2 + 2x l;2 + C 
9. 9x 3 ' 3 - ix 4 ' 3 + 7x + C 
11. $x»' 4 + ¥x s ' 4 -x- J + C 
13. — (27x 3 + 36x + !6)/(3x 3 ) + C 
15. 3x 3 - 3x 3 + x + C 17. *fx >13 - V* J ' 3 + C 
19. W’ + C 21. Jx 3 + Jx 2 + x + C(x* 1) 

23. /(x) = 4x 3 — 3x 3 + x + 3 
25. /(x) = jx 3 - *x 2 - 8x + % 

27. f(t) = ft 5 ' 2 + t 1 - 4t + ¥ 

29. -r 3 + f 2 - 5r + 4 

31. s(i) = - 16i 2 + 80t + 240 
33. s(t) = - I6/ 2 + I600l; s(50) = 40,000 
35. (a) s(t) = — I6r 2 — I6i + 96 
(b) 1 = 2 (c) 80 pie/s 
39. a(t)= 10 pie/s 2 41. F = fC + 32 
43. V = 2t 312 + |i J + 2 
45. Despues de 19.6 afios 
47. C(x) = 20x - (0.015/2)x 2 + 5.0075; $986.26 
49. R(x) = Jx 3 - 3x 2 + 15x;p'(x) = §x —3 

EJERCICIOS 4.8, PAGINA 226 

i. (yei-D/s 

3. max: /(2) = 28; mIn:/(-$)= ~V; 

decreciente en (~°°, - j ] y (2, 00 ); creciente en 
[ _ i. 2] (vease la grafica) 

5. max: /(1) = 3; creciente en (-<», 1]; 
decreciente en (1, °°) 
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3. 



7. max: /(0) = 1; CAr en (-<*>, — 1/V3) y 

(l/v'3, oo); cAb en (-I/V3, l/v'3); las abscisas 
de los pi son ±1/V3 


9. max: /(- 1) = 13; m(n: /(-3) = -3; las 
abscisas de los pi son a = (—3 - 2\/3)/3 y 
b = (-3 + 2V3)/3; CAr en (-«>, a) y (b, «>); 
CAb en (a, b ) 

7. <> 9 ‘ 



17. 28 19. 4 s 21. 78 23. 18 25. ¥ 

EJERCICIOS 5.9, PAGINA 944 

1. 1.1, 1.5, 1.1. 0.4,0.9; m = 1.5 
3. 0.3. 1.7, 1.4, 0.5.0.1: ||P|I = 1.7 
5. (a) 40 (b) 32 (c) 36 7. ¥ 9. 79 

II. fi, (3x 2 - 2x + 5) dx 13. JJ 2nx(l + x 3 ) dx 

15. -¥ 17. 30 19. 25 21. 9n/4 23. 1b 4 

25. Cualquier funcidn no acotada. Por ejemplo, 
f(x) = l/x o bien f(x) = l/^/nTx. No hay 
contradiccidn porque el intervalo en (5.12) es 
cerrado. 

EJERCICIOS 5.3, PAGINA 951 

1. 30 3. -12 5. 2 7. 78 9. -*f' 

13. jLj f(x)dx 15. /(x) dx 

17. (a) v/3 (b) 9 

19. (a) 3 (b) 6 21. (a) ^15/4 (b) 14 

25. Sugerencia: - |/(x)| ^ f(x) ^ |/(x)| 


11. 125 ya^das por 250 yardas 

15. El radio de la semicircunferencia es l/(8ir)mi, 
la longitud del rectangulo es J mi 

17. (a) Se usa todo el alambre para la 
circunferencia 

(b) Se usa una longitud de 5ir/(4 + t) = 

2.2 pie para la circunferencia y el resto 
para el cuadrado. 


19. | 21. 0 23.-00 25. -oo 

27. y-l 29. X - -3, y = x - 1 



33. — Sx~ 1 + 2x ~ 2 — §x ' 3 
37. |(2x + 1 ) 4 + C 



39. /(x) = jix 7,3 jx 2 + ¥x - W 


EJERCICIOS 5.4, P AGIN A 958 


1. 

-18 3. 4- 5 5. 5 7. ft 9. 

v° 

11. 

4 1 13. -¥ 15. ¥ 17. -i 

19. 

21. 

¥ 23. ¥ 25. 8^/3 + 16 


29. 

t/(x + 1) 31. 6 37. (f 


39. 

*/! 41. j 51. 4x 7 / v /x l! + 2 


53. 

3x 2 (x 9 + l) 10 — 3(27x 3 + I) 10 


EJERCICIOS 5.5, PAGINA 966 


1. 

!*j(3x + 1)’ + C 3. i(t 3 - l) 312 + C 

2s 2 ) 21 * 

5. 

—i(x 2 -4x + 3)- J + C 7. -J(l- 

9. 

|(v 4 + 3) s +C 11. ¥ 13. 0 

15. j 

17. 

(x 1 + $x 5 + x 3 + X + C 


19. 

&8x + 5) 2 ' 2 + C 21. A 


23. 

(a) i(x + 4) 3 + C, 



(b) Jx 3 + 4x 2 + 16x + C 2 ; C 2 = C, + 

¥ 

25. 

(a) + 3) 3 + C, 



(b) fx 3 ' 2 + 6x + 18X 1 ' 2 + C 2 ; 18 + C, 

= c 2 

29. 

l/^P+x + S 31. 1 33. »/ 


35. 

(a) Ji (b) i 37. (a) ff$ (b) ff 


39. 

bT 

rz , 

II 

* 

* 



CAPITUL0 5 

EJERCICIOS 5.1, PAGINA 937 EJERCICIOS 5.6, PAGINA 974 


I. -5 3. 34 5. 40 7. 510 9. 500 I. (a) 1.41 (b) 1.39 3. (a) 0.88 (b) 0.88 

13. i(n 3 + 6n 2 + 20n) 15. i<4n 3 - I2n 2 + I In) 5. (a) 0.39 (b) 0.39 7. (a) 3.35 (b) 3.35 
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9. 1.38 II. 0.88 IS. (a) 8.65 (b) 8.59 
17. (a) 128 (b) 132 (c) 128 19. * 0.174 m/s 

21. (a) 41 (b) 8 

EJERCICIOS 5.7, P AGIN A 876 

1. 70 3. V 5.-10 7. | 9. J 

'!• -i^O -2x 2 ) 4 + C 13. y/t — y/i k 1.10 
15. -2/(1 + yfx) + C 17. 3x-x J -Jx« + C 
19. V 21- &4f l + 2l — 7) J + C 

23. — x~* + 3x~‘ + C 25. ^3/2 
27. 7/ + 2p + 1 + C 29. 0 
31. (a) 341.36 (b) 334.42 33. ^ 

35. 81.625 °F 


17. 8 19. 16 



21 . 


Si g(y) = (2y + 4) - 2y = 4 en [0. 3J, 


entonces A = lim 


Ill'll-o 


I* 4Ay*. 


(a) A = ft 4 dy = 12 

(b) A = (3X4) = 12 



CAPfTULO 6 

EJERCICIOS 6.1, PAGINA 867 



3. V 




11. 8^3 



+ Jf\ 

9 

/ . 



23. Sea f(x) = v 9 — (x — 4) 2 en [I, 7J. Entonces 
■4 = lim||,n —o 2f(w k ) Ax*. Como la 

regi6n esti acotada por una circunferencia de 
radio 3, A = 9x. ^ 

25. El h'mite es el £rea de (a region bajo la 
grdfica de y = 4x + 1 entre 0 y 1. A =3. 

27. El limite es el irea de la regidn a la izquierda 
de la gnifica de x = 4 - .y 2 y a la derecha del 
eje y entre y = 0yy=\.A = i±. 

29. El 4rea A de 

{(x. y): 2 £ x < 5. 0 <; y <. x(x 2 + 1)“ 2 }, a = ^ 

31. El irea x4 de 

{(X. y): I S )’ S 4,0 S x S (5 + Vy)/y/y}, A - 13 

33. 9 35. 12 37. (a) 4.25 (b) 4.50 

39. (a) Cambia la altura entre I = 10 y t = 15 

(b) 32.05 cm 1 


EJERCICIOS 6.8, PAGINA 896 


1. 2ir/3 



»y 

\ 

V, 








3. 27t 
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9. 64 v /2*/3 11. 72*/S 



13. 576«/7 15. 264*/5 

17. (a) 512*/15 (b) 832n/l5 (c) 128 ji/3 



(b) V = * f. 2 [(8 - Ax) 2 - (8 - x 3 ) 2 ] dx + 

"JS [(8-x 3 ) 2 -(8-4x) 2 ]dx 

21. (a) (vease la grafica ) 

(b) V « n f J [(>' -l) 2 - (2 - 0 - >') 2 ] dy 
23. (a) (vease la grafica) 

(b) V = 

* f‘-, [(5 + y/\ - y 2 ) 2 -(5 - v/T- y 2 ) 2 ] dy 
= 20 * f_, v'l - y 2 dy 




29. El Hmite es el volumen del sdlido que se 
obtiene al girar la regidn entre y - x 2 y 
y - x 3 , 0 s^ 1, alrededor del eje *. K = 
2 t/35. 

31. 63ti/2*99 

EJERCICIOS 6.3, PAGINA 300 

1. 128jt/5 3. 24ti/5 



5. 1357t/2 7. 512 ti/5 



II. 64tt/3 13. (a) 16tc (b) 64 tt/3 

15. (a) 51271/15 (b) 832 tt/15 (c) 128ti/3 
17. V = 2nl° s (S-y)(iy-y'»)dy + 

2ji JS (8 - yXy ,,s - iy)dy 
19. V = 2* (2 — xXx — x 2 ) dx 

21. V-An JL, (5 - x) v /l - x 2 dx 23. I' = J*r 2 /i 
25. ^ = 3 nh(r 2 + rR + K ) 

27. El Hmite es el volumen del sdlido que se 
obtiene al girar la regidn entre y = x y 
y = x 2 , 0 < x ^ 1, alrededor del eje y. V = 
ti/6. 

29. 767t % 239 


EJERCICIOS 6.4, PAGINA 303 

I. 16a 3 /3 3. 5. 2a 2 h/3 7. 128*/I5 

9. 2o J /3 11. na 2 b/2 13. 4 15. *<j 3 /24 

EJERCICIOS 6.S, PAGINA 311 

•• (4 + if) 3 ' 2 - (1 + tf) 3 ' 2 a 7.29 
3. Mio 3 ' 2 - (13 3 ' 2 /8)] a 7.63 7. H 9. Hi 

• i- s = Ji v / V- 2 'y J + 9 y 4 4y 13. 6 

15. s(x) = (x 2 ' 3 + $) 3 ' 2 ‘- (I + f) 3 ' 2 ; 

As = riCW.l) 2 ' 3 + 4) 3 ' 2 - 13 3 ' 2 ] a 0.1196; 
ds = 713/30 a 0.1202 

17. ds = ^17(0.1) a 0.412; d(A, B ) = 70.1781 a 0.422 
19. 1.44 21. 8.61 23. f*(2 3 ' 2 - I) a 15.3 

25. 16,911*/1024 a 51.9 
27. (*/27X8 • 37 3 ' 2 - 13 3 ' 2 ) a 204 29. 10* 


EJERCICIOS 6.6, PAGINA 318 

1. (a) lbf • pulg (b) V Ibf ‘ pulg 3. F 2 = 3 F, 
5. 2250 lbf • pie 7. 44,660 J 
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9. (a) 8l(62.5)ir/2 = 7952 lbf • pie 
(b) (I89)(62.5)*72 * 18,555 lbf • pie 

II. 500 lbf • pie 

13. (a) 3c/10 erg (b) 9c/40 erg (c es una 
constante) 

IS. 276 lbf • pie 

17. 575(} — l/^/40) * 12.55 lbf • pulg 
19. W = ffm,m 2 A/[4000(4000 + 6)] 

21. 36.85 lbf • pie 


EJERCICIOS 6.9, PAGINA 340 

1. 11 (Regia del Trapecio) 

3. (a) 150 din • cm (b) 150 din • cm 

S' (27 — 5 v / 5)/3 ft 5.27 gal 7. 1.56 L/min 
9. 1.45 coulomb 

11. (a) 9[(60l) ,, ' a — I] ft 632 min 

(b) 2-9[(30l) 2,J - I] ft 790 min 

13. En minutos: (a) 18.16 (b) 66.22 

(c) 115.24 (d) 197.12 


EJERaaOS 6.7, PAGINA 323 

1. (a) 31.25 lbf (b) 93.75 lbf 
3. (a) 62.5/V3 lbf (b) 62.5VI/24 lbf 
5. 320 lbf 7. 303,356.25 lbf 

9. (592)(62.5)/3 lbf * 12,333.3 lbf 
11. lbf 13. 4500 lbf 
15. (a) 1516 lbf (b) 1614.6 lbf 


EJERCICIOS 6.8, PAGINA 332 


1. M, = —27; M r = 

3 - (!,?) 



—46; x m — 

5. (0,f) 



7. (f.I) 




13. x = y = 4a/(3it) 


15. x = 0, y = -20o/[3(8 + x)|. La figura se 
coloca verticalmente con el origen en el 
centro de la circunferencia. 


EJERCICIOS 6.10, PAGINA 342 



11. (a) 11 52 jt/ 5 (b) 54* (c) 1728n/5 

13. (37 J,J — l0 a,2 )/27 ft 7.16 

15. 432(62.5)11 ft 84,823 lbf • pie 17. 6,000 lbf 

19. (A. -A) 



i * 


21. 515ir/64 ft 25.3 

23. 900 pic (Regia del Trapecio) 25. x/5 

27. Hay dos posibilidades: al sdlido se puede 
obtener girando la region bajo la grifica de 
y = x- entre jt = 0 y x = I alrededor del eje 
x t o girardo la region bajo la gr£fica de 
v = jx 3 entre x = 0 y x = 1 alrededor de! 
"je y. 
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CAPITULO 7 

EJERCICIOS 7.1, PAGINA 349 

1,3 Hay que demostrar que f(g(x)) 
3. 


■ <*/(*))• 



5. /-'<x) = (x4- 3)/4 
7. /-‘(x) = (l - 5x)/(2x), x > 0 
9. f-‘(x) = s /9^~x, x< 9 
11. f-'(x)= Z/(x + 2)/S 
13. /-'(x) = (x J + 5)/3, xiO 
15. / ■(x) = (x-8) J 
17. /-'(x) = x 
19. (a) / -1 (x) = (x — b)/a 
(b) No (no es uno a uno) 

21. Si g y /i son apibas funciones inversas de/, 
entonces /(g(x)) = x = /(/i(x)) para todo 
x. Como / es uno a uno, esto implica que 
g(x) = /i(x) para todo x, es decir, g - h. 


23. 




EJERCICIOS 7.2, PAGINA 357 

1. 9/(9x + 4) 3. -15/(2 -3x) 

5 . — 3x 2 /(7 - 2x 3 ) 7. ( 6 x - 2)/(3x 2 - 2x + 1) 

9. ( 8 x + 7)/[3(4x 2 4- 7x)] 11. 1 + In x 


13. 

If, 

14 1 ) 15. 


M 

^, v /|n x) 

17. 

20 

+ !_ 19. 

5x — 

7 2x 4- 3 


2 x 

1 

21. 


. 23 T/xr“ 


x 2 + 1 


18 

9x - 4 


25. [x/(x 2 4- 1)] In (x 2 4- 1) • 

27. x/[(x 2 4- l) N /ln(x 2 + 1)3 

(2X 2 l)i v 1 " In y 

x(3.v+ 1) * x 2 — xy In x 

33. l/(x 4- y — I) 35. y = 8x- 15 
37. (1. 1), (2, 4 + 4ln2)%<2, 6.8) 


39. (10, 5 In 10-5)% (10. 6.51) 

41. v(t) = 2 1- [4/(r - 1)]; a(f) - 2 + [4/(f 4- l) 2 ]; 
a la izquierda en [0, 1); a la derecha en (1, 4]. 

43. ±0.73 aftos 

45. (a) ^(0) = 0; *"(0) = bc/(m x + m 2 ) 

(b) s'(m 2 /b) = c In [m,/(m, 4- m 2 )]; 
s'lib) = fec/mj 

47. 1, $, ^j, ^ la pendiente tiende a 0; la 
pendiente tiende a infinito 

49. Las graficas coinciden si x >. 0; sin embargo, 
la grafica de y - In (x 2 ) contiene puntos con 
abscisa negativa. 

51. (-lr^Oi-DIx " 

EJERCICIOS 7.3, PAGINA 34* 

1. — 5e Sx 3. 6xe 3 * 2 5. e u /J\ + e 

7. e'/* T1 f(2y/x + 1) 9. ( —2x 2 4- 2x)e 

e x (x 2 4- 1) - 2xr* _ e*(x - l) 2 

U * (x 2 4- l) 2 ° blCn (x 2 + l) 2 

13. 12(e 4 *-5)V x 15. (—e l/x /x 2 ) — e~ x 

(e* 4- e'*) 1 -^-«-*)* .. 4 

17. -ri- o bien —- zttj 

(e* + e- x ) 2 (e* + e ‘) 2 


- 2x 


19. <r 2 *[(I/x) - 2 In x] 21. 

_ n ~ ^ 


23. 


e x e* 
e* 4- 1 ” **-1 

3x 2 - ye xjr 


(e 2x 4- e 2x ) > / In (e 2x -I- e 2x ) 


25. 


xe xy 4- 6y 


27. " 29 • y = (e 4- 3)x - e - 1 

3y 2 4- xe* 

31. (b) xlnx < 1 si x = 1/e, xlnx > 1 si 
x = e y xlnx es creciente en [1/e, ej; 1.76 

33. min: /(-1) = -e' 1 ; decreciente en (-«*, -1]; 
creciente en [-1, °°); cAr en (-2, °°); CAb en 
(-oo > -2); pt en (-2, -2e 2 ). 



35. No hay maximos ni minimos locales; 

decreciente en (-°°, °°); CAr en (-», °°); no 
hay pi. 
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37. mIn: /(1/e) = -1/e; decreciente en (0, 1/e]; 
creciente en (1/e, »); cAr en (0, <»); n o hay pi. 



41. (a) (In a - In b)f(a - b) (b) lim,^ C(f) = 0 

43. (a) 75.8 cm; 15.98 cm/aflo (b) 3 meses 
(/ = i); 6 aftos 

45. (a) f(n/a) (b) En * = 2/a 



51. mAx: 1/(<t v /2>t); creciente en (-<», n\; 

decreciente en [ji, oo) ; CAr en (-<», M - , a ) y 
(M °°); CAb en ( n - <7, ft a )- P | en 

(fi ± <r, c) donde c = e -,/2 /(<r v / 2n); 

\im x ^ n f(x) = 0; f(x) * 0 



EJERCICIOS 7.4, PAGINA 373 

1. i In (x 2 + 1) + C 3. —i In |7 - 5x| + C 

5. i In |x 2 — 4x + 9| 4- C 7. J In |x 3 4- 1| 4 - C 

9. i (In 9 - In 3), o bien In ^3 

11. 4 (In 6 - In 5), o bien 4 In f 

13. Jx 2 + J e 5x + C 15. i (In x) 2 4 - C 

17. -i(e‘ ,2 -e- 4 ) 19.2 e^* + C 

21. e* + 2x-e* + C 23. In (e* + e‘ x ) + C 

25. — l/(x 4-1) 4-C 27. x 2 + x — 4 In |x — 3| + C 

29. 4 31. ln 2 4- f ~ 2 — e~ 1 & 0.46 

33. 7r(l-e -1 ) 35. (5x 4- 2) 2 (6x 4- 1X150x 4 - 39) 

37. (19x 2 4- 20x - 3Xx 2 4- 3) 4 /[2(x 4- l) 3 ' 2 ] 

39 ' [l^Tl + 2<67T7)P 3 *’ + 


41. -2/(3-2x) 

43. AS = c ln(Tj/r,) 

45. (a) 0(0 - 2.5 - 2.5e' 41 (b) 2.5 coulomb 
47. (a) j(l) = ILu 0 (l-,-«*) 

(b) kv g (Sugerencia: Hacer l -» oo en (a).) 
49. 2/In (3.25) 


EJERCICIOS 7.5, PAGINA 380 

1. 7* In 7 3. 8''* ‘(2x In 8) 

5. (4x 3 + 6x)/[(ln 10Xx 4 + 3x 2 + 1)] 

7. 5 3 ' 4 3 In 5 

9. [ (x 2 + DIO 1 ' 3 In IO]/x 2 + (2x10’") 

II. [(2x 3 (In 7)7^ r ^)]/ N /?T9 
13. 30x/[(3x 2 + 2) In 10] 

,5 ‘ (feT 4 ~ 2^3) STs ,7 ’ ,/(x ln x ln ,0) 

19. ex'-’+e* 21. (x + 1)*^—+ In (x + 1)^ 

23- [1/(3 In I0)]10 3 * + C 

25. [-1/(2 In 3)]3"*’ + C 

27. (1/In 2) In (2* + l) + C 29. 24/(1250 In 5) 

31. 2*7(3 In 2)+ C 

33. 2x + (3 2 * - 3~ u )/(2 In 3) + C 35. (I/In 2) - j 

37. (a) $0.05/aflo (b) $0.95 

39. (a) En truchas por ailo: 95; 62; 53 (b) 9.36 
aftos 

41. pH % 2.201; ±0.1% 

43. (b) S(x) = 2S(2x) (el doble de sensibilidad) 

45. (a) 1 /(/„ ln 10) (b) 1/(IOO/ 0 In 10) 

(c) 1/(IOOO/ 0 In 10) 


EJERCICIOS 7.6, PAGINA 387 

1. q(t) = SOOO(3)" 10 ; 45,000; (10 In I0)/In 3 * 21 horas 

3. 30( jj ) 5 =• 25.3 pulg 

5. Aproximadamente 109.24 afios despues del 1 
de enero, 1980 (29 de marzo, 2089) 

9. Se cetermina I tal que en t = 0, RI + 

L(dl/dt) = 0 e / = /,. Procediendo de 
manera similar a la solucion del Ejemplo 1, 
(\/I)dI = ( -R/L)dt\ In / = (~R/L)t + C e 
I = e c e (-R/L)t' Como / = /„ en / = 0, / = 
/of-*''-. 

11 ; P= [(288 -0.01z)/288] 3 42 13. 38] afios 

15. 683.3 mg 17. v - [2*0--' - y g l ) + o 2 ]*' 2 
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19. 13,235 afios 

23- ^ = Tf(kt + c) 3 donde c y k son constantes 
y k > 0. 

EJERCICIOS 7.7, PAGINA 392 

I. (x 2 - 3)/2; [J5, 5]; x 

3- v/ 4^;^-45,4]; - l/(2 v -4 - x) 

5. 1/x; (0, oo); -1/x 2 

7. V-ln x; (0, 1]; - x) 

9. In (x -I- Jx 2 + 4) - In 2; R; lA/x 2 ^- 4 

11. /es creciente porque /'(*) > 0 
para todo x\ ^ . 

13. / es creciente porque /( x) > 0 -para todo x ; 1. 

15. Como / es decreciente en (-«>, 0] y creciente 
en [0, <»), no tiene funcidn inversa. Si el 
dominio se restringiera a un subconjunto de 
uno de estos intervalos, entonces / tendria 
una funcidn inversa. 

17. ft s creciente en (-«>, 0] y decreciente en 
[0, oo). Si el dominio se restringiera a un 
subconjunto de uno de estos intervalos, 
entonces /'* existina. 

EJERCICIOS 7.8, PAGINA 393 

J. -2(1 + In |1 — 2x|) 

3. 12/(3x + 2) + 3/(6x - 5) - 8/(8x - 7) 

5. -4x/(2x 2 + 3)[ln (2x 2 + 3)] 2 7. 2x 

9. (In 10)10" log x + I 07 (x In 10) 

II. (l/xX2lnx)x'"" 13. 2x(l -xV* 1 
15. 2- ‘'*[(x J + 4) In 2 - 3x*]/x 2 (x 3 + 4) 2 
17. e(l + v / x)' , /(2 v /x) 19. (10*”" In 10)/x 

21. (2x - 5)/(x 2 — 5x — 3) 

"23. (l/x)[l + In (In x)](ln x) ln * 

25. x -y/x 27. ~ie' 2 * - 2e~ x + x + C 

29. 2(e- , -*- J ) 31 . -In (1 — In x| + C 

33. ix 2 -ix+jVln|3x + 2| + C 35. 3/(2 In 4) 

37. 2 In loTiogi + C 

39. Jx 2 - x + 2 In |x + 1| + C 

41. (5e)*/(l + In 5) + C 43. x**7(e + I) + C 

45. 4* 2 + 12 cm 47. y - e = -2(1 + eX* - 1) 

49. (it/8K«" 16 — e~ 24 ) 

51. Aproximadamente 33.2 dias 
53. La cantidad en la solucibn en cualquier 
tiempo t despues de la 1:00 f.m. es 
10(1 - 2 “ //3 ). 

(a) 2.21 horas (aproximadamente a las 6:14 
p m.) (b) 10(1 - 2” 7/3 ) * 8.016 lb 

55. 6,400,000 57. 


CAPITULO 8 

EJERCICIOS 8.1, PAGINA 408 


3. (a) ll (b) III (c) IV 


Ejercicios 5, 9: El orden es sen, cos, tan, esc, sec, 
cot. 

5i (a) 1, 0, 1, 0 

(b) -v/2/2, — 1, s /x -y/l - 1 

(c) 0, 1, 0, 1, - 


<d) -i. v/3/2, -v/3/3, -2, 2^/3, -,/) 

7. 810°, - 120°, 315°, 900 c , 36° 

’■ (a) 

(b) 2 N /l3/13,-3^13/13,-1, 713/2, - v /l3/3,-J 

(c) - 1, 0, —, - 1, —, U 


31. (a) tt/2, 3tt/2, jt/4, 3tt/4, 5te/4, 7tt/4 
(b) 90°, 270°, 45 c , 135°, 225°, 315° 

33. (a) 0 ,tt (b) 0°, 180 D 

35. (a) 0, t t, 2 tt/3, 4ti/ 3 (b) 0°, 180°, 120°, 240 c 

37. (a) 7i/2, 7 tt/6, 11 tt/ 6 (b) 90°, 210°, 330° 

39. (a) 2 k/3, tt, 4tt/ 3 (b) U0°, 180% 240° 

41. (a) k/3, 5k/ 3 (b) 6O%30O r 43. 45. 

47. ffS 49. ™ 51. \ 53. No; |senr|< 1 

55. (a) v'2/2 (b) -1 



EJERCICIOS 8.8, PAGINA 413 

<•1 3. s 5. 1 7. 0 9. -J 11. 0 

13. 7 15. 1 17. 0 19. 2 21. 1 23. I 

25.-1 

EJERCICIOS 8.3, PAGINA 421 

f 

1. — 4 sen x 3. 2x cos (x 2 + 2) 

5. - 25 cos 4 5x sen 5x 
7. x sen (1/x) + 3x 2 cos (1/x) 

9. 8 sec 2 (8x + 3) 

11 . [l/(2 v /x^7)] sec (jx - I) tan (y/x- 1) 

13. -(3x 2 - 2) esc 2 (x 3 - 2x) 

15. — 6x sen 3x 2 - 6 cos 3x sen 3x 

17. — 4 esc 2 2x cot 2x 

19. -5x 2 esc 5x cot 5x + 2x esc 5x 
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21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

35. 

37. 

39. 

41. 

43. 

45. 

47. 

49. 

51. 


3 lan 3 x sec 3 x + 2 tan x sec 5 x 
5(sen5x — cos 5.x) 4 (5 cos 5x 4 5 sen 5x) 

— 9 cot 2 (3x 4 1) esc 2 (3x 4 I) 

— 4(1 — sen4x) sen4x 4 4 cos 2 4x 4 

75 — — z Tj — o bien - 

(l-sen4x) 2 1 -sen 4.x 

—esc x cot x — esc 2 x 

o bien —esc x 


esc x 4 cot x 
tJr sec 2 y/x 


- 3e~ 


i Jx 33. 


2 tan 2x 


2 n /x v ” in sec 2x 

6 tan 2 2x sec 2 2x — 6 tan 2x sec 3 2x 
- 3 esc 3x[(x 3 -I- 1) cot 3x 4 x 2 ]/(x 3 4 1 ) 2 
x co,x [(cot x)/x — esc 2 x In x] 
y' - 6 sec 2 3x tan 3x; y" - 18 sec 4 3x 4 

36 sec 2 3x tan 2 3x 

y‘ = x senx, y* =» x cos x 4 senx 

I sec 4 x 


y = 


r; y" = sec* \ v tan x — 


/tan x 
(cos y)/(2y 4 x sen.v) 

(e x cot y — e 2y )/(2xe 2v 4- e* esc 2 y) 

max: f{nj 4) = v 2; MtN: f(5n/4) = ->/2: 
creciente en [0, jt/4] y [5n/4. 27t] ; decreciente 
en [rr/4. 5*/4] 


53. max: /(5tt/3) = (5tt 4 3 v /3)/6; m(n: /(tt/3) = 
(n - 3 v /3)/6; decreciente en [0, *r/3] y 
[571/3, 2tt] ; creciente en [tt/3. 5tt/3] 




55. max: /(tt/6) = 3 > /3/2; m1n:/(5tt/ 6) = — 3 v /3/2; 
creciente en [0, tt/6] y [5 ti/6, 27tJ; decreciente 
en 0/6, 5 tt/6] 

57. max: f(n/ 4) = - e *'%/2 * 0.32, 
fin /4 4 2n) = e‘ 9 * tA /s/2 « 6 x 10 4 ; 
min: /(5*/4) = -e-*"' A fy/2 % -0.014, 
fiSn/4 4 2tt) = e -325 */^ % -3 x 10" 5 



v /2; MAx:/(n/4) = - 1 


61. y - 1 = - 3^/30 - tt/6 ); y - 1 = 3/9)(* - tt/6 ) 

63. pie/s * 714 mi/h 65. 40\/3 pie 

67. —0.31 rad/s 69. 0 = 60 71. 176 mi 

73. (b) 0 = cos" 1 | % 48.2° 

75. L = (4/sen Q) 4 (3/cos 0) donde tan 0 - 
L = (4 2 3 4 3 2 3 ) 3 ' 2 9.87 pie 

77. 5; 8; i; la particula oscila sobre una recta 
coordenada entre 5 y -5 completando una 
oscilacidn cada 8 s. 

79. 6; 3; la particula oscila sobre una recta 
coordenada entre 6 y -6 completando una 
oscilacidn cada 3 s. 

81. (a) y = 25 cos T \nt 

(b) dy/di - 4.8 pie/min cuando y - 10 pie 
85. 1.4958 87. 2.71 

89. (a) 3, 3.1425465, 3.1415926, 3.1415926, 3.1415926 

(b) Tienden a 2x 


EJERCICIOS 8.4, PAGINA 430 


5. 

7. 

9. 

\ 3 . 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

27. 

29. 

33. 

37. 

39. 

47. 


4 sen 4x 4 C 3. 3 sec 3x 4 C 
j (In |sec 3x| 4 In |sec 3x 4 tan 3x|) 4 C 
j In |sec 2.x 4 tan 2x| 4 C 

- [ cot (x 2 4 1) 4 C U. £ sen 6.x 4 C 
i(sew3x) 4 3 4 C 

— cos X — 3 (cos x) 3/2 — i COS 2 X 4 C 


(1/cos x) 4 C = sec x 4 C 

1 tan 2 x]o 4 = i 

2 (In |sec 2x 4 tan 2x| - sen2x) 4 C 

2 sen 2 x]* l6 = — 1 25. In |x 4 cos x| 4 C 

tan x 4 sec xJ^J = y/3 - Jl 4 1 
e* 4 In |sec r*! 4 C 31. -e cmx + C 
1 In |2 tan x 4 l| 4 C 35. 2 


|n ^ + |) = in (3 + 2^2) = 2 In (1 + v /2) 
2ity/3 45. (a) 2.24 (b) 2.34 


(a) L = J Jo /2 v 4 4 sec 2 (x/2) tan 2 (x/2) dx 

(b) Si f(x) = 2 V 4 4 sec 2 (x/2) tan 2 (x/2), entonces 


L * 

(7t/24)[/(0) 4 4/(7t/8) 4 2fin/4) 4 4/(3it/8) 4 /(tt/2)] 
(c) L « 1.65 

49. (b) </(r) = q 0 e u donde u = [/c/(2ti)](1 - cos 2nt) 


EJERCICIOS 8.5, PAGINA 437 

I. (a) x/3 (b) —n/ 3 3. (a) n/4 (b) 3rr/4 

5. (a) ti/3 (b) -ti/ 3 7. } 9. t 

II. n- 13. 0 15. No est£ definido 


59. m(n: ,/(0) = 
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17. 19. x/J? + 1 21. y/1 + 2x/2 


31. cot 1 x - y si y solo si cot >> = x para 
0 < y < t 

33. 35. 




45. (a) arctan ( -9 ± v /57)/4 (b) -0.3478; - 1.3337 
47. (a) arccos (± v /l5/5); arccos (± v /3/3) 

(b) 0.6847; 2.4569:0.9553; 2.1863 
49. (a) arcsen( ±^30/6) (b) ±1.1503 
51. sen -1 (sen 2) est£ entre -t/2 y tt/ 2 y 2 no 
esta en [-tt/2, t/2]. cos" 1 (cos 2) se encuentra 
entre 0 y t. Por lo tanto cos -1 (cos 2) = 2. 

53. Se evita el mensaje de error si -sen 1 < x < 
sen 1. 

55. sen 1 x - tan 1 (xfy/\ — x 2 ) para — 1 < x < 1 ; 
cos " 1 x = tan 1 ( v 1 — x 2 /x) para 0 < x < I; 
cot ~ ‘ x = tan ~ 1 (1/x) para 0 < x < x 


25. 

(ye*- 

sen 1 y - 2 x)/[(x/ v /l - 

y 2 ) - e*] 


27. 

71/16 

29. tt/12 

31. -arctan (cos x) 4 

c 

33. 

2 arctan v x 4 C 

35. sen 1 

(e*/4) 4 C 


37. 

6 sec 

1 (x 3 /2) 4 C 

39. { In 

(x 2 4 9) 4 C 


41. 

J sec" 

1 (e'/S) 4 C 

43. 4rr/3 



45. 

± jyn 

* ± 0.002 

47. -rffe 

rad/s 


49. 

40 v /3 

51. 

y - (7t/6) = 

(2/V'3X.x - 5 

); 




y - (tt/ 6 ) = 

(~ v '3/2X.x - 

i) 

53. 

(a) (- 

■at, 0 ) (b) | 

[ 0 , x) 



55. 

(xe 2 /2) - (jr 2 /4) - (n/2) ' 7.57 



57. 

2n/27 

^ 0.233 mi/s 





EJERCICIOS 8.7, PAGINA 449 

15. 5 cosh 5x 

17. [l/(2 v /x)]( v /x sech 2 yjx 4 tanh ^x) 

19. —2x sech x 2 [(x 2 -I- 1) tanh x 2 4- l]/(x 2 -I- l) 2 

21. 3x 2 senhx 3 23. 3 cosh 2 xsenh x 

25. 2 coth 2x 27. — e 3 * .sech x tanh x 4 3e 3 * sech x 

29. -sech 2 v (tanh x + l) 2 it. 

(x cosh xy - r*) 

33. 2 cosh yfx 4 C 35. In senh x| 4 C 
37. Jsenh 2 x + C(o bien \ cosh 2 x + C, 
o bien {senh 2x 4 C) 

39. —j sech 3x 4 C 41. { tanh 3 3x 4 C 

43. — 1 In 11 - 2 tanh x| 4 C 45. 5(-l+cosh3) 

47. (In (2 + ^3), ^3), (In (2 - ^3). - ^3) 



53. Se define A = j sen I cos I - J;" h ' s /x 2 - 1 dx 
y se demuestra que dA/dl = J. 

55. (a) 286,574 pie 2 (b) 1494 pie 


EJERCICIOS 8.6, PAGINA 443 

1. 3/(9x 2 - 30.x + 26) 3. 1/(2 v /*n/1 -x) 

5. (— e- r /^/e~** — 1) — e~‘ arcsec e~ x 
7. 2x 3 /(l 4 x 4 ) 4 2x arctan x 2 
9. -[9(1 4 cos 1 3x) 2 ]/ v /l -9.x 2 
11. 2x/[( I 4 x 4 ) arctan x 2 ] 

13. -l/[(sen 1 x) 2 y 1 - x 2 ] 

15. x/[(x 2 -l)Jx T -2] 

17. (1 - 2x arctan x)/(x 2 4 I ) 2 

19. [l/(2 v x)] sec ‘ 1 y/x 4 I/(2 x <t v 'x - 1) 

21. (1 - x") "‘ 2 (3 In 3)x 2 3* nf r i ‘ 

23. (tan x) arilanx {col x sec 2 x arctan x + (In tan r)/(l + jr 2 )] 


EJERCICIOS 8.8, PAGINA 455 



11. 5A/25x 2 4 1 13. 1/(2^ v -x - D 

15. 2x/(2x 2 - x 4 ) 

17. — \x\fcxyfx 1 4 1) 4 senh _1 (1/x) 

19. 4/( v /16x 2 - 1 cosh" 1 4x) 21. {senh 1 |x 4 C 

23. t 1 * tanh 1 jx4f 25. cosh 1 (e*/4) 4 C 
27. -1 sech " 1 (x 2 /3) 4 C 31. y- senh 3/ 
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EJERCICIOS 8.9, PAGINA 456 


1 . 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

41. 

43. 

45. 

47. 

49. 

53. 

55. 

57. 

59. 

61. 

65. 

69. 

73. 

79. 

83. 

87. 

89. 

91. 

93. 

95. 

97. 

99. 


0 3. i 5. 3 

-( 6 * + lXsenyS * 1 + x)/(2 N /3x 2 + x) 

5 see x (sec x 4- tan x ) 5 
2 x arcsec x 2 4 - 2 x/ v /x 4 — 1 
12(3x + 7) 3 sen" 1 5x - 5(3x 4- 7) 4 (1 - 25x 2 )' 1/2 

(sen 1 5x ) 2 

(cos xY 41 [In cos x - (x 4- 1) tan x] 


(2x — 2 sech 4x tanh 4x)/ v /2x 2 4- sech 4x 
—6 cot 2 x 

— (2 4-2 sec 2 x tan x)/(2x 4- sec 2 x ) 2 
(— senx)e co# * — e senx (cos x ) r ~ 1 

— 5e~ 3 *senh e~ 5x 27. ix " 2/3 
2 * rc '"" 2 *(2 In 2)/(l 4 - 4x 2 ) 

— 6 e - 2 *sen 2 e~ 2x cos e~ 2x 
-2xe'* J (esc 2 x 2 4- cot x 2 ) 

2x/[(l 4- x 4 ) tan ' 1 (x 2 )] 

—x/ v /x 2 ( 1 — x 2 j 39. 3 (sec 2 sen 3x) cos 3x 
4<tan x 4 - tan -1 x) 3 [(sec 2 x) 4 - 1/(1 + x 2 )] 

(1 4x 2 )'*[1 4- (tan - 1 x ) 2 ]' 1 
— e~*{e x cosh e~* 4-senh e x ) 

(cosh x — senh x)' 2 , or e 2x 

2x/ v /x 4 4- 1 51. —isen(5 — 3x) 4- C 

2 tan yjx 4- C 

i In |sen9x| 4 - i In |csc 9x — cot 9x| 4 - C 

— In |cos e x \ 4- C 

—i cot 3x 4- 3 In |csc 3x — cot 3x| 4- x 4- C 
i sen 4x 4- C 63. £ sen(2x 3 ) 4- C 
£(16^/2 - 3y/i) 67. -£ esc 2 3x 4 - C 

^ In (4 4- 9x 2 ) 4-C 71. -^1 — e 2 * 4- C 
3 senh x 2 4- C 75. n (3 77. i(l + tan x ) 3 + C 

— In 12 4 - cot x| 4- C 81. cosh (In x) 4- C 

i sen -1 (2x/3) 4 C 85. sech 1 |2x/3| 4- C 

fty25x 2 + 36 + C 

(A.sen ' 1 (DM-ft.sen '(-*)) 

mIn: /(tan 1 J) = 5^5 ; decreciente en ( 0 , c); 

creciente en (c, ir/ 2 ) donde c = tan -1 (;)• 

re( 4 — 7i)/4 

(a) x = 2 tan - ‘ 4 4- n(n/ 2) para n = 0, 1, 2, 3 

(b) 0.66, 2.23, 3.80, 5.38 
raj rad/s 

(a) dV/dt = 0.6 sen(j|nr) (b) 3/n & 0.95 litros 


CAPITULO 9 

EJERCICIOS 9.1, PAGINA 465 

4 

1. -(x 4- \)e' x 4- C 3. e ix (\x 2 - jx 4- ^r) 4- C 
5. y 5 cos 5x 4- Jx sen 5x 4- C 
7. x sec x — In |sec x 4- tan x| 4- C 
9. (x 2 — 2) sen x -I- 2x cos x 4- C 


11. 

x tan ' 1 x - J In (1 + x 2 ) 4- C 


13. 

jx 3/2 (3 In x - 2) 4- C 


15. 

-x cot x In |senx| 4- C 


17. 

— ie~ x (cos x 4- senx) 4- C 


19. 

cos x( 1 — In cos x) 4 - C 


21. 

— 1 esc x cot x 4- J In |csc x — cot x| 4 - C 

23. 

J(2 - y5> 25. It/4 


27. 

<nio#(2x + 3) loo (200x - 3) + C 


29. 

**1 e 4 *(4 sen 5x — 5 cos 5x) 4- C 


31. 

x (In x ) 2 — 2x In x + 2x 4- C 


33. 

x 3 cosh x - 3x 2 senh x 4- 6 x cosh x - 6 senh 

35. 

2 cos y/x 4- 2y/x sen J~x 4 - C 


37. 

x cos 1 x — y /1 — x 2 4- C 


43. 

t**(x 5 - 5x 4 + 20x 5 - 60x 2 + 120x - 120) + 

45. 

2it 47. (x/2Ke 2 + 1) 49. 

(62.5a)/4 • 1 

EJERCICIOS 9.2, PAGINA 470 


1 . 

senx — isen 3 x 4- C 3. *x - 

ft sen4.v + 

5. 

5 cos 5 x — J cos 3 x 4 - C 


7. 

i(|x - 2 sen2x 4- J sen4x + £sen 3 2x) 4- C 

9. 

i tan 4 x 4- i tan 6 x 4- C 


11 . 

J sec 5 x - J sec 3 x 4- C 


13. 

5 tan 5 x — 3 tan 3 x + tan x — x 

+ C 

15. 

fsen 3 ' 2 x - $sen 7/2 x 4- C 


17. 

tan x — cot x 4- C 19. $ - 

mj2) 

21. 

i sen 2x — 75 sen 8 x 4- C 23. 

3 

? 

25. 

— 3 cot 3 X — 7 cot 7 X 4- C 


27. 

-In |2 - senx| 4-C 29. —1/(1 4- tan x) 

31. 

3it 2 /4 33. | 


35. 

(b) j"senmx cos fix dx 



12571/8 


cos (m + n)x cos (m — n)x 


2 (m 4- n) 
cos 2mx 


4m 

| cos mx cos nx dx 

sen(m 4- n)x 
2(m 4- m) 
x sen 2mx 
2 + 4m 


2 (m - n) 
4- C si m = m 


4- C sim * n 


sen (m - m)x 

2(m — 7i) 


4- C si m # m 


EJERCICIOS 9.3, PAGINA 476 

1. 2 sen’ 1 (x/2) - Jx v 4 -T 2 + C 


3. ^ In 


v/9 + x 2 - 3 


+ C 


5. 7x 2 - 25/(25x) + C 
7. - x 2 + C 9. -x/^x 2 - 1 + C 

11. [(tan £x) + 6x/(36 + x 2 )] + C 
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13. | (sen’ 1 jx) + Jx^ - 4x 2 + C 

15. I/[2(I6-x 2 )] + C 

17. ^,(9x J + 49) 3 ' 2 - jf(9x 2 + 49) 1/2 + C 

19. (3 + 2x 2 ) n /x T ^3/(27x 1 ) + C 

21. jx 2 + 8 In |x| - 8x -2 + C 

29. 25x[ v /2 - In (^ + 1)] a 41.849 

31. v /5 + J In (2 + ^5) « 2.96 

33. + 2 In j(3 + y/13) 

35. y/x 2 - 16- 4 tan -1 (jy/x 2 - 16) 

37. - v /25 + x 2 /(25x) + C 39. -JT-x^x + C 


EJERCICIOS 9.4, PAGINA 482 


1. 3 In |x| + 2 In |x - 4| 4 - C\ o bien 
In |x| 3 (x - 4) 2 4 - C 

3. 4 In |x + 11 - 5 In |x - 2| + In |x - 3| + C, o bi£n 
In [(x+l) 4 |x-3|/|x-2| 5 ] + C 
5. 6 In |x — 11 + 5/(x — 1) + C 


7. 


o. 


11 . 


13. 


3ln|x-2|-2ln|x + 4| + C,o bien 

(* + 4) 2 


2 In |x| - In |x - 2| +. 4 ln |x + 2| + C, o bien 
In [x 2 (x + 2)*/|x - 2|] + C 
5 In |x+ l| - l/(x + I) — 3 In |x - 5| + C. o bien 
In tlx + 1 | 5 /|x - 51 2 ] - l/(x + I) + C 


.. , , 2 3 1 

5 “ W " x + 2? ~ 3? + 4 ln ,x + 31 + C 


15. i In |jc — 3| — ^_L_ + | In |x + 3| 

_ 2(x + 3) + ° 

17. 3 In |x 4 - 5| + In (x 2 + 4) + J tan -1 ]x + C, o bien 
In (x 2 4- 4 )|x 4- 5| 3 4- J tan -1 Jx 4- C 
19. In TS 7 * l)/(x 2 4-4) 4-J tan 1 Jx 4-C 
21. In (x 2 + l)-4/(x 2 4- 1)4- C 
23. Jx 2 + x + 2 In |x| + 2 In |x - 11 + C, o bien 
J(x 2 4- 2x) + In (x 2 - x) 2 4- C 
25. Jx 3 - 9x - [l/(9x)] - J In (x 2 + 9) + 

W tan 1 Jx 4- C 

27. 2 In |x + 4| + 6(x 4- 4)" 1 — 5(x — 3)~ 1 4- C 
29. 2 In |x — 4| + 2 In |x + 11 — j(x 4- l)~ 2 4- C 
31. j In (x 2 -4- 1) *4- ln |x — 1| 4-Jx 2 4- C* 

37. { In 3 39. (w/27X4 In 2 4- 3) % 0.672 


9. J [tan -1 (x + 2) 4- (x + 2 )/(x 2 4- 4x + 5)] + C 
11. (x + 3)/(4 v /x 2 ~+ 6x 4 13) -|- C 
13. [2/(3 v /7)] tan “ 1 [(4x - 3)/(3 v /7)] + C 
15. 1 + (*/4) 17. In [(1 -I- e*)/(2 f^ + C 

19. J ln 2 0/(6^)] % 0.8356 

21. n ln (1.8) 4- (2tt/ 3) [tan -1 $ - (n/ 4)] % 0.8755 

EJERCICIOS 9.6, PAGINA 489 

I. $(x + 9) 7 ' 3 - ^(x 4- 9) 4 ' 3 4- C 
3. rr(3x 4- 2) 9/5 - A(3x 4- 2) 4/5 4- C 5. 2 + 8 In $ 
7. $x 7/6 — $x 3/6 4- 2x ,/2 — 6x ,/6 + 6 arctan x ,/6 4- C 
9. (2A/3) tan " 1 y /(x'— 2)/3 4- C 
11. A(x 4- 4) 2/3 (2x - 7) 4-C 
13. 4(1 4- e*) 7 ' 2 - f(l 4- e*) 5 ' 2 4- $(1 4- e*)* 12 4- C 
15. r* — 4 In (e* 4- 4) 4- C 

17. 2sen7x4-4 - 2 v /x 4- 4 cos v /x 4- 4 4 - C 

I’. H2 

21. (2/73) tan * 1 [(2 tan $x 4- l)A/3] 4- C 
23. In 11 4 - tan Jx| 4- C 
25. J ln |(2 4- tan Jx)/(- 1 4 - 2 tan jx)| 4- C 
27. J In |senx - 4| 4 -J In |senx 4 -2| 4 -C 


EJERCIOOS 9.7, PAGINA 492 


I. 

3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 


n/4 4 - 9x 2 - 2 In |(2 4- 74 4- 9x 2 )/(3x)| 4 - C 
-*x(2x 2 - 80^/16 - x 2 + 96 sen" 1 ix 4 - C 
~ rii(9x 4- 4X2 — 3x) 3/2 4- C 
“A sen 5 3x cos 3x - A sen 3 3x cos 3x 

- A sen 3x cos 3x 4 - Ax 4- C 
- J cot x esc 2 x — J cot x 4* C 

Jx 2 sen -1 x 4 - kxy/Y- x 2 - J sen" * x + C 
tV 3 *( - 3 sen 2x - 2 cos 2x) 4- C 
7 5x - 9x 2 4- £ cos -1 J(5 - 18x) 4 - C 
[1/(4715)] In |(75x 2 - 73)/(75 x 2 4- 75)| + C 
i(2e 2x - 1) cos" 1 e* - ie*y/\ - e 2x 4- C 
jf?(35x 3 - 60x 2 4 - 96x - 128X2 4- x) 3/2 4- C 
rr(4 4 -9 senx - 4 In |4 4 - 9 senx|) 4 - C 
279T2x 4 - 3 In |(79 +H - 3)/(79 4- 2x 4 - 3)j 


4- C 


I In \Vx/(4 4 - 7*)1 4- C 

7l^ — see 2 x — 4 In |(4 4- y/l6 — sec 2 x)/sec x| 


4 -C 


EJERCICIOS rs, PAGINA 486 


EJERCIOOS 9.8, PAGINA 493 


1. J tan" 1 J(x - 2) 4 - C 3. sen" 1 {(x - 2) 4 - C 
5. -27^- 8x - x 2 - 5 sen" 1 j(x 4 - 4) 4 - C 
7. J in |x - 11 - J In (x 2 4- x 4- 1) 

• - (1/73) tan - 1 [(2x 4 - l)/73] + C 


1. Jx 2 sen" 1 x - J sen" 1 x 4 - Jx7l - x 2 4 - C 
3. 2 In 2 - 1 5.5 sen 3 2x - A sen 5 2x 4- C 

7. J sec 5 x 4 - C 9. x/(257? 4- 25) 4- C 
11. 2 In |(2 - 74 - x 2 )/x| 4- 74 - x 2 4- C 
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13. 2 In fx — M — In |xJ — x/(x — l) 2 + C 
15. In [ (x 4 3) V + 9)7fx - 31 5 ] + J tan Jx + C 
*7. — v ' 4 4 4x - x 3 4 2 sen -1 [(x - 2)/^8] + C 
19. 3<x 4 8)" 3 4 in [(x -f 8) 1 ' 3 - 2] 2 

- In [(* 4 8) 2/3 4- 2(x 4 8) 1/3 4- 4] 

- (6A/3) tan' 1 [((x 4- 8) 1 ' 3 4- l)/,/*] 4- C 
21 • rse 2 *(2 sen 3x - 3 cos 3x) 4 C 

23. i sen 4 x - £ sen 6 x4C 25. - ^4 -x 3 4- C 
27. Jx 3 - x 2 4 3x - l/(2x) In J*| 

- ¥ In |x 4 2| 4 C 

29. 2 fan 1 (x 1 ' 2 ) 4 - C 31. In fsec e x 4 tan 4 C 
33. iiii 10*sen 5x - (25x 3 - 2) cos 5x] 4 - C 
35. $ cos 7 ' 2 x - 3 cos 3 ' 2 x 4- C 
37. i(\ 4*') 3/2 4C 

39. £[ 2 x,/ix r 425 - 25 In (2x4- jAx 1 4 25)}-f C 
41. J tan 3 x 4 - C 

43. -x esc x 4- In Jcsc x - cot x| 4- C 
45. - J(8 - x 3 ) 4 ' 3 4- C 

47. - 2x cos yjx 4 - 4 cos v /x 4 - 4^/x sen V^4-C 

49, Jc' 1 * — e* 4 In (l 4 e*) 4 C 

51. fx 5 ' 3 - f x 3 ' 2 4- 6x^ 4- C 

53. $(16 - x 2 ) 3 ' 2 - 16<16 - x 2 ) 1 ' 2 4 - C 

55. V In jx 4- 5J - ^ In |x 4‘7| 4 C 

57. x tan " 1 5x - fa In 11 4- 25x 2 | 4 - C 

59. <? ,an *4 C 

61. < 1/,/s) In (VSjc + v /7 + 5* 3 | + C 

63. — $ cot 5 x — $ cot 3 x — cot x — x 4- C 

65. J(x 2 - 25) 5 ' 2 4- ^* 2 - 2 5) 3 ' 2 4- C 

67. Jx 3 — \ tanh 4 jc 4 C 

69. -Jx 2 e 4jf - Jxe 4jt - Ax 4- C 

71. 3 sen * [(x + 5)/6] + C 73. -*cos7x4C 

75. 18 In |x - 2| - 9 In (x — If - 5 In |x - 3) 4 - C 

77, x 3 sen x 4 - 3x 2 cos x - 6x sen x — 6 cos x 4 

sen x 4 - C 

79, (— \}x)y/9 - 4x 2 - 2 sen 1 |x 4- C 

81. 24x - J y In |sen3x| - $ cot 3x 4- C 

83. -In x - (A/ifx) 4- 4 In (1 4 */x) 4 C 

85. -2j\ 4 cos x 4 C 

87. - x/[2(25 4 x 2 )] 4 A tan ' ‘ Jx 4 C 

89. J sec 3 x - sec x 4 C 

91. In (x 2 4 4) - { tan ~ 1 Jx 4 

(7/ v /S) tan ' <*/V5) + C 
93. Jx* — 2x 2 + 4 In lx) + C 
95. ix 5 'Mnx-^x 5 ' l + C 
97. &(2x + 3)”' 3 - &(2x + 3) VJ + ft (2x + 3) 2 ' 3 + C 
99. }r*V_i) + c 


CAWTUIO 10 

EJERCICIOS 10.1, PAONA 50$ 

1. { 3. * S. ^ 7. 0 9. 


n. 13. ^ 15. OO 17. i 19. oo 

21. 1 23. 0 25. No exists 27. } 

29. oo 31. 0 33. oo 35. 2 

37. No existe 39. f 41. —3 43. 0 

45. ac 47. oo 49. 2 51. 1 

55. jAcu 0 fsenw 0 i 57. (a) 1 (b> -^V 


EJERCICIOS 10.2, P AGIN A 506 


1, 

0 

3. 0 

5. D 7. 

0 9. \ 11. 0 

13. 

e 3 

15. 

1 17. 1 

19. No existe 

21. 

* 2 

23. 

2 25. 0 

27. 1 

29. 

No 

existe 

31. { 

33. No existe 

35. 

e 

37. 

No existe 


39. 

e l/3 


41. 

ao 

43. 

m 

= e l “ 

es an maximo local; 


\im x 

-*o 4 /(x) = 0; y - 1 




47. (a) a 


EJERCICIOS 10.3, P AGIN A 512 

Ejercicios 1-27: C = Converge, D = Diverge. 

1. C, 3 3. D 5. D 7. C,i 9, C, -i 

II. D 13. D 15. 0 17. D 19. D 

21. C, x 23. C, In 2 25. C 27. D 

29. (a) No existe (b) n 
31. (a) 1 (b) tf/32 33. a 35. (b) No 

37. Si F(x) = /c/x 2 , eirtonces W ~ k. 

39. (a) i/k 

(b) No, la integral impropia para el ticmpo 
medio de reparacidn es divergente. 

i~ / m \ 3 > 2 

41. (b) c ~ 43. V* *>0 

45. s/(s 2 4 I), s > 0 47. l/(s - a), s> a 

49. (a) 1.1, 2 


EJERCICIOS 10.4, PAGINA 518 

Ejercicios 1-33: C *= Converge, D = Diverge. 

1. C, 6 3. D 5. D 7. D 9. C, 3 */S 

n. D 13. C, jt/2 15. D 17. C, -j 

19. D 21. D 23. D 25. C, 0 27. D 

29. D 31. C 33. D 35. n>-l 

37. (a) 2 (b) No se puede asignar un valor. 

39. No se pueden asignar valores ni al 4rea ni al 
volumen.* 
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41. (b) T = Inyjmjk 

43. (a) / no esta definido en y = 0. 

EJERCICIOS 10.5, PAGINA 528 

• M , 1 / *\ 2 sen 2 / 

2\ 2/ * 4! r 2/ * 

z esta entre x y t/ 2 . 

3. y~x = 2 + j(x - 4) - jJ,(x - 4) 2 + jfj(x - 4) 1 
— rh 2 7/2 (* — 4) 4 , 2 est4 entre * y 4. 

s. 2 ( t -;]+/, 4 -y*'(«-*y 

z esta entre x y ir /4 y 

g(z) = 16 sec 6 2 + 88 sec 4 2 tan 2 2 + 16 sec 2 2 tan 4 2 

7 - -f- i(x + 2) - J(x + 2) 2 - ^(x + 2) J 

“ A(x + 2) 4 - ^j(x + 2) 5 + z- 7 (x + 2) 6 . 

2 esta entre x y - 2 . 

. n 1 1 

9. tan 1 x = - + ^ (x - 1) — - (x — l) 1 

3z 2 - 1 

+ 3(1 + z 2 ) 3 ~ *) . Z estd entre 1 y x. 

n - *** = ~ \ ^ (x - l ) 2 + ~ (x + l ) 3 + i (x + 1 )* 

ze* + 5e* 

+ ~ ] 20 — *)> 2 esta entre jcy- 1 . 

13. tn (x + 1 ) = x - i x 2 + ' x 2 - i x* + ** 

2 3 4 5(2 -Hi) 3 ’ 


19. Diverge 21 . — § 23. Diverge 

25. n/2 27. Diverge 29. 0 

31. (a) In cos x = 


1 




— j 2 ( sec4 2 + 2 se c 2 2 tan 
z esta entre x y f/6 
(b) yjx^-l = 1 + j(x - 2) - {(x - 2) 2 
+ rs( x — 2 ) 3 — ifg(* — 2) 4 4- yys(2 — 1) _9/2 
(* ~ 2 ) 5 < z esta entre x y 2 . 

33. 0.4651 (con n = 3, |/? 3 (x)| ^ 1.6 x 10 6 ) 


2 esta entre 0 y x. 

1C . x 2 x 4 x 6 x 8 sen 2 

15. cos x = 1 — — n - + _ x 9 

21 4! 6 ! 8 ! 9! ’ 

z esta entre x y 0 . 

"* = ' + 2x + lx 1 + $x* + \x' + Ax J + Ae s ‘x‘, 

z esta entre x y 0 . 

19- l/(x — l ) 2 = I + 2x + 3x 2 + 4x 3 + Sx* + 6x s 
+ 7 x 6 /(r - 1 )*, z esta entre 0 y x. 


21 . arcsen x = x + 


1 + 2 2 2 


x 3 , z esta entre Oyjt. 


6(1 -z 2 ) 512 

23. f(x) = 7 - 3x + x 2 - 5x 3 + 2x 4 25. 0.9998 

27. 2.0075 29. 0.454545; error s 0.0000005 

31. 0.223; error £ 0.0002 
33. 0.8660254; error <, (8.1X10 9 ) 

35. Cinco cifras decimales, porque |K 3 (x)| ^ 4.2 : 
10 -6 < 0.5 x 10 f 

37. Tres decimales. 39. Cuatro decimales. 

EJEROCIOS 10.6, PAGINA 529 

1. jin 2 3. oo 5. f 7 . 0 9 . _ao 

11 . e 8 13. e 15. 1 17. Diverge 


CAPITULO 11 

EJERCICIOS 11 . 1 , PAGINA M3 

«• M.A.M 3. -if. -ft -2 

5 ■ - 5 ’~ 5 -"5; -5 7. 2 , J, Jj, 0 

9. 2//l0, 2/^13, 2/ s /\ 8, j; 0 
A. -ft. A, -j?; o 

13. 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001; 1 
15. 2, 0, 2, 0; el limite no existe. 

Ejercicios 17-41: C = Converge, D diverge. 

17. C,0 19. C, jt/2 21. D 23. C, 0 

25. D 27. D 29. C, e 31. C, 0 33. C, { 

35. D 37 . c, 1 39. C, 0 41 . C. 0 

43. (b) 10 000 en A; 5 000 en B; 20 000 en C. 

45. (a) La sucesidn aparentemente converge a I. 
(b) Ifm^ a„ - 1 

47. (a) La sucesidn parece converger 

aproximaclamente a 0.739. 

49. (a) 3.5; 3.178571429; 3.162319422; 3.162277661- 
3.162277660 

% 

EJERCICIOS 11.1, PAGINA 551 

Ejercicios 1-27: C = Converge, D = Diverge. 

I. C, 4 3. C. v / 5/( n /5 -t- 1) 5. C, & 7. D 

9. D II. C.j 13. C, 5 15. D 17. D 

I’- C,? 21. D 23. C 25. D 27. D 

39* S„ = 1 [1 — l/( 2 n + l)J. converge a j 
31. S„ = —In (/i + 1 ); diverge 
33. El resultado es t'also (encuentre un ejemplo). 
35. H 37. 39. 30 m 

41- (b) C/O - e'") (c) — (1/c) In [(M - Q)/M1 
43. (b) 2000 J 
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45. (a).a,,, = ' a,; 

4. = (i)"P, = ( ky/W) m ~' p < 

(b) [16/j;4 - v/lO)]a,; W\ 


EJERCICIOS 11.3, PAGINA 561 


Ejercicios 1-45: C = Converge, D = Diverge. 


1. 

C 

3. D 

5. D 7. D 9. 

c u 

13. 

C 

15. D 

17. C 19. C 

21. D 

23. 

D 

25. C 

27. C 29. C 

31. C 

33. 

C 

35. D 

37. C 39. C 

41. C 

43. 

C 

45. C 



47. 

Converge si k > 1, diverge si k £ 1. 

49. 

(b) 

n > e x0 ° 

- 1 » 2.688 x 10 43 

55. 8 


EJERCICIOS 11.*, PAGINA 5*6 

Ejercicios 1-25: C = Convergente, D = 
Divergente. 

1. C 3. D 5. C 7. D 9. C H- C 

13. C 15. C 17. D 19. C 21. C 

23. D 25. D 


EJERCICIOS 11.5, PAGINA 574 

Ejercicios 1-23: AC = Absolutamente 
convergente; CC = Condicionalmente 
convergente; D = Divergente. 

1. CC 3. CC 5. D 7. AC 9. AC 

11 D 13. CC 15. AC 17. D 19. CC 

2i" D 23. D 25. 0.368 27. 0.901 

29. 0.306 31. HI 33. 5 

rr No. Considere a m ■■ 






EJERCICIOS 11.6, PAGINA 580 


1 . [- 1 , 1 ) 

7. [-1. 1) 
13. Converge 

17. (-oo, oo) 
23. (0,2c) 


3. (-2,2) 5. (-1.H 

9. [-1.1] 11- (“ 6 - l4 > 

s61o para x = 0. 15. ( — 2, 2) 

19. [V.¥) 21. (-12.4) 

25. (-1,31 27. 3 29. l/« 


31. oo 


EJERCICIOS 11.7, PAGINA 585 


i. ir-ox"; -I <*< 1 
3. £?-i «*■'*: -i <*< 1 
s. Xr-o* 11 " 4 "; -i <*< 1 
7. £?. 0 (37 2 '* , )*'* ,; 


9. -I-x- 2£?.2 x"; -l < x < 1 11. 0.182 




* 3 " 


.-O (2 n)\ 


17, 19. 0.3333 21. 0.0992 

23. 0.9677 25. £°-i 2nx 2 " -1 29. 

EJERCICIOS 11.a, PAGINA 594 


1 Y ( -^x 2 

■ „-o (2n)! 

1 


oo y* 

3- 

„.o n • 


5. I V* 1 ; oo 7. I 

n! «-t 


,- 0 (2« + D- 


9. I 


« (—1)"3 2 " +1 


,.o (2" + O’- 


oo 


• (-iy 2 2 "~ l , 

u. i + i ( « 


13. I 


.V, (2n)l 

c-ir 




'U-r 


+1 


i(-5T 


(-ir 

^2(20) 

oo (_n" £ (In 10y 

.5. I ' 

■ -0 A 

oo e ~ 2 2* 

19. lV (X+,r 
”• 

25. + *) 2 + ^ (x+ 1)3 + 8c (X+ 1)4 

27 1M87 29. 0.9986 31. 0.0997 33. 0.5211 

£ 0.7468 37. 0.4969 39. 0.4864 41. 04484 

3 „5 v 2*-l 


43. ^* + 7 + t + - + 5=T + '') p ” 1x1 < ‘ 

-(,-5*5-7* " +< - lr STr + "> 


45. n 


usando cinco tcrminos, ir - 3.34; se 
requieren por to menos 40 000 tirminos. 

47. (c) 16.7 pie 

EJERCICIOS 11.9, PAGINA 598 

1. (a) 1 4-jx - ix 2 

- , 1-3-5 - - - (2ii — 3) 

+ -Si-^ ;1 











Respuestas a los ejercicios de numero impar 


1075 


3. l-ix + |^+ f ~ X -^. ,( 1 ~ 3 " ) x.; I 
»»■ 3 ■> ni 

S*n! 1 x ' ’ 1 

7. 1 - 2x + 3x 2 + £ (.- 2 X-3) - (-l -w)^ ( 

J .-3 n\ 

9. 1 - 3x + 6x 2 + £ (~t)’i(n + 1 Xn + 2)x\ ! 


11. 2 +A*-^i I .x ^ + 2X(-lr' , 

»i-3 

2-5-8 ■••(3n — 4) 

3"8"n! 


x"; 8 


13. x + £ — 5 ' (2"~ 0 , )5 

.r, 2"n!(2n + 1) ’ ,9 ’ 0508 

17. 0.198 19. 0.297 


EJERCICIOS 11.10, P AGIN A 599 

1. Converge a 0 3. Diverge 

5. Converge a 5 

Ejercicios 7-37: C = Convergente, AC = 
Absolutamente convergente, CC = 
Condicionalmente convergente, D = Divergente. 


CAPITULO 12 

EJERCICIOS 11.8, PAGINA 609 



5. K(0, 0); F(0, £); 
F = -A 


9. V(2, -2); F(2, -}); 

y=-l 



7. E( —1, 0); F(2, 0); 
x - -4 



* = -! 




7. 

D 9. AC 11. D 13. D 

15. AC 

13. E(-5, -6);F( 

17. 

D 19. D 21. AC 23. CC 

25. AC 

F=-?3 


27. 

C 29. C 31. CC 33. C 

35. C 


\f 

37. 

NA 

D 39. 0.159 41. (\3,3) 


* 

43. 

[-12. -8) 45. j 




47. 

y „ 

.t*. (2n)! 1 °° 


A j 



x ; x 


49. 

»-o (2n + I)! 
51. I + 3 x 


+ 2 £(-!)■' 1 • 4 ' 7 "'(3n—.5) ^. 


3"«! 


\ ® ( _ 1 Y» 

53. e'l '-fi (x + 2)- 


55. 2 + 1^ 

4 




2 3 " V 


57. 0.189 59. 1.002 


15. E(0, J);F(0, -|);y= y 





17. Se toma y = 2tfx + £ = 0 para obtener la 
abscisa -b/(2a) del vertice. Dada x = ay 2 + 
by 4- c, se toma lay 4* ft «= 0 para obtener 
la ordenada -b/{2a) del vertice. 

19. y 2 = 8 x 21. (x-6) 2 = 12(>» — 1) 

23. 3x 2 = -4> 25. ^ pie del vertice 

27. y - 2x 2 - 3x + 1 
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RESE JESTAS A LOS EJERCICIOS OE NUMERO IMPAR 


29. (a) ! (b) 2* (c) l6*/5 

31. (b) p = r l /(4h) 33. lb 

35. (b) 64.968 pie 2 

37. 2y/2 rad/s » 0.45 rev/s 

39. (a) y=- ii®x J + x (b) 17.5 pie 


EJERaaOS It. 3, P AGIN A 618 


1. K(±3,0);F(± n /5,0) 



5. F(0, ±^5); 
F(0, ±,/3) 



3. K(0. ±4); 
F(0, ±2^3) 



7. F(±i,0); 
F(±y21/10,0) 



9. Centro (4, 2), vertices (1, 2) y (7, 2); 

F(4 ± y/5, 2); extremos del eje menor (4, 4) y 
(4,0) 


11. Centro (-3, 1), vertices (-7, 1) y (1, 1); 
F(- 3 ± yjl, 1); extremos del eje menor 
(-3, 4) y (-3, -2) 


13. Centro (5, 2), vertices (5, 7) y (5, -3); 

F(5, 2 ± >/21); extremos del eje menor (3, 2) y 
’ (7,2) 


9. 11. 13. 




15. (x 2 /64) + (y 2 /39) - 1 

17. (4x 2 /9) + (y 2 /25) = 1 

19. (8x 2 /81) + (y 2 /36) = 1 

21. (x 2 /7) + (y 2 /16) = 1 

23. ljl\ pie 25. y — 3 = J(x + 2) 

27. (a) jTTflh 2 (b) ina 2 b 

29. 2a/\f2 y Ib/yfl 

33. 94,581,000; 91,419,000 

35. (b) A = E/fm 


EJERCICIOS 11.4, PAGINA 614 


1. K(±3,0); 

F( ±713,0); 

y = ±2x/3 



5. K(0, ±4); 

F(0, ±2^5); 
y~±2x 



3. V(0, ±3); 
F(0, ±713); 
y = ±3x/2 



7. K(±I,0);F(±72,0); 
y = ±x 



9. V( ± 5, 0); 

F(± 736,0); 

y= ±(7s/S)x 


V 



11. K(0, ±75); F(0, ±2); 
y= ±73x 


.r 



13. Centro (-5, 1), vertices (-5 ± 27*. 1); 

F(-5 ±7^5/2. ±\(* + 5) 

15. Centro (-2, -5), vertices (-2, -2) y (-2, -8); 
F( —2, -5 ± 373); y + 5 = ±i(x + 2) 



17. Centro (6. 2), vertices (6, 4) y (6, 0); 
F(6. 2 ± 2710); y~ 2 - ±i(* - 6) 

1 > V 1 ' 
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19. 15 y l - x 2 = 15 21. (x 2 /9) - (y 2 /16) = I 

23. (y 2 / 21) - (x 2 /4) = 1 25. (x 2 /9) - (> 2 /36) = 1 

27. Las hiperbolas conjugadas tienen las mismas 
asmtotas. 



29. y- 1 = -j (x + 2) 31. (±2^ -6) 

33. (a) + b 2 (h 2 - 2a 2 ) + 2a 3 ]/a J 

(b) Ub*/a 

35. Introduciendo un sistema coordenado con el 
eje x a lo largo de AB y el eje y a traves del 
punto medio de AB , entonces resulta que la 
embarcacidn est4 en el punto 
(^Pv/34, 100)^(155.5, 100). 

39. $ UA 


EJERddOS 11.5, PAG1NA 631 

Ejercicios 1-13: La respuesta consiste en (a) el 
valor de B 2 - 4AC y el tipo de cdnica; (b) una 
ccuacion en x y y' que se obtiene con una 
rotacidn de ejes y un dibujo de la grafica. 


1. (a) -1600, elipse (b) (x') 2 + 16(y') 2 - 16 




5. (a) -36, elipse 
(b) (x ) 2 + 9(y') 2 = 9 




(b) 4<x') 2 - (y') 2 = 1 


7. (a) 0, parabola 

(b) (y') 2 =4(x - I) 


A 


<^u 


9. (a) 128, hip£rbola ( vease la grafica) 

(b) 2(x') 2 - ( y') 2 - 4y' - 3 = 0 

11 . (a) 0, parabola ( v&ase la grafica) 

(b) (x') 2 - 6x'- 6y'+ 9 = 0 

13. (a) -2704, elipse (vease la grafica) 

(b) (x') 2 + 4(y') 2 - 4x' = 0 




13. 


X 

N 

y 

/ 

/ 



EJERddOS 11.6, PAGINA 633 

1. F(16, 0); 3. F(0, +y/7)\ 5. F^v^O); 

E(0,0) V(0, ±4) K(±2 0) 

r 

J 

’l 

7. m -?); 9. F(—4± > /io/3, 5 ); 

4 > vertices (-5, -5) y (-3, 5) 



11. Centro (-3, 2); vertices (-6, 2) y (0, 2); 
extremos del eje menor (-3, 0) y (-3, 4) 

r 


13. V(2, -4); F{ 4, -4) 


































RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 


1076 


15. Centro (-4, 0); vertices (-7, 0) y (-1, 0); 
asintotas y = ±(x + 4)/3 



17. 9y 2 — 49x 2 = 441 19. x 2 = 40y 

21. 4x 2 + 3y 2 = 300 23. y 1 - 81x 2 = 36 

25. (x 2 /25) + (>' 2 /45) = 1 

27. (x 2 /10000) + (y 2 /960) = 1; 8 v /l5 » 30.98 pie 

29. y - 2 = -}$(x + 3); y - 2 = j&x + 3) 

.35. 

37. x = 0, y = | b'/K, K = be — a 1 [In (c + 6) - In a] 
39. Parabola; (y ) 2 - 3x = 0 (despues de girar 
los ejes). 


( 



CAPfTULO 13 

EJERCICIOS 13.1, PAGINA 643 




17. x 2 - y 2 = 1 



15. y = l/x 


19. y = y/x 2 - 1 



23. 



, v C 3 : La pane dc C) cntre 
(1, 1) y <1. -1) 




y C 4 : La mitad inferior 
de Cj excluyendo 
a (0, 0) 



27. (a) P se mueve en sentido contrario al del reloj 
sobre la circunferencia x 2 + y 1 - 1 de 
(1,0) a (-1,0). 

(b) P se mueve en el sentido del reloj sobre la 
circunferencia x 2 + y 2 = 1 de (0,1) a 
( 0 , - 1 ). 

(c) P se mueve en el sentido del reloj sobre la 
circunferencia x 2 + y 1 = 1 de (-1, 0) a 
(1, 0). 

29. x — (Xj x t )r + xj, y = ( y 2 - y,)f" + y x son 
ecuaciones parametricas de / para cualquier en- 
tero positivo impar n. 

33. (a) Elipse con centro en el origen 

35. 
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39. x = 4 h cos t — b cos 4 1, 
y = 4 b sen t — h sen 4 1 


r 



41. x = ^a(3 cos f - cos 3/), 
y = j<j(3senf — sen3f) 


45. x = 1 + J cos cot, 
y = 3 sen a>f 



EJERCICIOS 13.2, PAGINA 652 

1. 1 3. i 5. —2e~* 7. -itan 1 

9. (a) Horizontal en (16,-16) y (16, 16); vertical en 

( 0 , 0 ) 

(b) (3f 2 + 12)/(64r 3 ) 

11. (a) Vertical en (0, 0) y (-3, 1); no hay hori- 
zontales 

(b) (1 -3r)/[l44/ 3 ' 2 (r- l) 3 ] 

13. (a) Horizontal en (±1, 0); vertical en (0, ±1). 
(b) j sec 4 r esc r 

15. (a) Horizontal en (0, ±2), (2 v /3, ±2), 

(-2^3, ±2) y vertical en (4, ± v /2), (-4. ±y/l). 

(b) 2it 

17. A(34 3 ' 2 - 125) 19. ^/2{e' 12 - I) 21. J;r 2 

23. |ji( 17 3 ' 1 - I) 25. Vt 27. <$iu> 3 29. 

31. i,/2M2e n + I) 


EJERaCIOS 13.3, PAGINA Ml 


1 . 



3. 




27. r = 4 29. r 2 - 16 sec 20 

31. r0 = a sen 0 

33. x-5 35. x 2 + y 2 - 6y = 0 



45. y — 2x = 6 



47. y 2 = I - 2x 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 


51. v/3/3 53. -1 55. 2 57. 0 

59. 1/ln 2 as 1.44 

67. (c) Demostrar que r =« r 0 e’ / 4 e‘* 

EJOaaOS 13.4, PAGIHA 668 

1. n 3. 3x/2 5. x/2 

7. 33ir/2 9. (e* - l )/4 

11. 2 13. 9«/20 15. 2* + (9^3/2) 

17. 4 v /'3 - (4u/3) 19 . (Jx/24) - ^3/4 

21 . llsen-’i + (3>t/4)-^15/4 23. 4/^/3 

25. (64 v /2)/3 27. a 2 arccos (fc/a) - _ b 2 

29. 72(1 -e' 2 *) 31. 2 33. Jir 35. 4*x 

37. 4x 2 a 2 39 . 


EJQtaaOS 13.5, PAGIHA 673 

1. Elipse; vertices (j, t/ 2) y (3. 3x/2); focos ( 0 , 0 ) 
y (i, 3x/2) 

3. Hiperbola; vertices (-3, 0 ) y (j, x); focos ( 0 , 0 ) 
y H, 0 ) 

5. Paribola; V(l, 0); F(0,0) 

7. Elipse; vertices (-4, 0) y (-1, x); focos (0, 0 ) y 

("!, 0 ) 

9. Hipirbola (excepto para los puntos (± 3 , 0 )); ver¬ 
tices (?, t/ 2) y (- 6 , 3x/2); focos (0, 0) y 
(-¥, 3x/2) 

11. 9x 2 + 8 y 2 + 12y - 36 = 0 

13. y 1 - 8 x 2 - 36x - 36 = 0 15. 4y 2 = 9 - 12 x 

17. 3x 2 + 4y J + 8 x - 16 = 0 

19. 4x 2 - 5y 2 + 36y - 36 = 0, y * 0 

21 . r-2/(3 +cos 6 ) 23. r = 12/(1 - 4sen 0) 

25. r - 5/(1 + cos 0) 27. r = 8/(1 + sen 0) 

31. r » 2/(1 + cos 6); e = I; r = 2 sec 0 
33. r = 4/(1 + 2 sen0); e =. 2; r = 2 esc 6 
35. r = 2/(3 + cos 0); e = $; r - 2 sec 0 
37. -3^3/5 39. 3 

EJERCICIOS 13.6, PAGIHA 674 


1. y = 2(x — 1) - l/(x — 1 ); 3 



3. y - e —2e~ l 



15. x 2 + / = 2(JS77 + x) 
17. 8 x 2 + 9y 2 + 16x - 64 = 0 



25. + In (1 + ,/2) 27. 2*[5 v /2 + In (1 + ^2)] 

29. 2xa J (2- v /2) 



CAPITULO 14 

EJEROCIOS 14.1, PAGIHA 687 

II. <3, 1), < 1 , —7>, <13, 8 >, <3. —32> 

13. <-15, 6 >, <1,-2>. < — 68 , 28>, <12,-12) 
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15. 4i — 3j, -2i + 7j, 19i — 17j, -lli + 33j 
17. — 2i — 5j, -6! + 7j, — 6i — 26j, — 26i + 34j 
19. — 3i + 2j, 3i + 2j, -tSi + 8j, I5i + 8j 
21. <4. 7> 23. < — 6, 0> 25. <9,-3> 

27. a + b = 2i + 7j; a - b = 4i - 3j; 2a = 6i + 4j; 
-3b = 31- lSj 



lo. - id 


29. a + b = <-6,9>; «-b = <-2. 3>; 
2a = <-8. I2>; -3b = <6, -9> 



31. 3^2 33. 5 35. V 4I 37. 18 

39. (a) -ftHHj (b) ftl - Hi 

41. (a) <2/ v /29, -5/^29) (b) <-2/,/29, 5/^29 > 

43. (a) < — 12, 6> (b) < - 3,1.5) 

45. (24/ v /65)i - (42/v45S 47. <10^ 10^/2) 

49. 301.5 mi/h; 144.3° 51. arcsen § » 23.6° 

53. Si a y b tienen la misma direccidn 
57. Una circunferencia de radio c que tiene 
centro (* 0 , y 0 ). 


17. (l/ v /30)<-2,5, -1> 

19. (a) 2a = 281 - 30j + 12k 

(b) -ja = -*fi + 5j - 2 k 

(c) (2/||a||)a = (2/ v /457X14i - 15j + 6k) 

21. x 2 4- y 2 4- z 2 — 6x 4- 2y — 4z 4- 5 = 0 
23. 4x 2 + 4y 2 4- 4z 2 4- 40x — 8 z 4- 103 = 0 

25. (a) x 2 4- y 2 4- z 2 + 4x - 8 y 4 - 12z 4- 52 = 0 

(b) x 2 4- y 2 4- z 2 4- 4x — 8y + 12z 4 - 40 = 0 

(c) x 2 4- y 2 4- z 2 4- 4x - 8y 4- 12z 4- 20 = 0 

27. ( — 2, 1, -1); 2 29. (4,0, -4); 4 

31. (0, -2,0); 2 

33. Todos los puntos sobre y dentro de la esfera 
de radio 1 con centro en el origen. 

35. Todos los puntos sobre y dentro de un 
paralelepipedo rectangular con centro en el 
origen y lados de longitudes 2 t 4 y 6. 

EJERCICIOS 14.3, RAGINA 703 

1. 3 3. -12 5. -99 7. 

9. 0 11. -3/^534 13. ft 15. 74 

17. cos~* (37/^3081) a 48.20° 19. -82/^126 

21. 1 23. -12/^3 lbf • pie 

25. 1000^/3 a 1732 lbf • pie 
35. (a) Si a y b tienen la misma direccion o 
direcciones opuestas. 

(b) Si a y b tienen la misma direccion. 


EJERCICIOS 14.4, RAGINA 711 


EJERCICIOS 14.1, RAGINA 695 


1. (a) yr04 (b) (3. 1. - 1) (c) <2, -6, 8> 

3. (a) v'S (b) (-J, -1, 1) (c) <7, -2,0) 

5. (a) Jl (b) (J.i.i) (c) <-1, 1. 1> 

9. <1, 3, 0>; <-22,42,9); ^41; 3 V 4I; 3^/41; 
<-5,9, 2>; yiTo I 

11. 4i — 2j — 3k; Hi - 28j + 30k; ^29; 3^29; 3^29; 
2i — 6j + 7k; v '89 

13. i + k; 5i + 9j — 4k; ^2; 3^; 3^; 
i + 2j - k; v 6 

15. 2a = <4, 6, 8>; —3b = < —3, 6, —6>; 
a + b = <3. 1, 6>; a - b = <1, 5, 2> 




1. <5, 10, 5> 3. — 6i - 8j + 18k 

5. <-4,2, -1> 

7. —40i + 15k 9. 0 

11. <12. -14. 24); <16, -2, -5> 

13. (a x b)*b = a*(b x b) = a-0 = 0 

17. (a) 131 + 7j + 5k (b) 9^3/2 

19. (a) o(Si + 4j + 10k) con c jt 0 (b) y/Tii 

23. 16 

EJERCICIOS 14.5, RAGINA 711 

1. * = 5 - 3«, y = -2 + 8«, * = 4 - 3l; (1, *?, OX 

(V.0, V).(0.¥. -1) 

3. x = 4 + $i. y = 2 + 2l, z = -3 + $1 
5. x « 0, y * r, z - 0 
7. x = — 6 — 3s, y = 4 4- s, z = - 3 + 9s 
9. (5, -7,3). 

11. No se intersecan 
13. v ' / 5411/(3 v /ib) 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 


•5. 17. 



21. (a) z = 4 (b) x = 6 ( c ) >- = — 7 

23. 6x - 5y - r + 84 = 0 

25. 3x - y + 2z + 11 = 0 

27. 20x - 5y + Iz = 0 

29. (x - 5)/3 = (y + 2)/( - 8) = (z - 4)/3 

31. (x — 4)/( - 7) = (2 + 3)/8; > = 2 33. 7/^59 

35. I7/(6 V '14) 37. 6x + Uy + 4z = 38 

39. 89/7521 

EJERQCIOS 14.*, P AGIN A 731 


13. Paraboloide 



17. Hiperboloide de 
dos mantos 



1. Cilindro circular 




3. Cilindro eliptico 



7. Cilindro hiperbblico 




25. Hiperboloide de 
dos mantos 



9. Plano 



11. Cilindro 


29. Cono 


15. Paraboloide de un 
manto 



23. Hiperboloide de un 
manto 


4: 



27. Paraboloide 



31. Paraboloide 
hiperbdlico 
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33 x 2 + z 2 + 4y 2 = 16 


35. z = 4 - x 1 - y 1 15. (x*/64) + (y 2 /9) + z 1 = 1 



39. (a) La elipsoide de Clarke est£ achatada en 
los polos norte y sur. 

(b) Elipses (c) Elipses 


EJERCICIOS 14.7, PAGINA 735 

t. (a) (0,5^3) (b) (3,3^3, -5) 

3. (a) ( v /l0, nf 4, cos" 1 (-2/ v /5)> (b) (2, w/3, k/2 
5. (a) (2y/3, ir/3, 2) (b) (1, */4, -^3) 

7. x 2 4- y 2 = 16; cilindro circular 
9. z = > y / 3x 2 4- 3y 2 ; medio cono 
11. x 2 + y 2 = 4x; cilindro circular 
13. x 2 + y 2 + z 2 = 4z; esfera 15. El eje z 

17. Un cilindro con una lemniscata como directriz 
y generatrices paralelas al eje z. 

19. Esferas de radios 1 y 2 con centros en el 
origen. 

21. r 2 + z 2 = 4, p = 2 

23. 3r cos 0 4- r sen 0 - 4z = 12, 

P(3sen <f> cos 0 + sen 0sen 0 - 4 cos <f>) = 12 
25. r 2 sen 2 0 + z 2 = 9, p 2 (sen 2 <t> sen 2 0 + cos 2 <f>) = 9 
27. r * 6 cos 0, psen = 6 cos 0 
29. z = tan 0, p cos 0 = tan 0 



29. 36 31. v/33 + y37 

33. 3/^26, -1^/26, -4/^26 

35. 221 — 2j -h 17k 37. 9/ v /33 .39. 26 41.0 

43. — 4i — lOj + 4k 

45. (a) (1/ V /66)<1, 4, 7> (b) x 4- 4y 4- 7z - 5 = 0 

(c) x = 2 + 7f, y = - I - 7f, z = 1 + 3/ . 

(d) 59 (e) cos * 1 (59/^/3745) % 15.4° (0 J66 

47. x = 3 + 2t, y - - 1 - 4t, z = 5 4- 8r; 

x = “ 1 + 7t, y = 6 - 2t, z * — 2 — 2f 

49. cos * 1 (- 25/^2295) % 121 .46 1 
51. (2^, -rr/4, 1); (3, cos 1 — 7r/4) 

53. z = - >/(* 2 + y 2 + z 2 )l2 ; mitad inferior de 
un cono. 

55. x = 1; piano 57. r = 1; p 2 sen 2 <f> = 1 

59. r 2 + z 2 - 2z = 0; p - 2 cos 0 = 0 


EJERCICIOS 14.8, PAGINA 736 

1. 12i + 19j 3. -8 5. 

7. tan 1 f 9. (1/^X5! - 2j) 

11. (a) v /38 (b) (2, -ID 

(c) x 2 + y 2 4- z 2 2x + 8y - 6z 4- 10 = 0 

(d) y = -4 (e) x = 5 + 6f, v = — 3 + f, z = 2 - / 
(0 6x4-y-z-25 = 0 

13. 6x - 15y 4-5z = 30 


CAPITULO 15 
EJERddOS 15.1, PAGINA 744 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 



>5. 5[4yi7 + In (4 + y/vnNA ss 23.23 

17 . 19 . 7 

21. (c) 4^3 




9. (b) r'(t) = 3f 2 i - 3f*j; f(I) - i + j; 1 ^( 1 ) = 3i - 
11. (b) r'(t) = 2i — j; K3) = 5i+j; r'(3) = 2i-j 

’• 11 . 




3j 


13. (a) D = {t: t # (a/2) + krt, k un entero 
arbitrario}; r es continua en D. 

(b) 2fi + sec 2 fj; 21 + 2 sec 2 1 lan rj 
15. (a) D = {t: r 2 0}; r es continua en D. 

(b) [I/(2VO]i + 2e 2 'j + k; £-l/(4 tv /i)]i + 4e 2 'j 
17. x - I + 6f, y = -2 - lOt, z = 10 + 8t 
19. i*l+j,y«j,jm4 21. ±(1/^X2,-1,0> 
25. x = ae‘,y=he',z = ce‘ donde a, b y c son 
constantes; la grafica es una recta que pasa 
por el origen. 

27. 16i - 8j + 6k 

29. (1 - - (l/v^)j + J In 2k 

31. (jt 3 + 2)1 + (3t 2 + t - 3)j + (2r 4 + l)k 

33. (t s + t + 7)i - (t 4 - 2t)j + (it 2 - 3t + l)k 

35. x + y - 1 = 0 

49. (In- 5f 2 )senf + (3f 4- 2 f 3 ) cos t; 

[(r 3 -I- 4f)senf - i 1 cos 0* 

+ [(3f 2 - 2) sen f + (f 3 — 2f) cos f]j 
+ [-3f sen t + (1 — f 2 ) cos f]k 


EJERCICIOS 15.8, PAGINA 751 

1. (a) Continua en todo su dominio [1, 2] 

(b) r'(f) = i(t-l)-w2 i _ i(2 _ 0 -t/2 j 

r*(0 = -i(f - l)" 3 ' 2 ! - i (2 - f)’ 3/2 j 
3. (a) Continua en todo su dominio 

{t:t * ( n/2 ) -|- «7t} 

(b) r'(f) = sec 2 fi 4- (2/ 4- 8)j, 
r"(f) = 2 sec 2 f tan fi 4- 2j 
5. (b) r'(f) - -f 3 i -I- 2fj; r(2) = -4i 4 4j; 
^(2)= — 8i 4- 4j; 

7. (b) r'(f) » -4send 4- 2 cos fj; 

K3a/4) = -2,/2i + y/2j; 

^3*74) = -2y/2i - ^/2j 


EJERCICIOS 15.3, PAGINA 759 

Ejercicios 1-15: La respuestas estin en el orden 
r'(f), r"(t), ||r'(r)||, r'(a), r"(a) para el tiempo indicado 
a. 

1. 2i + 8tj, 8j, 2^1 + 16t 2 , 2i + 8j. 8j 

, 2 }. _ i . 4 . 6 . — r~ 

t 1 ' (t + i) 2j - t 3 ' + « + iy 1 ' J? + «nr’ 

ii + jj 

5 * c os ri ~ 8 s en 2fj, -send - 16 cos 2fj, 

v/cos 2 1 + 64sen 2 2/. (^3/2)1 - 4,/3j, -Ji - 8j 
7. 2e 2 'i - e 'j, 4e 2 'i + e 'j, v '4c 4 ' + e' 2 ', 

21-j. 4i+j 

9. -send 4- cos fj 4 k, -cos d - senfj; J2. 
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11. 2ri + (1,/Oi + 6y/(k, 2i - [l/(2 v /^ 5 )li + (3/70k, 
7»' V + (l/j) + 36l 

13. <? (cos t - sen f)i + c* (cos l + sen i)j + e'k, 

- 2e' sen ri + 2e" cos tj + e'k, yie 1 
15. i + 2j + 3k. «, V /14 
19. (a) 750^31 + (-gi + 750)j 

(b) (1500)7(80) « 8789 pie 

(c) (1500) 2 n / 3/(2 9 ) * 60,892 pie 

(d) 1500 pie/s 
21. 40^5 * 89.4 pie/s 

23. (a) 18,054 mi/h (b) 86.7 min 
25. 7128/15/(20 * 0.46 rev/s 
29. 0.52 pie 


EJERCICIOS 15.4, PAGINA 749 


i. T(o = d + f 2 )- | ' , d-ij); 

N(0= -(I + i 1 )‘ , ' 2 (ti+j); 

T(l) = (1/72X1 - j); N(l) - -0/72X1 + j) 

3. T(0-(t 4 + l)"‘ /2 (t 2 l + |); 

N(0*(i 4 + l)~ ,,2 (i — t 2 j); 

T(l) - (1/72X1 + j); N(l) = (1/72X1-j) 



5. T(0 = cos ri - sen rk; N(f) = -send — cos rk; 
T(*/4) = (72/2X1 - k); N(n/4) - —(72/2X1 + k) 


I l 



A 

A 

u 


7. 6/10 3 ' 2 9. 2 11. 4 

15. 0 17. 48/21 3 ' 2 

19. (a) 1 (b) (a/2.0) 21. 

(c) 



13. 2/17 3/ * 


(a) 272 (b) (-2, 3) 



23. (In 72, 1/75) 25. (0, ±3) 

27. (72/2, — i In 2) 33. (±72. -20) 35. (0,0) 


39. |8 — 3sen 2 20|/(l + 3 cos 2 20) 3 ' 2 

43; (-V.H) 45. (4,-2) 47. (0,-4) 

49. x - f 1 - 3. y = js + 5; s 2 0 

51. x = 4 cos is, y = 4 sen is; 0 £ s <> 8a 


EJERCICIOS 15.5, PAGINA 776 

1. 4r/(4r 2 + 9) 1 ' 2 ; 6/(4 1 2 + 9) l/2 ; 6/(4r + 9) 3 ' 2 
3. 6l(( 2 + 2)/(r 4 + 4f 2 + l) 1 ' 2 ; 

6(l 4 + J 2 + 1) ,/2 /0 4 + 4t 2 + I) 1 ' 1 ; 

2(t 4 + i 2 + l) ,/2 /3(r 4 + 4( 2 + l) 3 ' 2 
5. f/(l + i 2 ) 1 ' 2 ; (2 + f 2 )/(l + i 2 ) ,/2 ; 

(2 + l 2 )/(l + t 2 ) 3 ' 2 

7. ( — 65 sen i cos ()/(16sen 2 r + 81 cos 2 1 + l)*' 2 ; 
(81sen 2 t + 16 cos 2 t + 1296) 1 ' 2 
(16sen 2 f + 81 cos 2 1 + l) 1 ' 2 
(81 sen 2 r + !6cos 2 r+ 1296) 1 ' 2 
(llisen 2 1 + 81 cos 2 ( + l) 3 ' 2 

9. 36/75; 18/75 

EJERCICIOS 15.7, PAGINA 789 

1. r'(l) = 2ri + (8r - 4i 3 )j; r"(l) - 2i + (8 - 12i 2 )j; 

2|tl7l7 - 16f 2 + 4l 4 
3. (a) (1/73X1 +j + k) 

(b) x = f, y — z 4- !, i — t + I 
(b) 73<e- 1) a 2.98 
5. (a) T(») = (/ 2 + 4)- , ' 2 (ri + 2j); 

N(0 = (» 2 +4)-" 2 (21-(j) 

(b) T(l) = (1/75X1 + 2j); 

N(l) - (1/75X21 -j) 

7. (72t 2 + 10t)i + (2; - I6r 3 )j - (15t 2 + 12»)k; 

15l 2 - 60i 

9. 21 + lj-k 13. 72/2 
15. (4i 4 + 9r 4 + l) 1,2 /[4(i‘ +1 2 + l) 3 ' 2 ] 

17. x 2 + jr 2 — 4> + 3 = 0 

19. (sen / cos / - 8 sen 2/ cos 2/)/(4 cos 2 It +sen 2 1) 112 ; 
(21 cos 2/ cos / + 2 sen 2/ sen z|)/(4 cos 2 2/ +sen 2 f) ,/2 


CAPITULO 16 

EJERCICIOS 16.1, PAGINA 799 

1. RxR; -29,6, -4 

3. {(u, u): u * 2v); -j, J, 0 

5. {(x, y, z): x 2 + y 2 + z 2 £ 25}; 4, 2^/5 

7. La mitad superior de la esfera x 2 + y 2 + 

Z 2 = 1. 
























1084 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 


9. El piano cuyos puntos de interseccibn con los 
ejes x, y y z tienen coordenadas 3, 2 y 6, 
respectivamente. 

11. La mitad superior de un hiperboloide de un 
manto con su eje a lo largo del eje x. 



27. El origen y todas las esferas con centro en el 
origen. 


29. Todos los pianos con vector normal <1, 2, 3). 

31. El eje z y todos los cilindros circulares cuyo 
eje coincide con el eje z. 

33. (a) Circunferencias con su centro en el 
origen. (b) x 2 + y 2 = 100 

35. Cinco; esferas con su centro en el origen; la 
fuerza F es constante si (x, y, z) se mueve 
sobre una superficie de nivel 

37. (a) P = kAv* donde k > 0 

(b) Una curva de nivel tipica (vease la 
figura) muestra las combinaciones de 
area y velocidad del viento que produten 
una potencia fija P - c. 



(c) Av 3 = Jtt x 10 5 

EJERCICIOS 16.2, P AGIN A 801 

"j 3. No existe 5. 0 
7. No existe 9. 0 
11 . Tontinua en {(x, y):x + y > 1} 

13. Continua en (x, y, z) si x 2 + y 2 # z 2 


15. Continua en {(x, y): x > 0, -1 < y < 1} 

17. El limite es 0 y por lo tanto / es continua en 
( 0 . 0 ). 

19. (x 4 - 2xV + / - 4)/(x J - y 2 ); {(x, y):y # ± x ) 
21. x 2 + 2x tan y + tan 2 y + I; 

{(x, y): y # (ir/2) + kn. k un entero arbitrario} 
23. f''* 2 '; (X 2 + 2>'Xx 2 + 2 y- 3); e 2 ' + 2t 2 - 6t 
25. (x - 2yX2x + y) - 3(x - 2y) + (2x + >) 

27. /(x, >'. z,w) = L significa que 

para todo £ > 0 existe un 5 > 0 tal que si 
0 <y/{x- a) 2 + (y - &) 2 +(z-c) 2 +(h> -~df< <5, 
entonces |/(x, y, z, w) - L\ < e. 


EJERCICIOS 16.3, PAGINA 807 

1. /A y) = 8x 3 y 3 - y 2 ; / y (x, y) * 6x 4 y 2 - 2xy + 3 

3. /A s ) = r/y/r^jT?; f 3 (r, s ) = s/ v /^T7 i 
5. /x(x, y) = e* + y cos x; / y (x, y) = xe 9 + sen x 
7. f(U o) = —v/{t 2 - v 2 ); //*, v) = t/(r 2 - v 2 ) 

9. / X (x, y) = cos (x/y) - (x/y)sen (x/y); 

/A y) = (x/y) 2 sen (x/y) 

11* ./A 5, f) = 2re 2 * cos t; /(r, s, f) = 2r 2 e 2 * cos f; 

/A s, t) - —r 2 e 2 * sen t 
13. /,(x, y, z) = (y 2 + z 2 ) x in (y 2 + **); 

/Ay* r) = 2xy(y 2 z 2 )*~‘; 

/A y, z) = 2xz(y 2 + z 2 )*" 1 
15. fx(X\ y. z) = ? - ye*; / y (x, y, z) = -e* - ze"'; 

/A. y. z) = xe* + e~ 9 
17. /A v, w) = i?/(2 v /^ n /T- 

f v (q % v, w) = [q/ily/qv^/l — qv)~\ + w cos inv; 
f w (q , y, w) = v cos inv 

25. 18xy 2 + 16y 3 z 27. f 2 (sec rtXsec 2 rt + tan 2 rt) 

29. (I — x 2 y 2 z 2 ) cos xyz — 3xyzsen xyz 

47. w, y , w yx , w yy , w yx , vv 2x , w ly , w xx 

49. En grados por cm: (a) 200 (b) 400 

51. En volts por pulgada: (a) (b) % ( c ) 

^3. dC/dx = -36.58/ig/m 3 por metro es la tasa 
de variacibn o cambio de la concentracibn en 
la direccion horizontal en (2,5); dC/dz = 

-0.229 /4g/m 3 por metro es la tasa de 
cambio de la concentracibn en la direccibn 
vertical en (2,5). 

55. (a) 3773/ = T^e~ Xx cos (ut - Ax) es la tasa 
tasa de variacibn de la temperatura 
con respecto al tiempo a una 
profundidad fija x; 37V3x = 

-T 0 \e~ Xx [cos (ut - Ax) + sen (o»t - Ax)] 
es la tasa de variacibn de la temperatura 
con respecto a la profundidad en 
un tiempo fijo. 
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57. (a) dV/dx = -0.112yml/aflo es la rapidez 
con la que disminuye la capacidad 
pulmonar con la edad para un adulto 
var6n. 

(b) dV/dy = 27.63 - 0.1l2xml/cm es dificil 
de interpretar porque normalmente se 
piensa en la estatura de un adulto como 
fija o en la estatura y como una funcion 
de la edad x. 

59. x = 1, y = r, z = -4/ 4 12 


EJERCICIOS 16.4, PAGINA 816 


Ejercicios 1-3: Hay otras respuestas correctas 
(v6ase el Ejemplo 2). 


1 . 

3. 

5. 

7. 

9. 


11. dw 


e, = — 3 Ay, e 2 = 4 Ay 
e x = 3x Ax 4 (Ax) 2 , e 2 = 3y Ay + (Ay) 2 
dw = (3x 2 -x 2xy) dx 4 (6y - x 2 ) dy 
dw = 2x sen y dx 4 (x 2 cos y 4 3y ly2 ) dy 
dw = 2x In (y 2 4 z 2 ) dx 4- [2x 2 y/(y 2 4 z 2 )] dy 
4 [2x 2 z/(y 2 4 z 2 )] dz 

yz(y + z) xz(x 4 z) 

dx 4 - .dy 

2 (x 4 y 4 z) 2 


(x 4 y 4 z) 
xy(x -I- y) 


. j dz 

(x 4 y 4 z) 2 

13. 7.38 15. (a) j pie 2 (b) ^ pie 3 

17. 57n(0.0!5)/4 * 0.67 pulg 3 19. 0.0185 
21. 7% 23. 2.96 

25. (b) El error maximo en z no debe ser mayor 
que 3.0 pie. 


EJERCIOOS 16.5, PAGINA 885 


1. dw/dx = 2x sen(xy) 4 y(x 2 4- y 2 ) cos (xy); 

dw/dy = 2y sen (xy) 4 x(x 2 4 y 2 ) cos (xy) 

3. dw/dr = 2r (In s ) 2 4 8r In s 4 2s In s; 

dw/ds = (2r 2 In s)/s 4 (4 r 2 /s) 4 2r 4 2r In s 
5. dz/dx - 3x 2 e 3> 4 ye" 4 4x 3 y 2 ; 

dz/dy = 3x V y 4 e x 4 2x 4 y 
7. c?r/r?u = 3 In (urf) 4 3 4 (f>//u); 
dr/dt> = / In ( uvt ) 4 (3u/t) 4 f; 
dr/dt = v In (uvt) 4 (3 u/t) 4 u 
9. — 34y 4 6r — 24s 11. - 3(/ 2 4 l)/(f 4 l) 4 

13. 4sen 3 r cos t + sen/ tan 4/ - 4 cos t sec 2 4/ 
15. —(6x 2 4 2xy)/(x 2 4 3y 2 ) 


17. 


19. 


( 6 + 2 / D / G /5 3 ) _ 6 


xy 4 y 


iJiJIWy 

dz/dx = — (2z 3 4 2xy 2 )/(6xz 2 — 6yz 4 4); 
dz/dy = -(2x 2 y - 3z 2 )/(6xz 2 - 6yz 4 4) 


21. dz/cx = 

—(e yt - 2yze xs 4 3 yze**)/(xye'* - 2xye" z 4 3e Jfy ); 


dz/dy = 

—(xze 9 * - 2e xx 4 3xze JC ')/(xye yi - 2 xye xx 4 3e* y ) 

23. 0.88x « 2.76 pulgVmin; 0.46ir ® 

1.44 pulgVmin 

25. dTidt = (u/cXdp/di) 4 (pjc)(dvidi) 

27. -6.4 pulgVmin 29. 762.6 cmVafto 

33. 3 35. 1 

EJERCICIOS 16.6, PAGINA 836 

1. -fi 4 4i 3. 3i 4 2j 5. -8i4j-9k 
7. -10/ x /2 9. -17(8^13) 11. 67/(8^26) 

13. l/( 2v /^6) 15. 16/l4 17. 15c ! //35 

19. -I2//|0 

21. (a) -28//26 (b) (1//5XI - 2j), /80 
(c) (I//5X-I + 2j). -/80 
23. (a) -25/( v /lV'77) 

(b) (l/^/lAK-^ 3j + k). 1 

(c) (l/ v /|4X2i - 3j - k). -1 

25. -28// 2 ; - I2i - 16j: I2i + I6j; c(4i - 3j) 
para cualquier c # 0 

27. - 178//14; 4i - 8j + 54k; /2996 « 54.8 
29. (b) dT/dr es la tasa de variaciAn de la 

temperatura en la direcciAn normal a la 
frontera circular. 


37. 

<b) 5 + /3 


EJERCICIOS 16.7, PAGINA 843 


1. 

16(x - 2) 4 6<y 4 3)46(z- 

0 = 0; 


x = 2 4 16/, y = -3 4 6/, z = 

= 14 6/ 

3. 

16(x 4 2) 4 18(y 4 1) 4 (z — 

25) = 0; 


x = —2 4 I6f,.y = — 1 4 18/, 

z = 25 

5. 

4(x 4 5) - 3(y - 5) 4 20(z - 

1) = 0; 


x = — 5 4 4/. y = 5 — 3/, z = 

1 4 20/ 

7. 

x 4 v ^3(y - it/ 3) 4 (z - 1) «= 

0; 


x = /, y = (n/3) 4 >/3/, z = 1 

4 / 

9. 

-x 4 i(y - 2) - (z - 1) = 0 



x = —/, y = 2 4 j/, z = 1 f 


15. 

(8/2//S, 2/2//S, -2/2/75). 


(-8/2/75, -2/2/75, 2/2/75) 

21. 

23. 

i* 1 
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25. 27. 



EJEHaaOS 16.8, PAGINA 84* 

Ejercicios 1-13: Las respuestas se refieren a los 
maximos y minimos locales. 

1. mIn:/(0, 0) = 0 3. min: /(l, -1) = -1 

5. m(n:/(}, -i)= -j 
7. m!n:/(-2, 0) =-48 - 60 
9. No hay maximos nj minimos. 

11 . m!n:/(0,20)= 12/0 
13. mAx:/(h/3, k/3) = 30/2; 

mIn: /(5x/3, 5*/3) = -30/2 
15. (0, 0), (± 1, 0), (0, + 1); MIn: /( 0, 0) = 0, 
max: /(0, ±l) = 3/e 
17. max: /(4, 3) = 67; mIn: /(0,0) = 0 
19- mAx:/(-1,-2)*= 13; 

mIn:/(1, -1)= -1 = /(1,2) 

21. mAx:/( —0/2, 0/4) =1+0; 
min: /(i. -i) = - j 

23. 1/06 25. (±2/02, ±02. ±20/02) 

27. Base cuadrada; altura i de la longitud del 
lado de la base. 

29. 6/0,12/0.8/0 31 . 1, j, 4 

33. Base cuadrada de lado 0 pie, altura 

20 pie. 

35. (18 pulg) x (18 pulg) x (36 pulg) 

39. y = $x + | 

41. y = mx + 6, donde m = 1.23, b = -18.13; 
calificacion 68. 

43. (V. ¥) 45. 4x — y — 2z + 1 = 0 


UERaaOS 16.9, PAGINA 859 

1. m!n:/(1/0, 2/0) = 0 = /(- 1/0, -2/0); 
max:/(2/0, -1/0) = 5 = /(-2/0, 1/0) 


3. m(n: /(- 5/0,-5/0, -5/0)= -5/0; 

mAx:/(5/0, 5/0, 5/0) = 5/0 
5. mIn:/(J, -ii) = i 
7. mIns:/( 0, -I, 0) = 1 y /(2, 1, 0) = 5 
9. min: /(l, 2/0, -1, S) = -16/(30); 

max:/( 1, -2/0, -1, f) = 16/(30) 

11. (6/0, 9/09, 12/09) 

13. Base cuadrada de 2/0 por 2/0, altura 
7/(20) 

15. Altura = doble del radio 

29. Anchura = 8^3 pulg, espesor = pulg 

EJERddOS 16.10, PAGINA 860 

1- {(x, y): 4x 2 - 9y 2 ^ 36} 

3. {(x, y): z 2 > x 2 4 y 2 } 

5- I 7. No existe 

9 * /r(x, y) = 3x 2 cos y 4 4; /,(x, y) = - x 3 sen y - 2y 
11- /*(x, y, 2 ) = 2x/(y 2 4 z 2 ); 

f y (x % y, z) = 2y(z 2 - x 2 )/(y 2 4 z 2 ) 2 ; 
fr(x, y, z) = -(x 2 + y 2 )2z/{y 2 + z 2 ) 2 
13 ’ A(x, y, z, t) = 2xZyj2y + t: 
f,(x, y, z, 0 = x 2 z/ v /2y + f; 

/ z (x, y, z, t) = x 2 > /2yHM; 

/r(x, y, z, 0 = x 2 z/(2 % /2y 4- 0 
15. / xx (x, y) = 6xy 2 4 12x 2 , / rr (x, y) - 2x 3 - 18xy, 
fxy(x, y) = 6x 2 y - 9y 2 

19. Aw = (2x -I- 3y) Ax -I- (3x - 2y) Ay 4- (Ax) 2 
4 3 Ax Ay — (Ay) 2 ; 

dw = (2x 4 3y) dx 4 (3x - 2y) dy\ Aw = -1.13, 
dw = -1.1 

21. ds/dx * 12x 4 I8y; fa/dy = 18x - 22y 
23. 3e"'(9f 2 cos 3f 3 - sen3f 3 ) 25. -14 v /41 
27. — 16(x 4 2) 4 4(y 4 l) — 7(z — 2) = 0; 

x = -2 - 16f, y = - 1 4 4f, z = 2 - 7f 
29. (3x 2 — 4y 3 4 l)/(12xy 2 4 3) 

31. dz/dx = (z 3 — 2xy)/(cos y — 3xz 2 ); 

dz/dy = (z sen y - x 2 )/(cos y - 3xz 2 ) 

33. m(n: /(0, -1) = -2 

35. 
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37. m(n: -Jyy -v'4/3) 

■/(-## 7^) 

= -v/2/3, 74/3) 

= /(Vi/3, x/2/3, -v^/3) - -8/(373) 
max: /(7 8/3, 72/3,74/3) 

-72/3,74^3) 

= /<-7«a T^a-Tw 

= /(7^. -72/3, -7^3) = 8/(373) 

39. Si a = 1 + 2 2/3 4- 3 2/3 , el punto es 
(a, 2 ,/3 o. 3 1/3 a). 


CAPITULO 17 

EJERaaOS 17.1, P AGIN A 867 

1. I 3. II 5. Ninguno 7. I y II 
9. Ninguno 11. (a) 39 (b) 81 (c) 60 
13. 1769.13 


EJERdCIOS 17.9, PAGINA 875 

1. Ambas son -36 3. BS 5. ¥ 

7. (4f> - e A )ll 9. ( e 2 4 l)/4 
11. (tt/24) 4 In [3/(2 4^2)] 4 U/y/2) h i * 0.2087 

13. (a) [ f ^ fix, y) dy dx (b) [ f fix, y) dx dy 
Jo Jo Jo /Jr* 

15. (a) P fV. y) dy dx (b) ( f /(x, y) dx dy 
Jo J*3 Jo Jo 

17 (a) I I' ^ x ' y) iy ix 

(b) | | ^ /(x, y) dx dy 

13. r 15. 17. 



19. j J J 2 (y + 2x) dx dy 


■u:, 


iy 4 2x) dy dx = ^ 


»■ jx xy 2 dx dy = { 

»■ £1 x 3 cos xy dy dx = (1 - cos 8)/3 ft. 0.38 


25. (a) 


Pf fix,y)dydx 

Ji J9-4* 

4 [ f fix, y) dy dx 
Jl J*3/g 

ps rir*' 3 

(b) fix , y) dx dy 4 /(x, y) dx dy 

Jl J|9-y)/4 J5 Jjl-4 



(b) 


1»I'' / (x - y) dx dy 

4 /(x, y) 4x dy 

J - 2 Jjr/2 



n r* /*# ri+t-M 

fix, y) dy dx 4 fix, y) dy dx 

I-* Jl J la jr 

(b) f f fix, y) dx dy 4 f [ fix, y) dx dy 
Jo Jl-y Jl Jlny 




























TOST 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 

EJERCICIOS 17.3, PAGINA 881 

I. V 3. ¥ 5. 2 7. e’ - e-' 

9. 2 (tan ' 1 a 1,1 - ja 3,: ) donde a = (- 1 + v 5)/2 

U - V 13. 18 15. ¥ 17. W * 23.77 

19. 4* * 14.2 21. W 23. 16a 3 /3 

25. El sdlido se encuentra abajo del paraboloide 
^ = ^ y * y arriba de la regidn del piano 
xy acotada por las grdficas de y = x - 1 , 

>> = 1 - * 2 , * = -2y* = 1 . 

27. El sdlido se encuentra abajo del piano z = 
x + yy arriba de la regidn del piano xy 
acotada por las gr£ficas de x = y/4 , x = Vy, 
y = 0 y y = 4. 

29. El paralelepipedo rectangular acotado por los 
pianos Z = 0 , z * 3 , * = 0 , x = 4 , y = - 1 , 

JK = 2. 

EJERCICIOS 17.4, PAGINA 887 

3 71 3 * 5. I 7. V* 

9. \n{b 2 -a 2 ) 11. 7 r 13. 

15. In (^2 -hi) 17. i?rsen 4 19. 21. ^ 

23. ^(3*-4) 25. it 

EJERCICIOS 17.5, PAGINA 890 

1- i[v / 3 + 21n(l 4- yfi) — In 2] 

3- nerfVO/a*) + ( 1 /* J ) + (l/ f J ) 5 . 2a i (n - 2) 

7. i*(5 3 / 3 -l) 9. Ja(5 3 , 1 -I) 

EJERCICIOS 17.6, PAGINA 899 

3- -A S. 44 


17. 



f(x, y, z) dz dy dx; 

n *-2y |»16 - *-2jr|/3 

, Jo nx.y,z)dzdxdy. 

a (6-A)l3 ri6-,-3«»/2 

, Jo /(*, y, z) dv dz dx: 


n t il j*(6 — jc 

> Jo 


-*-3x)/2 


n <6 - 3x)/2 - 2 , - 3 . 

, Jo f(x-y-:)dxdydz; 

’3 /*(6-2jr)/3 /*6 - 2p— 3* 

/(x, y, 2 ) rfx dz dy 



: dy dx; 


J-J- v ^Jo n*-y<*)dzdxdy. 

T3/2 p-4xi /V9-*-4*» 

_/(*, J\ 2 ) dy c/z dx- 

J- 3/2 Jo J - v 9-,-4xi 

n x/9^7/2 

,_ _/(x, y, 2) dy dx dz; 

- V 9 - 1/2 J v /9-i-6iJ 
f3 p H /• v /r-*-y3/2 

__„ f{x, y,z) dx,dz,dy; 

J-3JO J - y/9-i-y*l2 

n s/ 9 -* ry/9-X-^fl 

._ _ /(*♦ y, z) dx dy dz 

- v ' 9 J - v /9 - * - r*f2 



15. 




19 . 7* 



21 . 


/(x, v. 2 ) dy dx dz; 


La regidn a la derecha del rect&ngulo con 
vertices (2, 0, 0), (2, 0. 1), (3, 0, 0), (3, 0. 1) 
y entre las grdficas de> = N /i- 2 y y = 
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Respuestas a los ejercicios de numero impar 


23. La regidn abajo del piano z = x + y y 
arriba de la region del piano xy acotada por 
las grdficas de y - x 2 , y = 2x, x = 0 y 
x = 2. 

25. La regidn acotada por el paraboloide z - 
x 2 + y 2 y los pianos z = 1 y z = 2. 

r2 r*-2y r4-x-ir 

27. m = (x 2 + y 2 ) dz dx dy 

29. i(l -e‘ 3 )* 0.106 


EJERCICIOS 17.8, PAGINA 912 

1. 8ti; x = 0, y - 0, z = $ 

3. ( k = densidad) (a) ^hna A k (b) hna 2 k(^a 2 + J/! 2 ) 
5. i kn 2 a A 7. *kn 2 a 6 

9. 9tt/c; x = y = 0, z = | 

11. (* es una constante de 

proporcionalidad); el centro de masa estd a 
l a de la base a lo largo del eje de simetna. 

13. lna*k 15. 8n 17. *j*nk 

19. Yfit % 1.374 21. Cj)2*7T( > /2 - 1) * 66.63 


EJERCICIOS 17.7, PAGINA 906 

i. m = 4J s ;ir= W;7=3? 

3. m - %k (k es una constante de 
proporcionalidad); x = 0; y = f 

5. m = i(l — e” J ); 3f=0; 7=$(1 -«' 3 )/<l -e' 1 ) 
% 0.46 

7. m > 4 In (y/l + 1) - 4 In (^2 - 1) - n * 3.9; 
x = 0; y = (16 - n)/(4m) a 0.8 

9. 

II. = 64*, I, = V*. lo = 

13. (S - densidad) (a) \a A 5 (b) foa 4 6 (c) 

15. a/yfi 

17. = Yja (con una esquina fija en O) 

/M fv/I/2 

19. m = _(x 2 + z 2 ) </y dz dx , 

J0 J - v /*/2 J -,/*-*«* 

n V^/2 (V» -♦»* 

_x(x 2 + z 2 ) dy dz dx/m. 

-t/xH J ~y/X~4t 2 

Las integrales para y y z tienen los mismos 
limites pero los integrandos son y(x 2 + z 2 ) y 
z(jc 2 + z 2 ), respectivamente. 

Pa Cy/mi-x 1 Py/a 2 -x 2 -y 2 

2K K = J J ^ ^ j dz dy dx\ 


M 


rm Py/a 2 -x 2 Py/m 2 -x 2 ~r 2 

“LL^I 


dy dx 


n 6-2x P9-x 2 

/(x, y, z) dz dy dx. 

j Jo 

Para calcular m, M xyt Af„, M n , sea 

f(x , y, z) igual a 1, z, y y x f respectivamente; 

x = fi ,F=8.*«!? 

25. I t = 


EJERCICIOS 17.9, PAGINA 920 

1. (a) Rectas verticales; rectas horizontales 

(b) x = jm, y - \v 

3. (a) Rectas jr-y = cy3y+ 2x = d y 

donde c y d son constantes arbitrarias 

(b) x = y = -§u + in 

5. (a) Rectas 2x + y = c c hiperbolas xy - d 
(b) No es uno a uno 

7. (a) Elipses x: 2 + 4 y 2 - c e hiperbolas 4x 2 - 
y 2 = d 

(b) No es uno a uno 

9. Rect&ngulo con vertices (0, 0), (6, 0), (6, 5), 
(0, 5); la elipse (w 2 /9) + (v 2 /25) = 1 

11. 4u 2 + 4n 2 13. 2u(vu-])e~ l2m * v) 15. -6 

17. IT ( v — u)2 dv du 

ri fy/l^r 

19. I _ (u 2 + n 2 )6 du dv 

J - 1 J - yy-' I - V 2 

- o: i u 2 cos 2 v dv du = i + ^ sen 6 - ^ sen 2 

n y/U 

* (uV 3 + 2 v)dvdy = 15/8 


25. f 4 r. (n/u)i 

J 2 J-a/2 


dv du = 9/4 


Pm Py/m 2 -x 2 

J J -vsr^r J. + » 2 * x2 + y 2 + d2 J y ix 

n Nl ~ xla) Pcil -xfa-y/bt 

(x 2 -4- y 2 )S dz dy dx 

) Jo 

29. (a) 5767t (b) 288 ti 
31. x = v = 33. 


EJERCICIOS 17.10, PAGINA 922 

1. -A 3. V 5. -tfg 

n y/x 2 - 4 

__ f(x,y)dydx 

-v^4 
P2 p-r 2 + 4 

9 * I , | f(x>y)dxdy 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 


11. R est£ acotada por las graficas de x = e v , 

x = y\ y = -1 y v = 1. 

13. j* J* ye~* 2 dy dx - (1 — e~ 81 )/4 
15. 2 In 2 — | 17. 13 

19. 9k (k es una constante de proporcionalidad); 
* * f* y — t 

21. Ink 23. Y 6 kab 4 (fc es una constante) 

25. W; 3c = 0, y = ?,z - V 

n v ; T+7 

_fc(x 2 4 z 2 ) 3/2 Jz dx dy 

- v'l +>* J _ v'l +r*-jc 3 

29. kno* 

31. (a) Las rectas 2x -i- 5y = c 
(b) Las rectas 3x - Ay = d 
(c) x = &u 4 &v, y = j -&v (d) -T 3 
(e) (Aa 4 3 b)u 4- (5 a — 2 b)v -f 23c = 0 
(f) 25u 2 4 28 uv 4 29c 2 = 529 a 2 


CAPITULO 18 

EJERCICIOS 18.1, P AGIN A 933 



3. 

L ^ 

y 

/// 


^ /// 

\V 

\ 



' J s' 



9. 


11 . 

13. 

15. 

17. 


/ 


V/(x, y, z ) = 2xi - 6yj 4 8zk 
F(x, y) = (1 4xVr'(yi4xj) 
i 4 x 2 j 4 y 2 k; 2xz 4 2 yx 4 2 
-y 2 cos zi 4 (6xyz - <? 2x )j - 3xz 2 k; 


3yz 2 4 2y sen z 4 2xe 2x 


7. 

(a) V <*>) 6 

(c) 7 (d) ¥ 

9. 

tj(3c 4 4 6e -2 - 

- 1 2e + 8* 3 — 5) 

11. 

(a) 19 (b) 35 

(c) 27 13. fyi4 

15. 

1 (para todas 

las trayectorias) 

17. 

0 19. ^ 

23. x = 0, y = ^na 

27. 

l x = I, = 

Wk 

29. 

Si la densidad 

en ix , y, z) es /(*,. 


entonces 

l x ~ lc iy 2 + z 2 )/(x, y. z) ds, 

ly « }c (* 2 + 2 2 )/(-V. y, 2 ) dS , 

/x = fc (* 2 + y 2 )/(*, y. z) ds. 


EJERCICIOS 18.3, PAGINA 952 

1 • fix, y) = x 3 y 4 2x 4 / 4 c 

3. No es independiente de la trayectoria. 

5. No es independiente de la trayectoria. 

5. fix, y, z) = y tan x — zc* 4 c 
9. /(x, y, z) = 4x 2 z 4 y - 3y 2 z 3 4 c 
11. 14 13. -31 

15. Si F(x, y, z) = (-c/||r|| 2 )r, donde c > 0, 
entonces fix , y, z) = - c In r 4 d = 

-(c/2) In (x 2 4 y 2 4 z 2 ) 4 d 
25. W ^cid 2 -d x )Hd x d 2 ) 

EJERCICIOS 18.4, PAGINA 960 

1. -* 3. § 5. * 7. 3 9. 0 11. 0 

13. — 3tt 15. Ina 2 17. 

25. x = 0, y = (4«)/(3rt) 


EJERCICIOS 18.5, PAGINA 968 


1. \naf 

3. 5 

5. (a) j 

L‘J 

(* (6 — §y — 2z)y 2 z 3 (i v /29) dz dy 

(b) J 

t‘J 

j* x(4 — §x — $z) 2 (J v /29)z 3 dx dz 

7. <a) J 

CJ 

f (4 - 3y 4 rey 2 4 z)iiyj'\l) dz dy 
'0 

(b) 

[| 

[ (x 2 4 8x - 16 4 Z) v /l7 dz dx 

n 

9. El valor de la integral es igual al volumen de 


un cilindro de altura c con generatrices 
paralelas al eje z , cuya base es la proyeccibn 
de S sobre el piano xy. 


11. 27wr 3 13. 3 n 15. 18 17. 8 

21. " V 2 *' * = y = 0- * = V$r * 3-21; 1365 N /2n 


EJERCICIOS 18.2, PAGINA 943 

1. 14(2^2- I): 21; 14 3. i? 5. 


EJERCICIOS 18.6, PAGINA 974 

1. 24 3. 20* 5. 0 7. l36*/3 9. 24 















Respuestas a los ejercicios de numero impar 
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11. Ambas integrales son iguales a 4 ttg 3 
13. Ambas integrales son iguales a 4*. 


CAPITULO 19 

EJERCICIOS 19.1, PAGINA 991 


EJERCICIOS 18.7, PAGINA 982 

1. Ambas integrales son iguales a -1. 

3. Ambas integrales son iguales a ra 1 . 

5. 0 7. -87T 

9. El sentido de rotacidn del medidor de 

rotacional es contrario al del reloj para 0 < 
y < 1 e igual al del reloj para 1 < y < 2. 

No hay rotacidn si y - 1 ; rot F = 

2 (y- l)k; |(rot F) • k| = |2 (y- 1)| tiene 
un m£ximo 2eny = 0yy = 2yun minimo 
0 en y = 1. 




2 ] 



11. En la Figura 18.5 se muestran algunos vecto- 
res tipicos del campo. Un medidor de 
rotacional gira en contra del reloj para todo 
(x, y) * (0, 0). rot F = 2k; (rot F) ■ k = 2 
para todo ( x , y). 


1 . 


11 . 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

29. 


31. 


33. 

35. 

37. 


39. 


(a) y = X 3 4 c 3. (a) y = JA - x 2 4* c 

(b) y = x 3 4 2 (b) y ■ x /4 - x 2 



y = Ce 2 *nx 13. y = Cx 

x 3 y V = C,C#0 y y = 0 

y = — l +C« ,,/2 *' 

y — —3 In (3C 4 3e~ x ) 

y 2 = C( 1 4- x 3 )’ 2 ' 3 - 1 

cos x + x senx — In |seny| = C 

sec x 4 e~ y = C 27. y 2 4- In y * 3x — 8 

y = In (2x 4 In x 4- e 2 — 2) 

y = 2e 2 ~'/*+* r — 1) 

tan -1 y — In |sec x| = njA 

xy = k\ hipSrbolas 

2x 2 4 y 1 = k\ elipses 

2jc 2 4 3^ 2 = k\ elipses 


EJERCICIOS 19.2, PAGINA 997 


EJERCICIOS 18.8, PAGINA 983 



5. F(x, y) = y 2 sec 2 xi -I- 2y tan xj 7. —8 
9. 11. (1025^/7025 — 17 N /T7)/144 

13. 70 15. 0 17. ¥ 

19. /(x, y, z) = x V' + y 2 cot z 4- c 21. £ 
23. 3xV 4- xz 2 ; (2x 2 y - 2xyz)i 

4 (4x 3 z 3 — 2xy 2 )j 4 yz 2 k 

25. 27 - 

29. Ambas integrales son iguales a 8 t. 


1. y = ie 2 * +Ce“ 2 * 3. y = £x 5 4 Cx 3 

5. y = (l/xV* - *x 4 (C/x) 7. y«(e^ 4 C)/x 2 

9. y = 3 X 3 esc x 4 C esc x 
11. y = 2 sen x 4 C cos x 

13. y = x senx 4 Cx 15. y « [£x 4 (C/x 2 )]e~ 3 * 
17. y = $ + Ce~* 2 19. y = £ sen x 4 (C/senx) 

21. y = 3 4 (x 4 C)e~ x% 23. y = x(x4lnx4l) 
25. y = e~ x (l — x -1 ) 27. Q ^ CE(\ - e~ ,IRC ) 

29. /(f) = ¥(1 - e~ 0075 ') 4 Ke~ o olt lb 
31. (a) /(f) = M 4 (A - M)e*' 

(k es una constante) (b) 28 
33. y = y L (l — ce~ k, \ k > 0 
35. (b) y * (///cXl - e~ kt ) (c) 0.58 mg/min 


EJERCICIOS 19.3, PAGINA 1005 

1 . y.C/HC/ 1 3. y * C, 4 C 2 e lx 
5. y-C 1 e- 2 *4C 2 xe" 2 * 

7. y = C,e ,2 + ^ /3,jr 4C 2 e (2 
9. y ss C,e _>//2jt 4 C 2 xe _v/2jt 
11. y * C x e ixl4 4 C 2 e' 2x/2 
13. y = C x e Ax ' 2 4 C 2 xe 4 * /3 
15. y = C|f* 2+v/ ^ W2 4 C 2 e <2_v/2,JC/2 
17. y = cos x 4 C 2 e* sen x 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERO IMPAR 


19. y — C t e 2x sen 3x 4 C 2 e 2 * cos 3x 

21. y = 0 ( ' 3 *v^>* + C^" 3 ”^* 

23. y»=2e 2x -2* x 

25. y = cos x 4 2 sen x 27. y = (2 + 9x)e“ 4x 
29. y = i<?*sen2x 

EJERCICIOS 19.4, PAGINA 1011 

1. .V = C, sen x + C 2 cos x — cos x In |sec x 4 tan x| 

3- y - (C, 4 C 2 x 4 &x A )e 3x 

5. v = C,e* + C 2 e' x 4 §e x sen x - \e x cos x 

7 * y - (C, 4 ^x)e 3x + C 2 e _3jt 

9. y = C,e 4x -I- C 2 e~ x - £ 

11 . 

13. y = C, 4 C 2 e 2x 4 r sen2x - | cos 2x 
15. y = C x e x 4 C 2 e’ x 4 |(3x - 4)e 2x 
17. y - e ix (C x cos 2x 4- C 2 sen 2x) 

4 yj(7 cos x — 4 sen x)e* 

EJERCICIOS 19.5, PAGJNA 1016 

1 . y = — i cos 8/ 

3. y = ( v ^/8)e- 8, (e 4 v /2r -e- 4 ^ r ) 

5. y = Je" 8, (sen8£ 4 cos 8t) 

7. Si m es la masa del cuerpo, entonces la 
constante del resorte es 24m y la fuerza de 
amortiguamiento es -4 m(dy/dt). El 


movimiento comienza al soltar el cuerpo 
desde 2 pie por encima de la posicidn de 
equilibrio con una velocidad inicial de 1 pie/ 
en la direccibn vertical hacia arriba. 

9- -bJUdy/dt) 


EJERCICIOS 19.6, PAGINA 1017 

1. senx - x cos x + e~ y - C 
3. y = tan (^1 - x 2 + C) 

5 . y - (2x — cos x 4- 0/(sec x -f tan x) 

7. y - 2 sen x + C cos x 
9. v/ 1 “ y 2 + sen -1 x = C 
II. esc y = *~* 4 C 13. y = Ce _2Mnjr 4$ 

15. y - (C, 4 C 2 x)* 4x 17. y * C, + C 2 c lx 

19. y — C x e x 4 C 2 e~ x — (senx 4- 2 cos x) 

21. y=Ce~ x + ie 4x 23. y = C,e* 4 C 2 e 2x 4 
25. y = (x - 2) 3 /(3x) 4 C/x 

27. y = cos (^x/2) 4- C 2 sen <y3x/2)] 

29. e* (senx — cos x) + 2e~ f * C 
31. y = ^ cos x 4 C sec x 

33. y = (In |sec x 4 tan x| — x + C)/(csc x — cot x) 
35. y =^-3/( 2 -> cos 27rt-^; 1214 
37. f(t) * <!&[*«*-•* - !]/!>*<*-«* - a] 

39. ydy 4 xdx = 0; una circunferencia con 
centro en el origen. 
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Curva(s) 

alisada o regular parte por 
parte, 641, 741, 953-954 
cerrada, 636 
cerrada simple, 636 


m 
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Curva(s), ( continuacidn) 
de crecimienlo de Gompertz, 
386 

dc descenso en tiempo minimo, 
642 

dc nivel, 788 

ecuaciones parametrical de 
una. 636. 711 
en el espacio, 741 
extremos de una, 636 
gr^fica de una, 636 
longitud de una, 649, 741 
mutuamente ortogonales, 990 
orientacibn de una, 934 
parametrizada, 636, 741 
plana, 636 

regular o alisada, 641, 741 
sentido (o direccion) positivo(a) 
de una, 916, 934 
Curvatura, 764, 769 
centro, circunferencia y radio 
de, 767 


Del (V). 831 
Densidad 
de un sblido. 897 
lineal, 937 
superficial, 328 
(o masa especifica), 897 
Derecha 

derivada por la. 95 
limite por la, 62 
Derecho, sistema coordenado, 
689 

Derivacibn (o diferenciacibn) 

(vease tambien Derivada) 
implicita, 137 
logaritmica, 372 
Derivada 

como tasa de variacibn (o 
razon de cambio), 111-112, 
116 

de orden superior, 144 
de un cociente. 106 
de un produclo, 105 
de una consiante, 101 
de una funcibn compuesta, 

131, 819 

de una funcion constante, 101 
de una funcibn implicita, 
137-138 

dc una funcibn inversa, 

389-390 

de una funcibn trigonometrica, 
414 

de una funcibn vectorial. 746 
de una integral, 257, 260 
de una potencia, 102-103 
de una serie de potencias, 582 
de una suma, 104 
definicibn de, 94 
direccional, 829, 833 
en rclacibn con la continuidad, 
99 

notaciones para la, 99, 144 
orden dc la, 144 
parcial, 802-803 
por la derecha, 95 
por la izquierda, 95 
segunda, 143 
tercera, 144 


Derivadas parciales mixtas (o 
cruzadas), 806 
Descartes, Rent, II 
Desigualdad(es), 2, 3 
de Cauchy-Schwarz. 700 
del tri&ngulo, 4, 700 
equivalentes, 7 
Desplazamientofs), 678-679 
horizontales, 41 
Determinante, 706 
Diferencial 

como una aproximacion, 
123-124 

de longitud de arco, 651 
definicibn de, 123, 813, 816 
Dina, 313 
Directriz 

de un cilindro, 723 
de una parabola, 602 
de una seccibn cbnica, 669 
Discontinuidad, 82-83 
de salto. 83 
evitable. 83 
infinita, 83 
Discriminante. 631 
Distancia sobrc una recta 
coordenada, 4 
Diver gcncia 

de un campo vectorial, 931, 
973 

de una integral impropia, 508, 
515 

de una serie infinita, 545 
Dominio 

de una funcibn. 30 
de una variable, 5 


e , el numero, 360-361, 380 
Ecuacibn 
auxiliar, 1000 
complementaria, 1006 
de continuidad. 973 
de un piano, 715 
Ecuacibn diferencial 
condicibn inicial de una, 221, 
986 

definicibn de, 221, 986 
factor de integracion (o 
integrativo), 993 
lineal. 992, 999 
no homog£nea, 999 
orden de una, 986 
ordinaria, 986 
separable, 383, 988 
solucibn de una, 221, 986 
solucion particular de una, 986 
solucibn singular de una, 987 
Ecuacibn polar, 654 
dc una seccibn cbnica. 671 
Ecuaciones equivalentes, 15 
Eje 

coordenado, 2 
de revolucion, 289 
de una parabola. 603 
mayor de una elipse, 613 
polar. 653 

transverso de una hipbrbola, 
621 

x. II 

y. 11 

z. 689 


Ejes 

conjugados (de una hiperbola), 
622 

coordenados, 11 
rotacion de, 628 
traslacibn de, 604 
Elementos dc un conjunto, 5 
Elipse, 611 
centro de una, 612 
ecuacibn polar de una, 671 
eje mayor de una, 613 
eje menor de una, 613 
excentricidad de una, 617 
focos de una, 611 
vertices, 613 
Elipsoide, 724 
Encrgia 

cinetica, 902, 951 
potencial, 951 
Enteros positivos, 2 
Envolventes (o cortezas) 
cilindricas, 297 
Ergio, 313 
Error 

en la Regia de Simpson, 272 
en la Regia del Trapecio, 269 
medio, 127 
porcentual, 127 
Escalar, 678 
funcibn, 740 
Esfera, 695 

Esfericas, coordenadas, 733 
Espacio, curva en el, 741 
Espiral de Arquimedes, 657 
Excentricidad, 617, 669 
Exponcntcs, leyes de los, 375 
Expresibn cuadratica irreducible. 
477 

Extremo(s) 
dc un intervalo, 6 
de una curva, 636 
de una grAfica, 305 


Factor de integracibn (o 
integrativo). 993 
Figura de Lissajous, 640 
Flujo, 966 

neto de inversibn, 339 
Foco(s) 

de una elipse, 611 
de una hiperbola. 620 
dc una parabola, 602 
Forma 

de pendiente e intercepcibn, 24 
indeterminada. 4% 
simetrica de la ecuacibn de una 
recta, 718 
Fbrmula(s) 
dc Cauchy, 496 
de Euler, 1004 
de la Distancia, 12, 691 
de Maclaurin, 526 
de reduccibn, 464 
de Taylor, 523 
del Punto Medio, 14, 694 
Fracciones parciales. 477 
Frontera, 872 
Fuente, 967 
Fuerza, 313 
campo de, 926 
constante de, 313 


Fuerza, ( continuacidn ) 
ejercida por un liquido, 319 
resultantc, 679 
vector. 678 
Funcion(es), 30 
aceleracibn, 113 
acotada, 243 
algebraica, 45 
alisada, 305 

parte por parte, 307-308 
biunivoca (o uno a uno), 33 
ceros de una, 34 
circulares, 400 
cociente de.dos, 43 
composicibn (o compuesta), 45 
con valores reales, 740 
constante, 33, 162 
continua, 82, 799 
contradominio de una, 30 
creciente, 162 
cuadratica, 44 
de costo, 117 
de costo marginal, 118 
de costo medio, 117 
dc demanda, 120 
de demanda marginal, 120 
de dos variables, 786 
de ingreso. 117 
de ingreso marginal, 118 
de posicibn, 56 
de potencial, 929 
de tres variables, 387 
de utilidad, 117 
de utilidad marginal, 118 
decrcciente, 162 
definida parte por parte, 36 
derivable (o diferenciable), 95, 
814 

derivada de una, 94 
discontinua, 82 
dominio de una, 30 
escalar, 740 

exponencial, 360-361, 375 
natural, 360 

gradiente de una, 831, 833 
grifica de una, 34, 787 
hiperbblica, 445 
inversa, 451 
identidad, 33 
iguales, 31 
impar, 33 
implicita, 136 
integrable, 241, 866 
inversa, 346 

limite de una, 59-60, 68 . 206, 
794-795, 798-799 
lineal, 44 

logaritmica (o logaritmo), 351, 
378 

natural, 351 
longitud de arco, 308 
mbximo (o valor maximo) de 
una, 163, 844-845 
mayor entero, 37 
minimo (o valor minimo) dc 
una. 163 , 844-845 
no definida, 31 
numero critico de una, 166 
par, 33 
peribdica, 402 

polinomio (o polinomial), 44, 
795 



Indice 

Funtibn(es). (contmuactdn ) 
potencia, 379 
producto de dos, 43 
punto critico dc una, 845 
racional, 44, 795 
representation en serie de 
potencias de una, 581 
tabla de, 1041 
trascendenlales (o 
trasccndentes), 45 
trigonometricas, 400, 405-406 
invcrsa, 432-435 
valor de una, 30 
valor medio (o promedio) de 
una. 250 

valores extremos de una, 163, 
845 

locales de una. 165 , 845 
vectorial, 740 
velocidad. 113 


Gauss, Carl Friedrich , 969 
Generatriz de un cilindro, 723 
Gradiente de una funci6n, 831, 
833 

Grado de un polmomio. 44 
Grafica 

de un conjunto de numeros 
reales, 6 

de un conjunto de pares 
ordenados, 14 
de una ecuacibn, 15, 695 
de una funcibn. 34, 787 
longitud de una, 305 
Gravedad, fuerza de, 222 


HAlice circular, 743 
HipArbola, 620 
asintotas de una, 622 
eentro de una, 621 
eje conjugado de una, 622 
ejc transvcrso de una. 621 
focos de una. 620 
ramas de una, 622 
vertices de una, 621 
Hiperbblica(s), funcibn(cs), 455 
invcrsa(s), 451 
Hiperboloide, 725-726 
Hipbtesis de induction, 1023 


Identidad, funcibn, 33 
Idcntidades 
fundamental, 403 
trigonomAtricas. 403. 406. 407 
Impar, funcion, 33 
Implicita, 

dcrivacibn (o diferenciacibn), 
137 

funcion, 136 

Incrememo, 121-122, 810 
Independencia de la trayectoria. 
944 

Indcpendiente, variable. 32 
indice de sumatoria, 230 
Induction matemAlica, 1022 
Ingreso, funcibn dc. 117 
Integrablc, funcibn, 241, 866 


Integration tvease tambien 
Integral(es)) 

cambio de variables para la, 

262, 913 

con respecto a x o a v. 285 
constante de. 260 
dc cxpresibn(es) cuadratica(s), 
483-484 

de funciones trigonomtiricas, 
426 

de funcibn(cs) racional(es), 
476-477 

formulas de. 1042-1046 
indcfinida. 260 
inversibn del orden dc. 874 
limites (o extremos) de. 241 
mtiodo de sustitucion cn la, 

262 

numerica, 267-268 

para series de potencias, 582 

partial, 869 

por fracciones partiales, 477 
por partes, 460 
Regia de la Potencia para la, 
262-263 

uso de tablas de. 490 
variable dc, 260 
y formulas de reduccibn, 464 
y sustituciones trigonomtiricas, 
471 

Integral(cs) (vease tambien 
Integracibn) 

cambio dc variables en las, 

262, 913 

criterio para series de, 555 

de flujo, 965 

de linea, 935 

de superficie, 962 

de una funcibn vectorial, 750 

definida. 241 

derivada de una, 257, 260 
doblefs), 866 

cambio dc variables en las. 

916 

cn coordenadas polarcs, 
882-883 

invertir el orden de 
mtegracion dc, 874 
iterativas, 869-871 
teorema dc cvaluacion dc, 872 
cn coordenadas polares, 663 
estimation de. por mtiodos 
numtiicos, 267-268 
impropias, 508, 515 
indcfinida, 260 
iterativa 
doblc. 869-870 
triple, 892 
multiples, 864 
simbolo ( f) para las, 241 
tablas dc. >042-1046 
Teorema del Valor Medio para 
la, 248 
triple, 891 

Integrando. 241, 260 
Intercepcibnles), 15 

Jr. 15 
y . 15 

intersection de conjunto s. 5 
Intcrvalo(s) 
abierto, 6 
cerrado, 6 


Intervalofs), [continuation) 
de convergence. 578 
infinitos, 7 
semiabiertos, 6 
Inversa, funcibn, 346 
Isobaras, 789 
Isotermas, 789 
Izquierda 

derivada por la, 95 
Ifmitc por la, 62 

Jacobiano, 916, 918 

Joule (unidad de trabajo), 313 

Kepter, Johannes, 111 

Lado 

final de un Angulo, 3% 
initial de un angulo. 3% 
Lagrange. Joseph-Louts, 853 
Lamina, 327 
homogenea, 327 
masa dc una. 328, 898, 900 
momento de una, 328, 900 
Leibniz. Gottfried Wilhelm, x 
Lcy(cs) 

de Coulomb, 928 
de crecimiento, 383 
de Hooke, 315 

de la gravitation universal dc 
Newton, 928 
de Kepler. 777 
de los logaritmos, 353 
Limazon o caracol, 655 
Lfmitefs) 

al infinito e infinitos, 205, 215 
de integracibn, 241 
de sumas, 240 

de una funcibn, 59-60, 68, 206, 
794-795, 799 
vectorial. 745 
de una sucesion, 534 
metodos para calcular, 73-79 
por la derccha, 62 
por la izquierda, 62 
unilateral, 62 
Lineal. 

ccuacion, 24, 716 
diferencial, 992. 999 
funcibn, 44 

Locales, valores extremos, 165, 
845 

Logaritmica, derivation (o 
diferenciacion),372 
Logaritmo(s) 
comunes, 378 
en base a, 378 
funcion, 351, 378 
leyes de los. 353 
natural, 351 
tabla de, 1041 
Longitud 

de arco, 305, 306, 649, 711 

de un segmento, 5 

de una curva, 305-306, 649, 

741 

dc una grafica, 306 
L 'Hdpital, G.L., 497 

Maclaurin, 
formula de, 526 
serie de, 588, 591-592 
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Magnitud de un vector, 678. 

681, 691 

Mapas orograficos (o pianos dc 
configuracibn), 789 
Marginal, 
costo, 118 
medio, 118 
demanda, 120 
ingreso, 118 
utilidad, 118 
Masa(s), 

centre de, 328, 900, 903 
de un sblido, 897, 903 
de una lamina. 328, 898. 900 
especifica o densidad, 897 
por unidad de area, 328 
puntuales, 324 

MAximo (o valor maximo), 163, 
844-845 

y minimo absolutos, 164, 845 
Maximos y mimmos 
en la frontera, 845 
sujetos a restriction. 853 
Mayor entero, funcion, 37 
Mayor que, 2 
Media aritmtiica, 250 
Mcdida (o valor) en radianes. 
397 

Menor que, 2 
Mtiodo 

de Newton, 154 
de sustitutibn, 262 
Minimo (o valor minimo), 

163, 844-845 
Mobius, A.F., 965 
Momento 

de inertia, 902, 904 
de un sistema de particulas, 
325-326 

de un sblido. 903-904 
de un vector, 712 
de una lAmina, 900 
de una particuia, 325 
polar de inertia, 902 
primer, 325 
Movtmiento 
armonico simple, 419 
rectilinco. 55 
Multiples, integrates, 864 
cambio de variables en las, 

913 

Multiplicador de Lagrange. 854 
Mulliplo escalar de un vector, 
679 

Mutuamente ortogonales, 
curvas, 990 


Natural 

funcibn exponential, 360-361 
funcibn logarirmo, 351 
logaritmo, 351 

Newton (unidad de fuerza). 313 
Newton, Isaac, x 
Norma de una particion, 238, 
865, 890 

Normal exterior, 965 
Notacibn 

con delta (A). 121-122 
de sumatoria, 230 
Numerica, integracibn. 267-268 
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Numero(s) 
complejo, 1002 
critico, 166 
irracional(es), 2 
racional, 2 

real(es) negativo(s), 2 
real(es) positivo(s), 2 

Oct antes, 690 
Operador(es) 
diferencial lineal, 1006 
diferencial(es), 99, 1006 
Orden 

de integracidn, inversidn del, 
874 

de una derivada, 144 
de una ecuacidn diferencial. 

986 

Ordenada. 12 

Ordinaria, ecuacidn diferencial. 
986 

Orientacidn de una curva. 934 
Origen, 2, 11. 689 
Ortogonales (o perpendiculares) 
pianos, 717 
rectas, 715 
vectores, 698 

p, serie, 557 
Par ordenado, 11 
Parabola, 16. 602 
Paraboloide, 722 
hiperbdlico, 728 
Paralelas(os) 
pianos, 717 
rectas, 25. 715 
vectores, 684, 692 
Paramdtricas, ecuaciones, 636, 
741 

Parametrizacidn, 637, 741 
Parametrizada, curva, 637, 741 
Parametro, 636 
longitud de arco, 763 
Parcial, integracidn, 869 
Parciales, derivadas, 802 
Parte por parte, funcidn 
definida, 36 

Particidn, 238, 864, 890 
interna, 865, 892 
norma de una. 238, 865, 890 
polar, 882 
uniforme, 242 
Pendiente, de una recta 
tangente, 54 

en coordenadas polares, 660 
Periddica, funcion, 402 
Periodo, 402 

Perpendiculares, rectas, 26 
Peso especiTico de un fluido, 319 
Plana, curva, 636 
Plano(s) 
coordenado, II 
de configuracidn, 789 
ortogonales, 717 
paralelos, 717 
tangente. 838 
xy % II. 689 
xz, 689 
yz, 689 

Polares, coordenadas. 653 
integrates dobles en, 882 
Polar, eje, 653 


Poligono 

rectangular circunscrito, 234 
rectangular inscrito, 232 
Polinomial (polinomio), funcidn, 
44. 795 

Polinomio(s), 44, 795 
cero, 44 
de Taylor, 524 
constantes, 44 
Polo, 653 

Porcentual, error, 127 
Posicidn 
funcidn de, 56 
normal (o esUndar) de un 
angulo, 396 
vector de. 679 
Positivo(a). sentido (u 
orientacion), 934 
Positivos, scries de tlrminos, 554 
Potencial, 929 
energia, 951 
funcidn de, 929 
Potencia(s), 
derivacidn de, 582 
funcidn, 379 
integracidn de, 582 
intervalo de convergence, 578 
radio de convergence, 578 - 
representacidn de una funcidn 
por. 581 

serie de, 575, 579 
Presidn de un fluido, 319 
Primer 
octante, 690 

orden, ecuacidn diferencial de, 
992 

Principal, vector unitario 
normal. 761-769 
Principio v. . 

de induccidn matematica, 1022 
de Pascal, 321 
Producto 
(de) punto, 697 
esealar, 697, 701 
interior, 697 
vectorial, 706 

Propiedad de completitud, 541 
Proyeccidn regular. 961 
Punto 
critico. 845 
de inflexidn, 185 
en la frontera, 798 
interior, 798 
silla, 846 

Racional, funcidn, 44, 795 
Radio 

de convergence, 578 
de curvatura, 767 
medio. 297 

Ramas de una hipdrbola, 622 
Rapideces de variacidn 
relacionadas, 147 
Rapidez. 113, 754, 756 
angular, 755 
Recta(s) 

ecuacidn de una, 23, 713 
ecuaciones parametneas de 
una, 713 

en el espacio, 713 

forma sim£trica de una, 718 

horizontal, 21 


Recta(s), ( conlinuacion) 
normal. 133, 840 
numfrica real, 2 
ortogonales. 715 
paralela a un vector, 713 
paralelas, 25, 715 
pendiente de una, 20-21 
perpendiculares. 26 
que sc cruzan, 720 
secante, 53 
tangente. 54, 95 
vertical, 21 

Rectangular (o cartesiano), 
sistema coordenado, 11 
Rectangular, regidn, 844 
Region 
abierta, 798 
acotada, 844 
bajo una grdfica, 232 
cerrada. 798, 844 
conexa, 945 

del Tipo 1 o del Tipo II. 864 
rectangular. 844 
simplemcnte conexa, 948, 981 
Regia 

de la Cadena. 131, 819 
de la Potencia, 102, 141 
para las antiderivadas, 220 
para las integrales definidas, 
255 

para las integrates indefinidas. 
260 

de las Dos Trayectorias, 797 
de Simpson, 270 
error en la, 272 
del Cociente, 106 
del Producto. 105 
del Punto Medio, 272 
del Trapecio, 268 
error en la, 269 
Regular o alisada, curva. 641, 

741 

parte por parte, curva, 641, 
741, 953 
Residuo 
de Taylor, 524 

en la Fdrmula de Taylor, 523 
Resultante, 679 
RetrActil (o telescdpica). serie, 
546 

Revolucidn 
eje de, 289 
sdlido de. 289 
superficie de. 309 
Rosa de cuatro petalos, 656 
Rotation de ejes, 628 
Rotacionalidad de un campo 
vectorial, 978 

Sectidn transversal. 301 
Scgmentos dirigidos, 678 
Segunda 
derivada, 143 
ley de Newton, 757 
Sentido negativo, 2, 916 
Separable, ecuacidn diferencial. 
383, 988 

Serie(s) infinita(s), 544-545 
agrupamiento de ttrminos de 
una, 561 
alternante, 566 
armdnica, 547 


Series) infinita(s), 

(continuation ) 

condicionalmente convergence, 
571 

convergente, 545 
absolutamente, 570 
condicionalmente, 571 
criterion) 

de comparacidn para. 558-559 
de la integral para, 555 
de la raiz para, 565 
de la razdn para, 563, 571 
para la divergencia, 549 
de Maclaurin, 588, 591-592 
de potencias, 575, 579 
de Taylor. 587 
de ttiminos positivos, 554 
del Binomio, 595-5% 
divergente, 545 
dominante, 558 
gcomdtrica, 547 
guias para analizar. 

573-574 

hiperarmdnica, 557 
n-£simo lermino de una, 545 
p. 557 

reordenamiento de terminos de 
una, 561 

retrictil (o telescdpica), 546 
suma de una, 545 
sumas parciales de una, 545 
supresidn de ttiminos de una. 
550 

tdrmino de una, 545 
Simetria, 16 
criterios de, 16, 658 
Simplemente conexa, regidn. 

948, 981 
Sistema 

coordenado, 2, 654, 689 
de coordenadas rectangulares, 
690 

derecho, 689 
izquierdo, 689 

rectangular (o cartesiano), 11 
Sdlido 

de revolucidn, 289 
homogeneo, 897. 
no homogeneo, 897 
Solucidn(es) 
de una desigualdad, 7 
de una ecuacidn, 15 
diferencial. 221, 986 
particular, 986 
singulares, 987 
Subconjunto, 5 
Subintervalo, 6 
Sucesidn 
acotada, 540-541 
infinita, 532 
de sumas parciales, 545 
limite de, 534-535 
mondtona, 540 
tdrminos de una, 532 
Suma 

de ordenadas, 445 
de Riemann, 239, 865, 892 
de una serie infinita, 545 
doble, 877 

parcial de una serie. 545 
Sumidero, %7 
Superficiefs), 695 
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Super ficie(s), {continuation ) 
area de una, 311, 887-888 
cerrada, %9 
de nivel, 789 
de revolution. 309 
equipotenciales, 790 
integral de. 962 
SustituciOn 
metodo de, 262 
trigonometrica, 471 


Tabla 

de funciones 
exponentiates, 1041 
logaritmicas, 1041 
trigonometricas, 1040 
de integrates, 1042-1046 
Tangente, 
recta 

a una curva, 647 
pendiente de una,54. 95 
vertical, 21 
vector, 749 

Tasa de variation (o razOn de 
cambio) 

instantanea, 112 
la derivada como una, III. 
116 

media, 112, 116 
Taylor, scrie de. 587 
Teorema 
de Green, 954 
de la divergencia, 969 
de la intercalation, 79, 539 
de Lagrange, 853 
de Pappus, 906 
de Rolle, 170 
de Stokes, 976 
del binomio, 102 
del valor intermedio, 87 
del valor medio, 172 
fundamental del cOlculo, 
252-253 

para la integral definida, 248 
Tercera derivada, 144 
Tirmino 
constante, 44 
de un polinomio, 44 
de una serie, 545 
de una sucesion, 532 
Terna ordenada, 689 


Toroide (o toro), 906 
Torque (o vector momento). 712 
Trabajo, 313, 702 . 940-941 
Transformation de coordenadas, 
913 

Transition suave (o alisada), 108 
Transcedentales (o 

irasccndentes), funciones, 45 
Traslacion de ejes, 604 
Trayectoria(s), 797, 944 
ortogonal, 990 
Traza 

xy , 722 

xz, 722 
yz , ill 

Trazo de puntos, 12 
Triangulo rectangulo, 405 
TrigonomOlricas 
funciones. 400, 405-407 
inversas, 432-435 
Triple producto 
esealar. 711 
vectorial. 711 
Triple(s), integrates), 891 
cambio de variables en, 918 
en coordenadas cilindricas, 908 
en coordenadas esfOricas, 911 
iterativa, 892 

Teorema del Valor Medio para. 
972 


Unidad astronOmica (UA), 617 
Uniforme, paniciOn, 242 
Unilaterales. limites, 62 
Uni6n de conjuntos, 5 
Unitaria, circunferencia, 18 
Unitario, vector. 686, 693 
normal, 761 
tangente, 761 
Utilidad, funciOn dc, 117 


Valor 

absoluto, 3 
de prueba, 89 
de una funciOn. 30 
medio (o promedio), 250 
Valores extremos 
absolutos, 845 
criterios para, 178, 186-187. 
847 


Valores extremos, {coniinuacion ) 
dc una funciOn, 164-165, 

844-845 

en la frontera, 166, 845 
locales, 165, 844-845 
Variable^), 5 
cambio de, 262, 913 
de integration, 260 
de sumatoria, 230 
dependiente, 32, 787 
dominio de una, 5 
ficticia (o muda), 241 
independiente, 32, 787 
linealmente relacionadas, 27 
Variacibn de parimetros, 

1007 

Vector(es) 
adicion de. 680 
Ongulo entre, 698 
bidimensional, espacio, 680 
campo de. 926 
cero, 680, 691 
combination lineal de. 685 
componente 
horizontal, 685 
tangential, 941 
vertical, 685 

componentes de, 680, 685, 691, 
701 

de position, 679, 753 
de tres dimensiones, espacio, 

691 

diferentia de, 683, 691 
direcciOn opuesta entre, 683, 

692 

equivalentes, 678 
‘fuerza, 678 
/. 685, 693 
iguales, 678 

j, 685 , 693 

k, 685 , 693 

magnitud de un. 678, 681, 691 
misma direcciOn entre. 683, 692 
momento de fuerza. 712 
multiplicaciOn por escalares, 
679-680 

multiplo esealar de un, 679 
negativo de un, 680, 691 
normal, 715 
ortogonales, 698 
producto 

cruz (o de cruz) de, 706 


Vector(es), {coniinuacion) 
esealar de. 697 
exterior de, 706 
interior de, 697 
punto (o de punto) de, 697, 

701 

vectorial de, 706 
punto final de un, 678 
punto inicial de un, 678 
resultante, 679 
suma de, 679 
sustraccion de, 683, 691 
tangente, 749 
torque, 712 

triple producto esealar, 711 
triple producto vectorial, 711 
unitario, 686, 693 
normal, principal, 761 
tangente, 761 
velocidad, 678, 754 
Vectores equivalentes, 

678 

Velocidad, 57, 113, 678, 754, 

756 

angular, 757 
instantanea, 56 
media, 55 

Vertical, recta tangente, 215 
Verticefs) 
de una elipse, 613 
de una hiperbola, 621 
dc una parabola, 603 
VibraciOn(es), 1012 
amortiguada, 1014 
con amortiguamiento critico, 
1015 

sobreamortiguada, 1015 
subamortiguada, 1015 
Volumen, 290. 298, 866, 877 
de un solido de revolution, 290 
determination mediante 
envolventes cilindricas (o 
cortezas), 297 

mediante discos (o rodajas), 

290 

mediante el teorema de 
Pappus, 906 

mediante intcgrales dobles, 866 
por cortes transversales, 301 
por medio dc arandelas, 293 
por medio de integrales triples, 
894 
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